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Reziumeé

Disertacijoje tiriami antros ir aukstesnés eilés diferencialinis ir diskretusis
uzdaviniai su jvairiomis, tame tarpe ir nelokaliosiomis, salygomis, kurios yra
aprasytos tiesiskai nepriklausomais tiesiniais funkcionalais. Pateikiamos Siy uz-
daviniy Gryno funkcijy israiskos ir ju egzistavimo salygos, jei zinoma homo-
geninés lygties fundamentalioji sistema. Gautas dvieju Gryno funkcijy sarysis
uzdaviniams su ta pacia lygtimi, bet su papildomomis salygomis. Rezultatai
pritaikomi uzdaviniams su nelokaliosiomis krastinémis salygomis.

Ivadiniame skyriuje aprasyta tiriamoji problema ir temos objektas, iSanali-
zuotas temos aktualumas, iSdéstyti darbo tikslai, uzdaviniai, naudojama tyrimy
metodika, mokslinis darbo naujumas ir gauty rezultaty reikSmé, pateikti gina-
mieji teiginiai ir darbo rezultaty aprobavimas.

m-tosios eilés diferencialinis uzdavinys ir jo Gryno funkcija nagrinéjami pir-
majame skyriuje. Surastas uzdavinio sprendinys, isreikstas per Gryno funkcija.
Pateikta Gryno funkcijos egzistavimo salyga.

Antrajame skyriuje pateikti pirmojo skyriaus pagrindiniai apibrézimai ir re-
zultatai antros eilés diferencialinei lygciai. Pavyzdziuose iSsamiai iSanalizuotas
gauty rezultaty pritaikymas uzdaviniams su nelokaliosiomis krastinémis saly-
gomis.

Treciajame skyriuje nagrinéjama antros eilés diskrecioji lygtis su dviem saly-
gomis. Surastos diskreciosios Gryno funkcijos israiska ir jos egzistavimo salyga.
Taip pat pateiktas dviejy Gryno funkcijy sarysis, kuris leidzia surasti diskrecio-
sios lygties su dviem salygomis Gryno funkcija, jei yra zinoma tos pacios lygties,
bet su kitomis salygomis, Gryno funkcija.

Treciojo skyriaus rezultatai apibendrinti ketvirtajame skyriuje. Suformu-
luotas m-tosios eilés diskretusis uzdavinys ir pateiktos Gryno funkcija ir jos

egzistavimo salyga.



Abstract

In the dissertation, second-order and higher-order differential and discrete
equations with additional conditions which are described by linearly indepen-
dent linear functionals are investigated. The solutions to these problems, for-
mulae and the existence conditions of Green’s functions are presented, if the
general solution of a homogeneous equation is known. The relation between
two Green’s functions of two nonhomogeneous problems for the same equation
but with different additional conditions is obtained. These results are applied
to problems with nonlocal boundary conditions.

In the introduction the topicality of the problem is defined, the goals and
tasks of the research are formulated, the scientific novelty of the dissertation,
the methodology of research, the practical value and the significance of the
results are presented.

m-order differential problem and its Green’s function are investigated in the
first chapter. The relation between two Green’s functions and the existence
condition of Green’s function are obtained.

In the second chapter, the main definitions and results of the first chapter are
formulated for the second-order differential equation with additional conditions.
In the examples the application of the received results is analyzed for problems
with nonlocal boundary conditions in detail.

In the third chapter, the second-order difference equation with two additio-
nal conditions is considered. The expression of Green’s function and its existen-
ce condition are presented. Also, the relation between two Green’s functions,
which allows us to find Green’s function for an equation with two additional
conditions if we know Green’s function for the same equation, but with other
additional conditions is obtained.

The results of the third chapter are generalized in the fourth chapter. The
m-order discrete problem is formulated and Green’s function and its existence

condition are presented.
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Ivadas

Problemos formulavimas

Disertacijoje tiriamos antros ir m-tosios eilés diferencialiniy ir diskreciyjy
lygciy su jvairiomis salygomis, kurios yra aprasytos tiesiskai nepriklausomais

tiesiniais funkcionalais, Gryno funkcijos.

Gryno funkcijos. Trumpa istoriné apzZvalga

1828 m. angly matematikas DZordzas Grynas (George Green) (1793-1841)
parasé vieng i$ pagrindiniy savo darby ,An Essay on the Application of Mat-
hematical Analysis to the Theories of Electricity and Magnetism“, kuris buvo
isspausdintas vietiniame laikrastyje. Siame straipsnyje jis pateiké teorema, kuri
atitinka dabartine Gryno teorema; aprasé potenciala, kuris naudojamas siuolai-
kinéje fizikoje; ir savoka, kuri dabar vadinama Gryno funkcija. Jis praplété ir
apibendrino elektros ir magnetizmo tyrimus, jvedé potencialios funkcijos apibré-
zima. Jo teorija tapo pagrindu kitiems mokslininkams, tokiems kaip Dzeimsas
Klerkas Maksvelas (James Clerk Maxwell) (1831-1879) ir Viljamas Tompsonas
(William Thomson) (1824-1907). Dzordzo Gryno gyvenimo eigoje esé liko ne-
pastebéta. Ji nebuvo iSspausdinta moksliniame zurnale ir tuo metu priklausé
nezinomam autoriui. Tik 1845 m. V. Tompsonas perspausdino Dzordzo Gryno
darba dalimis ,,Crelle“ zurnale. Dzordzas Grynas taip ir miré nesuzinojes apie

savo Slove.



Ivadas

N. M. Ferersas (N. M. Ferrers) 1871 metais isleido knyga ,Mathematical
Papers of the late George Green® [39], kurioje buvo patys svarbiausi DZordzo
Gryno darbai apie hidrodinamika, Sviesos ir garso atspind] ir luzima: ,,Mathe-
matical Investigations Concerning the Laws of the Equilibrium of Fluids Analo-
gous to the Electric Fluid“ (1832); ,,On the Motion of Waves in a Variable Canal
of Small Width and Depth® (1837); ,On the Laws of Relexion and Refraction
of Light at the Common Surface of Two Non-Crystallized Media“ (1937) ir kiti
darbai.

Siuolaikini Gryno funkcijos apibrézima jvedé B. Rymanas (B. Riemann)
(1826-1866). Straipsnyje ,,Ueber die Fortpflanzung ebener Luftwelle von endli-
cher Schwingungsweite* 1860 metais jis pritaiké Gryno funkcijos metoda, siek-
damas integruoti hiperbolinio tipo diferencialine lygtj, kuri apibudina akustiniy
bangy sklaidg [104]. Jis apraseé funkcija, kuri Siandien vadinama ,,hiperbolinio
uZdavinio Gryno funkcija“.

Temos, susijusios su Gryno funkcijomis, gana populiarios. ISspausdinta
daug monografijy ir straipsniy apie ju pritaikyma jvairiose srityse. Gryno
teorema ir funkcijos turi svarbia reiksme klasikinéje mechanikoje ir jos buvo
naudojamos J. Svingerio (J. Schwinger) darbe apie elektrodinamiks (1948),
uz kurj jam buvo jteikta Nobelio premija (1965 m. kartu su R. Feinmanu
(R. Feynman) ir S. Tomonaga (S. Tomonaga). Véliau Gryno funkcijos tapo
naudingos nagrinéjant superlaidininkus. Taip pat jos taikomos elektrostati-
koje (Puasono lygties sprendimas), kondensuotuyjy medziagy teorijoje (difuzi-
jos lygties sprendimas), kvantinéje mechanikoje (Sredingerio lygties sprendi-
mas). G. Rikeizenas (G. Rickayzen) [103] kvantingje fizikoje nagrinéjo Gry-
no funkcijos savybes. Superlaidumo, supertakumo ir magnetizmo skyriuose jis
parodé, kaip Gryno funkcijos naudojamos aprasant fazés peréjima. Taip pat
parodyta, kokj vaidmenj atlieka Gryno funkcijos pernormavimo grupés meto-

de.

Gryno funkcijy taikymas paprastosioms diferencialinéms lygtims su krasti-

némis salygomis prasidéjo nuo H. Burkhardto (H. Burkhardt) (1861-1914) dar-
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bo [17]. Véliau, M. Bocheris (M. Bocher) (1867-1918) praplété Siuos rezultatus
n-tosios eilés krastiniams uzdaviniams [15].

Tiesiniy paprastyjy ir daliniy iSvestiniy diferencialiniy lygéiy sprendime
Gryno funkcija atlieka svarby vaidmenj. Ji yra naudojama sprendziant neho-
mogenines lygtis atsizvelgiant | krastines salygas. Ja naudojantis galima rasti
stacionariyjy ir nestacionariyjy uzdaviniy sprendinius, istirti sprendiniy egzis-
tavima ir vienatj [33, 105, 130, 131].

2001 m. D. G. Dafis (D. G. Duffy) [35] isleido knyga, kurioje pateiké Gryno
funkcijy iSraiskas daugeliui diferencialiniy uzdaviniy. Jos buvo sukonstruotos
reguliariesiems ir singuliariesiems krastiniams uzdaviniams su paprastomis dife-
rencialinémis lygtimis, Helmholtz lygtimi, tiesinémis nestacionariosiomis lygti-
mis (Silumos lygtis, bangy lygtis) ir klasikinémis krastinémis salygomis. Knyga
apima skyrius apie vandens bangas, absoliuty / konvencinj nestabiluma. Auto-
rius daug démesio skiria Gryno funkcijos apytiksliam skaic¢iavimui. Jis taip pat
nagrinéjo kaip apytikskliai surasti Gryno funkcijos reikSmes ir galimus budus,
siekiant pagreitinti skai¢iavimo procesa.

I8 esmés Gryno funkcijos tiriamos atsizvelgiant i fundamentaliuosius sprendi-
nius. Daugiamatéms stacionariosioms ir nestacionariosioms problemoms Gryno
funkcijy israiskos yra sudétingos ir jos pateikiamos kaip begalinés eilutés net
paprastoms stac¢iakampéms, sferinéms ir cilindrinéms sritims [100]. Funkcinis
poziuris | Gryno funkcijy konstravima, naudojima ir aproksimavima bei juy aso-
ciatyvieji sutvarkytieji eksponencialai pateikiami knygoje [40], kur H. M. Frydas
(H. M. Fried) nagrinéjo naujus uzdavinius ir ju sprendinius, tame tarpe atve-
ji, kai dalelés formuojasi lazerio spinduliy susikirtime ir nepastoviame elektros

lauke.

Darbo aktualumas

Diferencialiniy lygéiy teorijoje pagrindinés savokos buvo suformuluotos ti-
riant klasikines matematinés fizikos uzdavinius. Taciau Siuolaikinés problemos

skatina naujuy uzdaviniy formulavima ir tyrima, pavyzdziui, nelokaliyjy uzdavi-
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niy klasé. Nelokaliosios salygos atsiranda tada, kai negalima tiesiogiai iSmatuoti
duomeny nagrinéjamo uzdavinio srities kraste. Siuo atveju formuluojami uzda-
viniai, kuriuose sprendinio ir / arba jo iSvestinés reikSmés susijusios keliuose
taskuose ar iStisame intervale.

1963 m. J. R. Kenonas (J. R. Cannon) [20] suformulavo uzdavinj

ou  O%u
—_— = 0 1, 0<t<T
ot 922’ <z <l <t <,

u(0.1) = 1 (1), / ule, 1) de = at),
0

u(z,0) = up(x),

kuris dabar vadinamas nelokaliuoju (termina nelokaliosios krastinés sqlygos,
pirma sykj panaudojo N. I. Jonkinas (H. . Uonkun) 1977 m. [68]). Sis uz-
davinys suteiké nauja kryptj krastiniy uzdaviniy tyrime. Panasy uzdavinj tyreé
L. I. Kamyninas (JI.V. Kambiaun) [75].

Po SeSeriy mety A. A. Samarskis (A. A. Cawmapckunii) ir A. V. Bitsadzé
(A. B. Bunauze) parasé straipsnj ,Some elementary generalizations of linear
elliptic boundary value problems“ [14], kuriame jie suformulavo elipsinj dvi-
matj uzdavinj su nelokaliosiomis krastinémis salygomis. Sis darbas paskatino
naujy ir originaliy straipsniy atsiradima. Didesnis susidoméjimas Siais uzdavi-
niais atsirado praeito Simtmecio 80-aisiais metais. Tokio tipo uzdavinius nag-
rinéjo tokie Rusijos mokslininkai: V. A. Iljinas (B. A. Unbun), E. I. Moiseje-
vas (E. I. Moucees) [59, 60, 61], N. I. Jonkinas [68, 69, 70], A. V. Gulinas
(A. B. I'yuun) [46, 47, 48, 49, 50, 51, 52, 53, 54]. Tuo pat metu Lietuvoje uzda-
vinius su nelokaliosiomis krastinémis salygomis pradéjo nagrinéti M. Sapagovas
ir jo mokinys R. Ciegis [25, 123, 124]. Siuo metu Lietuvoje susiformavo mate-
matiky grupé aktyviai tirianti uzdavinius su nelokaliosiomis salygomis: M. Sa-
pagovas [71, 121, 122, 125, 126, 127], R. Ciegis [26, 27, 28, 29], A. Stikonas
[132, 133, 134] ir jy mokiniai [30, 31, 95, 96, 97, 98, 128]. Netiesinius dife-
rencialinius uzdavinius su panasiomis nelokaliosiomis salygomis aktyviai nag-

rin¢ja J. R. L. Vebas (J. R. L. Webb) ir jo mokiniai: G. Infanté (G. Infante)

4
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[62, 63, 64, 65, 66, 67] ir kt. Be to, Siais 2011 metais buvo iSleistas zZurnalo
,2Boundary Value Problems“ specialus numeris, skirtas nelokaliosioms krasti-
néms salygoms, kurj sudaré 27 straipsniai [1, 2, 5, 6, 13, 16, 18, 19, 21, 22,
36, 37, 38, 41, 79, 80, 81, 83, 91, 99, 102, 109, 129, 141, 142, 150, 154]. Aki-
vaizdu, kad nelokaliyjy krastiniy, pradiniy—krastiniy uzdaviniy tyrimas, skai-
tiniy metody analizé ir plétra yra aktuali, jdomi ir svarbi matematikos sri-
tis.

Sioje disertacijoje bus tiriamos antros ir aukstesnés eilés diferencialiniy ir
diskreciyju (skirtuminiy) lygéiy su jvairiomis salygomis (pavyzdziui, su pradi-
némis, krastinémis arba nelokaliosiomis salygomis) Gryno funkcijos.

Pusiau tiesiniy uzdaviniy (deSinioji diferencialinés lygties pusé netiesiskai
priklauso nuo ieskomosios funkcijos, o kairioji yra tiesinis diferencialinis opera-
torius) su nelokaliosiomis krastinémis salygomis tyrimas ir teigiamy sprendiniy
egzistavimas remiasi tiesiniy uzdaviniy su nelokaliosiomis krastinémis salygomis
Gryno funkcijos tyrimu [62, 63, 88, 89, 90, 93, 137, 155]. Siuose straipsniuose
Gryno funkcija konstruojama uzdaviniams su paprastu operatoriumi Lu = —u"
ir su krastinémis salygomis, kurios yra daugiataskiy nelokaliyjy salyguy atskiri

atvejai:

agu’(0) + Bou(0) = dou’ (€no) + You(o),

aqu/ (1) + Bru(l) = 614’ (&11) + nu(ér),

¢la i, Biy 0i, i € R, |ayl + |Bi] > 0, @ = 0,1, ir oo, &11,80,&1 € [0,1], arba
krastinés salygos yra integralinio tipo:

b b

u(0) = / vo(Bu(t) dt, (1) = / 1 (u(t) dt.

a a

Antros eilés krastiniams uzdaviniams su jvairiomis nelokaliosiomis krasti-
némis salygomis Gryno funkcijos konstruojamos straipsniuose [66, 67, 78, 139,
143, 155]. Siuose darbuose autoriai nagrinéjo sprendiniy egzistavima ir vie-

natj.
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Trecios eilés diferencialiné lygtis su nelokaliosiomis krastinémis salygomis

u" + h(t)f(u(t)) =0, te(0,1),
u(0) = «'(0) =0, (1) = au'(v),

¢a 0 <v<lirl<a< 2 buvo tirlama straipsnyje [55]. Siame darbe

nustatyti bent trijuy teigiamuy sprendiniy keli egzistavimo kriterijai, naudojant
Legeto (Leggett) ir Viljamso (Williams) nejudamojo tasko teorema [8], ir lais-
viesiems teigiamiems argumentams m jrodytas bent 2m — 1 teigiamy sprendiniy
egzistavimas.

Sanas (Sun) ir Zangas (Zhang) [136] tyré trecios eilés m-taskj krastinj uzda-

vinj
u" () + f(tut),d (8),u"(t) =0, te(0,1),
m—2
w(0) =u'(0)=0, (1))=Y ku"(&).
i=1

Jie surado Gryno funkcijos israiska ir keleta jos savybiy. Taip pat jie nustaté
bent vieno sprendinio egzistavimo kriterijy, pritaikydami Leréjaus (Leray) ir
Sauderio (Schauder) pratesimo principa.

Trecios eilés krastinius uzdavinius dar nagrinéjo Béjus (Bai) [11] ir Jangas
(Yang) [152]. Jie studijavo sprendiniy egzistavima, naudodami apatinio ir vir§u-
tinio sprendimo metoda, ir metoda, kuris pagristas Sauderio nejudamojo tasko
teorema. Jangas [152] uzrasé Gryno funkcijos iSraiska ir jrodé kelis teigiamy
sprendiniy jver¢ius. Andersonas (Anderson) ir jo bendraautoriai [3, 4] apibrézé
Gryno funkcijg trecios eilés 3-taskiam Zzidininio tipo krastiniam uzdaviniui ir
jrodé teigiamy sprendiniy egzistavima aukstesnés eilés 3-taskiam funkciniam
uzdaviniui. Palamidesas (Palamides) ir Velonis (Veloni) [94] surado Gryno
funkcija singuliariajam trecios eilés 3-taskiam krastiniam uzdaviniui. Siame
straipsnyje Gryno funkcija néra teigiama, bet gautas sprendinys yra teigiamas
ir didéjantis. Paminétuose darbuose naudojami jvairus metodai: nejudamojo

tasko Krasnoselskio teorema, Averio (Avery) ir Petersono (Peterson) nejudamo-
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jo tasko teorema [9], Legeto ir Viljamso nejudamojo tasko teorema [8], Ge ir
Béjaus nejudamojo tasko teoremos [12, 43].

Guo ir bendraautoriai [55], Liu ir O’Reganas (O’Regan) [84], Hendersonas
(Henderson) ir Ntouyasas (Ntouyas) [58] nagrinéjo trecios ir aukstesnés eilés di-
ferencialines lygtis su jvairaus tipo krastinémis salygomis ir iy uzdaviniy spren-
diniy egzistavima.

Ksu (Xu) ir Vei (Wei) [151] nagrinéjo ketvirtos eilés diferencialinj uzdavinj

uW(t) - pu” +au= f(t,u), 0<t<l,

m— m—2
au(0) — bu'( Z cu(1) + du'( Z Biu(&;
ez 2
au (0) — bu™( Z aiu(&),  cu’(1) +du"(1) = )  Biu"(&),
=1

dia f = C([0,1] x [0,400),[0,+0c0)) tenkina f(¢t,u) Z0ir o, 8 > 0, a,b,¢,d €
[0,400) ir p := ac+bc+ad > 0, & € (0,1), a;, B €0,4+00) (i =1,2,...,m—2)
yra konstantos. Konstruodami visiskai tolydy operatoriy ir kombinuodami ne-
judamojo tasko indekso teorema ir kai kurias tiesiniy operatoriy tikriniy reiks-
miy savybes, jie gavo bent vieno teigiamo sprendinio pakankama egzistavimo
salyga.

Panasy uzdavinj tyré Ma [86], kai krastinése salygose a =c=1,b=d =0,
o diferencialiné lygtis yra u® (t) 4 au’” — Bu = f(t,u(t)). Jis analizavo teigiamy
sprendiniy egzistavima.

Taip pat ketvirtos eilés daugiataskj krastinj uzdavinj tyrinéjo Liu ir
O’Reganas [84]. Jie nagrinéjo diferencialing lygti u® = f(u(t),u” (t)) su kras-
tinémis salygomis, kurios taske ¢t = 0 yra klasikinés «'(0) = u"/(0) = 0, o taske
t = 1 sutampa su straipsnio [86] krastinémis salygomis. Jie studijavo spren-
diniy egzistavima ir vienatj, naudodami Rabinovic¢iaus (Rabinowitz) bendraja
bifurkacijos teorema. Vei (Wei) ir Pangas (Pang) [148] nagrinéjo analogisko
uzdavinio netrivialy sprendiniy egzistavima ir vienatj, kai nulinés salygos yra

u(0) = u”(0) = 0.
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n-tosios eilés diferencialiné lygtis su dviem nelokaliosiomis salygomis

u™ () +h(t) f(t,u(t)) =0, t€l[a,b],
u(a) = cu(v), u'(a)=0, ..., u™?D()=0, ud)=_Lulv) 0.1)

buvo nagrinéjama straipsnyje [149]. Siam uzdaviniui buvo surasta Gryno funk-
cija, kuri isreiksta per klasikinio uzdavinio Gryno funkcija ir suformuluota teo-

remas:

0.1 teorema [7r. [149, 2.3 teoremal]. Tarkime, kad A =: (1 —a)(b—a)" ! +
(a—B)(v—a)"1 #£0. Tada visiems y € Cla,b], (0.1) uidavinys turi sprendinj

b

u(t) = /G(t,s)y(s) ds, 0.2)

kur
1
C‘r‘(t7 S) = I{(t7 S) + Z{O[[(b — a)n_l _ (t _ a)n—l] + ﬁ(t _ a)n_l}H(l/7 8),
¢ia H(t,s) yra klasikinio uzdavinio (0.1) (kai o = = 0) Gryno funkcija.

Si teorema padéjo jrodyti (0.2) sprendinio vienatj. Taip pat buvo pateiktos
Gryno funkcijos savybeés.

Panasaus tipo uzdaviniai nagrinéjami ir kituose darbuose [42, 45, 58, 145].

Sios disertacijos pirmajame skyriuje nagrinéjama m-tosios eilés diferenciali-
né lygtis su jvairiomis salygomis, kurios gali buti ne tik klasikinés, bet ir neloka-
liosios. Sios salygos formuluojamos nepriklausomy tiesiniy funkcionaly pagalba.
Todél jos apibendrina iki Siol nagrinétus krastiniy salygy atvejus. Taip pat pir-
majame skyriuje iSvesta formulé, apibendrinanti uzdaviniy su neklasikinémis ir
klasikinémis krastinémis salygomis sarysj pateiktoje 0.1 teoremoje.

Antrajame skyriuje suformuluota antros eilés diferencialiné lygtis. Pirmojo
skyriaus rezultatai pritaikomi Siam uzdaviniui. Pateikiami pavyzdziai, kuriuo-
se pavaizduota, kaip konstruojama uzdaviniy su jvairaus tipo nelokaliosiomis

krastinémis salygomis Gryno funkcija.
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2007 m. Zao (Zhao) [155] nagrinéjo antros eilés diferencialine lygti su astuo-
niais krastiniy salygy tipais: viena nuline ir viena nelokaliaja salyga. Kiekvienu
atveju jis iSvedé Gryno funkcijg ir jrodé sprendiniy egzistavima ir vienatj. Po
dvieju mety jis iSspausdino panasy darba [156], kuriame nagrinétos m-taskes
krastinés nelokaliosios salygos. Tokio tipo salygos daznai naudojamos ir kituose
moksliniuose darbuose. Ma [87], Sanas ir Vei [135] tyré uzdavinio su nelokalio-
siomis salygomis u(0) = au(v), u(1) = fu(v) teigiamy sprendiniy egzistavima ir
vienati, naudodami Krasnoselskio nejudamojo tasko teorema. Tokio uzdavinio,
kai @ = (3, bent vieno simetrinio teigiamo sprendinio egzistavimas ir teigiamy
tikriniy reikSmiy egzistavimas buvo nagrinéjami straipsnyje [137]. Uzdavinio
tyrima, kai pirma krastiné salyga yra nuliné, atliko Infanté, Ma ir Tomsonas
(Thompson) [64, 88, 92]. Jie uzrasé Gryno funkcija ir iStyré sprendinio egzista-
vima. Integralinio tipo krastinés salygos buvo tiriamos darbuose [20, 63, 65, 75].

Didelj démesj nelokaliosioms problemoms skiria angly matematikas
J. R. L. Vebas. Isspausdinta nemazai Sio autoriaus straipsniy, kuriuose kalbama
apie diferencialine lygtj su jvairaus tipo nelokaliosiomis salygomis. Jis tyrinéjo
konstantas, kurios atsiranda studijuojant kai kuriy nelokaliyjy krastiniy uzdavi-
niy teigiamus sprendinius, siekiant gauti jy optimalias reikSmes [143]; tyringjo
netiesinj Silumos srauto uzdavinj ir parodé, kad naudojant tikrines reikSmes
gaunami geresni rezultatai [144]; pasitlé nauja metoda, nustatydamas teigia-
my sprendiniy egzistavima dideliam skaiciui netiesiniy diferencialiniy lygéiy su
nelokaliosiomis krastinémis salygomis [146].

Pirmajame ir antrajame disertacijos skyriuose nagrinéjamos m-tosios ir ant-
ros eilés diferencialinés lygtys. Sias lygtis galima aproksimuoti baigtiniy skirtu-
my lygtimis.

Treciajame skyriuje tiriama antros eilés diskrecioji lygtis su dviem salygomis.
Bachvalovas ir bendraautoriai [10] pateikia Gryno funkcija Dirichlé krastiniam
uzdaviniui. Monografijose [118, 119] nagrinéjami tiesioginiai metodai diskre-
¢iyjy (skirtuminiy) lygéiy sprendimui ir iteraciniai metodai gauty lygéiy spren-

dimui bei jy pritaikymas skirtuminéms lygtims. Aprasyti perkelties algoritmo
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(monotonisko, nemonotonisko, ciklinio ir t. t.) jvairus variantai vienmatéms
3-taskéms lygtims. Be to, nagrinéjami Siuolaikiniai ekonomiski metodai spren-
dziant Puasono skirtumines lygtis staciakampyje su jvairaus tipo krastinémis
salygomis.

Stacionarieji antros eilés tiesiniai uzdaviniai, parabolinio tipo uzdaviniai su
nelokaliosiomis salygomis ir jy baigtiniy skirtumy schemos nagrinéjamos straips-
niuose [28, 29]. Ciegis ir Tumanova [30] vienmate paraboling lygtj su neloka-
liosiomis krastinémis salygomis aproksimavo neisreikstine Eulerio skirtumine
schema. Jie jrodé, kad diskreciosios schemos stabilumo sritis priklauso nuo ko-
eficienty zenkly nelokaliosiose krastinése salygose. Ganbaris (Ghanbari) [44]
palygino diferencialiniy ir diskre¢iyjy Sturmo ir Liuvilio uzdaviniy savybes. Jis
parodé, kad abiem atvejais Gryno funkcijos turi analogiskas iSraiskas. Chungas
(Chung) ir Yau [24] tyrinéjo diskrediasias Gryno funkcijas ir ju sarysj su diskre-
Ciosiomis Laplaso tipo lygtimis. IeSkodami Gryno funkcijy, jie nagrinéjo keleta
metody. Liu ir bendraautoriai [82] pateiké diskreciosios Gryno funkcijos jveréio
su didelio tikslumo analize pritaikyma.

Ketvirtajame disertacijos skyriuje apibendrinti treciojo skyriaus rezultatai
m-tosios eilés diskreciajai lygciai su jvairiomis salygomis.

Uzdavinius su aukstesnés eilés diferencialine ir diskreciaja lygtimi su skirtin-
gomis krastinémis salygomis nagrinéjo A. A. Samarskis [117, 119], A. V. Gulinas
(A.B. T'ysun) [118], N. S. Bachvalovas (H.C. Baxsasos) [10], J. R. L. Vebas,
G. Infanté ir D. Frankas (D. Franco) [147], J. Hendersonas [58] ir kiti matema-
tikai. Dauguma is juy konstravo Gryno funkcijas sprendiniy tyrimui.

Sangas (Sang) ir bendraautoriai [120] tyré netiesine diskreciaja ketvirtos
eilés lygti su Lidstone krastinémis salygomis. Naudodami monotoniska itera-
cinj metoda, jie nagrinéjo teigiamy sprendiniy egzistavima, vienatj ir iteracijy
metodo konvergavima. Singuliariojo aukstesnés eilés tolydziojo ir diskreciojo
krastinio uzdavinio sprendiniy egzistavimas ir vienatis nagrinéjami straipsny-
je [153], naudojant monotoninj metoda. Taip pat diskredioji Gryno funkcija

buvo konstruojama straipsnyje [138].
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Tyrimo objektas

Disertacijos tyrimo objektas — diferencialinés ir diskreciosios lygtys su jvai-
riomis salygomis, Siy uzdaviniy sprendiniai ir Gryno funkcijos, jy egzistavimo
salygos ir rezultaty pritaikymas uzdaviniams su nelokaliosiomis krastinémis sa-

lygomis.

Darbo tikslas ir uzdaviniai

Disertacijos tikslas — istirti tiesinius diferencialinj ir diskretuji uzdavinius
su jvairiomis salygomis, uzrasyti nehomogeniniy lygc¢iy sprendiniy israiskas, kai
zinoma fundamentalioji sprendiniy sistema, rasti Gryno funkcijas, taip pat nu-
statyti sarysj tarp dviejyu Gryno funkcijy uzdaviniams su ta pacia lygtimi ir
skirtingomis salygomis.

Siekiant numatyto tikslo buvo sprendziami sie uzdaviniai:

istirti homogeninés lygties sprendiniy tiesine erdve;

e istirti nehomoheniniy diferencialinio ir diskrec¢iojo uzdaviniy sprendinius

su ta pacia lygtimi, bet su skirtingomis salygomis;

« surasti diferencialinio ir diskreciojo uzdaviniy Gryno funkcijas ir jy egzis-

tavimo salygas;

e istirti dviejy diferencialiniy arba diskreciyjuy lygciy su skirtingomis saly-

gomis Gryno funkcijas;

e pritaikyti gautus rezultatus uzdaviniams su nelokaliosiomis krastinémis

salygomis;

o palyginti diferencialinio ir diskreciojo uzdaviniy rezultatus.

Tyrimo metodika

Disertacijos pagrindiniy formuliy i$vedimui buvo taikomas konstanty vari-

javimo metodas. Naudojant sj metoda ir determinanty savybes, galima surasti
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Gryno funkcijas diferencialinéms ir diskreciosioms lygtims su kintamais koefi-
cientais ir jvairiomis krastinémis salygomis. Taip pat darbe aprasyti tiesiniai
funkcionalai ir funkcionaliniai determinantai, kuriy savybémis buvo naudoja-

masi. Braizant grafikus, buvo naudojamas ,MAPLE“ programy paketas.

Darbo mokslinis naujumas ir jo reikSmeé

Tiriant antros ir aukstesnés eilés (tiek tiesiniy, tiek netiesiniy) uZdaviniy
sprendiniy egzistavima ir vienatj, dazniausiai konstruojama Gryno funkcija.
Siam tikslui mokslininkai naudoja jvairius metodus, bet beveik visais atvejais
Gryno funkcija ieskoma uzdaviniui, kuris yra Sios disertacijos uzdavinio atskiras
atvejis.

Sioje disertacijoje nagrinéjamos Gryno funkcijos uzdaviniams su bet kokio-
mis tiesinémis salygomis. Rasta butina ir pakankama Gryno funkcijos egzis-
tavimo salyga. Taip pat gautas Gryno funkcijy sarysis, kuris padeda istirti
Gryno funkcija uzdaviniui su nelokaliosiomis krastinémis salygomis, zinant Gry-
no funkcijg uzdaviniui su pradinémis arba klasikinémis krastinémis salygomis.
Dazniausiai jvairiose monografijose ir straipsniuose tokio tipo formulés buvo
gautos uzdaviniui su klasikinémis krastinémis salygomis, bet Siame darbe jos
yra iSvestos uzdaviniui su bet kokiomis (tiesinémis) salygomis. Tokiu budu, mes
galime uzrasyti Gryno funkcijos iSraiska uzdaviniui su jvairiomis (pavyzdziui,
nelokaliosiomis) salygomis, jei Zinomos homogeninés lygties fundamentalioji ba-
zé ir uzdavinio su kitomis (pavyzdziui, klasikinémis) salygomis Gryno funkcija.
Gautus rezultatus galima pritaikyti uzdaviniams su nelokaliosiomis krastinémis

salygomis (ir ne tik tokioms).

Darbo rezultaty praktiné reikSme

Disertacijos gauti rezultatai gali buti panaudojami sprendziant tiesines dife-
rencialines arba diskreciasias lygtis su jvairiomis (pavyzdziui, pradinémis, kras-
tinémis, nelokaliosiomis) tiesinémis salygomis; taip pat tiriant sprendiniy egzis-

tavima, vienatj ir ju savybes.
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Ginamieji teiginiai
o Bautina ir pakankama Gryno funkcijos egzistavimo salyga.

e Antros ir m-tosios eilés diferencialinio ir diskreciojo uzdaviniy su jvairio-

mis tiesinémis salygomis Gryno funkcijy israiskos.

e Gryno funkcijos sarysis su Gryno funkcija uzdaviniui su pradinémis saly-

gomis.

o Uzdaviniy su ta pacia lygtimi, bet su skirtingomis salygomis, Gryno funk-
ciju sarysis.

e Taikymai uzdaviniams su nelokaliosiomis krastinémis salygomis.

Darbo rezultaty aprobavimas

Disertacijos rezultatai paskelbti 9 straipsniuose, iS ju 5 mokslinés publika-
cijos yra ,,Web of Science“ duomeny bazéje, 3 mokslinés publikacijos Lietuvos
periodiniuose ir recenzuojamuose leidiniuose ir 1 moksliné publikacija Lietuvoje
vykusioje tarptautinés konferencijos pranesimy medziagoje (Web of Science ISI
Proceedings). 1 publikacija priimta spaudai Lietuvos periodiniame recenzuoja-
mame leidinyje.

Konferencijose skaityti pranesimai:

« S. Roman, A. Stikonas. Green’s function for problems with various types
nonlocal boundary conditions. 13" International Conference on Mathe-

matical Modeling and Analysis, June 4-7, 2008, Kéériku, Estonia.

« S. Roman, A. Stikonas. Nelokaliyjy stacionariyjy krastiniy uzdaviniy
Gryno funkcijos savybés. Lietuvos matematiky draugijos XLIX konferen-

cija, VDU, 2008 m. birzelio 25-26 d., Kaunas.

« S. Roman, A. Stikonas. Green’s functions for stationary problems with
additional conditions. 14*® International Conference on Mathematical

Modeling and Analysis, May 27-30, 2009, Daugavpils, Latvia.
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« S. Roman, A. Stikonas. Stacionariojo uzdavinio su nelokaliomis kras-
tinémis salygomis Gryno funkcijos ir jy savybés. Lietuvos matematiky

draugijos L konferencija, MII, 2009 m. birzelio 18-19 d., Vilnius.

« S. Roman, A. Stikonas. Green’s functions for stationary problems
with four-point nonlocal boundary conditions. Differential equations and
their applications. Dedicated to professor M. Sapagovas 70th anniversary,

September 1012, 2009, Panevezys, Lithuania.

« S. Roman, A. Stikonas. Boundary Value Problems with Nonlocal Boun-
dary Conditions and Green’s Functions for such Problems. 15" Interna-
tional Conference on Mathematical Modeling and Analysis, May 26-29,
2010, Druskininkai, Lithuania.

e S.Roman. Boundary Value Problems with Nonlocal Boundary Conditions
and Green’s Functions for such Problems. Lietuvos matematiky draugijos

LI konferencija, SU, 2010 m. birzelio 17-18 d., Siauliai.

« S. Roman, A. Stikonas. Green’s function for discrete second-order prob-
lems with nonlocal boundary conditions. 16" International Conference on

Mathematical Modeling and Analysis, May 25-28, 2011, Sigulda, Latvia.

« S. Roman, A. Stikonas. Green’s function for discrete problem with nonlo-
cal boundary conditions. Lietuvos matematiky draugijos LII konferencija,

LKA, 2011 m. birzelio 16-17 d., Vilnius.

Disertacijos struktiira

Disertacija sudaro jvadas, keturi skyriai, iSvados ir literaturos sarasas. Sky-
riai yra suskirstyti i poskyrius, o kai kurie poskyriai — j skirsnius. Diser-
tacijoje naudojama numeracija ,skyrius.teiginys“, ,skyrius.paveikslélis“, ,sky-
rius.lentelé“. Formuliy numeracija yra atskira kiekviename skyriuje, t. y. ,po-
skyris.numeris“. Cituojant formule is kito skyriaus papildomai bus nurodytas

skyrius.
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Ivade apsvarstytas disertacijos temos aktualumas, isdéstyti darbo tikslai,
naudojama tyrimy metodika, mokslinis naujumas ir gauty rezultaty reikSmeé,
pateikti ginamieji teiginiai, darbo aprobacija.

Pirmajame skyriuje suformuluota m-tosios eilés diferencialiné lygtis su jvai-

riomis salygomis [108, 110, 114]

u™ + o™ )Y 44 (@) + dl(2)u = f(x),

<Li7u>:fi€K, t=1,...,m,

¢ia ¥ € C[0,L], k = 0,....m—1, f € C[0,L], f; € K, i = 1,...,m, ir
Lq,..., L, yra tiesiskai nepriklausomi tiesiniai funkcionalai, K = R arba K = C.
Antrajame skyriuje pirmojo skyriaus rezultatai pritaikyti antros eilés dife-

rencialiniam uzdaviniui [106, 107, 111, 112, 113]:

—(p@) + q(@)u = f(@),
<L17U>:gl€K, <L2,U>292€K.

Si uzdavinj galima aproksimuoti diskre¢iuoju uzdaviniu

2 1 P
aluiyo +atuig +adu; = f;, i€ X =1{0,1,...,m—2},

<L17U>:‘91€K, <L2,U>292€K,

kuris yra nagrinéjamas trediajame skyriuje [109].

Visuose disertacijos skyriuose tiriamos determinanty ir funkcionaly savy-
bés, homogeniniy lygciy fundamentalieji sprendiniai. Surastos uzdaviniy su
nehomogenine lygtimi sprendiniy iSraiskos, Gryno funkcijos ir Gryno funkci-
ju egzistavimo salygos. Pirmajame skyriuje nagrinéjamas diferencialinis at-
vejis, o treCiajame — diskretusis. Antros eilés diferencialiniams uzdaviniams
skirtas antrasis skyrius, o antros eilés diskretiesiems uzdaviniams — treciasis
skyrius. Taip pat uzrasomi sarysiai tarp dvieju Gryno funkciju: 1) uzdavi-
niams su pradinémis ir jvairiomis salygomis, ir 2) uzdaviniams su jvairaus tipo
(pavyzdziui, klasikinémis ir nelokaliosiomis krastinémis) salygomis. Siuose sky-

riuose gauty rezultaty pritaikymui uzdaviniams su nelokaliosiomis krastinémis
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salygomis skirtas atskiras poskyris, kuriame pateikti uzdaviniy su nelokalio-
siomis ir klasikinémis krastinémis salygomis Gryno funkcijy sarysis ir pavyz-
dziai.

Antrajame skyriuje daug démesio skiriama uzdaviniams su nelokaliosiomis
salygomis. Pirmuose dviejuose poskyriuose m-tosios eilés uzdavinio rezultatai
suformuluoti antros eilés uzdaviniui. TreCiajame poskyryje iSsamiai iSnagriné-
ti pavyzdziai uzdaviniams su jvairiomis nelokaliosiomis krastinémis sglygomis.
Parodyta, kaip konstruojama Gryno funkcija, Zinant homogeninés lygties fun-
damentaliaja sistema.

Tre¢iojo skyriaus rezultatai apibendrinti ketvirtajame skyriuje. Siame sky-

riuje nagrinéjamas m-tosios eilés diskretusis uzdavinys su jvairiomis salygomis

2 1 0 .
aTui+m+---+aiui+2+aiui+1+aiui:fi, 1€ X,

(Li,uy=g1 €K, ..., (Lm,u)=gm €K

bei pateikta Gryno funkcijos iSraiska [115].

Isvadose apibendrinti tyrimy rezultatai.

Padéka

Nuosirdziai dékoju darbo vadovui prof. Arturui Stikonui uf vadovavimg
disertaciniam darbui, skirtq laikg ir energijo; UAB ,VTEX® uz sudarytas ga-
limybes derinti darbg ir mokslg; visam Matematikos ir informatikos instituto
Skaiciavimo metody skyriaus kolektyvui uzZ moraling palaikymg ir draugiskq pa-
galbg rasant disertacijg. Aciu visiems artimiesiems ir draugams uz jy kantrybe,

palaikymaq ir supratingumg.
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m-tosios eilés diferencialinis uzdavinys

Siame skyriuje nagrinéjama m-tosios eilés tiesiné nehomogeniné (paprasto-
ji) diferencialiné lygtis su m tiesiskai nepriklausomomis salygomis. Surandamas
Sio uzdavinio sprendinys ir pateikiama Gryno funkcijos iSraiska ir jos egzista-
vimo salyga. Palyginamos dviejy uzdaviniy su skirtingomis salygomis Gryno
funkcijos. Gauti rezultatai pritaikomi uzdaviniams su nelokaliosiomis krasti-

némis salygomis. Pagrindiniai Sio skyriaus rezultatai iSspausdinti straipsniuose

[A3,A5,A9).

Gryno funkcijy tyrimas uzdaviniuose su neklasikinémis krastinémis salygo-
mis yra gana nauja sritis. Siuo atveju daznai turime nesavijungius operatorius.
Gryno funkcijas antros eilés krastiniams uzdaviniams su jvairiomis nelokaliosio-
mis krastinémis salygomis sukonstravo Zao [155, 156]. Straipsniuose [107, 108]
surastos Gryno funkcijy israiskos antros ir trecios eilés tiesinéms paprastosioms
diferencialinéms lygtims su atitinkamai dviem ir trimis salygomis. Jy taikymai
pateikti darbuose [106, 111]. Trecios ir aukstesnés eilés krastiniai uzdaviniai
nagrinéjami daugelyje darbu. Sanas, Zangas ir Jangas [136, 152] tyré tredios
eilés krastiniy uzdaviniy teigiamy sprendiniy egzistavima, taikydami jvairius
metodus: apatinio ir virsutinio sprendimo metoda, Legeto ir Viljamso nejuda-

mojo tasko teoremg, Leréjaus ir Sauderio principa. Siuose darbuose pateikta
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1 SKYRIUS m-tosios eilés diferencialinis uZdavinys

Gryno funkcijy iSraigkos ir keletas savybiy. Straipsniuose [34, 84, 151] tiriama
ketvirtos eilés uzdaviniy su jvairiomis krastinémis salygomis sprendiniy vienatis
ir randama butina bei pakankama egzistavimo salyga.

Ksi (Xie) ir bendraautoriai [149] nagrinéjo m-tosios eilés 3-taskio krastinio

uzdavinio

ul™ () + h(t) f (t,u(t)) =0, ¢ € [a,b],
u(a) = au(v), u'(a)=0, ..., u(m72)(a) =0, u(b)=_LPu(v).

teigiamy sprendiniy egzistavima, sukonstravo siam uzdaviniui Gryno funkcija.
Si uzdavinj taip pat nagrinéjo Ji ir Guo [72], kai a = 0, ir Hao ir bendraauto-
riai [57], kai @ = a = 0 ir b = 1. Jiangas (Jiang) [73] tyré panasy uzdavinj su

n-taskémis krastinémis salygomis
n—2
u(0) =/ (0) = - =ul™2(0) =0, u(l) = kiu(&).
i=1

Uzdavinj, kai 6 = 0, o paskutiné salyga yra au(™=2 (v) = u(™=2)(1), nagrine-
jo Graefas (Graef) ir bendraautoriai [45]. Siy darby pagrindinis tikslas buvo
sprendiniy egzistavimo ir kartotinumo tyrimas. Siam tikslui autoriai ieskojo
Gryno funkcijy ir tyré ju savybes.

Siame skyriuje nagrinésime m-tosios eilés tiesine nehomogenine (paprastaja)

diferencialine lygti
Lu = u™ +a™ Y 2)u ™ 4t (@) + O (x)u = f. 0.1)

Gryno funkeijy iSraiskos bus gautos naudojant konstanty varijavimo metoda [32].
Sio metodo pranasumas — kad galima sukonstruoti Gryno funkcija nehomoge-
ninei lygéiai (0.1) su kintamaisiais koeficientais a°,...,a™~1 € C[0, L] ir skir-
tingomis salygomis (pavyzdziui, nelokaliosiomis krastinémis salygomis).
Placiau apie antros eilés diferencialinj uzdavinj bus paminéta antrajame sky-

riuje.
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1. Zyméjimai
1. Zyméjimai
Tegul F = F(X) := {u | u: X — K} yra realiy (kompleksiniuy) funkciju tie-
siné erdve, ¢ia X yra bet kokia aibé, K =R arba K = Cir 1 < k € N. Paimkime

vektoriy € = (x1,...,2,) € X* ir vektorine funkcija w = [w!, ..., w¥] € F¥,

Tada apibrézkime matrica [w](z) € My, (K) ir jos determinanta:

wh(@) - w(zy)
[w](@) = [w',..., 0 (@1, 2p) = :
wh(z1) o w(ay)
w'(zy) - w'(zy)
Dlw)(z) = det[w',...,w*](z1,...,21) ==
wh(zr) - wh(ay)

Nagrinékime erdvéje F' tiesiniy funkcionaly erdve F*. Funkcionalo f reiks-
mes, priklausancias nuo funkcijos w, zZymesime (f, w), (f(:),w(:)), (f(z), w(x)).
Tarkime, kad turime reguliaryjj funkcionala f € (C?|[0, L])*, jei egzistuoja toks
f e LY0,0), kad (f,w) = (f,w) := fOL f(@)w(z) dz. 5" yra singuliarusis
funkcionalas toks, kad (5:5;7'),10} = (=1)"w"(z), r = 0,1,...,p. Jeigu turi-
me vektoring funkcija w ir vektorinj funkcionala f = (fi,..., fx) € (F*)*, tai

galima apibrézti matrica (f)[w] ir jos determinanta D(f)[w]:

<f17w1> <fk7w1>
(f)[w]:(fl,...,fk)[wl,...,wk] = ,
(frowh) o (fawh)

<f17w1> <fk,’lU1>
D(f)[w] = det(f1, ..., fi)[w!, ..., w"] =
<f1’wk> <fk,wk>

1.1 pavyzdys. Sarysiai tarp dviejy matricy ir dviejy determinanty yra

Ozys -5 0z ) [w] = [w](@),  D(bxy, .., 00,)[w] = Diwl().
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1 SKYRIUS m-tosios eilés diferencialinis uZdavinys

1.2 pavyzdys. Toliau naudosime funkcijg flw] € F(X), 1 =1,... k:
fl[w](x) = D(f17 LR 7fl—1,6;va fl+17 R 7fk7)[w] (11)
ir zymésime f := (f1,..., f%).

Jei [@',..., %] = Pylw',...,w¥], &a matrica P, = (p!) € Myxi(K)

(t.y. @) = 25:1 pfwz(a:)7 j=1,...,k), tai
[@](x) =Py, - [w](x), D[w](x) = D[w](x) - det P,,. (1.2)
Jei (fi,..-, fx) = (f1,- .., fr)Py, Gia matrica Py € My (K), tai

D(f)[@®] = det Py, - D(f)[w] - det P, (1.3)

D(fo, f)[w®, @] = det P, - D(fo, f)[w’, w] - det Py. (1.4)

Iveskime vektoriy V,E; € M1 (K) ir matricos A € Mjxi(K) Zyméjimus:

v 5 ol al
V= ) Ej: 5 A:(G/;):(Ah,Ak): T I
vk 5k ak ar
Cia
aj
o 1, kaii=yj,
AJ = : ) Ulaa;‘ EKa Z,jil, akv 0% =
k 0, priesingu atveju.
a;

Irodysime lemg apie determinanty savybes.

1.1 lema. Jei vektoriai A;,B; € M i(K), j = 1,...,k ir matricos A =
(Aq,...,Ay), B=(By,...,By) € Mpxi(K), tai lygybé

det(Bl,Ag,...,Ak) det(Bk,AQ,...,Ak)
det(Ay,By,...,A;) --- det(A;,By,..., A

(A1,By k) (A1, By k) — detB - (det A1
det(Al,A27...,B1) det(Al,AQ,...,Bk)

yra teisinga.
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1. Zyméjimai
[rodymas. Matricai A galime apibrézti matrica adj A € My« (K), kurios (i, j)

elementas yra matricos A (j,4) adjunktas [77]:

T
Aj A
adj A =
Aj Aj
det(El,Ag,...,Ak) det(Ek,Ag,...,Ak)
B det(Al,El,...,Ak) det(Al,Ek,...,Ak)
det(Al,A27...,E1) det(A17A2,...7Ek)

Si adjunkty matrica turi savybe det(adj A) = (det A)*~! [77]. Taigi, gauname

lygybe
det(Eq, Ay, ..., Ay) --- det(Eg, Ao, ..., Ayp)
det(A1,Eq,...,Ay) --- det(A1,Eyg,...,Ay) _ (det A)1. )
det(A1,As,...,E;) --- det(Aj,A,...,Ep)

Funkcija D : K* x -+ x KF — K (fiksuotiems vektoriams A, ..., Ay)

det(Bl,Ag,...,Ak) det(Bk,AQ,...,Ak)

det(A1,Bq,...,Ar) -+ det(A1,Byg,..., Ag)
D(B17 aBk) -

det(Al,Ag,...,Bl) det(Al,Ag,...,Bk)

yra alternuojancioji (antisimetriné pagal visus kintamuosius) daugiatiesiné funk-
cija. Tuomet lygybé D(By,...,Bg) = det B- D(E4,...,Ey) yra teisinga. Bet
D(E4,...,Eg) yra lygi (1.5) lygybés kairiajai pusei. Taigi lema jrodyta. O

1.1 i§vada. Jeig = (g1,---,9x), £ = (fi,---, fx) € (F)k, w=[w!,...,wk] €
F* tai lygybé
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1 SKYRIUS m-tosios eilés diferencialinis uZdavinys

D(g1, for- - fi)[w] - D(gk, f2,- -, fi)[w]

DU gre s Jkel s DU B gy (0l (16)

D(flafZa"'agl)[w} D(flvf?w"agk)[w]

yra teisinga.

[rodymas. Jei 1.1 lemoje paimsime B; = (g;, [w]), A; = (fi,[w]), i =1,...,k,

tai gausime (1.6) formule. O

1.2 iSvada. Lygybés

D(g)[fw]] = D(g)[w] - (D(f)[w])", (L7)

D[f[w]](z) = Dlw](x) - (D()[w])* ", (L8)
D[Dw](-,y2,- - - yk), Dw](y1, - yk)s - -, Dw](y1, 42, . .., -)] ()

= Dlw](z) - (Dfw](y)" ", (19)

yra teisingos, cia f yra apibréztas formuléje (1.1).

[rodymas. (1.6) formulés kairiojoje puséje determinantas yra lygus

(g1, f'w]) -+ (gn f10])
= D(g) [f[w]].
(g1, fEfwl) -+ {gu, fHw])
Tuomet gauname (1.7) lygybe. Jei g; = d,,, ¢ = 1,...,k, tai (1.8) lygybé yra
teisinga. Paéme g; = 0,,, fi = dy,, ¢ = 1,...,k, gauname (1.9) formule. O

1.1. Vronskianas

Tiesiniy diferencialiniy lygéiy teorijoje funkcijos w = [w?,...,wk] €
C*=10, L] Vronskio (J.H. de Wronski) determinantas, kuris vadinamas vron-

skianu, W{w](y) ir determinantas Ww](x,y) [32]:

wi(y) (w)(y) - @H" () (@)D (y)
Wiwl(y) == --- , yelo,L],

wh(y) (W) (y) - (@) (wh)FD(y)
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1. Zyméjimai
why) (@")'(y) - (@) (y) w(z)
wh(y) @*)(y) - @M (y) wh(e)
Siy dviejy determinanty paskutinio stulpelio elementai turi tuos pac¢ius adjunk-

tus ir yra teisingos lygybés

k

Whel(y) = ()" Wikel(w) - ()" W), (110)
k

Whwl(z,y) = > (=1 Wilw](y) - w' (@), (L11)

¢ia Wilw](y) == Wwh, ..., w1 w o wk](y).
Jei [w!,. .., 0] = Pylwl, ..., wk], ¢ia Py, € Mixr(K), tai

WId)(y) = Wlwl(y) - det Pu,  W[d)(z,y) = Wlw)(z,y) - det Py, (112)
Vronskiang ir Ww](z,y) galima uirasyti taip:

Wlw](y) = D(8y, =8y, ... (=1)* 262, (=1)* 16 V) [a],

Wwl(z,y) = D(8,,—0,,...,(~=1)*"26$=2 5, ) [w].

Tada i§ (1.7) lygybes (g; = (—1)7 10y Y, i = 1,...,k — 1, ir g = (~1)*~1g,

arba gr = J,) gauname

W [flw]](y) = Ww](y) - (D(F)[w])" ", (113)
W [ f[w]] (2, y) = Ww](z,y) - (D(f)[w])" . (1.14)

Tveskime (jei Ww](y) # 0) funkcija

W w](z,y)
)

Viw](z,y) := Wwl(y

(1.15)

Jei Ww](y) 20 ir P € GL,(K) := {P € Myxx(K): det P # 0}, @ = Pw,
tai teisinga lygybeé
VIw](z,y) = V[w](z,y). (L.16)
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1 SKYRIUS m-tosios eilés diferencialinis uZdavinys

Taigi funkcija V[w](z,y) yra invariantiné funkcijy {w?, ..., w*} atzvilgiu. Jei
k—1421

we CF1H0, L], 1=0,...,k—1 tai dj,iwyv € C0, L)%, ir

an+l
MV(M/) yzx—O, n=0,...,k—2—1, (1.17)
ak—l .
a1y (@ Y) o (—1)" (118)

Panagrinékime tokias funkcijas w; € CP[¢;,&41], ¢ = 0,...,N — 1, p =
0,1,...,8a —c0o<§=a<& < <1 <én=b< 400 (N eN)ir
funkcija w, kad w(z) = w;(z), kai € (&,&41). Si funkcija néra apibrézta
taskuose £ € En = {&,&1,- .., &n}. Nagrinésime funkcijy klases intervale [a, b]
(dvi funkcijos w ir v yra ekvivalenéios, jei w = v visiems x € Uili_ol(fi,ﬁ,-ﬂ)).
Galime pakeisti N ir aibe Sy. Zymékime CPl[a, b] visy tokiy funkeijy (klasiy)
tiesing erdve ir C™Pl[a, b] := CP![a,b] N C"[a,b], 0 < 7 < p.

1.3 pavyzdys. Apibrézkime Hevisaido (Heaviside) funkcija

Funkcija H(z) € Cl®![—a,a] su & = —a, & =0, & = a > 0. Siame pavyzdyje
H=0,kaiz €[—q,0)ir H=1, kaiz € [0,qa].

Panagrinésime funkcija

Sritj [0, L]? padalykime j dvi dalis D, := {(x,y) € [0,L]* y > z} ir D, :=
{(z,y) € [0, L]*: y < z}. Funkcija G¢ = 0 srityje Dy, ir G¢ = V srityje D,. Jei
we CF 10, L), 1=0,...,k—1tai G¢ € C'[0,L)? i

n+l e
WEC[OJ]Q, n=0,...k=2-1, (1.20)
ak—1+ch(x’ T+ O) 8k_1+ch(x _ O, l‘)
Oxh=109y! - D10y =0, (1.21)
O G a2 —0) _ O TMG 2t 0,3) _ (1.22)
amkflayl - 3xk*13yl = . .
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1. Zyméjimai
Pastebésime, kad G¢(x,y0) € cr2 kot [0, L] visiems yo € [0,L] su & = 0,
& =0, & = L; G°(ao,y) € CY[0, L], 1 < k= 1, G*(xo,y) € Oy Mo, L),
l=k— 1, su fo =0, 51 = X, 52 = L visiems xg € [O,L]

1.2. Fundamentalieji sprendiniai
Tegul w = [ul,...,u™] € C™[0,L], m > 1, kad Wu](x) # 0 visiems
x € [0,L]. Sios funkcijos yra m-tosios eilés tiesinés homogeninés diferencia-

linés lygties
Lu = u™ + o™ MY 44 et 4 6% =0, (1.23)

sprendiniai, ¢ia

i € T)y... (i-1) T (m) x (i+1) ). ... (m—1) z
az[u](x):_d t(u( )7 , U ( )7UW[1E](2£)’(L ( ), U ( ))’

i=0,...,m — 1. Taigi funkcijos a®(z),...,a™ (z) € C[0, L] apibrézia visus

sprendinius, t. y. tiesine erdve S := {u € C™[0, L]: Lu = 0}, kuri gali buti apra-

Syta fundamentaliaja sistema {u!,... u™}, ir atvirksciai, fundamentalioji siste-
ma {u',...,u™} apibrézia a®(x),...,a™ (z). Jei {a',..., 4™} yra dar viena
fundamentalioji sistema, ir [a!,...,a™] = Plu!,...,u™], &ia P € GL,,(K), tai
a'la] = a'lu](z),i=0,...,m — 1, t. y. jos yra invariantinés fundamentaliosios

sistemos atzvilgiu.

Galima pastebéti, kad teisinga Abelio formulé

W) (z) exp ( / o™ [ul(€) d&) — Wlu(zo) exp < / o™ [ul (€) d€> ,

x x

da x, o, T € [0, L].

1.1 apibrézimas [fundamentalusis sprendinys, zr. [74]]. Taskuose 0 <
x,y < L apibrézta funkcija g(x,y) vadinama diferencialinés lygties (1.23) fun-
damentalivoju sprendiniu, jei teisingos Sios savybeés:

a) kiekviename trikampyje D, ir Dy, g(x,y) turi m-osios eilés dalines iSves-

tines taske x ir Sios iSvestinés yra tolydzios taskuose x ir y;
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1 SKYRIUS m-tosios eilés diferencialinis uZdavinys

y Y y &,
(0.L) (0.L) Dz 0.L) "
gl 2 llf‘ D, 20
D, & D & 2
Dy / D! ' VA
: _ “
& - &
D, D b
X D X o’ 2 x
0,0) (L,0) (0,0) (L,0) (0,0) X g (L,0)
a) klasikinis fundamen- b) apibendrintasis funda- c)
talusis sprendinys mentalusis sprendinys

1.1 pav. Fundamentaliyjy sprendiniy sritys

b) g(z,y) (kaip funkcija, priklausanti nuo z), tenkina (1.23) lygtj kiekviena-
me trikampyje Dy, ir Dy;

¢) g(z,y) yra tolydi visame kvadrate 0 < z,y < L ir turi dalines iSvestines
taske x iki (m — 2)-tosios eilés ir iSvestinés yra tolydzios Sio kvadrato
taskuose x ir y;

d) lygybe

0" gy +0,y) 9" gy —0,y)
axm—l axm—l

yra teisinga, kai 0 < y < L.

=1

Funkeija G¢ (zr. (1.19)) yra fundamentaliojo sprendinio pavyzdys ir jos sritis
pavaizduota 1.1 a) pav.

Panagrinékime baigting aibe Ex = {&o,&1,...,én}, Cla § = 0 < & <
o< €n-1 <&y =L (N €N). Linijos y =¢&;,4=0,...,N ir linjjay = =
dalija kvadrata [0, L]* i trikampius ir trapecijas: D}, D}, i =0,...,N —1 (ar.
1.1 b) pav.). Naudosime § zyméjima trikampiams ir trapecijoms su krastais,

t.y. Di, D;, i=0,...,N —1 yra uzdarosios aibés.
1.2 apibréZimas [apibendrintasis fundamentalusis sprendinys]. Srityje
0 < z,y < L apibrézta funkcija g(x,y) vadinama diferencialinés lygties (1.23)
apibendrintuoju fundamentalivoju sprendiniu, jei teisingos Sios savybés:

a) kiekvienoje srityje D; ir D!, i=0,...,N—1, g(z,y) turi m-osios eilés

dalines iSvestines taske x ir Sios iSvestinés yra tolydzios taskuose x ir y;
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1. Zyméjimai
b) g(x,y) (kaip funkcija, priklausanti nuo ), tenkina (1.23) lygti kiekvienoje
stityje D} ir Di;
c) g(x,y) yra tolydi kiekviename stac¢iakampyje D% U D;, 1=0,...,N—1
ir turi dalines iSvestines tagke x iki (m — 2)-tosios eilés ir iSvestinés yra

tolydzios sio staciakampio taskuose x ir y;

d) lygybe X )
o agg’c(gjo’y) _ o 8557_1 0.9) _y (1.24)
yra teisinga srityje [0, L] \ =
1.1 pastaba. (1.24) lygybe galima uzrasyti tokiu budu
gl w—0) 9" gwr+0) o [0,L] ~ E. (1.25)

Oxm—1 Oxm—1 ’
1.2 pastaba. Kiekvienas fundamentalusis sprendinys yra taip pat apibendrinta-

sis fundamentalusis sprendinys (N =1, £, =0, & = L).

Jei g yra apibendrintasis fundamentalusis sprendinys ir f € C[0, L], tai

apibréziame integralg

L N &
=/g(x,y)f(y) dy =Y / 9(z,y)f(y) dy. (1.26)
0 =g
I$ 1.2 apibrézimo trecios savybeés turime
N ,
’g(z,y) —
(p) - ’ — —
u?(z) =3 oo JWdy, p=Tm—2, (1.27)
=g,
i$ pirmos savybés turime
1 N am 1
um V(@)= / 8xm : 9@ ) 4y
j=1 J#kg

Y m—1 & m—1
+ [ I 9 () ay + / P9 sy, (128)

axm—l 8:Em—1
Ek—1 x
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1 SKYRIUS m-tosios eilés diferencialinis uZdavinys
ir i$ pirmos ir ketvirtos savybiy turime

o™g(x,
Z / e (y) dy

J=1j#k ¢

o"y(x kam x
* / %f(y)d?ﬁ #J‘(y)dwﬂx). (1.29)
Er—1 x

Taigi gauname, kad u € C™[0, L]. Irodéme, kad (zr. 1.2 apibrézima, antra

savybe)
N &5
Lo= Y [ Laen) 1wy
=Ltk |

T &k
-+/cwmwﬂw@+/¢wmmﬂw@+ﬂw=ﬂ@,<mm

kai x € [£r_1,&k]. Taigi u tenkina lygti Lu = f.

1.3 pastaba [7r. [74]]. Jei g(x,y) yra apibendrintasis fundamentalusis sprendi-
nys, tai

9(x,y) + a1’ (z) + - + e (y)u™ (x) (131)
yra visy apibendrintyjy fundamentaliyjy sprendiniy formulé, ¢ia u =
[ul,...,u™] € C™[0,L] yra homogeninés lygties (1.23) fundamentalioji siste-

ma ir ¢; € CIY[0, L]. Pavyzdziui, galima paimti
G(2,y) +er(y)u' (@) + - + cn(y)u™ (@)

1.4 pastaba. Apibendrintasis fundamentalusis sprendinys turi fundamentaliyjy
sprendiniy savybes kvadrate DY°UD? C [0, L]? ir homogeninio uzdavinio spren-

diniy savybes stac¢iakampyje Dgl C [0,L)? (zr. 1.1 ¢) pav.).

Panagrinékime tiesinj integralinj operatoriy A; : C[0, L] — C0, L]:

L .
]
A = [ P20D ) ay pu@y, j=Tm 13

(=)

28



2. Specialioji bazé sprendiniy erdvéje

1.2 lema. Integraliniai tiesiniai operatoriai Aj;, j = 0,m, yra visiskai tolydus

operatoriai.

[rodymas. Branduoliai K;(z,y) = % tenkina 1 teoremos i$ [76, 241 p.]

salygas. O

2. Specialioji bazé sprendiniy erdvéje

Tegul funkcijos w', ..., w™ € F(X) yra tiesiSkai nepriklausomos ir span(w?,
Lw™) = F(X).
1.3 lema. Funkcionalai fi,..., fm yra tiesiskai nepriklausomi, jei span(w?!,

—.,w™) C F(X) tada ir tik tada, kai D(f)[w] # 0.

Irodymas. Funkcionalai f1,..., f; yra tiesiskai nepriklausomi, jei a'f; + --- +
Q" fm = 0, kai ' = --- = a™ = 0. Sig lygybe galima perrasyti kaip
(alfy + -+ a™f,w) = 0 visiems w € span(w?, ..., w™). Funkcijy sistema
{wl,...,w™} yra bazé erdvéje span(w!,...,w™) ir & lygybé yra ekvivalenti
salygai
(fr,wh) (fmswh) 0
ot : L g ™ : =|:
(fr,w™) (frm,w™) 0
Taigi funkcionalai f1,..., fi, yra tiesiskai nepriklausomi tada ir tik tada, jei
vektoriai
(fi,w") (finsw")
: :
(fr,w™) (fmsw™)

yra tiesiskai nepriklausomi. Bet Sie vektoriai yra tiesiskai nepriklausomi tada
ir tik tada, jei
<f17w1> <f7naw1>
D(f)[w] = £ 0. O
<f17wm> <fm,w7n>
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1 SKYRIUS m-tosios eilés diferencialinis uZdavinys

Panagrinékime homogenine tiesine diferencialine lygti (1.23) ir tegul w =
{ul,...,u™} yra m-matés sprendiniy tiesinés erdvés S fiksuota bazé. Imkime

ivairias salygas
(L1,uy=0, ..., (Lp,u)y=0, wes, 2.1)

¢ia Ly, ..., Ly, € S* yra tiesikai nepriklausomi tiesiniai funkcionalai. Zyméki-
me L = (Ly,...,Ly).

Iveskime naujas funkcijas

o'u)(x) := D(L1,...,Li_1,04, Liz1, ..., Lp)[u], i=1,...,m. (2.2)

Sioms funkcijoms (L;, /) = (5?D(L)[u], i, =1,...,m. Jel pazymésime
<Li7 U1>
A = : L i=1,...,m, 2.3)
<Li7 um>
tai bazéje {ul,...,u™} funkcijy o',...,9™ komponentés atitinkamai yra
det(El,Ag,...,Am) det(Ah...,Am,l,El)
det(Em,Ag,...,Am) det(Al,...,Am,hEm)
Taigi funkcijos o[u],...,9™[u] yra tiesiskai nepriklausomos tada ir tik tada,

jei (1.5) lygties kairiojoje puséje determinantas yra nenulinis. Bet Sis determi-
nantas yra nenulinis tada ir tik tada, kai det(A) = D(L)[u] # 0. Apjungsime

1.3 lema ir §j rezultata.

1.4 lema. Tegul {u',...,u™} yra sprendiniy tiesinés erdvés S bazé. Tada Sie

teiginiat yra ekvivalentus:

a) funkcionalai Ly, ..., L, yra tiesiskai nepriklausoms;
b) funkcijos 91, ... 9™ yra tiesiskai nepriklausomos;
¢) D(L) #0.
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2. Specialioji bazé sprendiniy erdvéje

1.5 pastaba. Salyga D(L)[u] = 0 nepriklauso nuo fundamentaliosios siste-
mos {u}. Todél vietoj D(L)[u] naudojame Zyméjima D(L).

(1.13) lygybe galima uzrasyti kaip

W[D(8s, Lo, ..., Lyn)[u), D(L1, 84, . .., L[], ..., D(L1, Lo, . .., 5,)[u]] (2)
= Wu](z) - (D(L)[u])™ ™

arba
Wld)(x) = Wul(2) - (D(D)lu])" . 24)
Jei palyginsime $ia lygybe su (1.12), tai gausime, kad dviem bazéms
{ul, ..., u™} ir {0'[u],...,9™[u]} determinantas det P = (D(L)[u])™~!. Taigi
yra teisingos lygybés
~ m—1
D[](z) = D[u](x) - (D(L)[u])™

Wb (z,y) = Wlul(z,y) - (D(L)[u])™ . @.5)
Vadinasi, teisinga lema.

1.5 lema. Tegul {u',...,u™} € C™[0,L] yra (1.23) homogeninés lygties fun-

damentalioji sistema. Tada yra teisinga lygybé (2.4) ir

Wdl(z) #0 < D(L)#0,

Wid)(z)=0 < D(L)=0.

1.4 lemos teiginiai yra ekvivalentus salygai W [d](z) # 0.

Jei funkcionalai Ly, ..., L,, yra tiesiskai nepriklausomi, t. y. D(L) # 0, ir

i L D(Lla'"aLi—la(SxaLi-i-ly"'aLhL)[u'] .
v'(x) = A , i=1,...,m, (2.6)

t.y. v =9/D(L), tai dvi bazés {v',...,v™} ir {L1,..., Ly} yra biortogona-

liosios:

(Li,jv'y =81, i,j=1,...,m, .7
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1 SKYRIUS m-tosios eilés diferencialinis uZdavinys

ir
Dlvl(a) = gt W) = e,
Wo)(z,y) = Mga()mj), (2.8)
Vvl(z,y) = V[ul(z,y) = V(z,y),

Gol(z,y) = G°lul(z,y) = G°(x,y). 2.9

1.6 pastaba. 1.4 lemos teiginiai yra teisingi, jei vietoj {0!,...,9™} paimsime
(!, v}

1.7 pastaba. Jei {a', ... @™} yra kita fundamentalioji sistema ir [a!, ..., 4™] =

Plul,...,u™], ¢ia P € GL,,(K), tai
D(Lla . '7Li717§:v7Li+17' . ;Lm)[a] D(L17° . ’7L7;7176037Li+17 e 7Lm)[u]

D(L)[4] a D(L)[u] ’
i=1,...,m (zr. (1.3) lygybe). Taigi v := [v!,...,v™] apibréZimas yra invaria-
tiskas bazés {ul,...,u™} atzvilgiu.

3. Tiesiné diferencialiné lygtis su ivairiomis salygomis
Panagrinékime m-tosios eilés nehomogenine diferencialine lygti
Lu = u™ 4+ o™ Y 2)u™D 4o al (2) + dP(x)u = f(x), (3.1

dia f € C0, L], su salygomis

(Liow)=fieK, i=1,...,m, (3.2)
¢ia Li,..., Ly yra tiesiSkai nepriklausomi funkcionalai erdvéje C™[0, L]. Zy-
mékime L= (Ly, ..., Ly), £ = (fioeos fm)s £ =10,...,0, f].

1

3.1. Nehomogeninio uzdavinio su homogeninémis salygomis sprendinys

Tegul {ul,...,u™} yra (1.23) homogeninés lygties fiksuota fundamentalioji
sistema ir w = [ul, ..., u™], tai Sios lygties bendrasis sprendinys yra
up(z) = Cu(z),
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3. Tiesiné diferencialiné lygtis su {vairiomis sqlygomis

dia C = (C4,...,Cy,) yra laisvosios konstantos. Pakeiskime konstantas C' ati-
tinkamai funkcijomis e(z) = (e1(z),...,cm(x)) (konstanty varijavimo meto-
das [32]). Istate

u(z) = e(z)u(x), (3.3)

i nehomogenine lygtj (3.1) ir iSsprende sistema
(600 0%, (1) 10"V ] - () = f,

surandame funkeijas ¢/(x), o po to integruodami surandame c(z).

Kadangi W (z) = det(0,, =&, ..., (—=1)™= 16" ") [u] # 0, gauname

P (=)™ " W;[u](s) Sdst A ie -
oi( )_/ L) s+ A =1 m,

Tada (Zr. [32] ir (1.11)):
L

u(x) = /H(x —s)V(z,s)f(s)ds + Au(z) = (G*(z, ), f(s))X + Au(z), (3.4
0

da (g, f)x == fOL g(z)f(z)dx, g € L*(0, L), f € C[0, L]. Naudosime $ia formule
su biortogonaliagja (2.6) baze {v!,...,v™}. Siuo atveju
u(z) = (Gc(x, s), f(s))X + Alvl(x) + oo 4 A (). (3.5)
Tarkime, turime homogenines salygas
(Ly,u) =0, ..., (Lpy,u)=0. (3.6)

Istate bendraji sprendinj (3.5) | homogenines salygas (3.6) ir pasinaudoje (2.7)
lygybe, surandame

A = —<L¢(y), (Gc(yas)a f(s))X> = _(<Li(y)7Gc(y78)>7f(s))xv i=1...,m.

Tuomet gauname m-tosios eilés tiesinés diferencialinés lygties su m homogeni-
némis salygomis sprendinio iSraiska
m
o) = (690,59~ (( X B! 0,600 ), 59
i=1

X

= ((da(y) — L(y)v(x),G(y,9)), f(5)) - (.7
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1 SKYRIUS m-tosios eilés diferencialinis uZdavinys

3.2. Nehomogeninis uzdavinys

Panagrinékime homogenine lygti (1.23) su salygomis (3.2):
Lu =0, (Liy,u) = f;, i=1,...,m.
Tada Sio uzdavinio sprendinys
up(z) = fo(x). (3.8)

Nehomogeninio uzdavinio sprendinys turi forma u(z) = us(x) + un(x) (7.
(3.7) ir (3.8)). Taigi gauname nehomogeninio (3.1)—(3.2) uzdavinio sprendiniy

formule.

1.1 teorema. (3.1)—(3.2) uZdavinio sprendinys yra

u(z) = ((02(y) — Ly)v(@), G*(y,5)), [(s)) x + fo(@). (3.9

Tiesiniy ir kvazitiesiniy uzdaviniy su nelokaliosiomis krastinémis salygo-
mis [136, 152] tyrimas reikalauja bendros teorijos apie sprendiniy konstravi-
ma su labai skirtingomis kraStinémis salygomis. (3.9) lygtis gali buti efek-
tyviai panaudota tiesinés m-tosios eilés diferencialinés lygties, kai koeficientai
a’(z),...,a™ 1 (x) néra pastoviis ir su bet kokia desine puse f(z), bet kokiais
funkcionalais L, ..., Ly, ir bet kokiais fi,..., fm, sprendiniy radimui, jei ho-
mogeninés lygties bendrasis sprendinys yra zinomas. Sios formulés ypaé¢ yra

naudingos Gryno funkcijy konstravimui.

3.3. Sarysis tarp dviejuy sprendiniy

Panagrinékime du uzdavinius su ta pacia m-tosios eilés nehomogenine dife-

rencialine lygtimi, bet su skirtingomis krastinémis salygomis:

;C:, EZ)
v=1 v= (3.10)

<li,u>:fi, i:1,...7m, <Li,U>:Fi7 i:1,...,m7
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3. Tiesiné diferencialiné lygtis su {vairiomis sqlygomis
ir D(L) # 0. Skirtumas w = v — u tenkina uzdavinj su homogenine lygtimi
Lw =0,
(Lj,w) = F; — (Lj,uy, i=1,...,m.
Tuomet i$ (3.9) formulés matyti, kad
w(z) = Fo(z) = (L(y)v(), u(y)) (3.11)

arba

m

v(z) =u(@)+ Y (F - (Li,u))

=1

D(Ly,. ., Li1,85, Lisi, .-, L)
D(L)

(3.12)

ir antro (3.10) uzdavinio sprendinj galima iSreiksti per pirmo uzdavinio spren-
dinj.

1.3 isvada. Uzdaviniams (3.10) yra teisingas sqrysis tarp dviejy sprendiniy:

<L17u1> <Lm7ul> ul(x)
1 . e v PR
) = D) (Li,u™ oo (Lyu™  u™(2)| G
(Li,uy—Fy -+ (Lp,u)—F, ux)

[rodymas. TISskaide (3.13) determinanta pagal paskutine eilute, gauname (3.12)
lygybe. O

1.8 pastaba. (3.13) lygties determinantas yra lygus

<L17u1> <Lm7u1> ul(x) <L17u1> <Lm7u1> ul(x)
(L, u™) o (D™ w™(@)| [(u™) o (L u™) ()
(Ly,uy -+ (Lp,uy  u(z) Fi e Fo 0

Taigi (3.13) lygybe galima uzrasyti kaip

(3.14)

_ D(L,0y)[u,u] | D(Ly,.., Li1,00, Lit1, - - - L) [u]
W= T AT D

Pastebésime, kad Sioje lygybéje funkcija u yra tik pirmame naryje ir v(x) yra

invariantiné bazes {u!,... u™} atzvilgiu.

35



1 SKYRIUS m-tosios eilés diferencialinis uZdavinys

4. Gryno funkcijos

Pateiksime Gryno funkciju apibrézimus [7, 32, 35, 105, 131]. Lygties (3.1)
fundamentalusis sprendinys G(z,y) yra (3.1)—(3.2) krastinio uzdavinio Gryno
funkcija (lokaliosios arba periodinés krastinés salygos atveju), jei ji taip pat
tenkina (kaip funkcija, priklausanti nuo ) homogenines krastines salygas (3.2).

Mes naudosime siek tiek bendresnio pobudzio Gryno funkcijos savoka.

1.3 apibrézimas. (3.1) lygties apibendrintasis fundamentalusis sprendinys
G(z,y) vadinamas (3.1)—(3.2) uzdavinio Gryno funkcija, jei jis tenkina (kaip
funkcija, priklausanti nuo ) homogenines salygas (3.2), kaiy € [0, L]\ =, t. v.

<Li(x),G(x,y)> =0, i=1,...,m, y€[0,L] \ EN. 4.1

Jei (3.1)—(3.2) uzdavinio Gryno funkcija G(z,y) egzistuoja, tai uzdavinio

sprendinj galima isreiksti formule:
L
u(w) = (Gla). 1) = [ Gl ) dy. (42)
0

4.1. Tiesinés diferencialinés lygties su jvairiomis salygomis Gryno funkcijos

Panagrinékime nehomogenine lygti su operatoriumi (3.1): £ : U — F, ¢ia
F = C[0, L], kur homogeninés salygos apibrézia poerdvi U = {u € C™[0, L]:
(Ly,u) =0,...,(Ly,u) =0}

IS 1.1 teoremos, kai f = 0, gauname sprendinio formule:

L
u(z) = ((0=(y) — L(y)v(2), G°(y,9))) x =/<5x(y)—L(y)v(ﬂf)7Gc(y75)>f(8) ds.
0

Taigi jrodéme lema apie Gryno funkcija:
1.6 lema. (3.1) uZdavinio su m homogeninémis sglygomis (Li,u) = 0,...,
(L, u) =0 Gryno funkcija yra lygi:

G(z,s) = (02(y) — L(y)v(x),G"(y,5))

= G2(,5) = DL, G () P i et )

=1
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4. Gryno funkcijos

(L1,u1> T <Lmﬂu1> ul(x)
-
DI | (L) e (Lpnum) (o)
(L1(-), G°(8)) -+ (Lm(-),G°(,5)) G(z,5)
_ D(L’(sr)[uaGc(vs)}
T DDW @

Jei @ = Pu, ¢ia P € GL,,(K), tai gauname, kad Gryno funkcija G(z,s) =
Glu)(z,s) = Gu)(z,s), t. y. ji yra invariantiné bazés {ul,...,u™} atzvilgiu.
Funkcija G¢(z,s) turi ta pacia savybe (7r. (1.16)). Galima lengvai patikrinti
(zr. (1.17)), kad G°(z,s) yra (3.1) uzdavinio su specialiosiomis (Siuo atveju,
pradinémis) salygomis u(0) = 0,...,u™~1Y(0) = 0 Gryno funkcija.

Uzdaviniy su nelokaliosiomis krastinémis salygomis teoriniame tyrime yra
naudingas toliau pateiktas rezultatas apie Gryno funkciju G%(z, s) ir G¥(z, s)
sarysj dviejy nehomogeniniy uzdaviniy su ta pacia f

Eu:.ﬂ £U:f7
4.4

(liyu)y=0, i=1,...,m, (Lijv) =0, i=1,...,m.

1.2 teorema. (4.4) uZdaviniams yra tesingas sqrysis tarp dvieju Gryno funkcijy

GY(z,s) ir G*(x,s):

G'(z,5) = (62(y) — L(y)v(x),G"(y,s))

= 6 (0,9) = Y (L (0). G (o)) P e e )
Loy o (L) (@)
_ 1
D)l | (pyumy o (Lypu™) um(z)
(LG 8) o (Lm().G () G(x,s)
B D(L,6,)[u, G"(, s)]
=T D@ )

[rodymas. Siy sary$iy jirodymas isplaukia i$ (3.14) lygties, kai F = 0, ir spren-

diniy v ir v integralinés iSraiskos (4.2). O
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1 SKYRIUS m-tosios eilés diferencialinis uZdavinys
Formuleés (4.5) lengvai leidzia surasti lygties su m jvairiomis salygomis Gryno
funkcija, jei zinoma tos pacios lygties, bet su kitomis salygomis, Gryno funkcija.

Sprendinio israiska

u(x) = (G(z,5), /()  + fole /G ) ds+ fo(@)  (46)
0

gali buti naudojama m-tosios eilés lygties su diferencialiniu operatoriumi (kai
a‘(z), i =0,...,m — 1 néra pastoviis) ir su bet kokiomis m tiesinémis jvairio-
mis (pradinémis arba krastinémis arba nelokaliosiomis krastinémis) salygomis

sprendiniy radimui, jei Zinoma homogeninés lygties fundamentalioji sistema.

5. Gryno funkciju pritaikymas uzdaviniams su nelokaliosiomis

krastinémis salygomis
Nagrinésime uzdavinio su nelokaliosiomis krastinémis salygomis

Lu=u™ + o™ Hz)u™ D 4. ol (@) + a®(2)u = f(2), 3.

(Liyu) i= (K, u) — v (36,u)y =0, i=1,...,m, (5.2)

¢ia a' € C[0, L], f € C(0, L), Gryno funkcija. Dauguma uzdaviniy su nelokalio-
siomis krastinémis salygomis (NKS) galima uzrasyti Siuo pavidalu, ¢ia (k;, u) :=
(ki(x),u(x)) yra klasikine dalis, ir (3¢;, u) := (3 (z),u(x)), i =1,...,m, yra ne-
lokalioji krastiniy salygy dalis. Pavyzdziui, funkcionalai s;, ¢ = 1,...,m, gali
apraSyti daugiataskes (§; € [0,1], j = 1,...,J) arba integralines nelokaligsias

krastines salygas

m 1
(s u) = Z %fu (ke 1)(5].))7 (st,u) = /%(t)u(t) dt,
j=1k=1 0
ir funkcionalas k;, i = 0,...,m, gali aprasyti lokaliasias (klasikines) krastines

salygas.
Jei v, ..., ym = 0, tai uZdavinys (5.1)—(5.2) tampa klasikiniu. Tarkime, kad
klasikiniu atveju Gryno funkcija G (z, s) egzistuoja. Tada (5.1)—(5.2) uzdavinio
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5. Gryno funkcijy pritaikymas uZdaviniams su NKS
Gryno funkcija egzistuoja, jei ¥ := D(L)[u] # 0. Kai L; = k; — v35¢, © =
1,...,m, gauname
1 m
9= Z H(—'yj)UjD((%fl /@%_Ul), o (Rl TT). (5.3)
01=0,...,0,,=0 j=1
Jei apibrésime matricas K = (ki;), Kij = (K5, wi), N = (355), 25 = (3¢5, us),

I := (7;0;5), tai salyga ¥ # 0 yra ekvivalenti salygai
det(I - TNK™') #0. (54)

Sis rezultatas apibendrina antros eilés lygties panasia salyga [28, 29, 133]. Ka-
dangi (x;(-), G-, 8)) =0,i=1,...,m, tai (4.5) formule galima uzrasyti kaip

G(z,s) = Gz, s) + Z’yj<%j (), GY(y, 5)>v](x) (5.5)
= G ) 3 ), G ) 2 L Lo )
(L1,u') e (Lyn,u') u'(z)
_
DO | (myamy e (L) um(2)
—nGa(),GUL8)) o = Am (), G 8)) G, s)

1.4 pavyzdys. Panagrinékime uzdavinj

u(O) =0, u/(O) =0, u/(l) = ’Yul(f)a S (07 1)a

¢ia ¢ € [0,1]. Si uzdavinj tyré L.-J. Guo ir bendraautoriai [55]. Paimkime

ul(z) =1, v?(z) = x ir v®(z) = 2°. Tada

(5.6)




1 SKYRIUS m-tosios eilés diferencialinis uZdavinys

UZzdaviniui su krastinémis salygomis «(0) = «/(0) = «/(1) = 0 turime

1 0 0 1
0 1 1 T
D(Lv 51)[“7 Gc('ﬂ 5)] =
0 0 2 z2
0 0 (1—s) H(z—2s) (1—25)2

1 0 0
DL)ul=]0 1 1|=2
0 0 2
ir ,klasikiné“ Gryno funkcija yra
(z — 5)? 2 1 | 2zs — 225 — 5%, s<a,
Gz, s) = H(zx — s) —(1—5)3:—5
2%(1 —s), r < s.
,Nelokaliajam*“ uzdaviniui su krastinémis salygomis u(0) = «/(0) = 0,
u' (1) — vu/(§) = 0, yra teisingos lygybeés:
1 0 0 1 0 1
DL)ul=0 1 1-vy |=20-1%), D(Li,L,&)ul=0 1 =z|=2"
0 0 2(1—~¢) 0 0 a2
IS (5.5) lygybés matyti, kad
G(z,s) = Gz, s) + ’ind(a: s) L (5.7
’ ’ dx T 2(1=96) '

jei 1 —~¢& # 0. Taigi,

22(y— 1) + (1 —7€)(2zs — 52), s < min{é, ),
Clers) = — L. 2?(1 =€) +2%s(y — 1), r < s <,
20671 a2(4g = 5) + (116205 — 82), E<s<a,

22(1 - s), max{&,z} < s

jei v&€ # 1 (zr. [55, 2.1 lema]).
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5. Gryno funkcijy pritaikymas uZdaviniams su NKS

1.5 pavyzdys. Panagrinékime uzdavinj

Fundamentaliaja sistema {u!,u? 43} imkime, kaip ir praeitame pavyzdyje:
{1,2,2%}. Funkcija G°(z,s) yra tokia pati kaip 1.4 pavyzdyje (7r. (5.6) for-
mule). Uzdavinio su krastinémis salygomis u(0) = »”(0) = u(1) = 0 Gryno
funkcija G (z, 5) yra

(x—8)? (1 —s)? 1| (A -2)(z—5%), s<u,

cl _ _ _ - __
G%(z,s) = H(x — s) 5 5 5

z(1—s)?, x < 8.

UZdaviniui su krastinémis salygomis w(0) = u”(0) = 0, u(1) = 'yfol u(§) d¢
galima apskaic¢iuoti reikSmes D(L) = v — 2, D(Ly, Ls,6,) = —2z. IS (5.5)

lygybés matyti, kad
1

_ el cl . x
Glas) = G(as) 47 [ Ge e =, 5.8
0
jei v # 2. Taigi gauname
(x—3s)? (1 —s)?
= H(z — 1—s)—
G(z, s) (x—s) 5 + 32— ) (7( s) 3)
—5)2 r—s)?, s<uz,
:”;((12 S))('y(l—s)—?))-i- (e =)
7 0, r < s,
kai v # 2.
1.6 pavyzdys. Panagrinékime uzdavinj
’LL//,(I’) = f(l’), S (xlax?))a
au(zy) — Bu'(z1) = 0,
yu(rs) + 0u'(22) =0, x5 € (21, 23),
v’ (x3) = 0. (5.9
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1 SKYRIUS m-tosios eilés diferencialinis uZdavinys

Tokio tipo uzdavinj tyré D. R. Andersonas ir bendraautoriai [4]. Siam uzdavi-

niui gauname

@ ¥ 0
D(L)[u]=| az;—p yra+0 0] = 2(ayrs + ad — ayxy + By)
ar? — 2Bz yr3 42010 2

= 2ay(x2 — 1) + 2(ad + B7).

Kai z, s € [x1, x3], Gryno funkcija egzistuoja, jei k = ad + vy +ay(xe —x1) #0

ir

o ¥ 0 1
G 1| am—B Nz + 8 0 x
(.CU,S) - ﬁ 2 9 2 2
ari — 2011 yrs5 + 202 2 T
0 H(zo — s)(’yi(k;”2>2 —d(s—=x2)) 1 711(””75;(5”)2

Isskleide sj determinanta, gauname Gryno funkcijos israiska [4, 1.2 teorema)

—wi(z,s) x < s,
s € [z, xa)
—vi(z,8) x=s,
G(z,s) =
—wa(z,s) x < s,
s € [x2,x3]
—uva(x,8) x=s,

wy(z, s):= %(s — 1) [z — 21) + B] {5 2(2x2 — T — s)} - %(x — )%,
vi(z, )= wy(z,s) + ;(m— 5)2= i(s — 1) [a(s — x1) + 28] [y(z2 — z) + 6],
wo(z, s):= %[a(m —z1) + ] {5(@ —x) + %(1’2 - m1)2] _ %(m — 1),

va(x, 8):= wa(zx,s) + i(x — )2

Gavome ta paciag Gryno funkcijos iSraiska kaip straipsnyje [4].
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5. Gryno funkcijy pritaikymas uZdaviniams su NKS

Siame pavyzdyje Gryno funkcija iSreiskéme tiesiogiai, panaudodami (4.3)

lygti. Klasikiniu atveju, kai « = § =1, § = v = 0, Gryno funkcija yra

1 0 0 1
GCI(x,s): T 1 0 T
%/2 T2 1 22 /2
0 H(za—s)(ra—s) 1 H(z—3s)(s—x)?/2
(s—x)% a2 x?
:H(x—s)T—3+($2—H(x2—s)(x2—s))x+71

—x1x9 + 21 H (22 — 8) (22 — 8).

Tada (5.9) uzdavinio Gryno funkcija gali biiti iSreiksta per Gryno funkcija G°':

d (2 —2)y+6
cl cl .
G(z,s) = G (z,3) ﬂd:pG (x,5) omz, Q0+ By +ay(z2 — 1)

' afzy —z)—p
ad + By + ay(za —x1)’

+ ’VGCI("EQ’ 3)

1.7 pavyzdys. Panagrinékime trecios eilés uzdavinj

"

Gy = 1 5.10
x+1u u+x+1u f, x€(0,1), (5.10)
u(l

u(0) = 0, 4’ (0) =0,

) =u(@), €£€(0,1). (5.11)

Pasirinkime (5.10) homogeninés lygties fundamentaliaja sistema u'(z) = x +1,
u?(x) = e, ud(z) = e~ ".
IS pradziy surasime Gryno funkeija diferencialinei lygéiai (5.10) su pradiné-

mis salygomis «(0) = «/(0) = »”(0) = 0:

s+1 1 0
Whi(s) = | e e et |=2(s+1), (5.12)

Wiu|(z,s) =| e® e’ et | =5 4 (s+2)e" 7 —2(x+1), (5.13)

G(z,s) = H(z — s)(se® " + (s +2)e"° — 2z — 2) /(25 + 2). (5.14)
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1 SKYRIUS m-tosios eilés diferencialinis uZdavinys

Tada uzdavinio su krastinémis salygomis w(0) = u/(0) = u(1) = 0 Gryno funk-

cija egzistuoja (D(L)[u] = 2(e — 2) # 0) ir i$ 1.6 lemos turime

e —z—1
e—2
(e —x —1)(se*1 4 (s +2)et=* — 4)
2(e—2)(s+1)
se T+ (s+2)e* = 2(x+1)
2(s+1) '

Gz, s) = G°(1,s) + G°(z, s)

+ H(x—s)

Toliau uzdavinio su nelokaliosiomis krastinémis salygomis Gryno funkcija is-
reiksime per Gryno funkcija G!(z, s). Uzdavinio su nelokaliosiomis krastinémis
salygomis (5.11) Gryno funkcija egzistuoja, jei D(L)[u] = 2e—4—2y(ef—£—1) #
0. Taigi, kai v # (e — 2)/(ef — 1 — &), Gryno funkcija yra

G, 8) = G, ) + g e 1G9

_ (e —z—1) < (ef — & —1)(se* 1+ (s+2)el™% —4)
Tem2 (et —e—1) 2(e—2)(s+1)
se57E + (s +2)ef7 —2(6+ 1)
THE ) 2(s+1) )
(e —x —1)(se* L + (s +2)el ™5 —4)
2e— (s +1)
€577 4+ (s +2)e" " — 2(x + 1)
2(s+1) '

+ H(x—s)

1.8 pavyzdys. Panagrinékime trecios eilés uzdavinj

" 3$
1+ 22

w(0) =0, «(0)=~u(v), ve(0,1), u"(1)=puln), ne(0,1). (516)

u o' =f xe€(0,1) (5.15)

Sio uzdavinio fundamentalioji sistema yra {1, z,/1+ 22 }.
(5.15) diferencialinés lygties su pradinémis salygomis w(0) = u/(0) =
u”(0) = 0 Gryno funkcija yra

G(z, s) :H(m—s)(\/(1+x2)(1+s2) —1—1‘8)(1+82).
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5. Gryno funkcijy pritaikymas uZdaviniams su NKS

Tada uzdavinio su krastinémis salygomis «(0) = «/(0) = w’(1) = 0

(D(L)[u) = v/2/4) Gryno funkcija yra
Gz, s) = G(z,8) — 2\@(\/ 1422 — 1)%(6’6(36, s)) B

:H(x—s)(\/(1+x2)(1+82) —1—xs)(1+s2)
— (V1422 =1)(1+ )1+ 2

Uzdavinio (5.15) su nelokaliosiomis krastinémis salygomis (5.16) Gryno funkcija
egzistuoja, kai ¥ := D(L)u] = (1 — 'yl/)(ﬁ + 8= BV1+n%)+8n(1 —
V14+v2)#£0ir

G(z,s) = Gz, s)
— 8GN (1, 5) (L= vy) (1= V1+22) +ay(l—V1+02))/0
— G, s)(Bn(1 = V1+22) —2(B(1—V1+n2) +V2/4)) /9.

1.9 pavyzdys. Panagrinékime ketvirtos eilés uzdavinj

4 v, 8 8
(x4 1)2 (x4+1)3 (x+1)

w(0) =0, 4 (0)=0, «"(0)=0, wu(l)=_pBuy), nec(01). (5.18)

)

ul

cu=f, xe(0,1), (5.17)

Imkime (5.17) lygties fundamentaliaja sistema u'(x) = z + 1, v?(x) = (z + 1)?,
wd(z) = (z+ 1) ut(z) = (v +1)"1. Tada

s+1 1 0 ul(x)

W[u](z, 5 = (s+1)2 2(s+1) 2 u2( )
(s+1)*  4(s+1)3 12(s+1)2 ud(2)

(s+1)7" —(s+1)72 2(s+1)% u'(x)

= —30(s + 1)%u' (z) + 30(s + Du*(x) = 6(s + 1) "’ (2) + 6(s + 1)*u’ (2),
Wiu](s) = —30(s +1)*-0+30(s+1) -0 —6(s + 1)~ " - 24(s + 1)
+6(s+1)*- (=6)(s +1)~* = —180,

GS(z,s) = —H(z — s)Wu](x, s) /180.
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1 SKYRIUS m-tosios eilés diferencialinis uZdavinys

Uzdavinio su nelokaliosiomis krastinémis salygomis (5.17), (5.18) Gryno funk-

cija egzistuoja, jei

9(8) = D(L)[u] = —33 — W (L)[u](n, 0)

=33+ B(30(n+1) —30(n+1)%+6(n+1)* —6(n+1)"1) £0.

Uzdavinio su krastinémis salygomis u(0) = «/(0) = »”(0) = u(1) = 0 (atve-

jis, kai = 0) Gryno funkcija lygi
Gz, s) = —H(x — 5)W[u](z, 5)/180 + W [u](x, 0) - W [u](1, 5)/(1809(0)).
Uzdavinio su nelokaliosiomis krastinémis salygomis Gryno funkcija yra
Gz, 5) = G (x,5) + BG(n, 5) - Wu](z,0)/9(B).
1.10 pavyzdys. Panagrinékime uzdavinj

u™ = f(z), xe(0,1), (5.19)

u(0) = Bu(a), «'(0)=---=u™"2(0)=0, u(l)=~u(n). (5.20)

Pasirinkime v/ (x) = 2971 /(j —1)!, j = 1,...,m. Tada

Wz, s) = m W(s) = 1.
Taigi gauname
V(z,s) = %, G¢(z,s) = H(z — s)% (5.21)

W (x,s) suradome tiesiogiai, bet Siuo atveju lengviau rasti V(z,s) naudojant
(1.17) savybes.

Uzdaviniui su krastinémis salygomis
u(0) =0, u'(0)=---=um20)=0, u(l)=0, (5.22)
1 (G(z,8) —ax™ 1V (1, s))

D(L,8,)[u, G*(-,5)] = CEN] ,




5. Gryno funkcijy pritaikymas uZdaviniams su NKS

ir , klasikiné“ Gryno funkcija yra

GNx,s) = H(x — s)V(z,s) —z™ 1V (1,s)

N

1 —m (1 —s)m T z < s,

_ |
(m —1)! (x—s)m L —am=1(1 —s)m"t s< .

,Nelokaliajam*“ uZdaviniui su krastinémis salygomis «(0) — Su(a) = 0,
u'(0) = -+ = ul™=2(0) = 0, u(1) — yu(n) = 0 yra teisingos lygybeés
D(L)lu] = (1= B)(1 =™ 1) + (1 =7)Ba™"1) /(m 1),

(L=yp™ " = (1 =y)a™ ") /(m = 1),

(1= B)a™ " + Ba™ 1) /(m — 1)L.

D(0y, Loy ..., Lpy)[u)

D(L1, ey meh (SI)[’U,]

Is (5.5) lygybés matyti, kad

m—1

L—ay™ = (1)
(1=B8)A =™ 1)+ (1 =7)Bamt

} (1— Bt 4 pam—?
A0S T ATy + (=) Barn ] (.23

Gl,5) = Gz, 5) + BG(a, 5)

jei ¥ = (1—B)(1—4n™ 1) + (1 —7)Ba™ ! # 0. Tada

m—1 m—1

1 —x 1—s , T < S,

(m - ) (.’17 _ S)m—l _ mm—l(l _ S)'m—l7 s < z,

. - ™1 (1—g)m-1
PR Sk i € ) i T e xs s,

1— 1— m—1 + (1 — am—1 a—g)m—1_gm—1(1_gm—1

(1=B) A =mm 1)+ (1-7)B o) oa 0 <,

m—1 —s m—1
+7 (1= Bam ! + fa™"! ~ s s

1— 1— m—1 +(1— am—1 _gym—1_,m=1(1_gym~—1
(1=B)A =™ )+ (1 —-7)8 R Y

1.9 pastaba. Uzdavinys (5.19)—(5.20), kai o = 7, buvo nagrinéjamas straipsny-

e [72]. Sio uzdavinio Gryno funkcija yra lygi
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1 SKYRIUS m-tosios eilés diferencialinis uZdavinys

"y =B +8
G(z,s) = Gz, s) + v i G%n,s
(@) = G + T L Gl
1 —z™m 1 —s)mL, x < 8,
—1)!
(m 1) (I _ S)mfl _ szl(l _ S)mfl7 P g x,
m—10q_gym—1
L
1=B=n""Hy=8) | g=om—nm'a—s)™

(m—1)1 » S

1.10 pastaba. Hao, Liu ir Vu (Wu) [57, Section 2] nagringjo (5.19)—(5.20) uzda-

vinj, kai 8 = 0. Jei ynp™~1 # 1, &io uzdavinio Gryno funkcija yra

m—1
_ cl cl
Glr,5) = G, 5) +1G7 (1, 5) ———
s)z™ 1t
s 0<z<s<l,
P(s)z™ 1 (z—s)™ ! 0<s<z<l
(m—1)! ’ X OX X -
Cia
(1—s)mt <
T _Apm—T> s s,
os)=q -
_ (A=) —y(n—s)" s<n

1 777]777,7 1 )
6. Pirmojo skyriaus iSvados

Kai D(L) # 0, funkcionalai Ly, ..., L,, yra tiesiSkai nepriklausomi. Tai
yra uzdavinio su m tiesinémis salygomis butina ir pakankama Gryno funkci-
jos egzistavimo salyga. Esminis Sio skyriaus rezultatas yra tai, kad tiesinés
diferencialinés lygties Gryno funkcijos susijusios tarpusavyje, ir Sis sarysis is-
reikstas (4.5) lygybe. Buvo pateikti keli pavyzdziai, bet (4.5) formulé gali buti
pritaikyta jvairiems tiesiniams uzdaviniams su kintamais koeficientais ir jvairio-
mis tiesinémis krastinémis salygomis, pavyzdziui, uzdaviniy su nelokaliosiomis

krastinémis salygomis Gryno funkcijy radimui ir jy savybiy tyrimui.

48



2 skyrius

Gryno funkcijos antros eilés diferencialiniams
uzdaviniams su nelokaliosiomis krastinémis

salygomis

Siame skyriuje pirmojo skyriaus rezultatai pritaikomi uzdaviniams su ant-
ros eilés diferencialiniu operatoriumi ir nelokaliosiomis krastinémis salygomis.
Siam tikslui i§ pradziy performuluojami pagrindiniai zyméjimai ir pagrindinés
formulés antros eilés diferencialiniam uzdaviniui, kai lygtis uzrasSyta savijungiu
pavidalu. Pateikiami pavyzdziai, kuriuose uzrasomos Gryno funkcijos ir jy eg-
zistavimo salygos. Pagrindiniai 8io skyriaus rezultatai iSspausdinti straipsniuose

[A1,A2,A6).

1. Antros eilés diferencialiné lygtis. Savijungis lygties pavidalas

Pusiau tiesiniy uzdaviniy su nelokaliosiomis krastinémis salygomis (NKS)
tyrimas ir juy teigiamy sprendiniy egzistavimas yra pagristas tiesiniy uzdavi-
niy su NKS Gryno funkcijos tyrimu [62, 63, 88, 89, 90, 93, 137, 155]. Siuose
straipsniuose Gryno funkcijos sukonstruotos uzdaviniui su paprastu operatoriu-

mi Lu = —u”, kur sprendiniai gauti du kartus integruojant diferencialine lygtj
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2 SKYRIUS Antros eilés diferencialinis uZdavinys su NKS
—u” = f(z). Be to, krastinés salygos yra daugiataskiy nelokaliyju krastiniy
salygy atskiri atvejai.

Panagrinékime antros eilés tiesine paprastaja diferencialine lygtj
Lu =" +7r(x) + qx)u= f(), (1.1a)
¢ia r,q, f € C[0,L]. Si lygtis gali biiti uzrasyta savijungiu pavidalu [32]:
—(p@)') + q(z)u = f(z), (L1b)

dia p(z) = p(xo) exp(for r(t)dt) > po >0, p€ CH0,L], g=—gp € C[0, L], f =
—fp € C[0, L]. Tarkime, kad Zzinome homogeninés diferencialinés lygties (1.1a)
(arba (1.1b)) fundamentaliaja sistema {u!(z),u?(z)}, ¢ia ul,u* € C?[0, L]. Ta-
da Vronskio determinantas Wlu', u?](x) # 0, kai = € [0, L]. UzraSysime antros

eilés tiesine diferencialine lygtj

ul u2
2

JW [ut, u?], qg=
(ul)// (u )// [ ] q

f=Fwut,e?],
ir homogeniniy lygciy (1.1a) ir (1.1c) sprendiniy erdvés sutampa. Randame
p(z) ir g(z):
ut(t)  ui(t)
(u')"(t) (u®)"(t)

(w)'(z)  (u®)(2)
(u)"(z) (u?)"(x)

JW [u!,u?] (t) dt), zo €[0,L], (1.2)

JW [u!,u?] (). (1.3)
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2. Zyméjimai ir pagrindinés formulés

Pastebésime, kad yra teisinga Abelio formule [101]: p(z)W[ut,u?](z) =
p(xo)Wul, u?)(z0), zo € [0, L]. Taigi koeficienta p galima rasti i§ formulés
p(z) = p(xo)W[ul,UQ] (xo)/W[ul,UQ] (z). (1.4)
Formuléje (1.2) (arba (1.4)) reikSmeé p(zo) gali buti laisvai parinkta, pavyzdziui
p(zo) = 1 arba p(zg) = (W[ul,u?|(z9))~t. Turime, kad pora {p(z),q(z)}
apraso sprendinius, kurie apibrézia fundamentaliaja sistema {u'(z),u?(z)}, ir
atvirksciai, fundamentalioji sistema apibrézia p ir ¢ (p(x) tikslumu).
Siame skyriuje nagrinésime antros eilés nehomogenine tiesine diferencialine
lygti
Lu = —(p(x)u’)/ +q(z)u = f(z), (1.5)

su salygomis
(L1,u) = fi, (L2,u) = fa, (1.6)

dia f € C[0,L], f1,f2 € Kir Ly, Ly yra tokie tiesiniai funkcionalai erdvéje
02[0, L], kad D(L17L2) 7& 0.

2. Zyméjimai ir pagrindinés formulés

I$ pradziy pateiksime determinanto ir tiesinio funkcionalo Zyméjimus ir su-
formuluosime pagrindines teoremas antros eilés atveju.
Kaip ir pirmajame skyriuje apibrézkime funkcinj determinanta D[w!, w?] ir

Vronskio determinanta Wv!, v?]:

D[w', w?] (1, 22) == :;Ezl; ;Ezz;’ whw? € F(X),
vt (y)  (v')'(y

Taip pat kartais naudosime zyméjima (jei fiksuotos funkcijos u! ir u?)

D(z,y) := D[ul, u2] (z,9),

ir pastebésime, kad §iuo atveju D[u!,u?](y, ) = Wul,u?](z,y).
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2 SKYRIUS Antros eilés diferencialinis uZdavinys su NKS

Kai w!, w? € F(X), apibrézkime determinantus:

<f1,w1> <f27w1>
D(f1, L w?| = : 2.1
(f1, f2) [w!, w?] o) o) Q.1

w(z)  (fr,w') (fo,w')
D(6, f1, f2) [wh, w? w®] = \w2(z) (fi,w?) (fo,w?)|- (2.2)
w(z) (fr,w®) (f2,w?)

Kadangi siame skyriuje nagrinésime (1.5) diferencialing lygti savijungiu pa-

vidalu, tai (1.5)—(1.6) uzdavinys, kai f; = f2 = 0, turi sprendinj
( / (96 5)
Hx—s s)ds = Hm—s ———f(s)ds.
/ ) z0)p(Z0)
Funkcija G¢ apibrézkime kitaip negu pirmajame skyriuje (ir. pirmojo skyriaus
(1.15) ir (1.19) formules ir Sio skyriaus (1.4) Abelio formule):
5) D(z,s) '
W(zo)p(z0)

Kaip ir pirmajame skyriuje, $i funkcija yra (1.5) lygties su pradinémis salygomis

G(z,s) .= H(x — (2.3)

1(0) = u/(0) = 0 Gryno funkcija.
Dabar performuluosime m-tosios eilés diferencialinés lygties rezultatus ant-

ros eilés diferencialinei lygciai.
2.1 teiginys [Zzr. 1.1 teorema]. (1.5), (1.6) uZdavinio sprendinys yra

up(z) = (G°(z,5), f(s5)) x — 0" (@) ((L1(v), G°(y,9)), f(5)) «
— 0% (@) ((L2(y), G°(y, 8)), f(5))  + f1v' (2) + fov®(2) (2.4

’Ul(:c) . D(éI,Lz)[u17u2] 02(1.) B D(Ll,(sw)[ul,uQ]
"~ D(Ly, Ly)[ul,u?]’ " D(Ly, Ly)[ut,u?]

Panagrinékime du uzdavinius su ta pacia nehomogenine tiesine diferencialine
lygtimi ir su skirtingomis salygomis:
Lu = f, Lv=f,

(li,uy = f1,  (l2,u) = fo (Li,v) = F1, (L2,v) = Fy.

(2.5)
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2. Zyméjimai ir pagrindinés formulés

2.1 iSvada [zr. 1.3 iSvada]. (2.5) uZdaviniy sprendiniai susieti lygybémis:

) (Ly,ub) (Lo, ut) ul(z)
v(x) = D(Ly, Ly)[ut, u?) (L1, u?) <L2,U2> u?(x)
<L1,U> — Fl <L2, > U(SU)

D(64, Lo)[ut, u?]

D(Lq, Lo)[ut, u?]

D(Ly,0)[u', u’]

D(Ly, Lg)[u1 u?]’

D(Ly, La, 0,)[ut, u?, u D(64, Lo)[ut, u?]
D(Ly, Lo)[ul, u?] D(Ly, Lo)[ul, u?]

v(z) = u(z) + (F1 — <L1,u>)

+ (F2 — <L2,u>)

D(Ly, 6,)[ut, u?]
D(le L2)[ulv u2} -

U(.T) = —|—F1 +F2

Si i$vada yra pirmojo skyriaus 1.3 isvados atskiras atvejis.
Tegul £ yra Sturmo ir Liuvilio operatorius (1.5) su klasikinémis krastinémis

salygomis. Jeigu
U ={ueC?0,L]: ap/(0) + Bou(0) = 0, ayu/(1) + fru(l) =0}, F =C[0,L],

tai egzistuoja vienas ir tik vienas sprendinys u(x), kuris tenkina (1.5) lygtj ir

yra apibréztas formuléje
l
/ G(z y) dy, (2.6)
0

kur G(z,s) yra Gryno funkcija, tenkinanti sias savybes [35, 105, 140]:
1. G(z,s) yra tolydzioji taskuose (z,s) € [0, L]?;

LG(xz,s) =0, kai x # s;

iSvestinés Suolis G'(s +0,s) — G'(s — 0,8) = 1/p(s);

G(z,s) = G(s,x).

Ll

Sios savybés teisingos tik klasikinéms krastinéms salygoms. Uzdaviniai su nelo-
kaliosiomis krastinémis salygomis yra nesavijungiai, todél turime nesimetrines
Gryno funkcijas, kurios gali buti net netolydziosios. Todél Gryno funkcijas
suprasime kaip apibendrintuosius fundamentaliuosius sprendinius, kurie buvo
apraSyti pirmajame disertacijos skyriuje.

Performuluosime pirmojo skyriaus 1.5 lema ir 1.2 teorema antros eilés dife-

rencialiniam uzdaviniui:

53



2 SKYRIUS Antros eilés diferencialinis uZdavinys su NKS

2.1 lema [zr. 1.5 lema]. Sturmo ir Liwvilio uZdavinio (1.5) su dviem homo-
geninémis sglygomis (L1, u) =0, (Lo, u) =0 Gryno funkcija yra

_ (e c D(8y, Lp)[u', u?]
G("E,S) - G (.’E, 8) - <L1(y)7G (y78)>D(L1,L22)[U1,U2]
D(Ly,0,)[ut, u?]
D(Lq, Lo)[ut, u?]
. (Li,ub) (Lo, u') u' (x)
= D(Ll,L2)[u1,u2] <L1,u2> <L2,'u,2> uQ(LL')
(L1(-), G°(8))  (L2(:), G°(-r8))  Ge(w,5)

D(Ly, Lo, 6,)[ut, u?, G¢(+, s)]

D(Ll,Lg)[ul,UQ] ’

- <L2 (y)a Gc(ya S)>

2.2 teiginys [Zr. 1.2 teorema]. Sqrysis tarp Gryno funkcijy G,(x,s) ir

Gy(z, s) uZdaviniams

Lu = f, Ly = f7
2.7
(l1,u) =0, (la,u) =0; (L1,v) =0, (Lg,v)=0
yra
G*(015) = G*(2,5) — (La(0), G0 9)) Py 12
~ (Bal). G 09
1 (L) Loy (@)
= (L) (Lo?) @)

D(Ly, Lo)[ut, u?
(L1(-),G"(-,8))  (L2(-),G"(-,5)) G"(z,9)
D(Ly, Ly, 0,)[ut, u?, G4(-, s)]

= D(Ly, Ly)[al, o] . (2.8)

3. Gryno funkciju pritaikymas uzdaviniams su nelokaliosiomis
krastinémis salygomis
1987 m. M. Sapagovas ir R. Ciegis studijavo stacionaryjj pradinj-krastinj

uzdavinj su viena klasikine ir viena Samarskio ir Bitsadzés tipo nelokaliaja kras-

tine salyga [124]. Sis darbas paskatino Lietuvos mokslininkus uzsiimti jvairiy
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3. Gryno funkcijy pritaikymas uZdaviniams su NKS

uzdaviniy su nelokaliosiomis salygomis tyrinéjimu. M. Sapagovas ir R. Ciegis
su mokiniais nagrinéjo diferencialinj [28] ir diskretyjj [28, 29], vienmatj ir dau-
giamatj [125, 127], stacionaryjj [28] ir nestacionaryjj [29, 122] uzdavinius su
nelokaliosiomis krastinémis salygomis. A. Stikonas su benraautoriais straips-
niuose [97, 126, 132, 134] analizavo Siy uzdaviniy spektra.

Ntouyasas [93] transformavo m-taskius krastinius uzdavinius prie 4-taskiy
krastiniy uzdaviniy ir tyré sprendiniy egzistavima. Problemos su 3-taskémis ne-
lokaliosiomis salygomis nagrinéjamos straipsniuose [56, 64, 88, 92, 155].
Zao [155] konstravo Gryno funkcijas ir pateiké Siy funkciju egzistavimo saly-
gas. Hanas (Han) [56] ir Ma [88] tyré teigiamuy sprendiniy egzistavima ir vienatj
taikydami nejudamojo tasko teorema kugyje. m-taskiai krastiniai uzdaviniai
nagrinéjami straipsniuose [23, 85, 116, 139]. Truongas (Truong), Ngocas (Ngoc)
ir Longas (Long) [139] nustaté teigiamu sprendiniy egzistavima taikydami Guo
ir Krasnoselskio nejudamojo tasko teorema ir monotoniska iteracinj metoda.
Cheungas (Cheung) ir Renas (Ren) [23] sujungé apatinio sprendinio metoda su
topologisko laipsnio metodu ir parodé, kad krastinis uzdavinys turi bent vieng
teigiama sprendinj su tam tikromis augimo salygomis. Visuose Siuose straips-
niuose buvo konstruojamos Gryno funkcijos tiesiniams uzdaviniams.

Panagrinékime Gryno funkcija uzdaviniams

Lu = —(p(z)d) + qlz)u = f(z), 3.1)

<L17u> = <ll7u> - ’yl<k17u> = 07 <L27u> = <l27 ’LL> - ’72<k27u> = 0) (32)

¢ia p(z) = po > 0, p € C0,1], ¢ € C[0,1], ir f € C[0,1]. Dauguma proble-
my su nelokaliosiomis krastinémis salygomis galima uzrasyti siuo pavidalu, ¢ia
(l;,u) := (l;(x),u(x)) yra klasikine dalis ir (k;,u) := (k;(z),u(z)), i = 1,2, yra
nelokalioji krastiniy salygy dalis. Pavyzdziui, funkcionalai k;, i = 1,2, gali buti
daugiataskes (§; € [0,1], j = 1,...,n) arba integralinés nelokaliosios krastinés

salygos
(ku(t)) =Y (gul&) + ru' (&), (kult)) = /%(t)u(t) dt,
j=1 0

95



2 SKYRIUS Antros eilés diferencialinis uZdavinys su NKS

ir funkcionalai [;, i = 1,2, gali buti lokaliosios (klasikinés) krastinés salygos
(I, u(t)) = a1u(0) + B1u/(0), (I2,u(t)) = agu(l) + Bou/(1),

Cia parametrai |o;| + |6;] > 0,1 =1, 2.

Jeigu v1,72 = 0, tai (3.1)—(3.2) uzdavinys tampa klasikiniu. Tarkime, kad
klasikiniu atveju egzistuoja Gryno funkcija G (x, s).

(3.1)—(3.2) uzdavinio Gryno funkcija egzistuoja, jei ¥ := D(Ly, Lo)[u', u?] #
0. Siuo atveju, kai L; = I; —v;k;, i = 1,2, (2.8) lygti galima uzradyti tokiu budu:

) (L1, u) (L2, ut) u'(z)
€)= o oyt ) (Lz,v) wa)
7 (k1(-), G (-, 8)) ke (-), G () Gz, )
= Gz, s) + (’yg<k2, G-, 5)>D(ll, 0z) [ul,uﬂ
+ 71 {k1, G(-, 8))D (5, l2) [u', u?]
+ 7172D(k17 kQ) [D [ulv U'Q} (l‘v ')a GC]('a 8)])/D(L17 LQ) (3.3)
kur

¥ := D(L1,Ly) = D(Iy,ls) [u', u?] — 11 D(ky,l2) [u',v?]

— v D(ly, ko) [u, w®] + 172D (k1 ko) [, u?]. (3.4)

3.1. Uzdaviniai su 4-taskémis nelokaliosiomis krastinémis salygomis

Panagrinésime 4-taskius krastinius uzdavinius, kai p(z) =1, ¢(x) = 0.
Tarkime, kad {u',u?} yra fundamentalioji sistema, tenkinanti homogenine

lygti —u” = 0, ir pradines salygas

ul(0) =1, _ u?(0) = 0,

Tuomet {ul(z) := 1,u?(z) := o} ir

D[ul,uQ] (z,y) = !

Ty
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3. Gryno funkcijy pritaikymas uZdaviniams su NKS

Panagrinékime tiesine antros eilés diferencialine lygti

—u" = f(z) (3.5)

u(0) = yu(&1), u(1) = ru(éa); (3.6)
u(0) = yu(&), u(l) = yu'(&2); (3.6b)
u(0) = mu'(&1), u(1) = v2u(&2); (3.6¢)
u(0) = v/ (&), u(l) = 720/ (€2); (3.6d)
u(0) = y1u(&1), W' (1) = y2u(é2); (3.6¢)
u(0) = yu(&1), W' (1) = 721/ (&2); (3.6)
u(0) = v’ (&), u'(1) = v2u(é2); (3.62)
u(0) = v (&), u'(1) = 920/ (&2); (3.6h)
w'(0) = nu(é), u(1) = v2u(&2); (3.61)
w'(0) = nu(é), u(l) = 720/ (€2); (3.6))
u'(0) = /(&) u(l) = ru(&2); (3.6k)
u'(0) = v/ (&), u(l) = yu'(&); (3.61)
u'(0) = mu(&), u'(1) = y2u'(§2); (3.7a)
u'(0) = mu' (&), u'(1) = ou(é2); (3.7b)
u'(0) = yu(é), u'(1) = y2u(€2); (3.7¢)
u'(0) = mu/ (&), u'(1) = y2u'(§2); (3.7d)

Kai kurios Gryno funkcijy iSraiskos lygties (3.5) su 3-taskémis nelokaliosiomis
krastinémis salygomis (3.6) arba (3.7) (kaiy; = 0 arba 2 = 0) pateiktos straips-
nyje [155]. Dauguma daugiataskiy nelokaliuju salygu gali buti transformuotos
i (3.6) arba (3.7) tipo nelokaligsias krastines salygas [93].

ISsamiai istirsime viena atvejj. Kiti atvejai nagrinéjami analogiskai.
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2 SKYRIUS Antros eilés diferencialinis uZdavinys su NKS
Panagrinékime (3.5) ir (3.6a) uzdavinj. Siuo atveju (I1,u) = u(0), (lo,u) =
u(l), (k1,u) = u(&r), (k2,u) = u(é2) ir
U=1=7(1-&)—7& -7 — &)
Jeigu 1 — v (1 — &) — 12€2 — M1y2(&1 — &) # 0, tai is (3.3) formulés gauname

_ el 7.8) — ’yl(x*l*’h(x*éé)) al! S

G, ) = Gi(z,s) =71 =&) =7 — 1 — &) G s)
Y2(z — 7 (z — &) el

L=y (1 =&) — 728 — 12 — &) Giles,s)

¢ia GY'(z,s) yra klasikiné Gryno funkcija (kai krastiniy salygy desinioji pusé

yra nuliné: «(0) = u(1) = 0):

s(1—z), s<uw,

Gz, 5) = (3.8)
z(l—s), x<s.

Istate (3.8) israiska j ankstesne lygybe, gauname (3.5), (3.6a) uzdavinio su

nelokaliosiomis krastinémis salygomis Gryno funkcijos isreiksting formule

(x —mz+7&)(1 —s) T8 S8,
G _ _
(z,5) 1—m(1—=&) —7& —7v2& — &) 0, s>,
+ Y2z — &) —z+1) JF T s
L—m(l=&) =1l —nr — &) 0, s>,
" 15— (e — &) DA
L—y(1=&1) —7& — 117206 — &2) 0, s> &

Diferencialinés lygties (3.5) su nelokaliosiomis krastinémis salygomis (3.6)
egzistavimo salygos pateiktos 2.1 lenteléje.

Uzdaviniy su 4-taskémis nelokaliosiomis salygomis (3.6) Gryno funkcijos pa-
teiktos 2.2 lenteléje, ¢ia G§!', GS' ir G§ yra atitinkamai Gryno funkcijos uzda-
viniams su klasikinémis krastinémis salygomis: u(0) = u(1) = 0 (2.1 a) pav.),

u(0) =u/(1) =0 (2.1 b) pav.) ir v/ (0) = u(1l) =0 (2.1 ¢) pav.):
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3. Gryno funkcijy pritaikymas uZdaviniams su NKS

2.1 lentelé. Diferencialinés lygties (3.5) su NKS (3.6) egzistavimo salygos

Atvejis NKS Gryno funkcijy egzistavimo salygos
(3.6a) u(0) = y1u(é1), P=1-m(1—&) =12 —772(6 — &) #0
u(1) = y2u(é2)
(3.6b) u(0) = y1u(é1), V=1—-m(1—-&)—rv2+71172#0
u(1) = y2u'(€2)
(3.6¢) u(0) = y1u(&1), Y=1+4+7 —728 —772#0
u(1) = y2u(é2)
(3.6d) u(0) = nv'(&1), Y=14+71 -7 #0
u(1) = y2u'(&2)
(3.6e) u(0) = 11u(1), Y=1—71 — 728 —1172(&1 —&2) #0
uw' (1) = yau(€2)
(3.6f) u(0) = nu(é), I=1—m—v2+7172 #0
u/ (1) = y2u/(€2)
(3.6g) u(0) = y1u'(&1), Y=1—vb —7172#0
uw' (1) = yau(€2)
(3.6h) u(0) = y1u/ (1), Y=1—7v#0
u/ (1) = you/(€2)
(3.61) u'(0) = y1u(é1), 9=—-1—-71(1—&)+v2+m72(& —&)#0
u(1) = you(é2)
(3.6) u'(0) = y1u(1), Yv==1-y(1-&)+7172#0
u(l) = y2u'(&2)
(3.6k) u'(0) = y1u/(&1), Y=—-1+v+7v2—7172#0
u(1) = y2u(é2)
(3.61) v/ (0) = 1/ (&1), Y9=—-14+v#0
u(1) = you'(€2)
1 8(1_37)7 SZ‘, S, nga
Gy (z,s) = G (,s) =
1’(178), és, z, xis,
1—2, s<u,
Gz, 5) = (3.9)



2 SKYRIUS Antros eilés diferencialinis uZdavinys su NKS

2.2 lentelé. Diferencialinés lygties (3.5) su NKS (3.6) Gryno funkcijos

Atvejis NKS Gryno funkcija G(z, s)

(3.6a) u(0) = 71u(é1), G (z,8) + (1 = +72(z — £2)) F-GF (&1, 9)
u(1) = v2u(é2) + (& —m(z = &) B G (&2,5)

(3.6b) u(0) = v1u(é1), Gz, 8) + (1 — 2 —72) B-G5 (&1, )
u(1) = y2u'(§2) (@ —mle—&) B LG5 (&, )

(3-6¢) u(0) = v1u'(§1), Gl (x,5) + (1 — 2+ y2(x — £2)) B 4L G5 (&1, 9)
u(1) = y2u(é2) + (z +71) B G (&2, 5)

(3.6d) u(0) = v1v' (&1), G§'(w,8) + (1 —x —y2) B LG (&1, 9)
u(1) = v2u'(§2) + (@ +7)% LG5 (&, s)

(3.6e) u(0) = 71u(é1), G§'(z,8) + (1 +72(z — €2)) B G5 (&1, )
u'(1) = v2u(§2) + (& —m(z — &) B G (&2,5)

(3.61) u(0) = v1u(1), Gsl(z,s) + 725 - G5 (€1, 9)
u' (1) = v2u/(§2) +(z—m(r— &) 2 LG5 (&, s)

(3.6g) u(0) = v1u (&1), GSH(x,8) + (1 +72(2 — &) B LG5\ (&1, 9)
u/(1) = you(€2) + (@ + ) B G (&2, 9)

(3-6h) u(0) = v1u (&1), GSl(x,5) + 1 4= G5 (1, 5)
u'(1) = y2u'(€2) + (@ +m) 1225 4= G5l (€2, 5)

(3.61) u'(0) = yu(&), GSl(z,8) + (1 — =+ 72(z — £2)) B G5 (¢1, 5)
u(1) = y2u(€2) + (=1 =z — &) 2GS (&2, 9)

(3.6) u'(0) = v1u(81), G§(w,8) + (1 — & — 72) B G5! (€1, 9)
u(1) = y2u'(&2) + (-1 =z —&))%2 L Gsl(&, )

(3.6k) u'(0) = mu/(61), GSl(x,5) + (1 — 2 +y2(z — £2)) B 2L G5 (61, 9)
u(1) = y2u(€2) + 122.G5 (€2,9)

(3.61) u'(0) = v1u/(&1), G§l(z,8) + (1 —x —v2) Y LG5 (&1, 9)
u(1) = y2u/(&2) + 12 LGSl (€2, 5)

Sio tyrimo rezultatai apibendrinti teoremoje.

2.1 teorema. Uzdaviniy (3.5), (3.6) Gryno funkcijos neegzistuoja tada ir tik
tada, kai taskas (v1,7v2) yra:
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3. Gryno funkcijy pritaikymas uZdaviniams su NKS

b) G§'(w,s) c) G§\(z,s)

2.1 pav. Uzdaviniy su klasikinémis kraStinemis salygomis Gryno funkcijy grafikai

1. tieséje, (3.6d), (3.6h), (3.61) atvejais visiems &1, &o2; (3.6a), (3.6e), (3.61)
kai 51 = 52;

2. dviejose statmenosiose tiesése, (3.6f), (3.6k) atvejais visiems &, &;
(3.6a) kai &2 # & = 0 arba & # & = 1; (3.61) kai & = 1; (3.6b) kad
& = 0; (3.6¢) kai & = 1; (3.6e) kai & = 0;

3. hiperboléje, kitais atvejais.

Jei (3.5), (3.6a) uzdavinyje 71 = 0, tai Gryno funkcija lygi

x
G(z,s) = G\ (x,5) + ———712 G (&3, 5). (3.10)
1 =728
Kai v = 0, Gryno funkcija yra
Gla,s) = Gy 8) + ——— 211G (e, ). (.11
) 1 ) 1 _ 71(1 . 51) 1 )

Klasikinei Gryno funkcijai yra teisinga lygybé G§'(z,s) = G${(1 — x,1 — s).
Taigi, atliktus pakeitimus s = 1—s, 2 = 1—x, & — 1 =& ir 72 — 71, 18 (3.10)
lygties galima lengvai gauti (3.11) iSraiska, ir atvirksciai, t. y. Gryno funkcija,
kai v9 = 0, yra tokia pati, kai 79 = 0. Grafikuose 2.2 d) ir i) pavaizduotos
Gryno funkcijos, kai parametrai: d) v1 = 0; 72 = 1,5; & = 1/3; ir i) 72 = 0;
71 =15 & =2/3.

Kai £ = & = 1/3 Gryno funkcijos egzistavimo salyga yra ¢ = 1 — %71 -
%"}/2 # 0. Gryno funkcijy grafikai su v, = 0 ir skirtingomis 7, pateikti 2.2 a)-g)
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g) v2 = 100

2.2 pav. Gryno funkcijy grafikai, kai a)-g) &2 = 1/3; 1 = 0 ir parametrai
72 = —100; —1,5;0;1,5;2,8;3,2;100; h) §2 = 1/3; 71 = 472 = 4D & =2/3;72 =0;y1 = 1,5

grafikuose. Kai v artéja prie minus arba plius begalybés (y2 = —100, 100
atitinkamai 2.2 a) ir g) pav.) Gryno funkcijos yra ,vienodos“. Jeiv2 — 0 (2.2 b)
ir d) pav.), tai Gryno funkcija panasi j klasikine Gryno funkeija (2.2 c) pav.).
Kai vy, = 0, egzistavimo salyga yra 7o # 3. Grafikuose 2.2 e) (72 = 2,8) ir 2.2 f)

(v2 = 3,2) pavaizduotos Gryno funkcijos, kai v artéja prie parametro, kada
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f) 71 =15; 92 = 10

2.3 pav. Gryno funkcijy grafikai, kai a)—c) y1 = 2; v = 4ird)-f) &1 = 2/3; &2 =1/4

Gryno funkcija neegzistuoja, Siuo atveju prie v = 3. Atvejis, kai 71, v2 yra
nenulinés reiksmeés, pavaizduotas 2.2 h) pav.

Grafike 2.3 pavaizduotos Gryno funkcijos, kai ~; ir & yra nenuliniai.
a)—c) pav. yra fiksuoti parametrai v; = 2 ir y5 = 4, o d)—f) fiksuoti & = 2/3
ir & = 1/4. Visais atvejais Gryno funkcijuy iSvestinés turi trukius tiesése
s =¢&,1=12ir s = z. d)-f) atvejais Gryno funkcijos egzistavimo salyga
yra 12 — 4y, — 32 — 571772 # 0. Vienas i$ daugelio neegzistavimo tasky yra
1= =2, 79 = 72. 2.3 d), e) pav. 71 ir o reikSmeés artimos Sioms reiks-
mems.

Toliau panagrinékime diferencialine lygti (3.5) su krastinémis nelokaliosio-
mis salygomis (3.7). Uzdavinio —u” = f(z), «/(0) = 0, «/(1) = 0 nulis yra
tikriné reikSmeé, o nenulinés konstantos — tikriniai vektoriai. Tuomet Sio uz-

davinio Gryno funkcija neegzistuoja ir (3.5), (3.7) uzdaviniy Gryno funkcijas
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2 SKYRIUS Antros eilés diferencialinis uZdavinys su NKS

2.3 lentelé. Diferencialinés lygties (3.5) su NKS (3.7) egzistavimo salygos

Atvejis NKS Gryno funkcijy egzistavimo salygos
(3.7a) u/(0) = y1u(€1), v/ (1) = v2u'(62) U=-—7(l—7)#0

(3.7b) u/(0) = yu/(&1), v/ (1) = you(é2) Y="2(1—m)#0

(3.7¢) u/(0) = y1u(1), v'(1) = v2u(é2) V=92 =71 — 1172061 — &) #0
(3.7d) u/(0) = 11/ (&1), v/ (1) = y2u/(&2) ¥ = 0, Gryno funkcija neegzistuoja

negalima tiesiogiai iSreiksti per uzdavinio —u” = f(x), v'(0) = 0, v/(1) = 0
klasiking Gryno funkcija. Taip pat pastebésime, kad (3.5), (3.7d) atveju Gryno

funkcija neegzistuoja.

Paimkime klasikines kraStines salygas: (A) u(0) — «/(0) = 0, /(1) = 0;
(B) ¥/(0) = 0, u(l) —«/(1) = 0; (C) u(0) — ' (0) = 0, u(l) — (1) = 0.
(3.5) diferencialinés lygties su Siomis krastinémis salygomis Gryno funkcijy is-
raiskas galima gauti i§ 2.1 ir 2.2 lenteliy (kai v3 = 1, 72 = 0, §& = 0 atveju
(3.6g) arba (3.6h); kai y1 = 0, 72 = 1, & = 1 atveju (3.6j) arba (3.61); kai
v1=1,7%=1,& =0, & =1 atveju (3.6d) arba (3.6g) arba (3.6j); atitinka-

mai):

C C. d C
(A) G4l(‘ra S) = G21($7 5) + %GQI(Oa S) =
z+1, s=>ux;

d
(B) Gg(z,s) =G5(x,5) + %G?(l, 5) =

4

(€) Gilw,s) = Gil(w,s) — 2

d
G(il(ov S) + (x + 1)%Gil(1a 5)

—z(s+1), s<u,
—s(z+1), s>z
Diferencialinés lygties (3.5) su nelokaliosiomis krastinémis salygomis (3.7)
Gryno funkcijuy egzistavimo salygos pateiktos 2.3 lenteléje.
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3. Gryno funkcijy pritaikymas uZdaviniams su NKS

(3.7a)—(3.7c) krastines salygas galima perrasyti kita forma:

u'(0) —u(0) = (k1,u) :== yu(ér) — u(0),
u'(1) = (k2,u) := yu'(&2);
u'(0) = (k1,u) :== yu' (&),
u'(1) —u(l) = (k2,u) :== yu(§2) — u(l);
u'(0) — w(0) = (k1,u) == nu(&) — u(0),
u'(1) —u(l) = (k2,u) = you(§2) — u(l);

Tuomet i§ (3.3) lygties (kurioje 71 = 72 = 1) pirmo uzdavinio Gryno funkcija

yra

G(z,s) = Gjl(x, s) — (—1 — ’yg(—l))%(leZl({l, s) — GZI(O, 8))
d
+ (1= - 51))%£GZI(§278)
arba
G(z,s) = GZI(JC, s)+ %GZI(O, s) — GZI(&, s)
1

d
- (1+n(@=- 51))%%6’?(&, s).

Istate G i $ia lygti, gauname (3.5), (3.7a) uzdavinio Gryno funkcija:

1 s, s<u, s, s< &,
G(z,s) = — — -
m x, S>$, 517 82517
Oa S ggZa
+ (1+71($—§1))%
Al 72 1, s>6&.

(3.5), (3.7a)—(3.7¢) uzdaviniy Gryno funkcijy iSraiskos pateiktos 2.4 lenteléje.

2.2 i§vada. Jeigu (3.5), (3.6) ir (3.5), (3.7) udaviniy Gryno funkcijos egzis-

tuoja, tai jas galima isreiksti per klasikines Gryno funkcijas ir jy isvestines.
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2 SKYRIUS Antros eilés diferencialinis uZdavinys su NKS

2.4 lentelé. Diferencialinés lygties (3.5) su NKS (3.7) Gryno funkcijos

Atvejis NKS Gryno funkcija G(z, )

(3.72) /' (0) = mu(&), Gz, 5) + 5, G§(0,5) — G (€1, 5)
u/(1) = 72u/(§2) —(l+m@-&)2Lai(E,s)

(3.7b) u/(0) = y1u/ (&1), Ggl(a, s) +(1+’yg(x—§2))%%6'gl(§1,s)
u'(1) = y2u(€2) —Ggl(€2,8) + 5GE(1,9)

(3.7¢) u'(0) = y1u(r), Gl (w,s) + (1 +72(z — £2)) B-GE (61, 5) — GEH(0, s)
u' (1) = yau(€2) — (L+ (2 — &) BGE (&2,5) — Gg(1,5)

3.2. Uzdavinys su dviem integralinio tipo NKS
Panagrinékime uzdavinj

—u" = f(z), z€(0,1), (3.12)
u(0) =7 /al(a?)u(z) dz, u(l) = 72/a2(93)u(x) dz, (3.13)
0 0

dia ag,ae € Ll(O,l) Siuo atveju Iy (z ) = u( ), la(x) = u(l), (ki(z),u(z)) =
fol o (z)u(z) d, (ka(z fo ag(x)u(z) dx ir D(z,y) =

uzdaviniui gauname, kad

= y—ux. Taigi, Siam

¥:=D(L1,Ly) =1—m /al(x)(l —z)dz —’yg/ag(x)xdac
0 0

1 1
— 71172 a(z)az(y)(z — y) dz dy.
/]

Be to, i$ (3.3) lygties matyti, kad

1 1
G(.’IJ78) — Gfl(x,s) + ’Yl(l —£U+’72 I%OZQ(t)(x —t) dt) . /al(t)Gil(t,s) dt

1 1
L= (:;1(“(93 —tdh) /ag(t)Gil(t, s)dt,
0

kai ¥ #£ 0. Toliau pateiksime du pavyzdzius su svorio funkcijomis o ir as.
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3. Gryno funkcijy pritaikymas uZdaviniams su NKS

Jeigu a1 = ag = 1, tai nelokaliosios krastinés salygos (3.13) tampa

— 0/ w(@)de,  u(l) =7 0/ w(z) dz

ir Gryno funkcija, kai ¢ =1 — (11 +v2)/2 # 0, yra

1

1—
G(z,s) = G({l(m73) + M’w . /Gil(tas) dt
0

s(1—x), s<u, 1—
_ n W'S“—”
z(l—3s), x<s, —(ntm)

Uzdavinio su viena klasikine krastine salyga (y; = 0) ir kita integraline
krastine salyga u(1) = 7 f 6 x) dz (8iuo atveju ag(x) charakteristiné funkcija
intervale [£o,&1] C [0, 1]) Gryno funkcija yra:

Gla,s5) = Gl ) + 127 /Gdts D=1—m(E—d)/2 40,

Siuo atveju Gryno funkcija yra sudétingesné

s(1—2x), s<u, Yo
Gz, s) =
R RIS T 1
s((1—&)* = (1-&)%)/2, s < o,
XQL=8)(s* =&3)/2+s((1—5)° = (1= &)%)/2, & <s<&,
(1—s)(&F - &5)/2, &1 < s.
3.3. Uidavinys su operatoriumi Lu := —u" +u

Anksciau pateiktuose pavyzdziuose nagrinéjome uzdavinius su operatoriumi

Lu := —u”. Dabar panagrinésime uzdavinj, kai Lu := —u” + w:
—u" +u = f(z), (3.14)
u(0) =0, u(1) = yu(§). (3.15)

67



2 SKYRIUS Antros eilés diferencialinis uZdavinys su NKS

Issprende homogenine diferencialine lygti su dviejy tipy pradinémis salygomis

—u +u=0, —u" +u=0,
u(0) =0, ir u(0) =1,
u’'(0) =1, u’'(0) =0,

gauname du tiesiskai nepriklausomus sprendinius u!(x) = shz ir u?(z) = chz.
Siuo atveju

shx shy

Dlu*,vw?](x,y) = = sh(z — y).

chx chy
Tuomet i8 (3.3) ir (3.4) lyg¢iy gauname ¥ = ysh& —sh1. Jei ysh¢ # sh1, tai

vshx

cl
Shl—~she G7 (& 5), (3.16)

G(z,s) = G%l(:z:, s) +

¢ia GS(x, s) yra (3.14)—(3.15) uzdavinio, kai v = 0, Gryno funkcija, t. y.

N

€,

shz -sh(1 —s) sh(s — ), s

G7(z,s) = shl

0, s> .

Istate G<!(z,s) i (3.16) lygti, gauname Gryno funkcijos israiska

hz-sh(l — sh(s —x), s<ux,
G(m,s)zs x-sh(l —s) ( )

shl—~sh¢ 0, s>,
vshx sh(s —z), s<¢,
shl—~sh¢ 0, s> ¢

3.4. Uizdavinys su operatoriumi Lu := —u"” —u
Panagrinékime
—u" —u= f(z), (3.17)

u(0) =0, (1) =u(€). (3.18)

Analogiskai kaip praeitame pavyzdyje fundamentalioji sistema yra wui(z) =

sinx, ug(x) = cosz. Siuo atveju
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3. Gryno funkcijy pritaikymas uZdaviniams su NKS

sinx siny

D[u',v?](z,y) = = sin(z — y).

COST COsYy

IS (3.4) lygties gauname ¢ = ysin{ —sin 1. UZzdavinio —u” —u = f(z), u(0) = 0,
u(1) = 0, klasikiné Gryno funkcija turi forma

sinz - sin(1 — s) sin(s —z), s<u,

Gcl _
5 (2, 5) sin 1

0, s> x.

Jei ysin& # sin 1, tai i$ (3.3) lygties matyti, kad

ysinx

G , — Gcl , . Gcl ,
(x,s) 8 (x S)—’_;sinl—'ysing (& s)
_ sinz -sin(l — s) sin(s —z), s<uw,
sinl — ysin& 0, s>,
~sin x sin(s — ), s <¢,
sinl —~siné 0, s> ¢
3.5. Uidavinys su operatoriumi Lu := —u" — li—“;gu'

Panagrinékime antros eilés uzdavinj su dviem nelokaliosiomis krastinémis
salygomis

n_ 2
1+ 22

uw(0) = du(e), €€(0,1),  wu(l)=~u(), vel(01). (3.20)

W =f z€(01), (3.19)

(3.19) homogeninés lygties fundamentalioji sistema yra u;(z) = 4/7, uz(x) =

artg z. Uzdavinio su pradinémis salygomis u(0) = u/(0) = 0 Gryno funkcija lygi
G¢(z,s) = H(z — s)(artg s — artgx) (1 + s?).

(3.19) diferencialinés lygties su Dirichlé krastinémis salygomis w(0) = u(1) =0

Gryno funkcija turi iSraiska
d c 4 c
Gxz,s) = G°(x,s) — —artgx - G°(1, 5). (3.21)
T
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2 SKYRIUS Antros eilés diferencialinis uZdavinys su NKS
Uzdavinio su (3.20) nelokaliosiomis krastinémis salygomis Gryno funkcija egzis-

tuoja, jei ¥ := D(Ly, Lo)[u', u?] = (1-06)—y(1—6) 2 artgv+6(1—7) 2 artg £ # 0

T

ir
d d 4 4
G(z,s) = Gz, s) — 6G°(&,s)| (1 — ’y); artgx — 1+ —7 artgr | /9
+~vG%(v, 5) <(1 - 6)% artgz + %5 artg §> /0. (3.22)

Taip pat pasinaudojant 2.1 lema, uzdavinio su nelokaliosiomis krastinémis sa-

lygomis Gryno funkcija galima isreiksti per pradinio uzdavinio Gryno funkcija:
C (& 4 4
G(z,s) = G(z,s) — 0G°(&,s)| (1 — 'y); artge — 1+ ;'yartgl/ ey
4 4
— (G°(1, 8) =G (v, 5)) <(1 —d)—artgz + =9 artgf) /Y. (3.23)
7r 0

Istate G€ | (3.23) lygti, gauname Gryno funkcijos israiska.

Nagrinékime (3.20) krastiniy salygy atskira atveji, kai § = 0, vy = 2, v =
V3/3, t. y. u(0) =0, u(1) = 2u(v/3/3). Siuo atveju
artgx — artgs, x> s,

G(z,s) =3(1+ %) artgx(l _1 artg s) + (1+57)
T 0, r<s

O~

- %artgs, 5 < +/3/3,

s >/3/3.

— 6(1 + 32) artg x

=

4. Antrojo skyriaus iSvados

Apibendrinant §j skyriy galima teigti, kad Gryno funkcija stacionariajam uz-
daviniui su jvairiomis salygomis galima iSreiksti per panasaus uzdavinio Gryno
funkcija, ir Sis sarysis pateiktas (2.8) formuléje. Salyga D(L1, Ls) # 0 tenkina
uzdavinio su funkcinémis sglygomis butina ir pakankama Gryno funkcijos eg-
zistavimo salyga. (2.8) formulé gali buti pritaikyta pla¢iai problemy klasei su

nepastoviais koeficientais ir skirtingomis nelokaliosiomis krastinémis salygomis.
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3 skyrius

Antros eilés diskretusis uZdavinys

Siame skyriuje nagrinéjamas antros eilés diskretusis uzdavinys su dviem sg-
lygomis, kurios yra aprasytos tiesiskai nepriklausomais tiesiniais funkcionalais.
Surandamas sio uzdavinio sprendinys ir pateikiamos Gryno funkcijos israiska
ir egzistavimo salyga, jei zinoma homogeninés lygties fundamentalioji sistema.
UZzrasomas uzdaviniy su ta pacia lygtimi ir skirtingomis salygomis dviejy Gry-
no funkcijy sarysis. Gauti rezultatai pritaikomi uzdaviniams su nelokaliosiomis
krastinémis salygomis. Pagrindiniai sio skyriaus rezultatai iSspausdinti straips-

nyje [A4].
Siame skyriuje nagrinésime diskrec¢iaja lygti
aiuirs + ajuity + aju; = fi, (0.1)
¢ia a?,a’ # 0. Si lygtis yra analogiska tiesinei diferencialinei lygé¢iai
ba(x)u” (x) + by (z)u' (x) + bo(x)u(z) = f(x).

Siekiant jvertinti krastinio uzdavinio su diskreciaja lygtimi sprendinj galima

ji isreiksti per Gryno funkcija [117]. Bachvalovas ir bendraautoriai [10] nag-
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3 SKYRIUS Antros eilés diskretusis uZdavinys

ringjo Gryno funkcija diskre¢iajam krastiniam uzdaviniui papraséiausiu atveju
(Dirichlé krastinis uzdavinys).

Monografijose [118, 119] nagrinéjami tiesioginis metodas ir iteracinis me-
todas diskreciyju lygciy sprendimui bei ju pritaikymas skirtuminéms lygtims.
Aprasyti jvairus perkelties algoritmo (monotonisko, nemonotonisko, ciklinio ir
t. t.) variantai vienmatéms 3-taskéms lygtims. Be to, nustatyti Siuolaikiniai
ekonomiski iteraciniai metodai sprendziant staciakampyje Puasono skirtumines
lygtis su jvairaus tipo krastinémis salygomis.

Chungas ir Yau [24] tyrinéjo diskreciasias Gryno funkcijas ir ju sarysj su
diskreciosiomis Laplaso lygtimis. Ieskant Gryno funkcijy, jie nagrinéjo keleta

metody. Liu ir bendraautoriai [82] pateiké diskreciosios Gryno funkcijos jvertj.

(0.1) lygties Gryno funkcijy israisky ieskosime naudodami konstanty vari-
javimo metodo diskre¢iuoju variantu [119]. Sio metodo pranasumas tame, kad
Gryno funkcija galima sukonstruoti nehomogeninei lygéiai (0.1) su kintamai-
siais koeficientais a2, a', a® ir skirtingomis salygomis, pavyzdziui, nelokalio-
siomis krastinémis salygomis. Sio skyriaus pagrindiniai rezultatai suformuluoti
3.1 teoremoje, 3.5 lemoje, ir 3.2 teoremoje. 3.1 teorema naudojama siekiant
gauti lygties su diskrec¢iuoju operatoriumi ir dviem tiesiskai nepriklausomomis
salygomis sprendinius, jei zinoma homogeninés lygties fundamentalioji siste-
ma. 3.2 teorema pateikia Gryno funkcijos israiska ir leidzia ja surasti lygciai
su dviem salygomis, kai Zinoma tos pacios lygties, bet su kitomis salygomis,
Gryno funkcija. 3.5 lema yra atskiras Sios teoremos atvejis, kai zinoma uzdavi-
nio su diskreciosiomis (pradinémis) salygomis Gryno funkcija. Siame skyriuje
rezultatus pritaikysime krastiniams uzdaviniams su nelokaliosiomis krastinémis
salygomis: i§ pradziy sukonstruosime Gryno funkcija uzdaviniui su klasikiné-
mis krastinémis salygoms; uzdavinio su nelokaliosiomis krastinémis salygomis
Gryno funkcija sukonstruosime arba tiesiogiai (3.5 lema), arba per klasikinio
uzdavinio Gryno funkcija (3.2 teorema). Taip pat pateiksime Gryno funkci-
jos butingja ir pakankama egzistavimo salyga. Sio darbo rezultatai gali buti

naudojami kvazitiesiniy uzdaviniy tyrime.
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1. Zyméjimai
1. Zyméjimai
Apibrézkime determinanty savybes. Tegul K =R arba K=Cir1 <n € N.
Visiems az-, b;- €K, i,j =1,2, yra teisinga lygybé

1 1 1
by a; by a;

b2 a2 |b3 a? 1ol 11

1 I 2 Al by bs| |a7 as (L1)
1 1 2 n2l 12 a2l ’
by a3z |by ay 1 92 1 42

bi a3| b3 a3
Irodymas iSplaukia i$ Laplaso skleidinio teoremos [107].

Tegul X = {0,1,...,n}, X ={0,1,...,n—2}. F(X):={u|u:X — K}
yra realiy (kompleksiniy) funkcijy tiesiné erdvé. Tarkime, kad F(X) = K+ ir

funkcijos 6°, i = 0,1,...,n, ¢a §'(j) = 5{, j € X (07, yra Kronekerio simbolis:

o =1, jei m = n, ir 67, = 0, jei m # n), formuoja Sios tiesinés erdveés
baze. Taigi, visiems u € F(X) egzistuoja vienintelis rinkinys (ug, ..., u,) € K*,

kad u = Y }_,uxd®. Paimkime vektoring funkcija w = [u',u?] € F?(X), ir

nagrinékime matricing funkcija [u] : X2 — May2(K) =2 K?* ir determinanta

D['u,]” X2 5 K
ul ol
121 [ %Y
[u]ij—[u,u]ij.—<2 2 )
i Y

Dlu);; = det[u];; = det[u",u?], =

ij

u

[y

u

wl o2 wl ol
Wul; = Jll J21 = ; ! ; =D 1, j=1,...,n. (1.2
u; uy Uiy U
Tegul (kai W[u]j+2 75 0)
V[u]” = [u]j+1’ = [u]j+1’ s 7 EX, ] :—1,0,1,...,71—2.

Wluljye  Dlufjrj42
Tarkime, V{ul;n—1 = Viuly,, = 0, i € X. Pastebésime, kad Viul;j11, = 0,
V[u]j+27j = ]., kai _] S X
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3 SKYRIUS Antros eilés diskretusis uZdavinys

Jei [’l_l,]” =P- [u]ij, cia P = (p;n) S MQXQ(K), tai

Jei Wlu] # 0 ir P € GLy(K) := {P € Myx2(K): detP # 0}, tuomet Viu] =
V[u]. Taigi funkcija V[u];; yra invariantiné bazés {u',u?} atzvilgiu ir toliau

naudosime Zyméjima V;;.

3.1 lema. Jei w = [w', w?] € F%(X), tai yra teisinga lygybé

Dlwlix  Dlw];k -
:D[w]Z] D[’U]]kl, Z7Jak7l € X. (14)
Dlw}i  D[wl;
[rodymas.  Jei (1.1) lygtyje laikome, kad b7* = wi", b3' = wj, af* = wyi?,
ad =w", m= 1,2, gauname (1.4) lygybe. O
3.1 isvada. Jei w = [w',w?] € F(X?), tai yra teisinga lygybé
Dlwli—1  Dlwl
W[D[w]k,D[w] lL‘ = ‘ = W[w]l . D[w]kl, (1.5)
Dlwli—1;  Dlwly

kleX,i=1,...,n.

Erdvéje F(X) panagrinékime tiesiniy funkcionaly erdve F*(X). Funkcio-
naly reiksmes f, priklausancias nuo funkcijos u, zymeésime (f,u), (f¥ ug).
Funkcionalai 6, j = 0,1,...,n formuoja bazés {6}, dualiaja baze. Tai-
gi (6;,u) = uj, o (fiu)y = Sp_o ffup. Jei f € F*(X), g € F*(Y), ¢ia
X =A{0,1,...,n}ir Y ={0,1,...,m}, tai tiesinis funkcionalas (dekartiné san-

dauga) f-g€ F*(X xY) yra:
(f¥- g o) = (f*,{g" wr)), wi € F(X xY).

Apibrézkime matrica

(f,wh) <97w1>>
Plw] =
ke ((f,w2> (g, w?)
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1. Zyméjimai

ir determinanta

D(f)lw] i= (* - o' Dfwli) = ‘“ S T
(fyw?) (g, w?)
¢ia f = (f,9), w = [w', w?]. Pavyzdziui,
w! 1
D(f,0)[w] = (f* - 0}, Dlwlir) = ‘<f’ 2; o)
D(8;,6;)[w] = (67 - 6}, Dlw]y) = D[w];;,
D(f)['w,wOL = D(f,di)[w,wo] = <f g 5i,D['w,w0}>

(g:w') w;
<g,’LU2> wz2 !
(g,w®)  wf

Tarkime, funkcijos w!',w? € F(X) yra tiesiskai nepriklausomos ir
span{w!, w?} = F(X).
3.2 lema. Funkcionalai f, g yra tiesiskai nepriklausomi tada ir tik tada, kai
D(f)[w] # 0.
Irodymas. Funkcionalai f, g yra tiesiskai nepriklausomi, jei ay f + asg = 0, kai
a; = ag = 0. Tada (a1 f + azg,w) = 0 visiems w € span{w!, w?}. Funkcijy
sistema {w!, w?} yra bazé ir minéta lygybé yra ekvivalenti salygai

() ) () (0)
(f,w?) (9,w?) (a1 f + azg, w?) 0

Tuomet funkcionalai f, g yra tiesiskai nepriklausomi tada ir tik tada, kai vek-

<<f,w1>) <<g7w1>>
(frw?)) \(gw?)

yra tiesiskai nepriklausomi. Bet Sie vektoriai yra tiesiSkai nepriklausomi tada

toriai

ir tik tada, kai

£0. O
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Jei f = fPy, w =P, w, ¢ia Py, P, € Moyo(K), tai

D(f)[®] = det P, - D(f)[w] - det Py, (1.6)

D(f,h)[w,u°] = det Py, - D(f,h) [w,w’] - det Py. (1.7)

2. Specialioji bazé dvimatéje sprendiniy erdvéje

Panagrinékime homogening tiesinge diskreciaja lygti
Lu = a?uwz + a}uiﬂ + a?ui =0, 1€ X, 2.1
¢ia a?,a® # 0. Tegul S C F(X) yra sprendiniy dvimaté tiesiné erdvé ir {u®, u?}

yra sios tiesinés erdvés fiksuota bazé. Panagrinékime lygtis:
(Ly,u) =0, (Lo,u) =0, weES, (2.2)

Cia Ly, Lo € S* yra tiesiskai nepriklausomi tiesiniai funkcionalai ir pazymékime

L = (L4, Ls). Iveskime naujas funkcijas

o} := D(6;, L) [u), v? 1= D(L1,6;)[u]. (2.3)

i -

Sioms funkcijoms (L, ") = 6% D(L)[u], m,n = 1,2, t. y. " € Ker L,,,
m # n. Taigi funkcija ' tenkina lygti (La,u) = 0, o funkcija ©? tenkina

(Ly,u) = 0. {u',u?} bazéje funkeijy o' ir 92 komponentés atitinkamai yra

(L2,u?) —(L1,u?)

~(Lau)) \ (Lyul) )
Tuomet gauname, kad funkcijos o', 92 yra tiesiskai nepriklausomos tada ir tik
tada, kai

<L1’ u1> <L27u1>

‘ <L27u2> _<L1’u2>‘ _ 7& 0.
<L1au2> <L27u2>

_<L2>u1> <L17u1>

Bet $is determinantas lygus nuliui tada ir tik tada, kai D(L)[u] = 0. Siuos

rezultatus ir 3.2 lema apibendrinsime lemoje.
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3.3 lema. Tegul {u',u®} yra tiesinés erdvés S bazé. Tada Sie teiginiai yra

ekvivalentus:
a) funkcionalai Ly, Lo yra tiesiskai nepriklausoms;
b) funkcijos v, v* yra tiesiskai nepriklausomos;
¢) D(L)[u] # 0.

(1.1) formuléje paimkime b* = ul*, b5* = u?", al* = (Ly,u™), m,n = 1,2.

] b
Tada

‘D(%Ll)[u} D(é;, L) u]
D(6i, L2)[u]  D(8;, L2)[u]

‘D(&',h)[u] D(6;, La)[u]| _ |07 ©;
D(L1,0:)[u] D(Ly,8;)[u]| |07 o
IS (2.3) lygybés gauname, kad
D[v] = D[u] - D(L)[u]. 2.4
Analogiskai
W (o] = W(u] - D(L)[u]. (2.5)

3.4 lema. Tegul {u',u?} yra (2.1) homogeninés lygties fundamentalioji siste-

ma. Tada (2.5) lygybé yra teisinga ir
Wio]#0 < D(L)[u] #0.
3.3 lemos teiginiai yra ekvivalentus salygai W] # 0.

3.2 iSvada. Jeigu funkcionalai Ly, Lo wyra tiesiskai mnepriklausomi, t. .
D(L)[u] #0, ir

1. D0, Ly)[u] 2. DL 0i)[u]
T D@ T D@ 20
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3 SKYRIUS Antros eilés diskretusis uZdavinys

t.y. v="o/D(L), tai dvi bazés {vt,v?} ir {L1, Lo} yra biortogonaliosios:

(Lp,v™) =67, m,n=1,2, 2.7
_ D[u] Wyl B
[v] D(L) [v] D(L)’ [v] = V]u]. (2.8)

3.1 pastaba. 3.3 lemos teiginiai yra teisingi, jei vietoj {v!, 92} paimsime {v!, v?}.

3.2 pastaba. Jeigu {u',u?} yra kita fundamentalioji sistema, ir u = Pu, &a

Pe GLQ(K), tai

D(L)|a] D(L)[u] ~ D(L)[u] D(L)[u]
(7zr. (1.6)). Taigi apibrézimas v := [v!,v?] yra invariantiskas bazés {u!,u?}

atzvilgiu: v} = D(6;, La)/D(L), v} = D(L1,6;)/D(L).

;=

3. Diskrecioji lygtis su dviem salygomis
Tegul {u',u?} yra homogeninés lygties
Lu = auiio + ajuipy +adu; =0, aal #0, i€ X, 3.1
sprendiniai. Tuomet Dlu];. yra (3.1) lygties sprendinys, t. y.
a?D[u)iy2j +alDlu)iy1; +a?Dul;; =0, i€ X, jeX. (3.2)

Kai j = i + 1, i Sios lygties iSplaukia, kad —a?Wu)i12 + afWu]ir1 = 0.
Tuomet Wu); = 0 (kai {u',u?} yra tiesiSkai priklausomi sprendiniai) arba
Wlu]; # 0 visiems ¢ = 1,...,n (fundamentaliosios sistemos atveju).

Panagrinékime nehomogenine lygti
Lu = aqu_g + a%uH_l + a?u,- =fi, 1€ X, (3.3)
su dviem salygomis
(L1,u) = g1 €K, (L2,u) = g2 €K, (3.4
¢ia Ly, Lo yra tiesiskai nepriklausomi funkcionalai.
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3. Diskrecioji lygtis su dviem sqlygomis
3.1. Nehomogeninio uZdavinio sprendinys
(3.1) lygties bendras sprendinys yra u = Cyu! + Cyu?, ¢ia Cp, Cy yra laisvo-
sios konstantos ir {u', u?} yra $ios homogeninés lygties fundamentalioji sistema.

Pakeiskime konstantas C7, Cs atitinkamai funkcijomis ¢1, co € F(X) (konstanty

varijavimo metodas [119]). Istate

Upyi = cu) + cgul, i€ X, (3.5)
i (3.3) lygti iv pazyméje dii = Sy lcrivn — cluly, k= —1,0,1,2, i =
max(0, —k),...,min(n — k,n) [119], gauname
2
- Z 0k = Z ch iR = Z apdpi + Z ch Uy g
k=0 =1

_ Zakdlﬂ +ZC“|:ZG' ul+k:|
1=1
Kadangi funkcijos u' ir u? yra (3.1) homogeninés lygties sprendiniai, tai

2
= Zafd,ﬂ-, kaii e X. (3.6)
k=0

Pazymékime b;; = ¢;i41 — ¢4, [ = 1,2, Tada, kai £ =0,1,2,

2

2 2
{ 7
dii — dg—1,i+1 = E (Clyitk — Cui) z+k: E Cliitk — Clyit1) Uiy = E byt g,
=1 =1 =1

ir

2
Zaf(dki —dg-1,i+1) = szZZa uly = 0.
k=0 1=1

Is Siy lygybiy, (3.6) lygti galima uZrasSyti taip (dm = 0 pagal apibrézima):

Za dr; = ZCL dr—1,i41 = a; d1z+1+a d_1i41-
k=0

Paimkime d_y ;41 =0,¢=0,...,n— 1. Tada d; ;41 = fl-/af visiems i € X ir

b174+1u} + bg,'+1uf = 0, ~
L TR ic X. (3.7)

1 2 2
biit1Ujyo T b2it1ui s = fi/af,
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3 SKYRIUS Antros eilés diskretusis uZdavinys

Kadangi u!, u? yra tiesiskai nepriklausomos, tai determinantas W [u] nelygus

nuliui ir lygciy sistema (3.7) turi vienintelj sprendinj

2 1
b — c _ ui o fi b . . Ui fi
1i+1 = Cli4+2 — Clii+1 = — gror 7 02,41 = €2;i42 — C2ii41 = “3rar 7 -
a; Wlulito a; Wlulit2
Tuomet
i—2 2 i—2 1
J+1fj J+1fj .
CLi = — E W[ ] +Cl;1a C2;i = E W—FCQ;M 1=2,...,m,
3=0 a] j=0 a’j ]+2

ir nehomogenineés lygties (su salygomis ug = u; = 0) sprendinys yra

- i Ui U i+ fi X
u; = | ! J : = ZJf (3.8)
' ]ZO%W[ Ji+2 u§+1 u? Z Wiulji2 aJ ;) aj J
kai i = 2,...,n. Pazymékime funkcija G¢ € F(X x X):
. S 1, i>0,
Gij = Hi,jVij/aﬁ Hz =
0, <0
Tuomet (3.8) lygtis yra
n—2
ui=Y G5fi= (G5, fi) = (G5, f) y, 1€X, (3.9)
§=0

da (w,g9)x = (w,q1)x = 27;02 wygy, w,g € F(X) Taigi, gavome bendro
sprendinio iSraiska u; = (Gi,, f)x + Cru} + Cou?. Sia formule panaudosime,
kai fundamentaliaja sistema parinksime specialiagja baze {v',v?} (7r. (2.6)).
Siuo atveju turime
= (G5, f) x + Crvf + Covf, i€ X. (3.10)
Paimkime homogenines salygas

(Ly,u) =0,  (La,u) =0. (3.11)

Istate bendra sprendinj (3.10) i homogenines salygas ir pasinaudoje (2.7), su-

randame reikSmes

Cr=—(L1 (GF f) x) = = (B2, GR) )

Co = —(L5, ( Z,.,f)x>=—(<L§7Gi,->,f)x-
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3. Diskrecioji lygtis su dviem sqlygomis
Taigi diskreciosios lygties su dviem homogeninémis salygomis sprendinio iSrais-
ka yra
: E e kE e
upsi = (G f) e = v (01, GEL ) f) x = vl (2, GRL)s f x
((6F — L*v:, G50 f) s (3.12)

¢ia v} = D(6;, L2)/D(L), v? = D(L1,6;)/D(L), v; = [v},v?], LF = (LE, LY,

R
i,k € X, LFv; .= Lhv! + L5v?.

3.2. Homogeninés lygties su dviem salygomis sprendinys
Panagrinékime homogenine lygti (3.1) su salygomis (3.4):
Lu =0, (L1,u) = g1, (Lo, u) = go.
Sio uzdavinio sprendinys yra
uo;i:gl-v}+gg-v?, 1€ X. (3.13)
Nehomogeninio uzdavinio sprendinys yra tokios formos: u; = uy.; +uo;; (Zr.
(3.12) ir (3.13)). Tuomet gauname (3.3)—(3.4) uzdavinio sprendinio formule.
3.1 teorema. (3.3)(3.4) uzdavinio sprendinys yra
u; = (<5f — Lkvi,Gz}_>, f)X +g1-vf +go-v?, i€ X. (3.14)

(3.14) formulé gali buti efektyviai panaudota tiesinés diskreciosios lygties su

0. al, a2, su bet kokia funkcija f, bet kokiais funkcionalais L, Lo,

jivairiomis a
ir bet kokiomis ¢;, go, sprendiniy radimui su salyga, kad yra zinoma homoge-
ninés lygties fundamentalioji sistema. Si formulé taip pat yra naudinga Gryno

funkcijos konstravimui.

3.3. Dvieju sprendiniy sarysis

Panagrinékime du uzdavinius su ta pacia diskreciaja lygtimi, bet su skirtin-
gomis salygomis:
Lu=f, Lv=f,

(3.15)
<lmvu> :fma m=1,2, <Lm7v> = I, m=1,2,
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3 SKYRIUS Antros eilés diskretusis uZdavinys

ir D(L) # 0. Skirtumas w = v — u tenkina uzdavinj
Lw =0,
(L, w) = Fyy — (L, w), m=1,2.

Tada i5 (3.13) formulés matyti, kad

w; = (Fy — (Ly,u))v; + (Fy — (Lo, u))v?, i€ X, (3.16)
arba
D(6;, L D(L1,6;) .
v; = u; + (B — <L1,u>)é(L)Q) + (F> — <L2,u>)§)(lL)), ieX. 317

Tai reiskia, kad (3.15) antro uzdavinio sprendinj galima isreiksti per pirmo

uzdavinio sprendinj.

3.3 iSvada. UZdaviniams (3.15) yra teisingas sqrysis tarp dviejy sprendiniy:

1
K3

(Ly,u?) (Lo, u?) u?l, i€X. (3.18)

(Li,u) = P (Loyu) — Fy  uy

[rodymas. Isskaide (3.18) lygties determinanta pagal paskutine eilute, gausime
(3.17) formule. O

3.8 pastaba. (3.18) israiskoje determinantas yra lygus
<L1,U1> <L2aul> U <L15u1> <L27u1> U

(Ly,u?) (Lo,u®) u?|—|(Li,u?) (L2,u?) u
<L1,’U,> <L2,’LL> U; F1 FQ 0

SN S
SN S

Siuo atveju (3.18) formule galima uzrasyti kaip:

v — D(L, 61)[u,u] + FlD((SZ, Lg)[u] + FQ.D(L17 (52)[’114]
" D)y D(L)!u] ’

i€ X. (3.19)

Pastebésime, kad Sioje formuléje funkcija v yra tik pirmame naryje ir v; yra

invariantiné bazes {u!,u?} atzvilgiu.
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4. Gryno funkcijos

4. Gryno funkcijos

4.1. Diskreciyju Gryno funkciju apibrézimai

Paaigkinsime ir pateiksime diskreciosios Gryno funkcijos apibrézima [117,
119]. Tarkime, kad K = R ir X, :== X = {0,1,...,n}. Tegul A: F(X,) —
F(X,,—m) = Im A yra tiesinis operatorius, 0 < m < n. Nagrinésime operatorine
lygti Au = f, ¢ia u € F(X,) yra nezinoma, o f € F(X,,_) yra duota funk-
cija. Si operatoriné lygtis, diskreciuoju atveju, yra ekvivalenti tiesiniy lygéiy
sistemai

> ajiui=f;, §=01,....n—m, 4.1)
=0

t.y. Au=f, ¢iau € Rn+1, fe Rn—m—i—l, A = (aji) S M(nJrl)X(n,erl)(R),
rank A = n —m + 1. Turime dimKer A = m. Kai m > 0, norint gauti vie-
nintelj sprendinj, turime pridéti papildomas salygas. Paimkime M — n +m

homogenines tiesines lygtis:
D bjiui =0, j=1,...,M—n+m, 4.2)
i=0
¢ia B = (bji) € Mui1)yx(M—n+m)(R), rankB = M — n 4 m, ir pazymeéki-
me

i, j=0,1,...,n—m,
Qj; i= 1€ Xn, 4.3)

bj—n-‘y—m,?h j:n_m+1a"'aM7
. fi, 7=0,1,...,n—m,
0, j=n—m+1,..., M.
Gauname tiesiniy lygciy sistema Au = f, ¢ia f = (fj) € Mei1)x1(R), A=
(@ji) € Mni1)x(m+1)(R). Bitina sprendinio vienaties salyga yra M > n. Pa-
pildomos lygtys (4.2) apibrézia tiesinj operatoriy B : F(X,,) = F(Xp—n+m) ir

operatoring lygti Bu = 0. Tuomet gauname uzdavinj:

Au=f, Bu=0. 4.5)
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3 SKYRIUS Antros eilés diskretusis uZdavinys
Jei (4.5) uzdavinio sprendinys tenkina iSraiska

n—m

U; = Z Gijfj, 1€ Xn, 4.6)
=0

tuomet G € F(X,, X X,,_) vadinama operatoriaus A su salyga Bu = 0 dis-
kredigja Gryno funkcija. Gryno funkcija egzistuoja, jei Ker A N Ker B = {0}.
Si salyga ekvivalenti salygai det A # 0, kai M = n. Siuo atveju Gryno funk-
cijos iSraiSka (4.6) galima lengvai gauti iS Kramerio formulés arba i$ lygties
u=A"f. Jei A=t = (gij), tai Gij = gij, kaii € X,,, j € Xp_py it AG = E,
BG = O, dia G = (Gij) € Mut1)yxm-m+n)(R) (arba 331 g ainGr; = 6,

1 € anm, ZZ:O bika]‘ =0, € Xm, _] S anm) Talgl, [GO])?GTL]] yra

(4.5) uzdavinio vienintelis sprendinys su f; = [07,...,0}], 7 € Xp_m.

3.1 pavyzdys. Kai m = 2, (4.6) formulé gali buti uzraSyta kaip
n—2
wi =Y Gijfi=(Gi., f)x, i€ Xn. (4.7)
7=0

Funkcija G¢ € F(X x X) yra (3.3) uzdavinio su diskreciosiomis (pradinémis)
salygomis ug = u; = 0 Gryno funkcijos atskiras atvejis. Kai m = 2, (4.7) lygtis
yra tokia pati kaip (3.9), X = X,_s.

3.4 pastaba. Panagrinékime atvejj, kai m = 2. Jeigu f; = fiy1, ¢ia funkcija f
yra apibrézta aibéje X := {1,2,...,n — 1}, tai naudosime paslinktaja Gryno
funkcija G € F(X x X):

n—1
U; = Z Gij]?j, éij = Gi’jfl, 1€ X,,. (48)
j=1
Baigtinéms skirtuminéms schemoms diskreciosios funkcijos apibréztos tas-
kuose z; € [0, L] ir f; = f(x;). Iveskime tinklus atkarpoje [0, L]:

(I)h:{O:(E(]<£C1<"'<{En:L},

wh = ol \Axg, 1}, ol =oh N A{xp_1, 20} 4.9)
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4. Gryno funkcijos

su zingsniu h; = x; — x;—1, 1 < ¢ < n, hg = hypy1 = 0, ir pusiau sveikaji

tinkla

wijg ={zip1 [ @iy = (@ +211)/2, 0<i<n—1} (4.10)

su zingsniu h; 1 = (h; + hit1)/2, 0 <4 < n. Apibrézkime skaliaring sandauga

(U V)an =Y UVl 1,

i=0
¢ia U,V € F(@"), ir tinklinius operatorius

—-Z

K2

Zi+1 — Zz 77% A S F(W{L/z)

(5Z)i+l = T, Z € F((Dh), ((SZ)Z =

|

Jei A: F(@h) - F(w) ir f € F(w), ¢ia w = @" wh ", tai Gryno funkcija

G € F(@" x w) gali buti apibrézta tokiu biidu:

ui= Y Gijfj, i€Xn. (4.11)

jixjEw

Daugelyje taikymy naudojama diskre¢ioji Gryno funkcija G [117, 118] apibréz-

ta formule:

n
wi=Y Glifihjr = (GE,f) i€ X, (4.12)
j=0

cla f; =0, kai z; € @" \ w. Sarysis tarp $iy funkcijy yra:

G o N
G%@‘:h ”1 kai ji z; € w, G?jZO kai j: z; € 0" \ w.

Taigi, jeigu zinome funkcija G;;, tai galima apskaiciuoti ij, ir atvirksciai. Jei
h; =1 (L =n), tai Gé‘j sutampa su Gj;.
Pastebésime, kad Vronskio determinantas irgi gali buti apibréztas tokiu bu-

du [10]:
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3 SKYRIUS Antros eilés diskretusis uZdavinys

4.2. Tiesinés diskreciosios lygties su ivairiomis salygomis Gryno funkcijos

Panagrinékime nehomogenine lygtj (3.3) su operatoriumi: £ : U — F(X),
¢ia salygos apibrézia poerdvi U = {u € F(X): (Li,u) =0, (Lg,u) = 0}.

3.5 lema. UZdavinio (3.3) su homogeninémis sglygomis (Li,u) = 0,
(La,u) =0, ¢ia funkcionalai Ly ir Ly yra tiesiskai nepriklausomi, Gryno funk-
cija yra lygi:

D(L,6;)[u, G¢}]

G”:W’ ieX,jeX. (4.13)

[rodymas. 1S 3.1 teoremos, kai g1, g2 = 0, sprendinio iSraiska

ui = ((6F — LFvi, G5 ). f) . i€X,

¢ia v} = D(d;, Ls)/D(L), v? = D(L1,6;)/D(L). Tuomet Gryno funkcija yra:

Gij = <5f — Lk'l)i7 2J>
D(6;, Ls) D(Lq,0;)

Isskleide determinanta

<L17u1> <L2>u1> u11
D(L7§’L) [u7Gij} = <L1,u2> <L2,U2> ’LLZ2

(LY, GY;) (L5.Gy) G
pagal paskutine eilute ir padalije i§ D(L)[u], gauname (4.14) lygybés desiniaja
puse. Taigi lema jrodyta. O

Jei @ = Pu, ¢ia P € GLy(R), tai Gryno funkcija G;; = Glu);; = Glulij,
t. y. ji yra invariantiska bazés {u!,u?} atZvilgiu.
Tolesnis rezultatas apie uzdaviniy su tuo paciu f

[.::, ,C:,
u=J v=17 (4.15)

<lmau> :07 m = 1a27 <Lmav> :07 m = 172a

dviejy Gryno funkcijy G3; ir GJ; sarysj yra naudingas uzdaviniy su nelokalio-

siomis krastinémis salygomis teoriniame tyrime.
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4. Gryno funkcijos

3.2 teorema. Jeigu Gryno funkcija G* egzistuoja ir funkcionalai Ly ir Lo yra

tiesiskai nepriklausomsi, tai
D(L,6;)[u, G}

AR iceX, jeX. (4.16)

[rodymas. Kai Fy, F» =0, (3.17) lygybé uzrasoma taip:
v=u— (L, u)v' — (Ly, u)v*

Jeiu; = (G}, f)x, tai
v = Uy — ZukL’fv} — ZukLgvf
k=0
_ (a;g, SYoep Ll ZG“ 1502, )
k=0

Taigi Gryno funkcija G¥ yra

=Gl — Za;gjL’fv} - Z Gy L5v?
= (6F — Lhv} — Lko?, Gy;) = (6F — L*v;, GY).

Tolesnis Sios teoremos jrodymas pakartoja 3.5 lemos jrodyma (vietoj G¢

paémus G*). O

3.5 pastaba. Pirma, (4.16) lygybe galima perraSyti
i, L) D(L4,06;)
v ek guyPOnta) e gy DL 0 4.17
Gz] Gz] < 1 > D(L) < 2 > D(L) ’ ( )

antra, (4.16) lygybéje galima uzrasyti determinanto israiska:

D(L,6,)[u, G, (Li,u')  (Lau') )

, _ Do), G 1 , , ;
Gij - D(L)[u] - D(L)[u] (L1, u”) (Lo, u?) us |- (4.18)
<Lllcv Z]> <L§a k > G

¥

Formulés (4.17) ir (4.18) leidZia lengvai rasti lygties su dviem salygomis
Gryno funkcija, jei zinoma tos pacios lygties, bet su kitomis salygomis, Gryno

funkcija. Lygybé
ui = (Gi,, f)x +g1v} +govf, i€X (4.19)
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3 SKYRIUS Antros eilés diskretusis uZdavinys

gali buti pritaikyta lygties su skirtuminiu operatoriumi ir bet kokiomis dviem
tiesinémis jvairiomis (pradinémis arba krastinémis arba nelokaliosiomis kra$-
tinémis) salygomis sprendiniy paieskai, jei Zinoma homogeninés lygties funda-

mentalioji sistema.

5. Gryno funkcijy pritaikymas uzdaviniams su nelokaliosiomis

krastinémis salygomis

Panagrinésime uzdavinio su nelokaliosiomis krastinémis salygomis

Lu:= a?ui+2 + a}uiﬂ + a?ui = fi, xS X, 6.1
(L1, u) := (k1,u) — v1{31,u) =0, 5.2)
(Lo, u) := (Ko, u) — 2 (502, u) =0 (5.3)

Gryno funkcija. (5.1)—(5.3) forma galima uzrasyti daugelj uzdaviniy su neloka-
liosiomis krastinémis salygomis (NKS), kur (k,,,u) = (ki,,u;), m = 1,2 yra
klasikine dalis, ir (3¢, u) := (3¢, u;), m = 1,2 yra nelokalioji krastiniy salygu
dalis.

Jei 1,72 = 0, tai (5.1)—(5.3) uzdavinys tampa klasikiniu. Tarkime, kad
klasikiniu atveju Gryno funkcija ijl egzistuoja. Tada (5.1)—(5.3) uzdavinio
Gryno funkcija egzistuos, jei ¥ := D(L)[u] # 0. Kai Ly, = fm — Ym*m,
m=1,2,

¥ = D(k1, k2)[u] — 71D (51, k2)[u] — 72D (k1, 22)[u] + 172D (301, 300)[u].
Kadangi (ry,, Gf) = 0, m = 1,2, tai (4.18) lygti galima uzraSyti tokiu budu

Gij = G;:; + ’Ylvil<%fa G21]> + 72vi2<%§a Gil]>

D(6;, L a\D(L1,9;
= b+ (o, iy 20T s gy PO
(Ly,ut) (Lo, ut) u;
1
= 5 <L17U’2> <L27u2> u12 . (54)

N, Gy —eleb G G
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5. Gryno funkcijy pritaikymas uZdaviniams su NKS
3.2 pavyzdys. Panagrinékime diferencialine lygtj su nelokaliosiomis krastinémis
salygomis
—u' = f(x)v T e (Oa 1)7 (5.5)
u(0) =v0u(é),  u(l)=nu(&), 0<&,& <1 (5.6)

Iveskime (4.9) tinkla @". Pazymékime u; = u(z;), f; = f(x;) kai z; € @".

Tarkime, kad taskai &y, & sutampa su tinklo taskais, t. y. { = zs,, &1 = s, -

Tada (5.5), (5.6) uzdavinys gali buti aproksimuotas baigtiniy skirtumy sche-

ma
—6%u; = fi, i €Wl (5.7)
Up = YoUsg, Un = Y1Us, - (5.8)

Tada (5.7) lygti galima uzrasyti taip:

2 1 0 . %
a;Uigro + a; U1 + a; U = fi+1, i€ X, (5.9)
Cia
1 2 1 ~
2 _ 1 _ 0 __ .
G s T i T Thihas €%
i+2 iJ,_% 1+27b41 i+1 i_‘_%

Imkime fundamentaligja sistema u} = 1, u? = x;. Tuomet

==z, 1,j € X, W;=h;, j=1,...,n,

V= 10,1, n—2,  Viee1=Vie=0, i€ X,
ir
ij = Hi_jVij/a? = Hi_j(lij+1 - mi)h]’+%- (510)
Uzdavinio su krastinémis salygomis ug = wu, = 0 determinantas D(L)[u] = 1
ir

= Hij(@jp1 —wi)hjyg — Hnjxi(zjpn — Dhyyg.
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3 SKYRIUS Antros eilés diskretusis uZdavinys

Dirichlé uzdavinio Gryno funkcija G isreiskiame per pradinio uzdavinio Gryno
funkcija G
1 ; -
ij = ng - 3UiG$zj- (5.11)

Gauname ,klasikinés“ Gryno funkcijos iSraiska:

G =hjs (Hij(@j11 — ) + Hyjri(1 — 2j41))
ri(l—x41), i<j+1, -
= hjys " ieX, jeX (5.12)
i (1 =), i>7+1,

arba (zr. (4.8) ir (4.12))

:Ei(l — fj)» x; < zj,

G?}:hj-i-% ieX,jeX (5.13)

{Bj(l —3?2‘), xX; 2.%']‘7
clh i ..
G:" = i,j € X. (5.14)

3.6 pastaba. Pastebésime, kad lygtyje (5.9) f indeksas yra paslinkes (zr. (5.1)).

Gryno funkcija G yra tokia pati kaip monografijoje [10] ir lygi (5.5)—(5.6)
diferencialinio uzdavinio tinklo taskuose Gryno funkcijai

_ z(l—y), 0<z<<y<l,
G (z,y) = _— (5.15)

y(l—2z), 0<y<z<1

N
N

kai vg =1 =0.

»Nelokaliojo“ uzdavinio su krastinémis salygomis ug = Yous,, Un = YiUs,

L, 1) (Lg1 T—m-1 1—my-1
ﬂ:D(L)[u}:<1 > <2 >: Yo 2!
<L17$> <L2,£L'> Lo —Y0Tsg Tn — V1Tsy
l=v% 1-m
= =1-—71-%)—n& +v1é — &)
%% 1-—m&
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5. Gryno funkcijy pritaikymas uZdaviniams su NKS

I8 (5.4) formulés matyti, kad
1 — 2+ 71 (2 — &1) Acin
9 Gsoj

x; — yo(w; — &o) Gelh
9 5177

G?j = é%’h + 7o

+m (5.16)

jei ¥ # 0. Kai ¢ = 0, Gryno funkcija neegzistuoja. Istate uzdavinio su klasi-
kinémis krastinémis salygomis Gryno funkcija G i (5.16) lygybe, gauname

Gryno funkcija uzdaviniui su nelokaliosiomis krastinémis salygomis

N

_ xi(l—xj), Ti X Ty,
h
Gl =

zi(1— i), x>y,

1 — 2+ 72z —&1) So(1 —x5), & <y,
1 =71 =%&) —mé& +v7 — &) 51— &), &

+ 7

z; — yo(zi — &o) &1 =), & <y,
1 =71 =%&) =& + 7 — &) 5(l—6), &

+7

Si formulé atitinka diferencialinio uzdavinio (5.5)-(5.6) Gryno funkcija [106]:

= (E(l - y)7 T < Y,
G(z,y) =

mj(l —.T), T2z,

171’4’")/1(%751) 50(1_3/)7 £0<y7
I —7(1 =&) =7 + 7076 — &) 21— &), &>

+ 0

LE—’Yo(l'—fo) 51(1_3/)7 51 <y7

+711_70(1—£o)—7151-&-70’71(51—50) zi(1—&), &>y

3.8 pavyzdys. Panagrinékime uzdavinj

¢ia af, ol € Ly(0,1).
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3 SKYRIUS Antros eilés diskretusis uZdavinys

(5.17), (5.18) uzdavinys gali buti aproksimuotas skirtuminiu uzdaviniu

—52ui = fi7 x; € wh, (5.19)

up =0(A% ) s un = (AN u) g, (5.20)

¢ia A% A' yra integralinése krastineése salygose svorio funkcijy o, o' aproksi-
macijos, (4, u)x yra integralo fol A(z)u(x) dz aproksimacijos kvadraturiné for-
mulé (pavyzdziui, trapecijy formulé (A4, w),,, =>;_, Aruchyy1).

Uzdavinio su klasikinémis krastinémis salygomis (yo = v1 = 0, u} = 1,
u? = z;) Gryno funkcijos ifraiska pateikta 3.2 pavyzdyje. (5.19)—(5.20) uzdavi-

nio Gryno funkcijos egzistavimo salyga yra ¢ # 0, ¢ia

=A% Dk T-m(AL Dk
(A% )k 1—m(AY2)K
(Ao,l —.1‘)[( (A07.’17)K

=1-0(A%1—2), —m (A" 2) . + 707
o )i — (A7) M 41— (AL )k

(8i salyga gauta straipsniuose [28, 29]) ir iS 3.2 teoremos Gryno funkcija

yra

Gij = GG 70 (L =i+ m (s (A1 1) = (A,0) 1)) (A7, GT) /9

+ (@ =0 (2 (A% 1) o — (A% 2) ) (AL, ) /9, (5.21)

dia G apibrézta (5.12) formule.
Diferencialinio uzdavinio (5.17)—(5.18) Gryno funkcija pateikta straipsny-
je [107]. Siam uzdaviniui

9=1 —70/1040(:10)(1 —z)dx —vl/lal(x)xdx

0

1 1
— YoM ao(z)ar(y) (= — y) dr dy
/]
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5. Gryno funkcijy pritaikymas uZdaviniams su NKS

ir

G(z,y) = G(z,y) + ao ()G9 (t,y) d

1
Yo(1 =+ [y ar(t)(z —t) dt) /
9
0

()G (¢
J 011 Z/

1
fyl(x,%folao (x —t)dt) /
+
0
jei ¥ # 0, ¢ia GY(x,y) apibrézta (5.15) lygtyje.

3.7 pastaba. (5.12) iSraiSkas galima jstatyti i (5.21) ir gauti iSreikStine Gryno
funkcijos formule, bet ji biity gana sudétinga. Pastebésime, jei (A%, u)x = us,,
(AY u)g = ug,, tai diskretusis uzdavinys (5.19)—(5.20) yra toks pat kaip
(5.7)—(5.8). Pavyzdziui, tai atsitinka, jei trapecijos formulé yra naudojama
aproksimacijai of, [ = 0,1 ir jei paimsime Al = 8;' /s, 4 1. Matome, kad §iuo

atveju galima gauti ta pa¢ia Gryno funkcijos iSraiska (5.16) kaip 3.3 pavyzdyje.
3.4 pavyzdys. Panagrinékime baigtiniy skirtumy schema

—0%u; = fi, ;€ W, (5.22)

Uy = QoU1 + YoUn—1, Uy = QU] + Y1 Up—1- (5.23)

Gryno funkcijos egzistavimo salyga (kai fundamentalioji sistema yra {1 —x,x})

yra
1—ap(l —h1) —vh —a1(1—=h1) —vh
19:: D(L)[’U,]: O( 1) Yoltn 1( 1) Y1hn
70[0h1 - 70(1 - hn) 1- hn - alhl - ’)/1(1 - hn)
11—« ap 11— 11—«
_ 0 Yo Yy 0 Yo Y, 0o 7 £0.
o 1—m a;r 1—m l—a1 m

Panagrinékime trijy tipy diskreciasias krastines salygas (ap = 71 = 0, 70 =
ar=lag=ar=0+h/h) 0=m=0+h/1)"5 a0 =0 =1,
o] = hn/hh Y1 = 1- hn/hl)

Up = Unp—1, Uy = Unp, (5.24)
Uy = Up, (5u% = (5un_%, (5.25)
Uy = Up_1, 6u% = (5un7%. (5.26)
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3 SKYRIUS Antros eilés diskretusis uZdavinys

Visais atvejais ¥ = 0. Todel (5.22) lygties su (5.24)—(5.26) salygomis Gryno

funkcijos neegzistuoja.

6. Treciojo skyriaus iSvados

Diskreciojo uzdavinio su jvairiomis salygomis diskrecioji Gryno funkcija yra
susijusi su panaSaus uzdavinio Gryno funkcija ir sis sarysis iSreikstas (4.16)—
(4.18) lygybémis. Gryno funkcija egzistuoja, jei ¢ := D(L)[u] # 0. Jeigu uzda-
vinio su jvairiomis salygomis Gryno funkcija ir homogeninés diskreciosios lygties
fundamentalioji bazé yra zinomos, tai galima rasti Gryno funkcija uzdaviniui su
ta pacia lygtimi, bet su kitomis salygomis. Tai parodyta keliuose pavyzdziuo-
se su nelokaliosiomis krastinémis salygomis, bet lygybés (4.16)—(4.18) gali buti
pritaikytos placiai uzdaviniy klasei su jvairiomis krastinémis salygomis.

Gauti rezultatai yra panasus (analogiski) diferencialinio uzdavinio rezulta-

tams [106, 107].
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4 skyrius

m-tosios eilés diskretusis uzdavinys

Siame skyriuje apibendrinami tre¢iojo skyriaus rezultatai. Nagrinéjamas
m-tosios eilés diskretusis uzdavinys su jvairiomis salygomis. Uzrasomas sio uz-
davinio sprendinys ir pateikiama Gryno funkcija, jei zZinoma homogeninés lygties
fundamentalioji sistema. Suformuluotas dvieju Gryno funkcijy sarysis, kuris
leidzia surasti diskreciosios lygties su jvairiomis salygomis Gryno funkcija, jei
zinoma tos pacios lygties, bet su kitomis salygomis, Gryno funkcija. Kadangi
Sio skyriaus rezultatai apibendrina antros eilés diskreciojo uzdavinio rezultatus,
tai jrodymai nepateikiami, kai jie yra visiSkai analogiski (arba pirmojo skyriaus,
arba tre¢iojo skyriaus teiginiy jrodymams). Sio skyriaus rezultatai pristatomi

straipsnyje [A10].

Straipsnyje [109], buvo iSnagrinéta antros eilés diskrecioji lygtis. Buvo gauti
Sio uzdavinio sprendinys ir Gryno funkcija. Taip pat uzrasytas sarysis tarp
dvieju diskreciyjy Gryno funkciju.

Siame skyriuje nagrinésime m-tosios eilés diskreciaja lygti
A Uiym + o+ QU + aj U1 + adu; = f, (0.1)
¢ia a™, a® # 0, kuri atitinka m-tosios eilés tiesine diferencialine lygtj

b (@)ul™ () + -+ + ba(@)u” () + b () (x) + bo(w)ulz) = f(x).

95



4 SKYRIUS m-tosios eilés diskretusis uZdavinys

Uzdavinius su aukstesnés eilés diferencialine ir diskreciaja (arba skirtumi-
ne) lygtimi su skirtingomis krastinémis salygomis nagrinéjo A. A. Samarskis
[117, 119], A. V. Gulinas [118], N. S. Bachvalovas [10], J. R. L. Vebas, G. In-
fanté ir D. Frankas [147], J. Hendersonas [58] ir kiti matematikai. Dauguma i$
ju konstravo Gryno funkcijas sprendiniy savybiy tyrimui. Ganbaris [44] palygi-
na diskre¢iy ir Sturmo ir Liuvilio tolydziy uzdaviniy savybes. Jis parodé, kad
abiem atvejais Gryno funkcijos turi analogiskas israiskas. Sangas ir bendraau-
toriai [120] tyré netiesine diskreciaja ketvirtos eilés lygti su Lidstone krastiné-
mis salygomis. Naudodami monotoniska iteracinj metoda, jie jrodé teigiamy
sprendiniy egzistavima, vienatj ir iteracinio metodo konvergavima. Singuliario-
jo aukstesnés eilés tolydziojo ir diskreciojo krastinio uzdavinio sprendiniy eg-
zistavimas ir vienatis nagrinéjami straipsnyje [153]. Taip pat diskrecoji Gryno

funkcija buvo konstruojama straipsnyje [138].

1. Zyméjimai

Apibendrinsime treciojo skyriaus apibrézimus ir zyméjimus.
Tegul X ={0,1,...,n}, X = {0,1,...,n—m}. Paimkime vektorine funkcija
u=[ul,...,um € F"™(X) ir ¢ = (i1,...,im) € X™, ir nagrinékime matricine

funkcija [u] : X™ — M, xm (K) ir jos funkcinj determinanta D[u]; : X™ — K:

Wl
[wls = [u,u™], = )
U211 .. u}m
Dlu]; = det[u]; = det [ul, .. ,um]“ i =
up o

Diskreciyjy lygéiy teorijoje Vronskio determinantas Wiu]; ir determinantas

Wul;; apibréziami tokiu budu:
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1. Zyméjimai

1 m
Ui—m+1 " Ujmyl
Wialj =] = Dlulj—mi1,...5. j=m—1,....n,
U;_q ult |
J J
1 m
uj uj
m
Uj—m+1 Ui m+1
Wluli; == . , 1eX, j=m-1,...,n+1.
u 1 “ee u"?n_l
J J
1 m
U U,

Siy dviejy determinanty paskutinés eilutés elementai turi tuos pacius adjunktus

ir yra teisingos lygybés

k=1
W[u]” = Zuf( 1)m_ka[u}J*1
k=1
Cia Wk[u]j71 = W[Ula cee »ukilauk+1a s 7um]j*1‘

Kai W(ul;+m # 0, pazymékime
W[u]i,j+m
W[u]j-Hn ’
V{ulin-x =0, k =0,....m—1,i € X. Pastebésime, kad V{u];4r,; = 0,
kE=1,....m—1, Vuljim; =1, kai j € X.

Viuli; == 1eX,j€e—-1,....n—m.

Erdvéje F(X) nagrinésime tiesiniy funkcionaly erdve F*(X). Pazymeékime
f=(fi,-.-, fm), w=[w!, ..., w™] ir apibrézkime determinanta
<f17w1> <fmaw1>
D(f)[w] :=det(f1,..., fm)[w',...,w™] =
(frow™) - {fm,w™)

Jeigu funkcijos w!,...,w™ € F(X) yra tiesiskai nepriklausomos, ir
span{w!,..., w™} = F(X), tuomet teisinga lema.
4.1 lema. Funkcionalai f1, ..., fm yra tiesiskai nepriklausomi tada ir tik tada,
kai D(f)[w] # 0.
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4 SKYRIUS m-tosios eilés diskretusis uZdavinys

Pazymeékime L = (Lq,...,L,,). Iveskime funkcijas
oF = D(L1,...,Ly_10i, Lps1,..., Ly)[u], k=1,...,m. (1.1

Sioms funkcijoms (L, o%) = ¥ D(L)[u], k, 1 =1,...,m , t. y. 9" € Ker L, kai
k#1.
Jei D(L)[u] # 0, tai apibrézkime naujas funkcijas

Uk — D(Ll,...,Lk_l,(Si,Lk_;,_l,...,Lm)[u] E—1
. D(L)[u] ’

..., m. (1.2)

Tada (L;,v*) = §F, t. y. Sios dvi bazés yra biortogonalios.

2. Diskrecioji m-tosios eilés skirtuminé lygtis su m ivairiomis

salygomis
Tegul {ul,...,u™} yra homogeninés lygties
LU= a™ Uiy + -+ atur + adu; =0, a,a) #0, i€ X. 2.1)

sprendiniai. Tada D[ulj, . j,. , yra (2.1) lygties sprendinys, t. y.
af" Dlttlism .. gy + 0+ @i Dlulirr . gy + a7 D[ulijy. g, =0, (2.2)
ieX, jeX. Kaijy=1+k k=1,...,m—1, iS Sios lygybeés isplaukia, kad

a;" D[ulivm,iv1,..itm—1 + G?D[U]z‘,iﬂ,...,ﬂrmfl =0,

arba

(=)™ af Wluim + afWla]igm—1 = 0.
Gauname, kad Wu]; = 0 (atvejis kai {u!,...,u™} yra tiesiskai priklausomi
sprendiniai) arba Wu]; # 0 visiems ¢ = 1,...,n (fundamentaliosios sistemos
atveju).

Panagrinékime nehomogenine skirtumine lygti

LU= a™ Uiy 4 - -+ @2Uio + atui + adu; = fi, i€ X, (2.3)
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2. Diskrecioji m-tosios eilés skirtuminé lygtis su m jvairiomis sqlygomis
su salygomis
(L,uy=g1 €K, ..., (Lp,u)=gn €K, 2.4

¢ia Lq,...,L,, yra tiesiskai nepriklausomi funkcionalai. Pazymékime L =

(L1, s Lim), 9= (91, -, 9m)-

2.1. Nehomogeninio uZzdavinio su homogeninémis salygomis sprendinys

(2.1) lygties bendrasis sprendinys yra v = Cyul +- - -+Cpu™, ¢ia Cy, ..., Cp,
yra laisvosios konstantos ir {u!,...,u™} yra homogeninés lygties fundamenta-
lioji sistema. Pakeiskime konstantas C1, ..., C,, atitinkamai funkcijomis cy, ...,

cm € F(X) (konstanty varijavimo metodas [119]). Tada, jstate

Ui = Crul 4 -+ emaut, i€ X, (2.5)
i (23) lygtl ir paéymeJQ dki = Z;i]_[cl;i-‘rk - Cl;i]ué+k7 k = _17071a"'am7
i =max(0, —k),...,min(n — k,n) [119], gauname
m m m m m m
fi=Yafupirn =Y af Y cripulyp = Y afdu+ ) af Y culy,
k=0 k=0  1=1 k=0 k=0 =1
m m m
= Z afdki + Z Clii [Z afuhk} .
k=0 1=1 k=0
Funkcijos u',...,u™ yra (2.1) homogeninés lygties sprendiniai. Todél
m
fi=> afdy, kaiieX. (2.6)
k=0
Pazymeékime by; = ¢j41 — €1, L =1,...,m. Tada (k=0,1...,m)
m m m
dyi — dk—1,i+1 = Z(Q;i-&-k - Cl;i)ué-&-k - Z(Cl;i-i-k - Cl;i+1)ué+k = Z bliué-ﬁ-k
1=1 1=1 =1

ir
m m m
E : k § : E : k, 1l
ai (d}ﬂ — dk—l,i-‘rl) = bh’ ai uH_k = 0
k=0 =1 k=0

(2.6) lygybe galima perrasyti kaip
fi= abdy = afdp_111.
k=0 k=0
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4 SKYRIUS m-tosios eilés diskretusis uZdavinys

Paimkime dy 1,41 =0,kaik=0,...,m—1,1=0,...,n—1. Tada dp—1,i+1 =

fi/al visiems i = 0,...,n — 1 ir gauname lyg€iy sistema:

1
brivitipy + -+ bmvruiy, =0,

1
brit1Uiyo + -+ bmitauifs = 0,

1€ X. 2.7
bl,i+1uzl+mfl + - F iU =0,
bl,iJr]uzl_;'_m +---+ bm’7;+1uﬁ_m = fi/a;",
Kadangi u!,...,u™ yra tiesiSkai nepriklausomos, tai determinantas W[u}; i,
nelygus nuliui ir (2.7) sistema turi vienintelj sprendinj
b = ennes —enpes = U
1,541 15942 1;3+1 a,ZmW[ L’+m 9
bo i1 = Coio — G = *l)mHWQ[u]z‘—km—lfi
2,0+1 2;50+2 25041 mW[ }i+m 9
b . . (D)W [wigm—1 fi
A1 = Cmit2 — Cmitl = :
m,i+ m;i+ m;ii+ G,ZnW[’U/]ler
Tada
Wl[ b—&-m 1fj
Cl;»:(—l)m-i_l —+Cl 1, ey
' JZ::O mW[ ]J+m
i—2
Wi 1fj .
Cm;i = (_1)2m a"L[V[/]vj[-i_in J + Cm;17 1 = 2’ ..
i=0 g
ir nehomogeninés lygties (kai salygos uwg = u; = -+ = uy—1 = 0) sprendinys
yra
m m f
=3t = 3o
=1 =1 J+m
i—2 f m
J l m—l
= u; (=1)" " Wiluljm—1
=0 a;'nW[u]j-&-m 1 ‘ o
—9 i—m T
_ | W[ ]1 j-‘rmfj — lzy:n W[u]i7j+mfj (2.8)
2 Wl 2 @ Wl
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2. Diskrecioji m-tosios eilés skirtuminé lygtis su m jvairiomis sqlygomis

kai i = m,...,n, nes W[u]i,ﬂ_m =0kaij=4i—m+1,...,i— 2. Jveskime

funkcija G° € F(X x X):

ij = Hi_jVij/a;»”. (29)
Tada (2.8) lygybe, kai salygos ug = u3 = -+ = ty,—1 = 0, galima uzZrasyti tokiu
budu
n—m
wi= Y Gifi=(G5.0)x = (Gi. )y i€X (2.10)
§=0

dia (w,9)x = (Wi, 9)x == Y1 wWig1, w,g € F(X). Taigi gavome bendro-
jo sprendinio iSraiska u; = (G¢., f)x + Yo, Ciul. Sia formule pritaikysime

specialiajai bazei {v!,...,v™} (Zr. (1.2)). Siuo atveju turime
ui=(G{, f) + > Cil, i€X. @.11)
=1

Imkime homogenines salygas
(L1,uy =0, ..., (Lp,u)=0. (2.12)

Istate bendraji sprendinj (2.11) i homogenines salygas ir panaudoje lygybe

(Li,v*) = 6F, k,l =1,...,m, surandame

Cl = 7<L§€a( i,.;f)x> = *(<Lvai,.>7f)X, l= 17"'7m'

Tada gauname sprendinio israiska diskreciajai lygéiai su m homogeninémis sa-

lygomis:
wpi = (G0 f) g (Z(wai,G@), f)
=1 X
= ((0F = L*vi,G5). f) 2.13)

Ga vl = D(Ly,...,Li_1,8i, Lit1,- ., L) /D(L), v; = [v},...,v"], L*¥ =

% L)

(L%, ... LE), ik € X, LFv; == Lkv} 4 - + LE o™,
4.1 teorema. UZdavinio (2.3)~(2.4) sprendinys yra isreiskiamas formule

wi = ((0F = LFo, G5 ) ) + g1 -0l 4 g o, i€ X, (214)
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4 SKYRIUS m-tosios eilés diskretusis uZdavinys

Panagrinékime du uzdavinius su ta pacia nehomogenine diskreciaja lygtimi:

Lu = f, Ly = f>
(2.15)
(g, u)y = fr, k=1,...,m, (Lg,v) =Fy, k=1,...,m,
it D(L) # 0.
4.1 isvada. Uzdaviniy (2.15) sprendiniai susieti formule:
<L17u1> <Lmﬂu1> uzl
1
V= =
D(L)[ul (L1, u™) (L, u™) ug"
<L1,U>—F1 <Lm,u>—Fm U;
=u; + (F1 — (Ly,u))v; + -+ (Fn — (L, u)) vl
D(6;,La, ..., L)
— 4 (Fy — (L
uz+( 1 < 1,’U,>) D(L) +
D(Llw",Lm—la(gi) .
+ (Fn — (L, u)) D) . ieX. (2.16)
4.1 pastaba. (2.16) lygti taip pat galima uzrasyti kaip:
V= —— (2.17)
D(L)[u]
+ FlD((SZ, LQ, ey Lm)[u] + 4 FmD(Ll, ey mel, (51)[u] ic X.

D(L)u] ’
Pastebésime, kad sioje formuléje funkcija w yra tik pirmame naryje ir v; yra

invariantiné bazés {u!,...,u™} atzvilgiu.

3. Gryno funkcijos

Diskreciyju uzdaviniy Gryno funkcija bendruoju atveju (m-osios eilés lyg-
C¢ial) apibrézta ir iSsamiai aprasyta treCiame skyriuje (zr. 4.1 poskyryje).

Panagrinékime nehomogenine lygti (2.3) su operatoriumi: £ : U — F(X),
kai homogeninés salygos apibrézia poerdvi U = {u € F(X): (Li,u) =0, ...,
(L, u) = 0}.
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3. Gryno funkcijos

4.2 lema. (2.3) wuZdavinio su homogeninémis salygomis (Li,u) = 0, ...,
(Lim,u) = 0, kai funkcionalai Ly, ..., Ly, yra tiesiskai nepriklausomi, Gryno
funkcija yra lygi

D(L, 6;)[u, G¢ ]

“i= T DI

ieX, jeX. (3.1

Suformuluosime dviejy nehomogeniniy uzdaviniy su tuo paciu f:

Lu = f, Lv = f,
(3.2)
(lg,uy =0, k=1,...,m, (Lg,v) =0, k=1,...,m,
dvieju Gryno funkcijy G} ir G} sarysj.
4.2 teorema. Jei Gryno funkcija G* egzistuoja ir funkcionalai Ly, . .., L, yra
tiesiskai nepriklausomi, tai
av D(L, §;)[u, G"]
N D(L)[u]
(Li,ut) o (Lmyu')  uj
B 1
~ D(L)[u] (Li,u™) -+ (Lp,u™) ul
(L1, Gyy) - (L5, Gly) G
- Pt
— (L, gj>D(L1"b(’l_f)’”‘1’5i), ieX, jeX. (3.3)

Formulé (3.3) leidzia lengvai surasti m-tosios eilés diskreciosios lygties su m
ivairiomis salygomis Gryno funkcija, jei zinoma tos pacios lygties, bet su kitomis

salygomis, Gryno funkcija. Lygti

galima panaudoti lygties su skirtuminiu operatoriumi ir su bet kokiomis m
tiesinémis jvairiomis (pradinémis arba krastinémis arba nelokaliosiomis krasti-
némis) salygomis sprendiniy konstravimui, jei yra zinomas homogeninés lygties

fundamentalioji sistema.
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4 SKYRIUS m-tosios eilés diskretusis uZdavinys
4. Gryno funkcijy pritaikymas uzZdaviniams su nelokaliosiomis

krastinémis salygomis

Siame poskyryje nagrinésime uzdavinio su nelokaliosiomis krastinémis saly-

gomis

Lu = a] Ujpm + -+ a}Ui+1 + a?ui =fi, 1€ X7 4.1
<L1,U> = <I{1;u>771<%17u> :07 ) (42)
(L, w) := (K, ) — Y {3tm, u) = 0. 4.3)

Gryno funkcijg. Siuo pavidalu galima uzrasyti dauguma uzdaviniy su nelokalio-
siomis krastinémis salygomis, kur (k;,u) := (k},w;), l = 1,...,m, yra klasikiné
dalis, ir (5q,u) := (3¢, u;), L = 1,...,m, yra krastiniy salygy nelokalioji dalis.

Jei v1,...,%m = 0, tai uzdavinys (4.1)-(4.3) tampa klasikiniu. Tarkime,
klasikiniu atveju Gryno funkcija ijl egzistuoja. Tada (4.1)—(4.3) uzdavinio
Gryno funkcija egzistuoja, jei ¥ := D(L)[u] # 0. Funkcionalams L; = k; — ;27
l=1,...,m, gauname

9= Z 7{1"'7%”D(((17‘7‘1)/€17‘7‘1%1)7"'7((17.7‘717.)/{7717jn1%m))[u]'

J1seesJm=0
Kadangi (xF, Gzlj> =0,1=1,...,m, tai (3.3) lygybeé gali buti perrasyta

Gij = ijl + 71Uz'l<%f> ng> + %nvzm<%ﬁm Gi1]>
D(6;,La, ..., L)

=G5+ (4, Giy)

9
a\D( L1, ..o, Li—1,0;
<L1,7.L1> <Lm7u1> uzl
1
— - 4.4)
T L™y e (D)
_71<%]f7 G%1]> T _’Ym<%§w G%l]> ijl
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4. Gryno funkcijy pritaikymas uZdaviniams su NKS

4.1 pavyzdys. Panagrinékime diferencialine lygtj su trimis nelokaliosiomis kras-

tinémis salygomis
u" = f(x), xe€(0,1), 4.5)

u(0) =vu(&), ©'(0)=mnu(&), ul)=ru(b), 0<E&,&,&6<1. (4.6)

Iveskime diskre¢iuosius tinklus @”

ir wf/Z su zingsniais h; ir h; 12 kaip
trediajame skyriuje, (4.9) ir (4.10) lygtyse. PaZzymeékime u; = u(x;), fi = f(x;),
kai z; € @". Tada (4.5), (4.6) uzdavinys gali biiti aproksimuotas baigtiniy

skirtumy schema
(53U)i+1/2 = fiy12, @i € Wf/z \{Z1/2,Tn—1/2}, 4.7)
Up = YolUse, UL = Up + V1I1Usy,  Un = Y2Us,- (4.8)

Tarkime, kad taskai £y, &1, &2 sutampa su tinklo taskais, t. y. {o = zs,, &1 = sy,

52 = x32~
(4.7) lygti galima uzraSyti tokia forma

aluirs + afuiio + aluiyr +adu; = fi, i€ X, 4.9)
Cia,
3 1 9 2hit3/2 + hiys 1 hip1 +2higs)0
4 = gy O = g, 0= g,
hivohiys/ahitvs hivsahiiohivs hit1hi ohivs /2
1 _ .
O .
et F, icX
’ hivohiv1hiys/o LT

Paimkime fundamentaliaja sistema: u! = 1, u? = z;, u} = 2?. Panagrinéki-
me du atvejus.

Pirmas atvejis. Panagrinékime uzdavinj su krastinémis salygomis ug = uq =
Ug = 0.

Turime, kad

1 1 1
Ujiy UWjigo U5 1 1 1
Wil s1a = |22 2 2| —
Wlulijrs = |u3,, w3,y | = |rj01 Tjpe
3 3 3 2 2 2
Uiy Ujig U Ti T T

:hj+2<xi_xj+2>($i_xj+1)> ieX, j=—-1,...,n—2,



4 SKYRIUS m-tosios eilés diskretusis uZdavinys

1 1 1
Wits = |zjp1 xjpe xj43] = hjrshjre(@jps —2j41), j = —1,...,n =3,
2 2 2
Titr itz T3

Vi = (Ti — j2) (@i — Tj41) L ieX,j=-1,01,....,n—3,

(743 — @jy2)(Tje3 — Tjr1)

V;,n—Z = V%,n—l = V;n = O, i€ X.

Tada uzdavinio su krastinémis salygomis ug = u; = ug = 0 Gryno funkcija yra

e _ Hi;Vi (i — xjp0)(@i — Tj41)
G = PR Hij 9 h;
J
hi (i — mjp2)(®i —2j11), 0<j+1<i<n,
_ a2+2 J I (4.10)
0, 0<i<j+l<n—2

Diferencialinio uzdavinio u” = f(x), u(0) = «/(0) = »”(0) = 0 Gryno funkcija

yra (Zr. pirmojo skyriaus, (5.6) formule):

(s=2)’
_ 2)2 =, 0<s<z<],
Gd(x,s):H(x—s)(STx): 2
0, 0<z<s< 1.

Antras atvejis. UZzdaviniui su krastinémis sglygomis uwg = uy = u, = 0

turime D(L)[u] = z1(1 — 1),

D(L,él) [u, G,C,j] = 1’1(1 — ml)ij — 1’1$i(l’i — xl)sz,

ir Dirichlé uzdavinio Gryno funkcija G isreiskiame per pradinio uzdavinio Gry-

no funkcija G¢

a:l(mz — 331)

cl c c
Gij = Gij — an. 4.11)

].—(El

Gauname ,klasikinés“ Gryno funkcijos iSraiska:

G = by (Hi (i —wjp0) (@i — i)

— 5

wi(w; —21)(1 — 2j40)(1 — 2541)

— Hnj 412

’ 2(1 — 1) (4.12)
., (xi—l)(xi($j+2+$j+12(—lﬂilij)wj+1xj+z(xl—m—l))’ 0<j+1<i<n,
T smmen (a0 (-

x;(T;—T1 —Xy —Z; . .
- 2(1—11) 0<i<j+1<n—2
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4. Gryno funkcijy pritaikymas uZdaviniams su NKS
Diferencialinio uzdavinio v = f(z), u(0) = v/(0) = u(1) = 0 Gryno funk-
cija yra

(s —x)* a*(s—1)?
2 2

Gz, s) = H(zx — s)

1 |sl—a)(s+sx—2z), 0<s<x<l,
2 —22(s —1)2, 0<xz<s«l

Dabar nagrinékime salygas
U = YolUsg, UL =Up +Y1Hh1Usy,  Up = YolUs,, (4.13)

Cia sg #0,1, s1 # 1, 59 # n.
»Nelokaliajam“ uzdaviniui su krastinémis salygomis (4.13),
I—9-1 —y1hi -1 I—72-1
V:=D(L)[u] = |zg — 015, #1—x0 —N1h1s,  Tn — V2,

2 2 2 2 2 2 2
Lo —Yoxs, T3 — Ty~ 71]11%1 Ty, — V2T,

11— —m1h1 1—
=8 21 —mhi& 1—mé| =51l —21) =z (1 = &)1 — 21+ &)
088 i —mhi&f 1 -8
= 71hi&a (1 = &) + 28z (21 — &2) + y071hi (1 — &) (1 = &1)(&1 — &o)
= Y7271 (21 — §o — &) (&2 — &) + m2hi&i&e (S — &)
— 70717201 (& — &) (&2 — €0) (&2 — &1)-

Is (4.4) lygties matyti, kad

—y1hy 1— 1
cl 0 cl
Gij =G5+ FGsoj 21 —71hi&r 1—7& 2
] —yh& 11—y
) =% 1—-792 1 1 =70 —71h1 1
Y11 el Y2 el
B Gojl—0&% 1—7& |+ gGszj Y& z1—71hi&r
—0&5 1 — &3 a? =088 23 —ynhi&f x?
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4 SKYRIUS m-tosios eilés diskretusis uZdavinys

=G5+ %(951(1 —x) (1 + 2 — 1) +yha(1 =) (z — &)(1 = &)

+yawi (2 — &) (2 — 21 + &2) + Myeha (s — &) (@ — &) (&2 — &1)) Gy

I (1~ ) — 30(1 — ) — 0) (1~ &0) + ool — &)

— o2 (i — £0) (i — £2)(&2 — &) G2

+ %(mil’l(fﬂi — 1) —Yor1(zi — &o)(Ti — 21 + &) — Mhzi&i(zi — &1)

+ 071k (21 — &) (2 — &) (&1 — &) GS (4.14)

jei ¥ # 0. Jei ¥ = 0, Gryno funkcija neegzistuoja.

4.2 pastaba. Krastines salygas ug = u; = u,, = 0 perrasome kita forma: wug =
u; = 0, ug = (ug—uy,). Tredios eilés skirtumines lygties (4.9) su Siomis salygomis
Gryno funkcija yra

I'Z(ICZ —

Gy = G~ 1—-=z

x
(65, - 63,).

Gia G¢ yra (4.9) lygties su pradinémis salygomis up = u; = us = 0 Gryno

funkcija (4.10).
4.2 pavyzdys. Panagrinékime uzdavinj

o = f(z), =€(0,1), (4.15)

°(z)u(z) dz, (4.16)

£
—~
=}
=
I
=
Q\
—~
=}
=
I
=
£
—
—_
~—
I
3
O\H

¢ia a® € L1(0,1).
Uzdavinys (4.15)—(4.16) gali buti aproksimuotas baigtiniy skirtumy schema
(83u)i = fi, x;€wh, 4.17)
up=0, ur=0,  uy=1(A% )k, (4.18)
¢ia A° yra integralinése krastinése salygose svorio funkecijy o aproksimacijos,

(A,u) g yra kvadraturiné formulé integralo fol A(z)u(z) dx aproksimacijai (pa-

vyzdziui, trapecijos formulé (A4, w)irap := Y pep Akukh,ﬂ_%).
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4. Gryno funkcijy pritaikymas uZdaviniams su NKS

Uzdavinio su klasikinémis krastinémis salygomis (yo = 0, u} = 1, u? =

z;, up = z2) Gryno funkcijos israiska apraSyta 4.1 pavyzdyje. (4.17)—(4.18)

uzdavinio Gryno funkcijos egzistavimo sglyga yra 9 # 0, ¢ia

ir i 4.2 teoremos Gryno funkcija yra lygi

Gij —GCl gxlxl(xl xl)(AO,Gilj)K

1
+ 5.731' (332(1 — Yo (AO, .TI)K) -1+ (AO, Z‘Q)K)Glj, (4.19)

Cia ijl aprasyta formuléje (4.10).

4.3 pavyzdys. Panagrinékime uzdavinj

u" = f(z), z€(0,1), (4.20)
1 1
u(é) =70 [ oz u(é) =m [ o (x)u(z) d,
o /
1
uw(&) =y | o?(z)u(z) de, 4.21)
!

Cia0 <& <& <& <L ab ala? e Li(0,1).
Siam uzdaviniui
0 =D(8(x—&)-6(x—&)-6(x—&))[u] —v0D(ap-6(x — &) - 6(x — &) [u]
—1D(8(x — &) - o1 - 0(z — &) [u] — 12D (6(x — &) - 6(x — &) - o2) [u]
+ 0D (a0 - a1 - 8(z — &) [u] + 072D (a0 - §(z — &) - az)[u]

+ 717’2D(5(x — &) - a1 ag)u] — 707172D(0é0 o ) [ul

lf'yofo x) dx lf’ylfo x) dx 1*’72‘[0 x) dx
= 50 — fo r)r dw - fo x)x dx — 9 fo x)z dz
— 0 Jy a®(x)2? do 51 n fy ot (z)a? dz 52 Y2 Jy a2(x)a? do
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4 SKYRIUS m-tosios eilés diskretusis uZdavinys

ir Gryno funkcija, kai 9 # 0, yra

@C( ) 11— fo x) dx 1— fol 2(z) dx 1
¢ Yy
G(z,y) = G(z,y) — 019 - fo x)rdr & — 2 fo r)rdr @
-n fo Jetdr & — e fo Jx?dr  x?
EWw 1—7()]0 x)dx 1—72]0 x)dz 1
Y
+ 119 EO—’yofO x)x dx 52—72f0 r)xdr
— 70 fo Ja?dr &5 — fO )x?dr  z?
@c( ) 1—70f0 x)dw 1—71f0 x)dx 1
Y
- 219 fo — Y% fo x)zr dz - fo r)rdr x
— 7% fo x)a? dx 51 [y ol (@)ade o

da G (y) = G<( fz, — % fo )G (z,y)dz, i = 0,1,2, ir G¢(x,y) = H(x —
(x;yﬁ Gf; analogas [108].

y)
Uzdavinys (4.20)—(4.21) gali buti aproksimuotas baigtiniy skirtumy schema

(%u), = fi, wiewh, (4.22)

Usqg = 70 (Aoa u)Ka Us; =M1 (A17 U)Ka Usy = 72 (A27 U)K7 (423)

¢ia A%, A', A? yra integralinése krastinése salygose svorio funkcijy o?, ot, o?

aproksimacijos, (A, u)x yra integralo fol A(x)u(z) dz aproksimacijos kvadratu-
riné formulé (pavyzdziui, trapecijy formulée (A, u)gap == D p_p Akukh,ﬁ_%) ir
taskai £p, &1, {2 sutampa su tinklo taskais, t. y. {0 = 24, &1 = Ty, §2 = T,
Uzdavinio (4.22)—(4.23) Gryno funkcijos egzistavimo salyga yra ¢ # 0, ¢ia
1—90(A% 1), 1—y (A1), 1—y2(A2%,1),
V= D(L)[u] =& —0(A% 2), & —m(ALY) & —72(A%2),
& —10(A4%2%) & —m(AL 9% & —72(4%2%),

ir i$ 4.2 teoremos Gryno funkcija yra

1—7(A% 1), 1—yi (A1), 1—2(A% 1), 1

Gis = % 520 —70(A°%, ) & — (AL y) g2 —72(A% 2) i
&6 —0(A°%, %) & — (AL y?) € — (A% 2%, o
G —0(A% G5 Goy—m(AL G Geyy —72(A2,G) . G
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5. Ketvirtojo skyriaus isvados

5. Ketvirtojo skyriaus iSvados

m-tosios eilés diskreciojo uzdavinio atveju, lieka teisingos visos treciojo sky-
riaus iSvados: Gryno funkcija egzistuoja, jei D(L)[u] # 0; Gryno funkcija iSsi-
reiskia per pradinio uZdavinio Gryno funkcija (zr. (3.1) formule); Gryno funk-
cija iSsireiskia per kito uzdavinio su ta pacia lygtimi (bet su kitomis salygomis)
Gryno funkcija (Zr. (3.3) formulg); Pateikta keletas pavyzdziy uzdaviniams su
nelokaliosiomis krastinémis salygomis (7r. (4.4) formule), bet visi rezultatai gali
buti pritaikyti tiesiniams uzdaviniams su jvairiomis tiesinémis krastinémis sa-
lygomis. Visi Sio skyriaus rezultatai atitinka pirmojo skyriaus rezultatus ir net
daugumos teiginiy formuluotes visiskai sutampa (diferencialiniu ir diskre¢iuoju

atvejais).
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Bendrosios iSvados

1. Isanalizuotos m-tosios eilés tiesinés nehomogeninés diferencialiné ir dis-
krecioji lygtys su jvairiomis salygomis. Gautos siy uzdaviniy sprendiniy

israiskos ir Gryno funkcijos.

2. Tiesinio nehomogeninio uzdavinio, kurio salygos uzrasomos tiesiniais funk-
cionalais, butina ir pakankama Gryno funkcijos egzistavimo salyga yra ty

funkcionaly tiesinis nepriklausomumas.

3. Gryno funkcijos uzdaviniams su ta pacia lygtimi yra susietos sarysiu. Jei
zinome vieng Gryno funkcijg ir homogeninés lygties fundamentaliaja sis-
tema, tai kito uzdavinio su ta pacia lygtimi, bet su kitomis salygomis,

Gryno funkcija galima isreiksti per pirmojo uzdavinio Gryno funkcija.

4. Formulés gali buti pritaikytos placiai uzdaviniy klasei su nepastoviais ko-
eficientais ir jvairiomis krastinémis salygomis, tame tarpe su nelokaliosio-

mis krastinémis salygomis.

5. Gautos Gryno funkcijy formulés yra vienodos tiek diferencialiniu, tiek dis-
kreciuoju atvejais. Gryno funkcijy egzistavimo salygos irgi formuluojamos

vienodai.
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