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Matematika visada vystési pagal pacios matematikos désnius ir
vidine logika.

Taciau Matematika jauté, sprendé, katalizavo, keité musy realybe
(o ir pati keitési) atsiliepdama j zmoniy viltis, poreikius ir apetitus.
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Kai kalbama apie matematikos vidinio vystymosi labiausiai netikétus
rezultatus, populiarus yra teiginys, kad tokie fundamentalis
matematikos skyriai, kaip abstrakcioji algebra ir skaiciy teorija
sukiiré matematinj Siuolaikinés kriptografijos aparata daug, daug
anksciau, nei atsirado poreikis tiems algoritmams.
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Deja, tai grazi, bet neteisinga legenda. Siuos nuostabius
kriptografinius algoritmus (juos aptaréme seminare pries tris metus)
sukiiré talentingi teorinés informatikos specialistai apie 1975 metus.

O klasikinis bendrosios algebros rezultatas apie diskreciojo
logaritmavimo uzdavinj buvo tik panaudotas Diffie-Hellman
algoritme, kaip tinkamas jrankis (vienas i$ galimy), realizuojantis
vienpuse funkcija.

RSA algoritmas taip pat buvo sukurtas 1975-1977 metais.

Jo praktinei realizacijai autoriai panaudojo klasikinius skaiciy
teorijos rezultatus (bet ir vél, tai buvo tik vienas i$ galimy
pasirinkimy pagrindinés jdéjos jgyvendinimui).
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Seminary cikle mums bus svarbesné kita matematikos vystymosi
Saka.

Skaiciai yra baziné matematikos savoka, be jy negalime skaiciuoti,
véliau spresti lygciy, taigi analizuoti, prognozuoti, buti stipresniais
uz kitus.

Kiek skaiCiy uztenka, jei norime gauti atsakymus j visus matematikai
uzduodamus klausimus (beje sunkiausius klausimus sugalvoja pati
matematika, bet klausinéja ir zmonés, gamta, Visata)?
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Labai ilgai uzteko tik racionaliyjy skai€iy, netgi noréjosi tikéti, kad
daugiau ir kitokiy skaiCiy nereikia (oi kaip arti teisingo atsakymo
buvo senovés graikai, ir kaip ilgai dar teko matematikai vystytis, kol
suzinojome PASLAPT]).

O kaip tada spresti lygt;
x> =2.

Akivaizdu (ne tik mums, bet ir senovés graikams), kad vienetinio
kvadrato jstrizainé egzistuoja, taciau, koks yra jos ilgis?
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Matematikoje buvo Zengtas labai svarbus Zingsnis. Racionaliyjy
skaiCiy aibé PRAPLESTA iki realiyjy skaiCiy aibés.

Ne pakeista, bet papildyta!

Techniskai tai galima padaryti pvz. nagrinéjant racionaliyjy skaiciy
Kosi sekas — kai kurios i jy konverguoja j racionaliuosius skaicius,
bet kitos artéja prie kazko, kas jau néra racionalusis skaiCius. Visas
tokias ribas ir jtraukiame j prapléstaja skaiciy aibe — gauname
realiuosius skaiCius.

Realiyjy skaiciy aibé jau yra pilna, bet kuri Kosi seka konverguoja j
realyjj skaiciy.
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Bendrosios algebros teorijoje tai dar néra kurybos pabaiga.

leskokime n-tosios eilés polinomo 3akny, tai yra spreskime lygtj
X"+ x4 cixtc, = 0,

kai lygties koeficientai yra realieji skaiciai. Kiek tokia lygtis turi
sprendiniy, kurie yra irgi realieji skaiciai?

R. Ciegis Kvantiniai algoritmai



1 pavyzdys.

x2 —3x+2=0.

2 pavyzdys.

3 pavyzdys.

XB—x>+x—-1=0.
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Apibréziame kompleksinius skaicius (prapléciame realiyjy skaiciy
aibe).

Algebros teorija garantuoja, kad tokia praplésta algebra butinai turi
egzistuoti.

Pagrindiné algebros teorema

Jeigu polinomo koeficientai yra kompleksiniai skaiciai, tai
polinominé lygtis visada turi lygiai n sprendinius.
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Kol kas "kédziy" tik daugéja ir jos vis labiau "issilaksto" (llfas ir
Petrovas).
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Fundamentalus matematikos zingsnis — grieztai apibréziamos
aproksimavimo ir ribos sgvokos.

Vystoma diferencialinio ir integralinio skai€iavimo teorija,
matematinés fizikos lyg€iy teorija.

Fizika, chemija, inZinerija tampa esmingai susietos su matematika
(abipusiu rysiu).
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Bet Cia svarbiausia yra tokia fundamentali jdéja.
Reikia iSspresti uzdavinj

Pu=f, wueA

Aproksimavimo teorija garantuoja, kad norimu tikslumu e sprendinj
u galime aproksimuoti elementu U € A,

lu—U|<e, ApCA,
jei h yra pakankamai mazas parametras.

Pavyzdziui racionalieji skai€iai sudaro tirsta realiyjy skaiciy poaibj.
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Sprendinio u € A artinj U € Aj, randame spresdami kita uzdavinj
mazesnéje aibéje

PoU=F, Ue€A,.

Sprendinio u € A niekada ir neskaciuojame.

Prasidéjo audringas Skaiciavimo matematikos vystymosi laikotarpis,
ji stebime (ir dalyvaujame jame patys) iki Siol.
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1. Uztenka nedidelio, baigtinio racionaliyjy skaiCiy poaibio Ay ir
virtualiosios tikrovés jau negalime atskirti nuo musy realybés.

Taigi visy racionaliyjy skaiCiy aibé yra net per didelis rinkinys
daugelio (beveik visy) svarbiausiy Sios dienos matematikos
uzdaviniy sprendimui.

2. Spresti uzdavinj tampa ekvivalentu skai€iuoti sprendinio artinj.
Toks darbas formalizuojamas (A. Tiuringo masina, Enigma istorija).
Kompiuteriai tampa kasdieniniu jrankiu.
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3. Lygiagretieji algoritmai.

Ar dirbtinis intelektas jau protingesnis uz mus?

Dirbtinis intelektas, robotai, skaitmeninés technologijos, didieji
duomenys — tai jau realybé dabar ir €ia.

4. Dar didesnes musy svajones norint paversti realybe reikia
esmingai didesniy skaiCiavimo pajégumy. Vienas i$ potencialiy
altiniy — kvantiniai kompiuteriai. Turime pasiruosti Siai revoliucijai
jau dabar.
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Savokos

[PRASTINIAI KOMPIUTERIAI (CPU, LYGIAGRETIEJI,
GPU)

Kompiuteriai veikia remdamiesi Siais principais:

» Dvejetaine logika: elementarus elementas gali buti tik dvejose
stabiliose busenose — 0 ir 1.
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Savokos

[PRASTINIAI KOMPIUTERIAI (CPU, LYGIAGRETIEJI,
GPU)

Kompiuteriai veikia remdamiesi Siais principais:

» Dvejetaine logika: elementarus elementas gali buti tik dvejose
stabiliose busenose — 0 ir 1.

» Toks elementas (bitas) uzkoduoja viena bita informacijos.
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Savokos

[PRASTINIAI KOMPIUTERIAI (CPU, LYGIAGRETIEJI,
GPU)

Kompiuteriai veikia remdamiesi Siais principais:
» Dvejetaine logika: elementarus elementas gali buti tik dvejose
stabiliose busenose — 0 ir 1.
» Toks elementas (bitas) uzkoduoja viena bita informacijos.

» Naudodami logines operacijas (gates) NOT ir & galime
realizuoti bet kokj kombinatorikos algoritma.
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Savokos

» Bito buseng galima matuoti jos nepakeiciant (3velnus
matavimas).
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Savokos

» Bito buseng galima matuoti jos nepakeiciant (3velnus
matavimas).

» Bitg galima kopijuoti kiek norima karty.
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Savokos

» Bito buseng galima matuoti jos nepakeiciant (3velnus
matavimas).

» Bitg galima kopijuoti kiek norima karty.

» n atskiry bity sistemos bendras laisvés laipsniy skaicius yra
lygus 2n
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Savokos

» Lygiagretumas yra proporcingas procesy/procesoriy skaiciui.
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Savokos

» Lygiagretumas yra proporcingas procesy/procesoriy skaiciui.
» Turime skirti algoritmo lygiagretumo laipsnj ir lygiagreciojo
kompiuterio procesoriy skaiciy.
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Savokos

» Lygiagretumas yra proporcingas procesy/procesoriy skaiciui.
» Turime skirti algoritmo lygiagretumo laipsnj ir lygiagreciojo
kompiuterio procesoriy skaiciy.

» Uzdavinj, kurio lygiagretumo laipsnis Py, sprendziant
lygiagre€iuoju kompiuteriu, kuris turi P, procesoriy, spartinimo
koeficientas yra nedidesnis uz

min(P1, P2).
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Savokos

» Lygiagretumas yra proporcingas procesy/procesoriy skaiciui.
» Turime skirti algoritmo lygiagretumo laipsnj ir lygiagreciojo
kompiuterio procesoriy skaiciy.

» Uzdavinj, kurio lygiagretumo laipsnis Py, sprendziant
lygiagre€iuoju kompiuteriu, kuris turi P, procesoriy, spartinimo
koeficientas yra nedidesnis uz

min(P1, P2).

» Algoritmy sudétingumo teorija pateikia NP hard sudétingumo
uzdavinius — kaip juos spresti?
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Savokos

KVANTINIAI ALGORITMAI

» Pagrindinis elementas yra kvantinis bitas — kubitas (qubit).
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Savokos

KVANTINIAI ALGORITMAI

» Pagrindinis elementas yra kvantinis bitas — kubitas (qubit).

» Kubitas yra tiesinés vektorinés erdvés virs kompleksiniy skaiciy
elementas |¢) € C2.

Jj uzrasome kaip tiesine kombinacija (superpozicija) dviejy
baziniy buseny (Dirako ket — vektoriy):

) = a0 [0) + 1 [1),
¢ia aj € C ir tenkina normavimo salyga:

\aolz + ]a1]2 =1.
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Savokos

Bazinius ket-vektorius |0) ir |1) daznai patogu uZzrasyti ir kaip
Jjprastinius vektorius—stulpelius:

R. Ciegis Kvantiniai algoritmai



Savokos

n kubity sistema

n kubity sistema apibréziama panaudojant tenzorine baziniy vektoriy
sandauga, taigi laisvés laipsniy skaicius yra lygus 2".
Baziniy vektoriy sistema yra:

{Iho) ® [1) @ -+~ @ |[n-1) },  u € {0,1}.
Sistemos busena [1)) isreiskiame baziniy ket-vektoriy tiesine kombinacija

2" -1
W)= > alj), o €C,
j=0

cia lj) = |wh vl vy ).



Savokos

Elementas vienu metu yra visose bazinése busenose |j).

Jeigu atliksime matavima, tai su tikimybe |a|? gausime reiksme
reikSme, atitinkancig vektoriy |k).

Po matavimo pasikeicia elemento busena

) = [k) .
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Savokos

Aisku, kad elemento busena nepriklauso nuo pasirinktos bazés,
galime imti ir kita baze:
2n—1
Wwy=> al), aeC

Jj=0

keiciasi tik tikimybé iSmatuoti vieng arba kita rezultata.
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Savokos

Bazinius ket-vektorius patogu uzrasyti ir vektoriy-stulpeliy forma,
pvz.:

|00) = 01) = , 10) = . |11) =

OCiOr—l
O O = O
O = O O
= O O O
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Savokos

Jeigu baziniy vektoriy sistema yra fiksuota, tai sistemos busena
uzradysime ir vektoriy-stulpeliy forma

o
a1

¥) =

Qon_1

Bet turime neuzmirsti, kad ji priklauso nuo pasirinktos baziniy
vektoriy sistemos.
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Savokos

(1| yra bra-vektorius, kuris yra dualus ket-vektoriui |1)).

Bra-vektoriy patogu vaizduoti vektoriumi-eilute
(V| = (g, al,-..,050_1).

(1|¢) apibrézia skaliarine sandauga (Hilberto tiesiné erdvé):

2"n—1

(Wloy =D aip;.

Jj=0
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Savokos

Baziniai ket-vektoriai visada yra ortonormuoti
(Ulk) = Ok

Jeigu dvi busenos yra isreikstos tiesine tos pacios ortonormuotos
sistemos superpozicija

2n—1 2n—1
W>:ZO‘J|J Zﬁjb
j=0
tai
2n—1

(¥|g) = Za Bj.
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Savokos

Lygiagretumas (geroji zinia)

Tegul U yra tiesinis operatorius, tada

2n—1

Ulp) = o;Ulj).
j=0

Per vieng takta apskaiCiuojame 2" operatoriaus U vaizdus su visais
baziniais vektoriais.

Skaiciuojame baziniy vektoriy vaizdy tiesine kombinacija, o ne
tiesinés kombinacijos vaizda.

R. Ciegis Kvantiniai algoritmai



Savokos

Uzdavinys P.

min_f(|j)).

0<j<2n
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Savokos

Nuoseklusis algoritmas

s=o00; jy=-1,
for (j=0; <2 j++){
st = f(1j));

if(ss<s){s=s;jm=J }

}

Skaiciavimo laikas
TO = c2".
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Savokos

Lygiagretusis algoritmas
Turime p procesoriy.

Kiekvienam procesoriui skiriame uzduoCiy bloka ir jis vykdo
pateiktajj algoritma.
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Savokos

Kvantinis algoritmas

Pasirenkame pradinj artinj-busena

2n—1
) => ajli), o €C,
j=0
Skaiciuojame
2n—1
Ulg) = ajUlj).
j=0

Per viena iteracija apskaiCiuojame visas f(|j)) reikSmes, bet Sig
informacija saugome tik tiesinés kombinacijos (kvantinés busenos)
formatu.

R. Ciegis Kvantiniai algoritmai



Savokos

Matuodami rezultata suzinome tik kurig nors viena reiksme f(|k))
Po matavimo visa likusi informacija yra prarandama.

Apie tiesinius operatorius, realizuojancius duotosios funkcijos
skaiCiavima, Siek tiek véliau...
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Savokos

Kvantiniy algoritmy ribojimai. Operatoriai

Nagrinékime tiesinj operatoriy M:

2n—1

My) = Zﬁj ).

S1. Kvantiniuose algoritmuose svarbus ermitiniai (Hermitian)
operatoriai M = M.
Ermitiskai jungtinis operatorius M apibréziamas taip:

(W M[g) = (¢| MT |ip)* .
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Savokos

Tiesinius operatorius galime susieti su matricomis

Moo /Mo1 Mo2 Mo3
mipo M1 M2 M3
mpo Mm21 M2 M23
mzo m31 MmM32 MmM33

matricos koeficientai skaiGiuojami taip
myj = (k| M1j) .
Tada
MT = (MT)*.

Matricos koeficienty reiksmés priklauso nuo pasirinktos baziniy
vektoriy sistemos!
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Savokos

S2. Kvantiniuose algoritmuose visos transformacijos turi buti
apibréziamos naudojant unitariuosius operatorius

uut = Utu = 1.

Tada ermitiniams unitariesiams operatoriams
ut=u.

Operatoriaus tikrinés reiksmés |\;| = 1.
Svarbi tokiy operatoriy savybé, kad UU = I. Du kartus atlike t3
pacig transformacija vél gauname pradine busena.
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Kvantiniai vartai

KVANTINIAI VARTAI (GATES)

Pauli matricos (spino operatoriai x, y ir z kryptimis)

NOT operatorius X:

X |0) = |1) = mgg |0) + m1g|1),
|1> — ‘0> = mo1 ’0> + mq1 |1> ,

matriciné forma my; = (k| X |j), k,j =0,1:
X — Mmoo Mo1 R X — 01 .
mip M1 10
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Kvantiniai vartai

Operatorius Y:

matriciné forma:
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Kvantiniai vartai

Kompleksinis jungtinis operatorius Z:

Z: |0y — [0),
1) = —11),

matriciné forma:
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Kvantiniai vartai

MATAVIMU ATLIKIMAS

Imkime ermitinj operatoriy L, kuris apibrézia mus dominantj dyd;.

» Surandame operatoriaus L tikrines busenas (ket-vektorius):

Livjy =N |v), j=0,...,2"—1.
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Kvantiniai vartai

MATAVIMU ATLIKIMAS

Imkime ermitinj operatoriy L, kuris apibrézia mus dominantj dyd;.
» Surandame operatoriaus L tikrines busenas (ket-vektorius):
LIyj) = Ajlvy), j=0,...,2" = 1.
» Busena |¢) uzrasome tikriniy vektoriy bazéje

2"—1

) = > ajley) .

j=0

R. Ciegis Kvantiniai algoritmai



Kvantiniai vartai

MATAVIMU ATLIKIMAS

Imkime ermitinj operatoriy L, kuris apibrézia mus dominantj dyd;.
» Surandame operatoriaus L tikrines busenas (ket-vektorius):
LIyj) = Ajlvy), j=0,...,2" = 1.
» Busena |¢) uzrasome tikriniy vektoriy bazéje

2"—1

) = > ajley) .

j=0

» Atliekame matavima, su tikimybe |ay|? gauname rezultata ),
o sistemos busena pasikeicia j

) = [46) -



Kvantiniai vartai

SUSIETOS BUSENOS (ENTAGLEMENT)

Nagrinékime dviejy kubity sistemos busena

1
V2

Ja galime uzradyti kaip dviejy atskiry kubity tenzorine sandauga

¥) (100) +101)).

L (o) + 1)),

\w>:\0>®7@

Abu kubitai yra nepriklausomi, vieno i3 jy reiksmés matavimas
nepakeicia kito kubito busenos.
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Kvantiniai vartai

Nagrinékime dviejy kubity sistemos EPR busena (Albert Einstein,
Boris Podolsky, Nathan Rosen pavyzdys)

1
|¢>=\ﬁ(|00>+|11>)-

Abu kubitai yra suristi, matuojant viena kubita, tuo pat metu
matuojamas ir kitas kubitas.
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Kvantiniai vartai

KVANTINIAI VARTAI (GATES)

Kontroliuojamas NOT operatorius Cyo1 (dviejy kubity sistemai):

CnoT : |00 — |00

Matriciné operatoriaus forma:

CnoT =

O O O
O O = O
= O O O
o = O O
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Kvantiniai vartai

Galime CyoT uzradyti ir tokia patogia forma

Cnor =10) (0| @ 1 + 1) (1] ® X

Tada Siy varty matricine formg gauname tiesiogiai

I 0
CNOT=<O X> =

o O o
o O~ O
= O O O
O = O O
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Kvantiniai vartai

Hadamard'o vartai:

H:  |0) = (\0>+!1>)

Nia

1) — (\0> 1))

%\

Matriciné operatoriaus forma:

1

=5

N\

1 1
1 -1)°
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Pavyzdziai

PAVYZDZIAI: EPR BUSENOS GENERAVIMAS

Pradiné dviejy kubity sistemos busena:

|tho) = [00) .
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Pavyzdziai

PAVYZDZIAI: EPR BUSENOS GENERAVIMAS

Pradiné dviejy kubity sistemos busena:

|tho) = [00) .

Pirmam kubitui pritaikome Hadamard transformacija

l1) = H® 1 |00) = (\00) + [10) ).

%\
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Pavyzdziai

PAVYZDZIAI: EPR BUSENOS GENERAVIMAS

Pradiné dviejy kubity sistemos busena:

|tho) = [00) .

Pirmam kubitui pritaikome Hadamard transformacija

1
ﬁ(\oo) + [10)).

Abiems kubitams pritaikome Cyo71 transformacija

Y1) = H®1100) =

th2) = Cnor [¢1) = 7(|OO>+|11>)
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Pavyzdziai

VISU BUSENU SUPERPOZICIJOS GENERAVIMAS

H " = HH®- ---® H.
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Pavyzdziai

VISU BUSENU SUPERPOZICIJOS GENERAVIMAS

H " = HH®- ---® H.

1

H10) = —=(]0) +[1)).

S

2
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Pavyzdziai

VISU BUSENU SUPERPOZICIJOS GENERAVIMAS

H " = HH®- ---® H.

S

HI0) =

([0) +11)).

H®2100) = = (|0) + (1)) ® (|0) + 1))

(100) 4 |01) + [10) + [11) ).

NI N =
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Pavyzdziai

VISU BUSENU SUPERPOZICIJOS GENERAVIMAS

H " = HH®- ---® H.

S

HI0) =

([0) +11)).

H®2100) = = (|0) + (1)) ® (|0) + 1))

(100) 4 |01) + [10) + [11) ).

NI N =

1
HE" (00 ..0) = iy
| ) @jeé}n )
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Pavyzdziai

Funkcijos reiksmiy skaiCiavimo kvantinis operatorius

i {0,1}"— {0,1}"

R. Ciegis Kvantiniai algoritmai



Pavyzdziai

Bulio funkcijos reiksmiy skaiciavimas

Galime sudaryti keturias skirtingas vieno kontamojo Bulio funkcijas.
Nagrinékime vieng i3 jy:

fi: 0— O,
1— 0,

jos kvantinio analogo matriciné forma
11
M = (0 0) ’
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Pavyzdziai

Nagrinékime 2 kubity operatoriy
Us: Ixy) = Ixy@h(x)).

Tada
Uy : |x,0) = |x,A(x)).

Bendruoju atveju
Uf : |X,_)/> — ’X,y@f(X»,

kur x yra n kubity, o y yra m kubity.
Turime savybe
UrUr =1,

nes f(x) @ f(x) = 0.



Pavyzdziai

Patikrinkime, kad Bulio funkcijos f; operatorius Uy, yra simetrinis ir
unitarusis.
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Pavyzdziai

|0,0) — |0,0), 0,1) — |0,1),
|1,0) — |1,0), |1,1) — |1,1),

operatoriaus matrica:

1000
0100

Us=10 01 0l
000 1
Uf1:I®I.
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Pavyzdziai

Pratybos

h: 0— 1,
1— 0,

U, =

O O = O
o O O
O = O O
= O O O
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Pavyzdziai

r: 0— O,

1— 1,

1 0 0O

01 0O
Us=10 00 1|

0 010

Ug, = Cnor-
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Pavyzdziai

fa: 0— 1,
1— 1,
01 00
1 00O
Us=10 00 1|
0 01 O
Uf4:/®X.
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Pavyzdziai

KUBITU NEGALIMA KOPIJUOTI

Tarkime, kad U yra tokia funkcija, jog kiekvienam kubitui a:
U: a0 — la,a)
Tada imkime kubita ¢ = «|0) + 5 |1).
U: |00) — 00), [10) — |11).
Kadangi U yra tiesinis operatorius, tai
U: |c,0) — «|00)+ 3|11).
O turétume gauti:

U: |c,0) — |c,c) = a?]00) + aB(|01) + [10)) + 5% |11).
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Pavyzdziai

Uzduotis — sudarykite operatoriy, realizuojantj Bulio logikos
operacija/funkcija AND

Taip gausime labai svarbius Toffoli vartus!

Juy vieny uztenka, jei norime realizuoti bet kokig kombinatorine
logine grandine.
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Pavyzdziai

1000) — [000), [010) — |010),

1100) — [100), [110) — [111),

|001) — |001), |011) — |O11),

|101) — |101), |111) — |110).
Sugrupuojame pagal pirma kubita

|000) — ]000), [001) — |0O1),

010) — [010), [011) — |011),

0)(0]® 1!
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Pavyzdziai

1100) — [100), [101) — |101),
1110) — |111), [111) — [110).

1) (1| ® CnoT

oo o —
oo —o
o —-o0o o
X o oo

T:[11z > — |11z >



Pavyzdziai

Teleportacijos galimybé

Realizuokite kvantinj operatoriy (vartus), kuris sukei¢ia du kubitus
vietomis

SWAP : |q1q2) — |q2q1)

Si transformacija yra leistina, nes visa laika egzistuoja tik po viena
kubito kopija.

Tai vis dar ne teleportacija, bet esminiai jos bruozai jau matosi.
Klausimas ar kubitai pasikeité vietomis, ar pasikeité tik jy busenos?
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Pavyzdziai

qu=al0)+b|l), q=cl|0)+d|1).
Tada

l91G2) = |q1) ® |q2) = ac|00) 4 ad |01) 4 bc |10) + bd |11),
l92q1) = |g2) ® |q1) = ac|00) + ad [10) + bc |01) + bd |11).

Gauname operatoriaus SWAP apibrézimo salygas

|00) — |00), |01) — |10), [10) — |01), |11) — |11).

SWAP =

O O O
O = OO
O O = O
= O O O
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Teleportacija

TELEPORTACIJA

Paruosiame du kubitus, kurie yra susije EPR sarysiu:

1
V2
Viena kubita atiduodame Alice, o kitg Bobui.

[¥) (100) +[11)).

Po to jie iSvaziuoja gyventi j skirtingus miestus. Alice ir Bobas gali
bendrauti tik naudodami paprasta tradicinj rysj (pvz. interneta).
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Teleportacija

Alice turi vertinga kubita

|tho) = a0) + b|1),
kurj ji nori persiysti Bobui.
Alice ir pati nezino koeficienty a, b reikdmiy.

Prisiminkime, kad kubity negalima kopijuoti.
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Teleportacija

Taigi turime trijy kubity sistema:

o) @ ) = \%(a 1000) + 2[011) + b]100) + b111)).
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Teleportacija

Taigi turime trijy kubity sistema:

o) @ ) = \%(a 1000) + 2[011) + b]100) + b111)).

Alice atlieka dvi transformacijas (su savais kubitais):

Cnvot @ I |tho) @ [¢) = —=(a|000) + & |011) + b[110) + b[101) ) = [¢)1) .

Sl

2
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Teleportacija

Taigi turime trijy kubity sistema:

o) @ ) = \%(a 1000) + 2[011) + b]100) + b111)).

Alice atlieka dvi transformacijas (su savais kubitais):

Cnvot @ I |tho) @ [¢) = —=(a|000) + & |011) + b[110) + b[101) ) = [¢)1) .

Sl

2
ir
H® Il ® I [¢1) = =(a]000) + a|100) + a[011) + a|111)

b[010) — b|110) + b[001) — b|101) ) = |¢h,) .

N~
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Teleportacija

Sugrupuojame gautosios trijy kubity sistemos busenos narius:

wa) =+ (100) © (a[0) + B[1)) + [01) & (a1} + b[0))

+110) @ (al0) - b11)) +[11) @ (a]1) — b|0) ) ).

Teleportacijai pasiruosta! Alice du kubitai yra keturiy galimy
baziniy biseny superpozicijoje.
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Teleportacija

Alice matuoja savo turimy qubity reikdme ir su vienoda tikimybe
gauna kurj nors vieng rezultata 0, 1, 2 arba 3.

Alice atlikus matavima, Bobo kubito busena irgi pasikeicia, kubitas
projektuojamas j matavimo rezultata atitinkancia busena.

Teleportacija jvyko!
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Teleportacija

Alice nusiuncia matavimo rezultata Bobui (atviruoju kanalu).
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Teleportacija

Alice nusiuncia matavimo rezultata Bobui (atviruoju kanalu).

Bobas transformuoja savo turima kubitg j reikalinga busena:

00
01
10
11

al0)+b|1
all)+ b0
al0) — b1
all) -

T ~— — ~—

blo

I alo)+b[1),
X alo)+b|1),
Z  alo)+b|1),
Y —i(alo) + b[1)).
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Teleportacija

Po teleportacijos Bobas saugo Alice kubito kopijg. Bet tai
neprieStarauja jrodytai teoremai apie kubito kopijavimo negalimuma.

Alice nebeturi savo kubito, ji ir nesuzinojo, kokia buvo jo pradiné
busena.

Taigi ir po teleportacijos egzistuoja vienintelé kubito kopija.
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Deutsch algoritmas

DEUTSCH ALGORITMAS

Nagrinékime Bulio funkcija f. Turime tik juodaja déze — funkcijos
programine realizacija. Reikia apskaiciuoti

£(0) ® £(1).

Diskretusis algoritmas skaiciuoja dvi funkcijos reikmes ir tada jas
sumuojame.

Parodysime, kad kvantiniame algoritme uztenka vieng karta
pritaikyti funkcijos kvantinj operatoriy.

R. Ciegis Kvantiniai algoritmai



Deutsch algoritmas

Imkime du kubitus
|tho) = 101).
Abiems kubitams atlikime Hadamard'o transformacija

SO (CE2) YN P

Funkcijos f kvantinis operatorius

U Ixy) = Ixoy®f(x)).
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Deutsch algoritmas
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Deutsch algoritmas

Skaiciuojame [t)2) = Us |1)1)

Lo+ 10 -1

=1 0% 0%
+ 7 ® 7 if £(0)#£ (1)
Dabar pirmajam kubitui pritaikome Hadamard'o transformacija
[3) = H® | i) .
0)—11) . _
) — +10) ® |O>\@|1>, if £(0)="7(1),
+1) ® 7 if £(0)#f(1)

ISmatuojame pirmojo kubito reiksme.
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Deutsch algoritmas

Deutsch-Jozsa algoritmas

Uzdavinj pasunkiname: Bulio funkcija f(x) yra apibrézta visiems
X =1{0,1,...,2" — 1}.

Taip pat zinome, kad f(x) yra arba konstanta, arba subalansuota.
Subalansuota funkcija lygi nuliui 271 taske ir lygi vienetui kituose
271 taskuose.

Reikia nustatyti, kokia turime funkcija, jeigu Zinome tik jos
realizacijg (deterministine f arba kvantine Uy).

Ankstesniame pavyzdyje n = 1.

Deterministiniu algoritmu blogiausiu atveju turésime apskaiciuoti
271 11 funkcijos reiksme.
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Deutsch algoritmas

K3 suzinojome naudodami Deutsch algoritma?

1. Kvantinio algoritmo lygiagretumas gaunamas skaiciuojant
funkcijos reiksmes abiejuose taskuose |0) ir |1) tuo paciu metu.
Duomeny kubita |0) praleidome pro Hadamard'o vartus ir gavome
abiejy baziniy buseny tiesine kombinacija

L (o) + 1)),

H|0) — 7

2. Rezultato kubitg pasirinkome |1} ir jj taip pat praleidome pro
Hadamard'o vartus

HIL) — (IO) 1)
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Deutsch algoritmas

Toks pasirinkimas gali buti siejamas su Ur operatoriaus tikriniy
funkcijy panaudojimu

: 0) — 1) X 0) — 1)
Ur - \x>®T — (—l)f()<]x>®\/§>7

Skaiciuojame [1)2) = Us [¢1), kai 91 = 3(|0) + |1)) @ (|0) — [1))

O+ 1011 | o
IV2) = iro>@|1>®\o>\?|1>’ RN
£ 5T S i £(0) £ (1)

Tiek pirmojo, tiek antrojo kubito matavimai neatsako j musy
klausima, kokia turime funkcija.

R. Ciegis Kvantiniai algoritmai




Deutsch algoritmas

Pirmajj kubita vél praleidziame pro Hadamard'o vartus, gauname
busena

+10) ® BZLZZAA,

ISmatuojame pirmojo kubito reiksme (jis buvo skirtas pradiniams
duomenims) ir suzinome funkcijos tipa
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Deutsch algoritmas

Dabar pritaikykime Sio algoritmo principus apibendrintam
uzdaviniui. Gausime nauja algoritma.

Musy svarbiausias tikslas — parodyti, kad kiekvienam naujam
uzdaviniui nereikés esmingai kitokio algoritmo.

Aisku, kad sukonstruosime tik formaly algoritma. Jo teisinguma dar
turésime istirti ir tik tada galésime padaryti isvada, ar toks kvantinis
algoritmas iSsprendza duotajj uzdavinj.
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Deutsch algoritmas

1. Kvantinio algoritmo lygiagretumas gaunamas skaiciuojant
funkcijos reikdmes visuose 2" taskuose tuo paciu metu.

Duomeny kubitus |0...0) praleidziame pro Hadamard'o vartus ir
gauname visy baziniy buseny tiesine kombinacija

1 ~
H®"0...0) — IX) = |ab1 ).
\/QTXG{XO:J}” ‘ >

2. Rezultato kubita pasirenkame |1) ir jj taip pat praleidziame pro
Hadamard'o vartus

HIL) — 7(I0> 1))
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Deutsch algoritmas

3. Skaiciuojame [¢2) = Ur |1h1), kai

0) —[1)
5

Gauname baziniy buseny vaizdy superpozicija

(=) ) 0) —[1)
)
? {?} Ne V2

1) = ’J1> ®

4. Gautosios sistemos duomeny kubitus praleidziame pro
Hadamard'o vartus

HE @1 |ibg) — |i3).
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Deutsch algoritmas

Pirmiausia apskai¢iuosime vienos busenos vaizda. Priminsime, kad

1

Hix)=—= Y (-1)%|2).
\/526{0,1}
Tada gauname
1
H®™ xq ... x,) = —1)yastetxnzn ) 500
peeon) = 2 3 (1 12

Sia lygybe uzrasysime kompaktiskiau

HED ) = W
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Deutsch algoritmas

Atlike visas transformacijas gauname tokia busena

xz—i—fx)z 0) — |1
-yyt Lo [l

5. ISmatuojame duomeny kubitus.

Nagrinékime pirmajj atvejj, kai f yra konstanta. Tada gauname,
kad busenos |0---0) amplitudé yra lygi vienetui. Reiskia
matuodami gausime visy kubity reikSmes lygias nuliui.

Dabar nagrinékime antrajj atvejj, kai f yra subalansuota. Tada
skai¢iuojant busenos [0 --0) amplitude 1 ir —1 kompensuojasi ir
gauname, jog Sios busenos amplitudé yra lygi nuliui. Taigi atliekant
matavimus butinai gausime, kad bent vieno kubito reiksmé yra lygi
vienetui.
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Paieskos algoritmas

INFORMACIJOS PAIESKOS ALGORITMAS

» Turime sarasa argumento reiksmiy X = {0,1,...,2" — 1}.
Pazymékime N = 2".
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Paieskos algoritmas

INFORMACIJOS PAIESKOS ALGORITMAS

» Turime sarasa argumento reiksmiy X = {0,1,...,2" — 1}.
Pazymékime N = 2".

» Turime funkcija P(x) € {0,1}, x € X.
Reikia rasti tokius x € X1 C X, kai P(x) = 1.
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Paieskos algoritmas

INFORMACIJOS PAIESKOS ALGORITMAS

» Turime sarasa argumento reiksmiy X = {0,1,...,2" — 1}.
Pazymékime N = 2".

» Turime funkcija P(x) € {0,1}, x € X.
Reikia rasti tokius x € X1 C X, kai P(x) = 1.

» Nesutvarkytose aibése paieskos algoritmy sudétingumas yra
O(N).
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Paieskos algoritmas

Apibréziame unitaryjj operatoriy Up(x), skirta funkcijos P(x)
reiksmiy skaiciavimui

UP(de)) : ‘qub) - |X,¢)@P(X)>,
gia |x, P(x)) = |x) @ |P(x)).
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Paieskos algoritmas

» Generuojame pradiniy duomeny vektoriy
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Paieskos algoritmas

» Generuojame pradiniy duomeny vektoriy
=,

Py = — X) .

[¥) m;) )

» ApskaiCiuojame operatoriaus Up vaizda — tai tik vienas
kvantinio algoritmo veiksmas

N-1

1
Up: 9,00 — m;]x,/?(x)).
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Paieskos algoritmas

PasiruoSimas matavimo operacijai
Turime kvantine busena
N—1
W)= oaxlx), ax>0,0<x<N.
x=0
Pakeic¢iame amplitudziy Zenklus:
ay, jeigu P(x) =0,

Oy = ..
—ay, Jjeigu P(x)=1.
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Paieskos algoritmas

Atliekame inversijos transformacija vidurkio atzvilgiu

1N71
A:NZQX, ax :=2A—ayx, x=0,...,N—1.

x=0

Tarkime, kad P(xx) =1, o visuose kituose taskuose P(x;) = 0.
Taip pat tarkime, kad pradiniu momentu a, > 0 yra vienodi.
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Paieskos algoritmas

Atlikus vieng iteracija o, ~ 3¢y, po antros iteracijos koeficientas
oy dar padidéja kity koeficienty atzvilgiu o ~ 5a;.

. . e 2 ~ 2
Atlikus §V'N iteracijy o ~ ik O

1

Po 7V N iteracijy ai ~1l- g

Toliau didinant iteracijy skaiciy koeficienty pasiskirstymas vél artéja
prie pradinio tolygaus pasiskirstymo.
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Paieskos algoritmas

Nagrinékime pavyzdj: n =6, N = 64. Tada gauname tokias
tikimybes, kad iSmatuosime reikalinga kubita

it=0 p=20.015625,
it=1 p=0.134827,
it=2 p=0.343895,
it=3 p=0.59138,
it=6 p=0.996586,
it=12 p=7.05e — 05.
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Paieskos algoritmas

Matuojame paskutinj kubita. Jeigu gauname vieneta, tai turime
poerdv;j

1 k
— > % 1),
V2k —

Tada iSmatave likusius n kubitus gauname vieng is sprendiniy x;.

Jeigu matuodami paskutinj kubita gauname nuline reikSme, tai
pakartojame skaiciavimus.
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Paieskos algoritmas

?
Tikéjausi klausimo — kodél turime v/N karty atlikti kvantinés

funkcijos Up transformacija, kai jau po pirmo karto apskai¢iavome
funkcijos P(x) reiksmes visuose N tasky?
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Paieskos algoritmas

Zenkly pakeitimo transformacija

Imkime rezultato kontrolinj kubita tokj
1

|¢>>=HI1>=\@

(10) = [1))-

Pazymékime Xy aibe tasky, kur P(x) = 0, ir X7 aibe tasky, kur
P(x) = 1.
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Paieskos algoritmas

Skaiciuokime funkcijos vaizda

p(v, ¢)) ZaXUP’X ZOéXUP\X,<Z5>+ ZaXUP‘X7¢>

xeXo x€X1
_ 7( D oxlx,090) = Y alx, 1®0)+ Y axlx,0@1)
\/E x€Xo x€Xo x€Xy
D a1el)) =) aclx o)+ > (—ax)|x,9) .
xEXy XEXO xEXy
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Paieskos algoritmas

Inversijos transformacija

N-1 N-1
D: Do) o D (2A—an)Ix).
x=0 x=0
Tai atlieka operatorius
2 2 2
2 _ 1 2 2
Moo 2y ¥
D— N N N
2 2 2
N N T

Nesunku patikrinti, kad D yra unitarusis:
D=D' DD=1.
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Paieskos algoritmas

Transformacija D realizuojame taip:

D = H®"R H®", n=logN,
R=Z®I® - -®I.

Priminsime, kad Z yra Pauli opertaorius

(2 9).

R. Ciegis Kvantiniai algoritmai



Paieskos algoritmas

Jrodysime D operatoriaus skai€iavimo teisinguma.

Isreiskiame R kaip dviejy operatoriy tiesine kombinacija R = R’ — I,

kur
0

R = 0

O O ODN
o O O O

Tada gauname

HEMRH®N = HE(R' — [)H®" = HE"R'H®" — | = D.
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Paieskos algoritmas

Specialieji skyriai.

1. Pasikeitimo raktais kvantinis algoritmas.
2. Greitoji Furjé transformacija.

3. Skaiciy faktorizavimas. Shor algoritmas. RSA saugumas.
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Faktorizavimas

SKAICIU FAKTORIZAVIMAS. SHOR ALGORITMAS

Reikia isskaidyti duotajj skaiCiy N j pirminius daugiklius N = pq.
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Faktorizavimas

SKAICIU FAKTORIZAVIMAS. SHOR ALGORITMAS

Reikia isskaidyti duotajj skaiCiy N j pirminius daugiklius N = pq.

Pasirenkame skaiciy a, tarkime, kad gecd(a, N) = 1.
Apibréziame funkcija f(x) = a* mod N.

Randame funkcijos f(x) perioda f(x + r) = f(x).
Jeigu r =2/ — 1, tai grjztame j 1 Zingsnj.

rj2

Jeigu a —1 (mod N), tai griztame j 1 zingsn;.

o ok wh =

Skaiciuojame skai¢iaus N pirminj daugiklj gcd(a/? + 1, N).
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Faktorizavimas

SKAICIU FAKTORIZAVIMAS. SHOR ALGORITMAS

Reikia isskaidyti duotajj skaiCiy N j pirminius daugiklius N = pq.

Pasirenkame skaiciy a, tarkime, kad gecd(a, N) = 1.
Apibréziame funkcija f(x) = a* mod N.

Randame funkcijos f(x) perioda f(x + r) = f(x).
Jeigu r =2/ — 1, tai grjztame j 1 Zingsnj.

Jeigu a”/? = —1 (mod N), tai grjztame j 1 Zingsn.

o ok wh =

Skaiciuojame skai¢iaus N pirminj daugiklj gcd(a/? + 1, N).

N=15 a=2, r=4, gcd(22+1,15).
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Faktorizavimas

1. Randame tokj M = 2™, kad N> < M < 2N?.
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Faktorizavimas

1. Randame tokj M = 2™, kad N> < M < 2N?.

2. Paruosiame pradinj ket-vektoriy
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Faktorizavimas

1. Randame tokj M = 2™, kad N> < M < 2N?.

2. Paruosiame pradinj ket-vektoriy

3. Skaiciuojame funkcijos f(x) reiksmes kiekviename taske

Ur(l4,0) MZ\xf
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Faktorizavimas

4. |smatuojame funkcijos f(x) reiksme, gauname f(x), o sistema
pervedame j busena

1, jeigu f(x) = f(x),
=¢ Z Vb Flx gl = {O, jeizu fgxi (N)
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4. |smatuojame funkcijos f(x) reiksme, gauname f(x), o sistema
pervedame j busena

1, jeigu f(x) = f(x),
=¢ Z Vb Flx gl = {O, jeizu fgxi (N)
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g(x) yra periodiné funkcija g(x + r) = g(x), bet galime atlikti tik
vieng matavima.
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5. Pritaikome kvantine Furje transformacija

M-1 M—1
dog)x) = D> Gy
x=0 y=

Funkcijos spektras G(y) klasterizuojasi apie j% daznius.
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5. Pritaikome kvantine Furje transformacija

M— M—

Yo = Y GOy

X=

_
Jury

<

Funkcijos spektras G(y) klasterizuojasi apie j% daznius.

2m

6. ISmatuojame duotaja busena, gauname y ~ j=-.

Skaiciuojame trupmeng 55 ir panaudodami grandininiy trupmeny
aproksimacija randame kandidata periodui r (skai¢iavimai atliekami
CPU).

Kvantinio algoritmo sudétingumas (log V)3.
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