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Ivadas

Disertacijoje, kurios pagrindiniai rezultatai pristatomi Sioje santraukoje, nagriné-
jamas ilgosios atminties autoregresiniy salyginio heteroskedastiskumo (Autoregressive
Conditional Heteroscedasticity, ARCH) procesy modeliavimas ir parametry vertini-
mas. ARCH procesy klase pirmasis nagrinéjo Nobelio premijos laureatas Robert’as
Engle’as (1982, [5]). Siais modeliais sickta matematiskai aprasyti finansiniy laiko
eiluc¢iy (rinkos indeksy, akcijy ir kity vertybiniy popieriy grazy) empiriskai stebétas
savybes, vadinamuosius stilizuotus faktus (stylized facts). Viena tokiy savybiy — ilgoji
atmintis, pasireiskianti létu finansiniy grazu (ju kvadratu, kity laipsniy ar netiesi-
niy transformaciju) autokoreliaciju gesimu. Matematiskai ilgoji atmintis dazniausiai
nusakoma diverguojanciaja kovariacijy eilute, t. y. > ;- [Cov(Xg, Xi)| = cc.

ARCH procesus pagristai galima vadinti pagrindine finansiniy duomeny modeliy
klase. ARCH tipo modeliais finansine graza rj iprasta uzrasyti kaip tokio pavidalo
lygti:

Tt = CkOk, (1)

¢ia (x — nepriklausomi vienodai pasiskirste atsitiktiniai dydziai (modelio ,triuks-
mas*“), kuriy vidurkis lygus nuliui, o o2 yra grazos rj salyginé dispersija, priklausanti
nuo graz\ praeities reikSmiy r,, s < k. Ji yra kintanti laike ir daznai vertinama kaip
finansinio aktyvo rizikos matas. Aprasant ARCH(oo) modelj, kuriam disertacijoje

skiriama daug démesio, dispersija o7 uzraSoma tokiu budu:
oo
2 _ 2
0, =w+ g biri_j,
j=1

Cia w ir b; yra neneigiami modelio parametrai. IS esmes nuo Siy parametry reikSmiy
ir priklauso, ar modelis gali pasizyméti ilga atmintimi. Dél ARCH(o0) ir specialiy jo
atvejy, ypa¢ FIGARCH modelio, stacionariojo sprendinio, pasizymincio ilgaja atmin-
timi, egzistavimo kilo nemazai kontroversisky moksliniy diskusijy. Ilga laikg manyta,
kad ARCH(c0) modelis negali turéti ilgos atminties. Disertacijoje, nagrinéjant at-

veji, kai w = 0, Z;’;l b; = 1, parodoma, kad ilgosios atminties savybe pasiZymintis



stacionarusis sprendinys vis délto egzistuoja. Taip galutinai jrodoma ir daugiau nei
pries 20 mety Z. Ding’o ir C. W. J. Granger’io (1996, [3]) iSkelta hipotezé apie ilgosios
atminties ARCH proceso su baigtiniu ketvirtuoju momentu egzistavima.
Disertacijoje taip pat nagrinéjamos vienos stambios ARCH modeliy klasés sta-
cionariojo sprendinio egzistavimo salygos, kai lygties salyginé dispersija o7 yra
uzrasoma bendra netiesine forma. Nustacius sprendinio egzistavimo salygas, prak-
tikoje placiai taikomo ir literaturoje daznai nagriné¢jamo kvazididziausio tikétinumo
jvertinio savybés yra tiriamos imant atskira tokiy modeliy atvejj, kai salyginé dis-

persija o7 yra kvadratiné forma praeities grazu atZvilgiu.

1. Moksliné problema ir tyrimo objektas

Pagrindinis tyrimo objektas yra kvadratiniai begalinés eilées ARCH laiko eiluciy
modeliai, pasizymintys ilgaja atmintimi. Darbe nagriné¢jama moksliné problema ap-
répia: a) salygu, kurioms galiojant egzistuoja Siy modeliy stacionarusis sprendinys,
pasizymintis ilggja atmintimi, paieska; b) stacionariojo $iy modeliy sprendinio il-
gosios atminties tyrima; c¢) hipotezés apie stcionariojo ilgosios atminties ARCH(o0)
modelio sprendinio egzistavima tyrima; d) kvadratinio asimetrinio ARCH proceso
parametry vertinimg ir salygy, kurioms galiojant kvazididziausio tikétinumo jverti-
nys yra suderintasis ir asimptotiskai normalusis, paieska; e) pirminj naujos klasés

IAR(p, d, q) modeliy tyrima ir lyginima su klasikiniais ARFIMA tipo modeliais.

2. Pagrindiniai uzdaviniai
Disertacijoje sprendziami Sie pagrindiniai uzdaviniai:

« nustatyti integruoto ARCH(oc0) proceso ir jo atskiro atvejo, butent
FIGARCH modelio, stacionariojo sprendinio, pasizymincio ilggja at-

mintimi, egzistavimo sglygas. Siekiama surasti salygas, kurioms galiojant



TARCH(00) modelis

[ee] o0
2 2
ry = COk, Of = E bjrk—jv § :bj =1,

ir atskiras jo atvejis su konkretaus pavidalo koeficientais b; (FIGARCH mode-
lis) turi stacionaryjj sprendinj su baigtiniu ketvirtuoju momentu. Taip siekiama
irodyti ir daugiau nei pries 20 mety Z. Ding’o ir C. W. J. Granger’io [3] iskelta
hipoteze, kad stacionarusis LM(d)-ARCH modelio (kartu ir FIGARCH mode-
lio) sprendinys su baigtiniu ketvirtuoju momentu (jeigu jis apskritai egzistuoja)

pasizymi ilgaja atmintimi;

nustatyti integruoto AR(c0) proceso stacionariojo sprendinio egzista-
vimo salygas ir iStirti tokig sio sprendinio savybe kaip ilgoji atmintis.

Darbe taip pat nagrinéjami TAR(oo0) modeliai, kuriy pavidalas yra toks:
mh— Y bk =G, keEZ (2)
j=1

v .. . . . o0
¢ia b; yra neneigiami modelio parametrai, ijl

bj = 1, o {(x} yra trumpos
atminties triuksmo seka. Siekiama nustatyti salygas, uztikrinancias lygties
stacionariojo sprendinio egzistavima. Taip pat keliamas uzdavinys istirti tokio

sprendinio ilgosios atminties savybe;

atlikti pirminj naujos modeliy TAR(p,d, q) klasés tyrima pasitelkus
empirinj modeliavima. Keliamas uzdavinys istirti IAR(p, d, ¢) modelio auto-
kovariacinés funkcijos savybes ir palyginti jas su kity klasikiniy ARFIMA tipo

modeliy atitinkamomis savybémis;

iStirti asimetrinio ilgosios atminties ARCH(co) modelio parametry
kvazididziausio tikétinumo jvertiniy savybes. Darbe siekiama iSnagrinéti

asimetrinio ARCH (o0) modelio r = (xo su

0,3 = i’yg{uﬂ + (a + i bﬂ”k—j—z)Q} (3)
=0 Jj=1



kvazididziausio tikétinumo jvertinio savybes ir ieskoma salygy, kurioms galio-
jant jvertinys yra suderintasis ir asimptotiskai normalusis. Kartu keliamas uzda-
vinys gautus teorinius rezultatus patikrinti pasitelkus praktinius skaic¢iavimus.
Modelio, kurio parametry vertinimas nagrinéjamas, stacionariojo sprendinio eg-

zistavimo salygos yra analizuojamos atskirame disertacijos skyriuje;

» nustatyti sglygas, kurios uztikrina bendros netiesiniy ilgosios atmin-
ties ARCH modeliy klasés stacionariojo sprendinio egzistavima, is-
tirti stacionariojo sprendinio ilggja atmintj ir sverto efektg. Darbe
siekiama nustatyti salygas, kurioms galiojant egzistuoja stacionarusis sprendi-

nys su baigtiniu p-uoju momentu modelio, turincio pavidalg

o0
re = Gok,  0f = Q° (a + Zbﬂ”kg) +y0i.
j=1

Atskiru atveju, kai funkcija Q yra kvadratiné, nagrinéjama sprendinio ilgosios

atminties savybeé ir sverto efektas.

3. Mokslinis naujumas ir aktualumas

Siuo metu ARCH yra pagrindiné finansiniy duomeny modeliy klasé. Siekiant
tokio tipo laiko eilu¢iy modelius taikyti praktikoje, butina istirti stacionariyjy spren-
diniy egzistavimg ir jy savybes, pavyzdziui, galimybe modeliuoti duomenis, pasizy-
mincius ilgaja atmintimi arba sverto efektu. Be to, kai kurie modeliai, tokie kaip Sioje
disertacijoje nagrinéjamas FIGARCH, praktikoje gana daznai taikomi, nekreipiant
démesio j jy teorinio pagristumo trukumg. Taigi, konkrec¢iy ARCH tipo modeliy
sprendiniy egzistavimo, jy savybiy tyrimo ir parametry vertinimo moksliné prob-
lematika yra itin aktuali. Pateikiami rezultatai, susije su IARCH(oo), TAR(00),
FIGARCH ir netiesiniuy ARCH(c0) modeliy stacionariojo sprendinio egzistavimo sa-
lygomis, ilgaja atmintimi, parametry jvertiniy savybémis, yra nauji ir originalus. Itin
pabréztina, kad pirma kartg yra jrodoma 1996 m. Z. Ding’o ir C. W. J. Granger’io
iskelta hipotezé dél LM(d)-ARCH modelio (kartu ir FIGARCH modelio) ilgosios

atminties stacionariojo sprendinio su baigtiniu ketvirtuoju momentu egzistavimo.
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4. Tyrimo metodika

Darbe taikomi jvairus tikimybiy teorijos, statistikos, funkcinés analizés, laiko ei-
luciy, sprektrinés analizés sri¢iy metodai ir Siy sric¢iy tyrimy rezultatai.

Tiriant integruotyju ARCH(co) modeliy stacionariojo sprendinio egzistavimo sa-
lygas, ARCH(o0) lygtis yra uzrasoma IAR(co) pavidalu, taigi reikia nagrinéti pa-
starojo tipo procesy stacionariyjy sprendiniy egzistavima ir savybes. Sprendiniai
uzrasomi diskreciojo laiko begalinés Volteros eilutés pavidalu, todél remiamasi su-
mavimo Banacho erdveése teorijos elementais.

Nagrinéjant kvazididziausio tikétinumo jvertiniy savybes ir asimptotinj skirsti-
nj, remiamasi martingaline centrine ribine teorema, Faa di Bruno formule, Sluckio
teorema, Teiloro skleidinio savybémis ir kt. Kadangi jprastinio , baigtinés praeities”
jvertinio konvergavimo greitis per mazas, nagrinéjamas papildomas jvertinys, kai
kvazididziausio tikétinumo funkcija uzrasoma jtraukiant tik tam tikra dalj paskuti-
niy tikétinumy.

[rodymams taikomos zinomos Holderio, Minkovskio, Burkholderio-Rozentalio,
Kosi nelygybés, Persevalio lygybeé, remiamasi Fatu lema, dominuojancio konvergavi-
mo teorema ir kt. Procesy empirinis generavimas ir praktiniai skaic¢iavimai daugiau-
sia buvo atliekami programa MATLAB. Vertinant sugeneruoty procesy autokovaria-

cines funkcijas, taikytas Monte Karlo metodas.

5. Darbo struktura ir apimtis

Disertacijg sudaro 6 skyriai — jvadas, preliminari informacija disertacijos tema-
tika, trys pagrindiniai skyriai, kuriuose pateikiami svarbiausi darbo rezultatai, ir
paskutinis skyrius, kuriame trumpai pristatomos pagrindinés darbo isvados. Diser-
tacija uzbaigiama literaturos sarasu. Darbas yra parengtas angly kalba. Bendra jo

apimtis — 162 psl.



6. Moksliniai rezultatai

Svarbiausi darbo rezultatai yra aprasomi trijuose skyriuose. PanasSia seka jie

pristatomi ir Sioje santraukoje.

6.1. Stacionarieji integruoti ARCH(o0) ir AR(o0) procesai su
baigtine dispersija

Vienas pagrindiniy ir svarbiausiy darbo rezultaty — nustatytos butinosios ir pa-
kankamos salygos, kurioms galiojant egzistuoja stacionarieji IARCH (o0), IAR(00) ir
FIGARCH modeliy ilgosios atminties sprendiniai.

[$ pradziy apibrésime, ka laikome ARCH(c0) procesu.

1 apibrézimas. Neneigiamas atsitiktinis procesas {1y, k € Z} tenkina ARCH(c0)
lygts, jeigu egzistuoja neneigiamy, nepriklausomy ir vienodai pasiskirsciusiy atsitiktiniy
dydziu, kuriy vidurkis lygus vienetui, Ecqg = 1, seka {ey, k € Z}, neneigiamas para-

metras w > 0 ir seka b; > 0, j =1,2,..., tokie, kad

T = €k (w—f—ijTk]’) , k€. (4)
j=1

2 apibrézimas. Lygties L%-sprendiniu vadinamas atsitiktinis procesas {1y, k € 7}
su baigtiniu antruoju momentu, toks, kad lygties eiluté konverguoja kvadratinio

vidurkio prasme ir atitinkama lygybé galioja kiekvienam k € 7Z.

Kaiw =0, 03 77, b; <1, tai {@) lygtis teturi trivialyjj nulinj sprendinj 7, = 0.
Jeigu w > 0, o Z;il b; < 1, tai, kaip rodyty moksliniuose darbuose pateikiami
rezultatai, lygties stacionarusis sprendinys pasizymi trumpaja atmintimi. Diser-
tacijoje daugiausia nagrinéjamas yra atvejis, kai w = 0 ir Zjoil b; = 1. Tokiu atveju
modelis vadinamas integruotuoju ARCH(oco) (IARCH(o0)) modeliu. Trumpai
aprasysime pagrindine sio modelio stacionariojo sprendinio sudarymo idéjg, taikoma

disertacijoje.



Tarkime, kad 0% = Var(gg) < 00, 0 {4 = (ex — 1)/0, k € Z} yra ,centruoty®
nepriklausomy ir vienodai pasiskirsciusiy atsitiktiniy dydziy seka (primename, kad

Eey =1). Tada ARCH(o0) lygtis gali buti uzrasyta bitiesinés lygties pavidalu

Vi = Y0+ G(uo+ oY biviy). (5)
j=1 j=1
Tokio pavidalo bitiesiniai modeliai jau anksc¢iau nagrineéti kity autoriy darbuose, pvz.,
L. Giraic¢io ir D. Surgailio [§]. Pazymékime
2l — Yk — Z;il ijk,j = (1 — B(L))Yk
Tuomet Y, = (1 — B(L)) 'z = G(L)z), = D im0 9i%k—j i

g Z;il ijkfj = O'B(L)(l — B(L))_lzk = H(L)Zk = Z;}il hjzk,j,

Cia koeficientai g;, h; yra gaunami is tokiy generuojanciyjy funkcijy:

1 = ‘ oB(z > ‘
G(Z>:1——B(z) = ;gjzj, H(z>:1——£(3()z) - ;hjzﬂ, 2] < 1.

Tuomet lygtis gali buti uzrasyta tokia dviejy lygéiy sistema:

o0 o0
(@ Y = Y bYij+a 0 a = Gloo+d hag). ()

j=1 j=1
Atkreipiame démesj, kad @b) lygtyje néra dydziy Y, ir pastaroji lygtis atitinka
tiesini ARCH modelj, daznai vadinama LARCH modeliu (jis nagrinétas daugelyje
ankstesniy darbuy, pvz., L. Giraicio et al. [7], [6]). Remiantis jau zZinomais rezultatais,
stacionarusis @b) lygties sprendinys {zx, k € Z} yra uzrasomas kauzaliaja Volteros

eilute triuksmy (s, s < k atzvilgiu:

ZE = /LO'C/g(l + Z Z hk—slh51—52 T hsmfl—smCm T Csm> : (7)

m=1 s, <--<s1<k



eiluté konverguoja L? erdvéje tada ir tik tada, jeigu

0-3 = Ezz = (/’Lo-)z (1 + Z Z h’]2€—51 h§1—82 U hzm1—5m)

m=1 s, <--<s1<k

= (uo®)(1+ Y ™) < oo, (8)

arba ||h]|*> = Py h? < 1, o tai yra ekvivalentu [|g||* = Z;iog]z < (14 0?)/0>

[ssprendus (@b) lygti, reikia surasti ) lygties sprendinj (tai nagrinéjama atskirame

oo

disertacijos poskyryje). Kadangi 6 = > j—1 bj = 1, minetoji lygtis yra atskiras tiesinio

integruoto AR(oc0) (IAR(0c0)) modelio, kurio triuksmai yra kauzalieji ir nekoreliuoti
{2z, k € Z}, atvejis, o jo stacionariojo sprendinio egzistavimo salygos nurodytos
teoremoje. Stacionarusis bitiesinés lygties (ir atitinkamai ARCH lygties)

sprendinys gali buti gaunamas apverciant ) lygti, t. y.

Vi = (1-BI) %= g, (9)
§=0

= MU( Z;jzl Z—oo<sm<-~~<51§k gk—51h81—82-~ e hsmq—smgﬁ e Csm)'

Pazymékime pernesimo funkcija

A(z) = (1 = B(®)™!,  B(") = ijeiﬂ, zell:=[—m, 7,

ir [lglI* = 3720 95, 1AIP = Jy [A(z)[Pda.

1 teorema. Tarkime, w = 0, 0 = 37°° b; = 1. Tuomet ARCH lygtis turi

netrivialyjj kauzalyji L*-sprendinj {1y, k € Z} tada ir tik tada, jeigu
lgl* < (1+0%) /0. (10)
Salyga @) yra ekvivalenti sqlygai

|A|]* < 27(1 + 0?) /0. (11)



Jeigu salyga @) arba yra tenkinama, o Yy yra uzrasytas (@ s (@ pavidalu,
tuomet, pasirinkus bet koki pn > 0, {1, = p+ Yi, k € Z} yra vienintelis kauzalusis
lygties L?-sprendinys, kurio vidurkis yra Ety, = u. Sio sprendinio kovariaciné funkcija

yra

cov(T, ) = 02 Z 93 k+js (12)
=0

¢ia o2 yra pateikta (@ lygybéje. Kovariaciné funkcija yra neneigiama, t. .
cov (7o, k) > 0, o kovariacijy eiluté yra diverguojancioji: ), ., cov(7y, Ty) = 0o. Be

to, {Tx, k € Z} turi spektring tankj

f(w) = p*(o2/2m)1 = B(e™)| %, @€l
kuris yra neapréztas: f(x) — oo, kai x — 0.

Toliau pateikiamas [I] teiginys yra susijes su FIGARCH modeliu
k—ek{w—k(l— 1— )Tk}—€k<w+Zka ]), k e Z, (13)

kai w = 0, o koeficientai b; turi pavidaly b; = mﬂ; ir Z] 1 b; = 1. Teigi-

niu nurodomos butinosios ir pakankamos stacionariojo ilgosios atminties FIGARCH

proceso {1, k € Z} egzistavimo salygos ir parodoma, kad tokio proceso kovariaciné

funkcija cov(7y, 79) gesta hiperboliskai.

1 teiginys. FIGARCH modelio suw=01rde(0,1/2) atveju salyga (10) yra
ekvivalenti sqlygar
(1 - 2d)

2
S <t —ra—a

(14)

Jeigu pastaroji salyga tenkinama, tuomet galioja |1 teoremos teiginiai. Be to, kai
k — oo, FIGARCH proceso {ti, k € Z} su vidurkiu ET, = p kovariaciné funkcija ir

spektrinis tankis tenkina
cov (7o, Tir) ~ ples kT, (15)

10



dla ¢y = o2T(1—2d)/{T(d)T(1 — d)}, 02 = 0?/(1 4 02 — *(I'(1 — 2d)/T*(1 — d))) ir

fl@) = (02/2m)|1 — | ~ (o2 /2m) |2, 2 — 0.

Tolesniu teiginiu nusakomas FIGARCH proceso daliniy sumy konvergavimas j
trupmeninj Brauno judesj. Pazymékime {Bgi1/5(t),t € [0,1]} trupmeninj Brauno

judesj su dispersija EB§+1/2(t) =%+ d € (0,1/2).

2 teiginys. Tarkime, kad ({10) salyga galioja ir {m,,k € Z} yra FIGARCH procesas.

Tuomet

n V27 (e — Bri) = i,y 8aBasya(t), sq = Hey/(d(1 + 2d)).

Su atliekamu tyrimu yra susijes LM(d)-ARCH modelis, kurj 1996 m. aprasé Z.
Ding’as ir C. W. J. Granger’is [3]:

rr=Cop op=pl-0+0(1-(1-L)"r;, kEeL, (16)

¢ia 0 € [0,1],u > 0. Z. Ding’as ir C. W. J. Granger’is [3] mini, kad atveju § =
1 lygtis sutampa su FIGARCH modeliu (13)), kai w = 0. Be to, jie teigia,
kad stacionarusis lygties sprendinys su baigtiniu ketvirtuoju momentu pasizymi

ilgaja atmintimi léto autokoreliacijy gesimo prasme:

F(l - d) ]{7_1+2d.

Id) (17)

corr(rd, r3) ~

R. T. Baillie’io, T. Bollerslev’o ir M. O. Mikkelsen’o [1], kurie laikomi pirmaisiais,
aprasiusiais FIGARCH modelj, rezultatai rodo panasy FIGARCH modelio ilgosios
atminties elgesj. Vis délto pabréztina, kad LM (d)-ARCH modelio (16)) stacionariojo
sprendinio su baigtiniu ketvirtuoju momentu egzistavimas niekada nebuvo jrodytas,

taigi ir hipoteze liko nepagrista. Disertacijoje pateikiamas galutinis Z. Ding’o ir
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C. W. J. Granger’io iskeltos hipotezés jrodymas.

3 teiginys. Ding’o ir Granger’io (1996) hipotezé apie LM(d)-ARCH modelj
(@) yra teisinga tada ir tik tada, jeigu 0 = 1 ir E¢; = Ee3 tenkina salyga .

Svarbus atlikto tyrimo rezultatai yra susije su tiesiniu integruotu AR(co), arba

TAR(00), modeliu:

T — Z bj[l?k,j = gk; k€ Z, (18)
j=1

Ve o . . . . . [e.e]
¢ia b; yra neneigiami modelio koeficientai, i1

bj =1, o {&,k € Z} — baltasis
triukSmas (stacionarioji nekoreliuoty atsitiktiniy dydziy, turin¢iy nuliui lygy vidurkij
ir dispersija 07 = E&; < 00, seka).

Kaip ir JARCH(o0) lygties atveju, stacionarusis modelio L%-sprendinys {z;}
néra vienintelis, jeigu jis egzistuoja: pasirinkus bet koki u, {zx + p, k € Z} taip pat
yra lygties L?-sprendinys. Tokio sprendinio egzistavimas lemia, kad koeficientai

b; negali tapti lygus nuliui nuo kurio nors (kad ir didelio) j, pvz., vienetinés Saknies

modelis xp — 1 = & neturi stacionariojo sprendinio.

2 teorema. Tarkime, kad {&, k € Z} yra stacionarusis procesas, turintis nuliui lygy

vidurky, baigtine dispersijq ir spektring tanks fe, kuris yra apréztas:

c1 < fe(x) <o, Vaell 40 < ¢ < g < 0.

(a) salyga ||gl| < oo yra butina ir pakankama, kad lygties (18) stacionarusis L*-
sprendinys {xp, k € Z} egzistuoty.

(b) jeigu |lgll < oo, tai apibrézus Ty = Y 77 g;&k—; ir pasirinkus bet koki realuji 1,
= u+Tr, keEZ, (19)

yra stacionarusis (@ lygties L?-sprendinys, turintis vidurkj Exy, = p. Sis sprendinys
yra vienintelis sprendinys visy stactonariyjy tiesiniy procesy Ty = u + ZjeZ cik—j

klaséje, kuriems galioja ZjeZ c? < 00.
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(c) sprendinio xy, apibrézto (@/ lygybe, kovariaciné funkcija yra neneigiama, o

kovariacijy eiluté yra diverguojancioji:

o0
cov(zg, T) = ag Zgjgk+j >0, Zcov(zo, T) = 00. (20)
j=0 keZ

Spektrinis tankis f(z) = ;—§|1 — B(e'®)|™2 yra neapréztas lim, o f(z) = .

Y

(d) [lg|l < oo lemia ||A]| < oo ir lygybes

g; = (QW)_l/A(x)e—ixjdx7 g = (277)_1/A(x)e_ixjd$, A(:L,>:Zgjeixj.
11 I =
(21)

Atvirksciai, ||A|| < oo lemia ||g|| < oc.

Stebinanti 2| teoremos iSvada yra tai, kad stacionarusis lygties sprendinys
neegzistuoja, jeigu koeficientai b; tampa lygus nuliui nuo kurio nors (kad ir didelio)
4. Sis faktas néra akivaizdus, vertinant vien koeficienty g; israiskg per koeficientus

bj, t. y.

J
g; = Z Z bj—81b81—82 e bSm—Q_Sm—lem—l7 .] Z 17 go = 17

m=10<sm—_1<--<51<]

taciau jis nesunkiai nustatomas remiantis lygybémis. IS tikryjy tai, kad

A = 1= B = | > b1 — )| < [al 3 jlby| < Clal,
j=0 j=1
lemia [;; |[A(z)]*dz > C72 [z 2dz = oo ir ||g|]] = oo, remiantis (2I). Si iSvada

matematiskai uzrasoma toliau pateikiamu {4 teiginiu.

4 teiginys. [AR(x) lygtis (@ neturi stacionariojo L*-sprendinio, jeigu koeficientai

—3/2

b; gesta kaip j arba greic¢iau. PavyzdZiui, tai galioja, jeigu bj = 0,7 > jo, kuriam

nors jo > 1 arba b; = O(e™9), j > 1,¢ > 0.
Disertacijoje aprasoma ir tiriama nauja IAR procesy z; = Z;’il bjxy—j+& klase,

13



kai koeficientai b; yra gaunami pagal tokj operatoriy:
B(L)=(1-(1-1I) Zb LI, 0<d<1)2 (22)

Cia P(2) = > -0 Dj?’ yra generuojancioji funkcija, kurios koeficientai tenkina tokias
salygas:
Dj >0, po>0, Z;-x;()pj =1 ir Zjil jpj < 0. (23)

Tuomet b; Zk o Pkb)_y, Gia bY yra koeficientai, gaunami pagal 1 — (1 — 2)¢ =
S =1 b2, ar. (13). Vadinasi, lygybés koeficientai b; yra neneigiami ir jy suma
lygi 1. Tokio pavidalo procesai leidzia nesunkiai atskirti juy ilgosios ir trumposios
atminties elementus, o tai yra didelis privalumas, palyginti su kitais klasikiniais mo-

deliais (pvz., ARFIMA). PavyzdzZiui, minéto proceso kovariaciné funkcija pasizymi

ol (1—2d)

tokia asimptotine savybe: cov(xg,xx) ~ ¢,k 1721k — oo, &ia ¢, = T Y8

konstanta. Vadinasi, koeficientai p; arba lygybés operatorius P(L) i$ esmeés
veikia tik proceso trumposios atminties savybe, o ilgosios atminties nepaveikia. Si

savybe disertacijoje yra tiriama ir pasitelkiant praktinj modeliavima.

6.2. Kvadratinio ARCH modelio parametry vertinimas kvazi-
didziausio tikétinumo metodu
Disertacijoje siekiama istirti kvazididziausio tikétinumo jvertinio savybes, kai ver-

tinami konkretaus pavidalo asimetrinio ARCH modelio parametrai. Modelis uzraso-

mas tokiu pavidalu:
> 2
Ty = CtO't, O't2 = w2 —+ <CL -+ Z b]ﬁf]) + 70'?_17 (24)
j=1

¢ia {(;,t € Z} yra standartizuoty nepriklausomy ir vienodai pasiskirsciusiy atsitik-
tiniy dydziy seka, E¢; = 0,E¢? = 1,0 v € [0,1),w,a,b;,j > 1 yra realieji skaiciai
(modelio parametrai). ([24)) lygties salygine dispersija o? gali biiti uZrasyta kaip pra-
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eities reikSmiy r,, s < t kvadratiné forma:

o(0) = ivg{wz + (a + cijd_lrt_g_j)2}. (25)
=0 J=1

Ji priklauso nuo 5 parametry 0 = (v, w,a,d,c) : 0 <y < 1l,w>0,a#0,c#0ird €
(0,1/2). Koeficienty parametriné forma b; = ¢ 97!, naudojama lygtyje (25), yra tokia
pati kaip ir J. Beran’o ir M. Schiitzner’io [2] darbe, kuriame nagrinéjamas LARCH
modelio parametry vertinimas. Apibréziami trijy rusiy kvazididziausio tikétinumo

jvertiniai. Pirmasis yra toks:

n

~

6, = argmin Lo(0), Ly(0) = » ri
n 1= argmin L, (6), n(0) =~

(% +loga?(6)). (26)

t=1

Siuo atveju taikoma tiksli salyginé dispersija (279), priklausanti nuo begalinés praeities

rg, —00 < § < t:

ol(0) = Z ’yﬁ{wQ + (a+ cY}_g(d))Q}, Cia (27)
=0

Yi(d) = ) i
j=1

Tikroviskesné jvertinio versija yra apibréziama taip:

~

0, = arg min L,(0), (28)
Cia
~ 1y or?
Lo = =3 (=L +1log53(6 2
0 = (57057 +1o8%1®), (29)
t—1 N , N t—1
53(6) = ng{uﬂ + (CL + CY;_g(d)) }, Y;f(d) = Zjd_lrt—j-
=0 j=1

Visi lygybés dydZiai priklauso tik nuo ry,1 < s < n, todél jvertinys

paprastai yra vadinamas baigtinés praeities jvertiniu. Didziausio tikétinumo funkcijos
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ir gali biiti uzrasytos tokiu pavidalu:

L(6)= =S u6) i L@)= > i)

cia
r2 _ r2
,(0) .= —L— +1logc?(6), 1,(0) = =1~ +1og52(h). 30
t( ) O_?(e) t( ) 75( ) O_t2(0> t( ) ( )

Remiantis J. Beran’u ir M. Schiitzner’iu [2], apibréziama atskira baigtinés praeities
ivetinio (28) versija, jtraukiant tik paskutinius O(n®) kvazitikétinumus E(@),n —
[nf] <t < n, tokiu budu:

n

8) .— in 7,9 LB = — I, 1
en &I"g%élél n (0)7 (0) t_nz[n:ﬁprllt(e)’ <3 )

¢ia 0 < B < 1 yra parametras, kuriuo nustatoma, kiek kvazitikétinumy bus jtrau-
kiama ] lygybés sumag. [vertinio 571 konvergavimo greitis per mazas, kad buty
galima jrodyti asimptotinio normalumo savybe¢. Butent dél Sios priezasties nagrine-
jamas jvertinys 5,(1& ),

Pazymeékime L(0) := EL,(0) = El(0) ir
A@) = E[VTLOVLO)]., BO) = E[V'VL®)], (32)

¢ia V = (9/06y,---,0/005), o T Zymi transponuota vektoriu. A(6) ir B(f) yra 5 x 5—
matricos. Lygybése esantys vidurkiai yra tinkamai apibrézti kiekvienam 6 € O,

jeigu Erg < oo. Be to,

Gia ry = B(¢2 —1)2 > 0.

3 teorema. (a) Tarkime, E|r|> < co. Tuomet @;, apibréztas (@) lygybe, yra stipriai

suderintas 0y jvertinys, t. .



_obt : O
c¢ra — Zymi konvergavima ,,beveik tikrai”.

(b) Tarkime, E|r|> < co. Tuomet 0, yra asimptotiskai normalusis:
n2 (8, — 60) — N(0,%(6p)), (34)

ia turimas omenyje konvergavimas pagal skirsting, X(68y) := B~1(0y)A(6y) B~1(6y) =
kaB71(0y), o matricos A(), B(0) yra apibréitos lygybémis.

teoremoje nurodomos baigtinés praeities jvertiniy 571 ir gq(f ) (apibrézty atitin-

kamai ir lygybémis) savybeés.

4 teorema. (a) Tarkime, kad E|ry> < oo ir 0 < 8 < 1. Tuomet
Elf, — 6y — 0 ir  E[6Y —6) — 0.
(b) Tarkime, kad E|r® < 00 ir 0 < B <1 —2dy. Tuomet
2010 —00) — N(0,5(6h)), (35)

¢ia turimas omenyje konvergavimas skirstinio prasme, o 3(6y) yra tokia pat, kaip ir@

teoremoje.

Tiriant mineéty jvertiniy savybes, nemazai démesio buvo skirta praktiniam teori-
niy rezultaty tikrinimui. Taikant nepriklausomus ir vienodai pasiskirsciusius atsitik-
tinius dydzius {(;}, turinc¢ius standartinj normalyjj skirstinj, buvo generuojamos
lygtimis aprasyto modelio reiksSmeés r;, —m 4+ 1 < t < m. Pasirinkta pradiné salyga
o_m = 0. Be to, siekiant jvertinti, kaip kinta jvertiniy tikslumas, priklausomai nuo
imties dydzio, procesas buvo generuojamas dviem skirtingais atvejais — kai imties
dydis yra m = 1000 ir m = 5000.

Optimizavimo proceduros metu siekta minimizuoti tokig kvazididziausio tikéti-

numo funkcija:

7 1 7’? 2
Lm:E;<O_—?+logat), (36)
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¢ia

t+m—1 9
re=Goy, of =w+ (a+c Z Jd_lrt—j) +yoig, t=1,-,m (37)

j=1

lygybéje esancia kvazididziausio tikétinumo funkcija galima vertinti kaip
funkcijos Zn(Q), apibréztos lygybe, kur m = n?, | tikroviska aproksimacija®.
I8 tikruju lygybeéje (36]), skaiciuojant m tikétinumy, yra naudojami ne tik dydziai
r1,- -+ ,Tm, bet ir ankstesnés pagalbinés proceso reikSmes, panasiai kaip ir jver-
tinio atveju. Vis délto pabréztina, kad pagalbiniy reiksmiy skaicius lygybéje yra
lygus m ir nedidéja greiciu m'/? = n,0 < B < 1 — 2d < 1, kaip kad tai numato
teoremos (b) dalis. Praktiniams taikymams jvertinys o) yra maziau patogus, nes is
anksto turi buti zinoma, kokj 5 < 1 — 2dy pasirinkti, be to, proceso realizacija turi
buti labai ilga. Vis délto, nors siuose praktiniuose skai¢iavimuose netenkinama [4] teo-
remos (b) dalies salyga m = n”, rezultatai rodo, kad skirtumai tarp jver¢iy empiriniy
paklaidy ir atitinkamy teoriniy stadartiniy nuokrypiy yra gana nedideli, o kai ku-
riais atvejais apskritai nereikSmingi. Skaic¢iavimy rezultatai yra pateikti [1| lenteléje.
Joje (ne skliaustuose) esantys skaiciai rodo empirines vidutines kvadratines kvazidi-
dziausio tikétinumo jverciy O = (Av’m,@m,fim,c?m,gm) paklaidas. Sie jver¢iai buvo
gauti, optimizavimo procedurg taikant kiekvienai is 100 nepriklausomy imciy. Gene-
ruojant procesa pagal lygti, buvo pasirinktos konkrecios ,tikrosios® parametry
0o = (70, wo, ao, do, ¢) reiksmes: o = 0,7,a0 = —0,2,¢9 = 0,2, ir keletas skirtingy
wp = 0,1, 0,01 bei ilgosios atminties parametro reiksmiy dy = 0,1, 0,2, 0,3, 0,4.
Empirines kvadratinés jverciy paklaidos [1| lenteléje yra lyginamos su teoriniais stan-
dartiniais begalinés praeities jvertinio nuokrypiais, gautais is |3 teoremos (b) dalyje
pateiktos matricos X(6p), apverc¢iant sugeneruota matrica B(6y)/kK4.

Matyti, kad bendru atveju (1] lenteléje esantys teoriniai standartiniai nuokrypiai
yra mazesni uz empirines jver¢iy paklaidas. Sie skirtumai tampa maZesni, imties
dydziui m padidéjus, o kai kuriais atvejais (pvz., kai wy = 0,1, m = 5000) jie apskritai
atrodo nereiksmingi. Kai kurios |1 lenteléje isryskéjancios tendencijos yra netikétos,
pvz., teoriniy standartiniy nuokrypiy (ir daugelio empiriniy paklaidy) mazéjimas,

kai parametro dj reikSmé didéja. Taip pat pastebimas staigus &, padidéjimas, kai
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1 lentele. vertinio 6y, apibrézto lygybe, empirinés kvadratinés paklaidos ir (skliaus-
tuose) teoriniai standartiniai nuokrypiai, apskaicivoti taikant@ teoremoje pateiktq matricg

¥(6o)
Wy = 0,1

m do Ym W, am dm, Cm,

1000 0,1 0,076 (0,053) 0,046 (0,037) 0,032 (0,023) 0,090 (0,079) 0,027 (0,031)
0,2 0,051 (0,048) 0,043 (0,027) 0,027 (0,020) 0,076 (0,060) 0,030 (0,027)
0,3 0,069 (0,043) 0,033 (0,018) 0,026 (0,017) 0,063 (0,041) 0,030 (0,022)
0,4 0,047 (0,039) 0,028 (0,013) 0,025 (0,015) 0,043 (0,029) 0,022 (0,019)

5000 0,1 0,023 (0,024) 0,018 (0,016) 0,011 (0,010) 0,035 (0,033) 0,014 (0,014)
0,2 0,020 (0,021) 0,011 (0,011) 0,010 (0,009) 0,028 (0,021) 0,012 (0,012)
0,3 0,019 (0,019) 0,010 (0,008) 0,010 (0,008) 0,020 (0,013) 0,010 (0,010)
0,4 0,022 (0,017) 0,007 (0,005) 0,011 (0,007) 0,014 (0,009) 0,010 (0,008)

wy = 0,01

m dy Ym W, U A, Cm

1000 0,1 0,060 (0,046) 0,040 (0,206) 0,020 (0,019) 0,073 (0,071) 0,022 (0,029)
0,2 0,044 (0,040) 0,035 (0,203) 0,020 (0,016) 0,073 (0,048) 0,022 (0,024)
0,3 0,045 (0,033) 0,028 (0,117) 0,018 (0,012) 0,044 (0,029) 0,020 (0,019)
0,4 0,040 (0,025) 0,038 (0,047) 0,024 (0,009) 0,034 (0,016) 0,020 (0,013)

5000 0,1 0,021 (0,020 0,032 (0,125) 0,009 (0,008) 0,031 (0,028) 0,013 (0,013)
0,2 0,018 (0,017) 0,024 (0,085 0,007 (0,007) 0,020 (0,018) 0,010 (0,011)
0,3 0,019 (0,015) 0,021 (0,046) 0,008 (0,006) 0,013 (0,011) 0,008 (0,009)
0,4 0,016 (0,012) 0,013 (0,017) 0,007 (0,004) 0,011 (0,006) 0,009 (0,006)

wo = 0,01. Jis gali buiti paaiskintas tuo, kad igvestiné 9,07(6p) = 2wo/(1 — 7) yra
tuo mazesne, kuo mazesné yra parametro wy reikSme, o tai lemia mazas atitinkamy

matricos B(6p) elementy reikSmes ir dideles matricos () elementy reiksmes.

6.3. Apibendrintasis netiesinis ilgosios atminties salyginio he-

teroskedastiskumo modelis

Siame poskyryje pristatomi pagrindiniai rezultatai, susije su netiesiniu ilgosios

atminties ARCH tipo modeliu

2
e = Ctat; (O

Q? (a +> bﬂ“tj) +9071,

j=1
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¢ia {(;,t € Z} yra standartizuoti nepriklausomi ir vienodai pasiskirste atsitiktiniai
dydziai, a,b;,0 < v < 1 — modelio parametrai, o Q(z),z € R yra Lipschitz’o funkcija.
Pazymeékime |ul, := E|{f? (p > 0), pp :=E¢ (p=1,2,...) ir

Xp =) b (39)

Kadangi 0 < v < 1, lygybés lemia tokias iSraiskas:

o7 = > VQa+Xi) it o= (G| D> 7Qa+ Xiy). (40)
=0 =0

Kitaip tariant, stacionarusis lygties sprendinys, arba

o= Gy @ (at S brees), (41)
=0 j=1

gali buti apibréztas lygybéje nurodyto dydzio terminais, t. y. per stacionaryji

sprendinj
Xioo= ) boloy | D@ a+ Xoy), (42)
s<t /=0
ir atvirksciai.
Pazymeékime
B YmalbilP, 0<p<2, B,/(1—~%?), 0<p<2,
P Py T
(2 =2, B,/(1—y)P? p>2.

Sprendinio egzistavimo salygoms aprasyti reikalinga tokia momenty nelygybé (zi-

noma i$ ankstesniy rezultaty).

5 teiginys. Tarkime, {Y;,j > 1} yra tokiu atsitiktiniy dyZiy seka, kad E|Y;|P <
oo kokiam nors p > 0. Jeigu p > 1, reikia dar vienos salygos — kad {Y;} buty
martingaliniy skirtumy seka: E[Y;|Y1,...,Y;21] =0, 5 =2,3,.... Tuomet egzistuoja
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tokia konstanta K, > 1, priklausanti tik nuo p, kad

p o]
< E|Y;|P, 0<p<2,
[ o g JZEEm )

(S B2y p> o

Toliau pateikiamos dvi teoremos apie (38]|) stacionariojo sprendinio egzistavima.

5 teorema. Tarkime, {(;,t € Z} yra nepriklausomy ir vienodai pasiskirsciusiy
atsitiktiniy dydziy seka su |p|, = E|(o|P < oo, tenkinanti E¢y =0, p > 1, o funkcija @
tenkina Lipschitz’o salyga |Q(x) — Q(y)| < Lipglz — y|, z,y € R.

(a) Tegul p > 0 ir

K)?P|ul)/? Lipg BYP < 1, (44)

¢ia K, yra konstanta is nelygybés. Tuomet egzistuoja vienintelis stacionarusis

(“3) lygties LP-sprendinys {X;,t € Z} ir

Clp, Q)lplpBy
L= Kp|:“|pLiplc)gBﬁw7

ElX " < (45)

gia C(p, Q) < oo priklauso tik nuo p ir ¢y, ca nelygybéje Q*(x) < 2 + 322,z € R.
(b) Tarkime, kad Q*(x) = ¢} + c32?, ¢ia ¢; > 0,4 = 1,2, ir uy = E¢§ = 1. Tuomet
3By < 1 yra butina ir pakankama salyga, kad egzistuoty lygties stacionarusis
L?-sprendinys {X;,t € Z} su a # 0.

6 teorema. Tarkime, kad {(;,t € Z} ir Q yra tokie pat kaip ir@ teoremoje. Tegul

p=2,4,..., yra lyginis skaicius ir

J

p o0

p - -

(.)wmpgzw < (L-pPP (46)
=2

J k=1
Tuomet egzistuoja vienintelis stacionarusis lygties (@ LP-sprendinys {X;,t € Z}.

Kitos dvi teoremos yra susijusios su ilgosios atminties savybe ir sverto efektu, kai
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lygties funkcija @ turi tokj pavidala: Q(z) = vz + 22 T. y.:

re = sz (c2 + (a + Z bt_g_s?”s>2), teZ, (47)
(=0

s<t—{

¢ia 0 < v < 1l,a # 0,c yra realieji parameterai, {(;,t € Z} yra standartizuoti
nepriklausomi ir vienodai pasiskirste atsitiktiniai dydziai, o b;, 7 > 1, realieji skaiciai,
tenkina

b; ~ BT 30<d<1/2, B>0). (48)

7 teorema. Tarkime, {ry,t € Z} yra stacionarusis lygciuy 7(@ L?-sprendinys.

Taip pat tequl g = E[()] < oo, ir E[r{] < co. Tuomet
cov(rd, r?) ~ ki t — o0, (49)

Gia K2 = (1_27af32)23(d7 1 —2d)Erd. Be to,

_d 1/2 Z E?“t _>D[O,1] HgBd+(1/2)(T), n — oQ, (50)

¢ia Bgy(172) yra trupmeninis Brauno judesys su Hurst’o parametru H = d + (1/2) €

(1/2,1) ir k3 := k2/(d(1 + 2d)), o B(-,-) Zymi Beta funkcijq.

Nagrinékime modelio (47) su E¢ = E¢ = 0,E¢? = 1 sverto funkcijg hy =
cov(o?,19) = Er?rg, t > 1. Remdamiesi L. Giraic¢iu et al. [6], ir P. Doukhan’u et al.
[4], teigiame, kad procesas {r;,t € Z}, tenkinantis (47)) lygti, pasizymi k > 1 eilés
sverto efektu (zymima {r;} € {(k)), jeigu

hj < 0, 1< < k.
6 teiginys. Tarkime, {ri,t € Z} yra stacionarusis (ﬂ) lygties L*-sprendinys su

E|ro]* < oo, |puls < co. Be to, tequl Bs, < 1/5, u3 = E¢¢ = 0. Tuomet kiekvienam
fiksuotam k, 1 < k < o0, galioja:
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(a) jeigu aby <0, ab; < 0,5 =2,...,k, tai {r;} € {(k);

b) jeigu aby >0, ab; > 0,5 =2,...,k, tarh; >0, 7=1,...,k.
j j

Cia uzbaigiame pagrindiniy tyrimo rezultaty aprasyma.
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Summary

This dissertation focuses on quadratic ARCH models with long memory. We
investigate the existence of their stationary solutions and consider the properties of
these solutions, including long memory and leverage. The QML parameter estimation
is also under the scope of this dissertation. Theoretical results are combined with
practical simulations and are divided in three main chapters. The context and the
main goals of dissertation are provided in the Introduction. Preliminaries and short
discussion on the main concepts related to the dissertation problems are given in the
Background part.

In the third chapter of the dissertation we find the necessary and sufficient con-
ditions for the existence of a long memory stationary solution to the integrated
ARCH(00) (or IARCH(0)), IAR(00) and FIGARCH models. We give the final ans-
wer to the long standing conjecture of Ding and Granger (1996) about the existence
of a stationary Long Memory ARCH process with the finite fourth moment. This
result follows from the necessary and sufficient conditions for the existence of cova-
riance stationary integrated AR(cc0), ARCH(o0) and FIGARCH models obtained in
the present dissertation. We also prove that such processes always have long memory.
The new class of IAR(00) models with attractive features for covariance modeling is
investigated.

In the fourth chapter the QML estimation for the 5-parametric generalized qu-
adratic ARCH model with long memory and strictly positive conditional variance
is considered. We prove consistency and asymptotic normality of the corresponding
QML estimates, including the estimate of long memory parameter 0 < d < 1/2.
A simulation study of empirical MSE is included. In the simulation experiment,
we study the empirical performance of a more realistic version of the estimator and
show that the empirical RMSEs of this estimator reflect a good agreement with the
theoretical standard deviations.

In the fifth chapter we study the existence and properties of a stationary solution
of the ARCH-type equation r; = (304, where the conditional variance satisfies 02 =

Q2 (a—f—z;’il bjrt,j) +v0?_, with a Lipschitz function Q(z) and real parameters a, v, b;.
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We obtain conditions for the existence of a stationary solution and, in particular,
when () is the square root of a quadratic polynomial, we prove that r; can exhibit a

leverage effect and long memory.
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