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1. Ivadas

1.1. Tyrimuy sritis

Sprendziant taikomuosius uzdavinius daznai iskyla poreikis surasti kintamuju kombinacija,
atitinkancia geriausia kiekybiskai iSreiksto kriterijaus reiksme, pvz., maziausia produkto
kaina. Atvejis, kai ieSkomas visoje kriterijaus apibrézimo srityje geriausias sprendinys,
zinomas kaip globalaus optimizavimo uzdavinys, Siame darbe formuluojamas taip:
i 1

min f(x), (1)
kur f(x) yra neiskila tikslo funkcija, 0 A = {x € R? : a; < x; < b;,i = 1,...,d} yra
apibrézimo sritis. (24) uzdavinys dazniausiai sprendziamas skaitiniais algoritmais, nes

analitinis sprendimas zinomas tik iSskirtiniais atvejais.

Daznas atvejis, kai tinkamos kintamuju kombinacijos pasirinkima nulemia ne vienas, o
keletas tarpusavyje priestaringu kriteriju fi(x),. .., fe(x), K > 2, x € A, , pvz., produkto

kaina ir kokybé. Tokia situacija formalizuojama daugiakriterinio optimizavimo uzdaviniu:

min(fi(x), .., fu(x)) (2)

uzdavinio sprendiniai sudaro aibe, tenkinancia Pareto optimalumo apibrézima, t. y.
aibéje néra dvieju tokiy sprendiniy, kad vienas iS ju buty ne prastesnis uz kita pagal
visus kriterijus ir grieztai geresnis bent pagal viena. Pareto aibés aproksimavimas yra

sudétingas uzdavinys, dazniausiai sprendziamas skaitiniais metodais.

Siame darbe nagrinéjami statistiniais ir Lipsico tikslo funkcijos modeliais pagristi optimi-
zacijos algoritmai, skirti ir uzdaviniams spresti gana tipiskoje juodosios dézés
situacijoje. Tokiu atveju tikslo funkcijos reiksmes gali buti apskaic¢iuojamos apibrézimo

srities taskuose, taciau funkcijos analitiné iSraiska néra zinoma.

Statistinis tikslo funkcijos modelis naudingas, kai jos reikSmeés skaic¢iavimas ilgai trunka
arba brangiai kainuoja. Atlikus keleta tikslo funkcijos jvertinimu, jos statistinis modelis
gali buti traktuojamas kaip reikSmeés prognozé bei su ja susijes patikimumo matas
neistirtuose apibrézimo srities taskuose. Remdamasis modeliu, optimizavimo algoritmas

jvertina potenciala aptikti naujame taske geresne tikslo funkcijos reikSme uz jau zinomas.



1. Ivadas

Kita vertus, Lipsico tikslo funkcijos modeliu pagristi optimizavimo algoritmai remiasi gana
realistiska prielaida, kad tikslo funkcijos kitimo greitis yra apréztas. Sis rézis, vadinamoji
Lipsico konstanta, dazniausiai yra nezinomas, ir tai yra didziausia Sios klasés metoduy

problema. Pagrindinis prielaidos privalumas — algoritmuy teorinio tyrimo paprastumas.

1.2. Darbo aktualumas

Ivairtis statistiniai tikslo funkcijos modeliai, tokie kaip Gausinés stochastinés funkcijos arba
apibrézimo srities dekompozicijai pritaikyti statistiniai modeliai, buvo naudoti globaliosios
optimizacijos algoritmuose. Siekiant pasirinkti tinkama modeli, reikia atsizvelgti i turima
informacija apie tikslo funkcija bei su modeliu susijusi skaic¢iavimu sudétinguma. Dél
to praversty sistemingas tyrimas, parodantis, kokia itaka jvairiy savybiy tikslo funkciju

optimizavimo rezultatams turi skirtingi statistiniai modeliai.

Deél prielaidos apie auksta tikslo funkcijos jvertinimuy kaina statistiniais tikslo funkcijos
modeliais pagristuose optimizacijos algoritmuose nauji funkcijos jvertinimo taskai paren-
kami atidziai planuojant, t. y. skiriant daug skaiciavimo resursy. Pastebéta, kad globalios
paieskos algoritmams prireikia daug funkcijos jvertinimuy, kol globaliojo minimumo ar-
tinys tampa norimo tikslumo, ypac tais atvejais, kai tikslo funkcija sudétinga ir turi
daug lokaliyjy minimumuy. Auksta kaina skatina didinti algoritmuy efektyvuma, mazinant
tikslo funkcijos ivertinimy skaiciy, reikalinga norimam rezultatui pasiekti, pavyzdziui,

kombinuojant globalia ir lokalia paieskos strategijas.

Idealiu atveju optimizavimo algoritmas turéty buti efektyvus ir teoriskai pagristas. Ne-
seniai pasirodes statistiniu modeliu pagristas globalaus optimizavimo algoritmas su
simpleksiniais apibrézimo srities posriciais veikia iteratyviai iSrinkdamas simpleksinius
posricius dalijimui, remiantis tam tikru euristiskai apibreéztu kriterijumi. Intuityvu, kad
sis kriterijus atitinka tikimybe simplekso viduje aptikti geresne funkcijos reiksme. Ma-
tematiné rysio su pagerinimo tikimybe israiska suteikty teorini pagrindima vienam is

naujausiy nagrinéjamos klasés algoritmuy.

Pastaraisiais metais sukurta keletas sékmingu vieno kriterijaus (vienmaciy ir daugiamaciu)
Lipsico optimizavimo metody su staciakampiais apibrézimo srities posriciais, kuriuose
hiperstaciakampiai dalijami i tris lygias dalis. Tai vadinamieji adaptyvis jstrizaininiai
algoritmai. Veéliau Sis dalijimo budas buvo pritaikytas ir dvieju kriteriju dvimaciam

optimizavimui. IS teorinio tasko idomu panagrineti sio dalijimo budo optimaluma,
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1. Ivadas

pradedant nuo santykinai paprasto vienmacio dvikriterinio uzdavinio, ir tokiu budu
si dalijimo btuida teoriskai pagristi. Nors optimaliis algoritmai néra placiai taikomi, jie
gali buti naudojami palyginimui ir tam tikros ju savybés gali buti budingos placiau

taikomiems algoritmams.

1.3. Darbo tikslai ir uzdaviniai

Siuo darbu sickiama efektyvios ir teoriskai pagristos optimaliu sprendimy paieskos. Teo-
riskai ir eksperimentiskai nagrinéjami statistiniais modeliais pagristi vieno kriterijaus
optimizavimo algoritmai bei jiems pasitilomos euristinio pobudzio modifikacijos. Taip pat
atlickamas teorinis optimalumo tyrimas vieno kintamojo dvikriterin¢je LipSico optimiza-

cijoje.

Darbo tikslai:

1. Istirti naudojamo statistinio modelio jtaka globaliosios optimizacijos algoritmuy

veikimui.

2. Padidinti statistinio globaliosios optimizacijos algoritmo, naudojancio staciakampe
apibrézimo srities dekompozicija, globaliojo minimumo aproksimavimo efektyvuma,

matuojama tikslo funkcijos jvertinimy skaic¢iumi.

3. Teoriskai pagristi simpleksinio globaliosios optimizacijos algoritmo apibrézima,

remiantis simpleksinio statistinio modelio savybémis.
4. Istirti blogiausio atvejo optimaluma vieno kintamojo dvikriterinégje LipSico optimi-
zacijoje.
Siekiant iSvardyty tiksly, suformuluoti Sie uzdaviniai:
1. Pasitlyti eksperimentine metodika ir suformuluoti rekomendacijas dél statistinio
modelio pasirinkimo realizuojant klasikinius globaliojo optimizavimo algoritmus.

2. Pasiulyti budy sukombinuoti neseniai sukurta statistini globaliosios paieskos algorit-
ma su lokaliaja paieska, kad bty padidintas globalaus minimumo aproksimavimo

efektyvumas, matuojamas funkcijos jvertinimuy skaic¢iumi.



1. Ivadas

3. Istirti asimptotines simpleksinio statistinio modelio savybes ir panaudoti jas siekiant
nustatyti teorinj rysj tarp dviejuy simplekso isrinkimo kriterijuy simpleksinéje globa-
liojoje optimizacijoje: euristiskai apibrézto ir efektyviai apskai¢iuojamo kriterijaus

bei teoriskai pagristo kriterijaus, susijusio su pagerinimo tikimybe.

4. Tstirti viename zingsnyje blogiausiu atveju optimaluy intervalo dalijima i tris dalis
vieno kintamojo dvikriterineje LipSico optimizacijoje bei realizuoti atitinkama

optimaly algoritma.

1.4. Darbo naujumas ir rezultatai

Pasiulyta eksperimentiné metodika, skirta sistemingai jvertinti pasirinktojo statistinio
modelio itaka skirtingu savybiy tikslo funkcijuy optimizavimui. Remiantis eksperimenty su
vienmaciais ir dvimaciais statistiniais modeliais is Gausiniy stochastiniy funkciju klasés

rezultatais, suformuluotos statistinio modelio pasirinkimo rekomendacijos.

Pasitlytos dvi euristinés neseniai sukurto statistinio globaliosios optimizacijos algoritmo
modifikacijos, skirtos pasiekti norimo tikslumo globaliojo minimumo artini panaudojus
mazesnj skai¢iy tikslo funkcijos jvertinimuy. Pradinis globaliosios paieskos algoritmas,
paremtas staciakampe apibrézimo srities dekompozicija, modifikacijose kombinuojamas su
skirtingomis lokaliosios paieskos strategijomis. Pasitlytosios modifikacijos veikia geriau

uz pirminj bei kitus i palyginima jtrauktus Siuolaikinius algoritmus.

Pateiktas teorinis pagrindimas euristiskai apibréztam simplekso isrinkimo kriterijui, nau-
dojamam neseniai sukurtame globaliosios optimizacijos algoritme. Teorinis pagrindimas
gautas, nustacius rysj tarp mineéto euristinio kriterijaus ir pagerinimo tikimybe atitin-
kancios iSraiskos tuo atveju, kai tikslo funkcija modeliuojama simplekse stacionariu

izotropiniu Gausiniu atsitiktiniu lauku.

Istirtas intervalo dalijimo j tris dalis optimalumas viename zingsnyje blogiausiu atveju
Lipsico rézio Pareto frontui paklaidos atzvilgiu. Parodyta, kad intervalo dalijimas i
tris lygias dalis tenkina optimalumo apibrézima. Realizuotas atitinkamas optimalus

algoritmas ir eksperimentiskai pademonstruotas jo veikimas.



1.5. Ginamieji teiginiai

1. P-algoritmas, realizuotas naudojant stacionaria izotropine Gausine stochastine funk-
cija su eksponentine koreliacija, veikia geriausiai optimizuojant jvairias vienmates

ir dvimates tikslo funkcijas.

2. Maksimalaus tikétino pagerinimo algoritmas, realizuotas naudojant stacionaria
izotropine Gausine stochastine funkcija su koreliacija, uztikrinanc¢ia maza svyravimuy

masta, tinka santykinai paprastoms tikslo funkcijoms optimizuoti.

3. Lokalios ir globalios paieskos strategiju derinimas pasiiilytuose hibridiniuose algorit-
muose GB ir Cluster efektyvesnis sunaudotu tikslo funkcijos jvertinimy skai¢iaus
atzvilgiu nei pirminis optimizavimo algoritmas Rect-1, kurj jie iSplecia, kai tikslo

funkcijos sudétingos ir turi daug lokaliyju minimumy.

4. FEuristiskai apibréztas simplekso isrinkimo kriterijus yra asimptotiskai ekvivalentus

pagerinimo tikimybe atitinkanciai iSraiskai.

5. Intervalo dalijimas i tris lygias dalis vieno kintamojo dvikriterinéje LipSico optimi-

zacijoje yra viename zingsnyje optimalus blogiausiu atveju.

2. Statistiniais ir LipSico tikslo funkcijos modeliais

pagrista globalioji optimizacija

Pradzioje aptarsime kertines tolimesniame tekste vartojamas savokas. Globaliosios
optimizacijos uzdavinio formuluotéje f(x) vadinama tikslo funkcija, o A — apibrézimo
sritimi.  Globalusis minimumas zymimas f* = mingeq f(x), o globaliojo minimumo
tasky aibée — X* = {x* : f(x*) = [f*}. Globaliosios optimizacijos algoritmas yra
procediira, generuojanti seka tasky x;,2 = 1,...,n, tokia, kad globaliojo minimumo
f* artinys (geriausia Zinoma reikSmeé) y,, = min,_; _, f(x;) artéja i f*, kai n — oo.
Papildomai algoritmas sugeneruoja ir tam tikro globalaus minimumo tasko x* € X*
artini. Taskai (x;,v;),v: = f(x;),i =1,...,n, vadinami tikslo funkcijos jvertinimais, o X;,

1=1,...,n, — tikslo funkcijos jvertinimo taskais.



2. Statistintats ir LipSico tikslo funkcijos modeliais pagrista globalioji optimizacija

2.1. Statistiniu modeliu pagrista globalioji optimizacija

Kai tikslo funkcijos reiksmiy apskaiciavimas yra brangus, verta investuoti j tinkama
sio proceso planavima. Tokiu atveju pravercia statistinio tikslo funkcijos f(x) modelio
£(x),x € A, naudojimas. Statistinis modelis gali buti interpretuojamas kaip funkcijos

aproksimacija, gauta naudojant jau turimus jos ivertinimus (x;,y;),v: = {(x;) = f(Xi),

1 = 1,...,n, ir apimanti statistiniais terminais iSreiksta salygine reikSmiy prognoze
m(x|£(x;) = yi,t = 1,...,n) dar neistirtuose taskuose x € A, x # x;,i = 1,...,n, bei
prognozeés tikslumo mata s?(x|¢(x;) = y;,i = 1,...,n).

Klasikiniai globaliosios optimizacijos algoritmai, naudojantys statistini modelj, priskiria
kiekybinj jverti kiekvienam taskui x € A, parodanti tinkamuma jame skaiciuoti funkcijos
reikSme. Renkantis nauja taska tikslo funkcijai apskaiciuoti, srityje A maksimizuojama
Sio jvercio reikdme. Sio tipo algoritmy tyrimai rutuliojosi dviem kryptimis. Pirmoji
apima optimalaus Bajeso algoritmo [I4] modifikacijas, tarp kuriu labiausiai ispopuliaréjo

Maksimalaus tikétino pagerinimo algoritmas:

Xpe1 = arg max E(max(&(x) — Yon, 0)|€(x;) = yi,i = 1,...,n); (3)

XEA

¢ia E(-|-) zymi salygini vidurki. Antraja krypti sudaro racionaliy sprendimuy teorijos

kontekste isvesto P-algoritmo modifikacijos. P-algoritmas formuluojamas taip:
Xp41 = arg Max P((x) < yon — €al€(xi) = yini = 1, n); (4)

¢ia y,, yra geriausia surasta reikSme, o €, > 0 - parametry seka.

Bendrosios ir algoritmy israiskos konkretizuojamos, pasirinkus statistinj modelj
¢(x). Klasikiniai statistiniai modeliai, naudoti globaliosios optimizacijos algoritmuose, yra
Gausinés stochastinés funkcijos. Pirmasis literattuiroje zinomas sios klasés modelis — vien-
matis Wiener procesas [12]. Dél skai¢iavimu sudétingumo, susijusio su ivairiu stochastiniy
funkciju naudojimu daugiamaciu atveju, buvo pasitlyti apibendrintieji statistiniai mo-
deliai [23], leidziantys modeliuoti f(x) kaip atsitiktiniu dydziu Seima, bendresne nei
stochastiné funkcija. Siekiant tolimesnio skai¢iavimy supaprastinimo, remiantis pastarojo
tipo modeliais pasitilyti simpleksinéms ir staciakampéms apibrézimo srities dekompozi-
cijoms pritaikyti statistiniai modeliai [24]. 1§ esmés tai kiekviename apibrézimo srities

posrityje apibrézti nepriklausomi statistiniai modeliai, atsizvelgiant i funkcijos reikSmes



posricio virsunése. Perspektyvu toliau tyrineti biitent Siuos modelius ir vystyti jiems
pritaikytus algoritmus, nes jie palankis tiek skai¢iavimu supaprastinimo, tiek teorinio

algoritmuy tyrimo atzvilgiu.

2.2. Lipsico modeliu pagrista globalioji optimizacija

Sakoma, kad funkcija f(x) tenkina Lipsico salyga, jei
|f(x1) = f(x2)| < Lx1 — x|, VX1, %2 € A; (5)

¢ia L yra LipSico konstanta, o || - || zymi Euklidine arba kitokia norma. prielaida
reiskia, kad funkcijos kitimo greitis yra apréztas. Ji supaprastina teorinj algoritmuy tyrima,
be to, yra teisinga daugeliui taikomuju uzdaviniy. Didziausia tokio funkcijos modeliavimo
problema — nezinoma LipSico konstanta, kuri algoritmuose sprendziama naudojant is

anksto fiksuota konstantos reikSme, jos adaptyvu jvertj arba leistiny konstanty aibe.

Vieno kintamojo vieno kriterijaus LipSico optimizacija yra teoriskai nuodugniai iStirta.
Ypac¢ daug démesio skirta algoritmams, optimaliems blogiausiu atveju. Idomu, kad
zinomas geriausias jmanomas algoritmas [7], naudojamas kaip atskaitos taskas algoritmu
efektyvumui matuoti. Sukurta nemazai algoritmuy, tarp kuriy populiariausias Pijavskij-
Shubert algoritmas [16, 22], taip pat ir tokiu, kuriy efektyvumas artimas geriausiam
imanomam. Bituy jdomu apibendrinti teorinés analizés elementus didesnio kriteriju

skaiciaus atvejui.

Daugiamatis atvejis teoriskai tyrinétas maziau, nes daugiamaté analizé gerokai sudétingesneé.
Atitinkami algoritmai arba apibendrina Pijavskij-Shubert algoritma, arba tam tikru budu
interpretuoja Saky ir réziy algoritmine schema, naudodami tiek staciakampius, tiek simp-
leksinius apibrézimo srities posricius. Vienas sékmingiausiu daugiamaciuy Lipsico metodu
yra DIRECT algoritmas [11], kurio vélesni patobulinimai gali biiti sékmingai integruojami

ir statistiniais modeliais gristuose globaliosios optimizacijos algoritmuose.



3. Statistinio modelio pasirinkimas

Siekiant istirti, kaip statistinio modelio pasirinkimas veikia globaliosios optimizacijos
rezultatus, pasitulyta eksperimentiné metodika ir atliktas atitinkamas sistemingas tyrimas
su keletu vienmagciu ir dvimaciy Gausiniy stochastiniy funkciju (zr. [1] ir 2| lenteles) bei
dviem klasikiniais globaliosios optimizacijos algoritmais ir (4). Algoritmai realizuoti
naudojant kiekviena i pateiktu modeliu, taigi gauta 2 x (3 + 6) = 18 algoritmuy versiju.
Sugeneruota po 1000 kiekvieno modelio realizaciju ir jos naudotos kaip tikslo funkcijos.
Optimizavimo eksperimentai atlikti su visomis imanomomis algoritmy ir tikslo funkciju
kombinacijomis, vienmaciu atveju sustojant po N = 35, o dvimac¢iu — po N = 50

funkcijos jvertinimy.

Gautus rezultatus apibendrinal[l] paveikslas. Kiekviena lauzté atitinka algoritmo realizacija
su pasirinktu statistiniu modeliu, nurodytu legendoje. X asyje pazymeéti modeliai, pagal
kuriuos generuotos tikslo funkcijos. Kiekvienas lauztes taskas rodo, koks procentas i§ 1000
optimizacijos eksperimenty pasirinkto ir tikrojo modelio kombinacijai baigési nesékme, t.
y. globalusis minimumas nebuvo surastas. Kuo kreive Zzemesne, tuo algoritmo versijos

rezultatai geresni.

Kaip nurodyta [1] ir [2] lentelése, modeliu Wiener, Fxponential ir Spheric realizacijoms
budingas didelis svyravimy mastas, dél to jie laikomi sudétingais, o likusieji — papras-
tesniais. Remiantis gautais rezultatais, [3| lenteléje pateikta suformuluoty algoritmo ir
modelio pasirinkimo rekomendaciju santrauka, atsizvelgiant i numatoma tikslo funkcijos
sudetinguma,. Rezultatai rodo, kad P-algoritmo, realizuoto naudojant Fxponential modelj,
veikimas geriausias optimizuojant jvairias vienmates ir dvimates tikslo funkcijas. Mak-
simalaus tikétino pagerinimo algoritmas, realizuotas naudojant maza svyravimy masta

uztikrinanc¢ius modelius, tinka santykinai paprastoms tikslo funkcijoms optimizuoti.

4. Statistiniu modeliu grindziama globalioji optimi-
zacija su staciakampiais posriciais
Statistiniais modeliais grindziama globalioji optimizacija pirmiausia skirta brangioms

tikslo funkcijoms optimizuoti, dél to verta ieskoti budu padidinti globaliojo minimumo

aproksimavimo efektyvuma, iSreiskiama tikslo funkcijos jvertinimuy skaiciumi. Tesiant



4. Statistiniu modeliu grindZiama globalioji optimizacija su staciakampiais posriciais

1 lentelé. Vienmaciai atsitiktiniai procesai.

Procesas
Wiener Aprasymas: Gausinis procesas su vidurkiu 0 ir kovariacine funkcija
cov(€(x1),€(x2)) = o2 min(x1,x2), 1, T2 > 0;
Gausiniai prieaugiai &(z + 8) — £(z) ~ N(0, 026)
nepriklausomi nesikertantiems intervalams.
Parametrai: >0
Svyravimy mastas:  Didelis.
Ezponential ~ ApraSymas: Stacionarus Gausinis procesas
su eksponentine koreliacija p(7) = exp (7%) ,7>0.
Parametrai: p,0>0,¢>0
Svyravimu mastas:  Didelis.
Gaussian Aprasymas: Stacionarus Gausinis procesas

su Gausine koreliacija p(7) = exp (— (%)2) ,7>0.
Parametrai: p,0>0,¢>0
Svyravimu mastas:  Labai mazas.

2 lentelé. Dvimaciai stacionariis izotropiniai Gausiniai atsitiktiniai laukai su parametrais
w,o>0,c>0.

Laukas Koreliaciné funkcija Svyravimuy
p(1), >0 mastas

Ezponential  exp (— %) Didelis

: 3 -

Spheric 1—-1.5Z+0.5(Z)" 1j0,15 (%) Didelis

Stable exp (— (%)a), a=1.8 Mazas

Gneiting-2 1+B%)Q - %)ﬁ]l[oyl](%), Mazas
B=~44+2k+05vy=15 k=1

2_ T T T
(1+62+552(22) - DP1p(3),
B=74+2k+05,vy=15 k=2

Gneiting-4 Mazas

Gaussian exp (— (%)2> Labai mazas

3 lentelé. Modelio pasirinkimo rekomendacijy santrauka. Sutrumpinimai:
P — P-algoritmas; MTP — Maksimalaus tikétino pagerinimo algoritmas.

Dimensija Tikslo funkcijos Rekomendacijos

sudétingumas
1 Nezinomas P/MTP + Wiener/Ezponential
Didelis P/MTP + Wiener/Ezponential
Mazas P/MTP + Gaussian
2 Nezinomas P + Exponential /Spheric
MTP + Stable
Didelis P+ Ezponential / Spheric
Mazas P/MTP + Gaussian

MTP + Gneiting-2/ Gneiting-4
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4. Statistiniu modeliu grindZiama globalioji optimizacija su staciakampiais posriciais
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1 pav. Procentas atveju, kai globalusis minimumas nerastas. VirSuje: Rezultatai su
1-maciais modeliais, N = 35. Apacioje: Rezultatai su 2-maciais modeliais, N = 50.
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4. Statistiniu modeliu grindZiama globalioji optimizacija su staciakampiais posriciais

serija darbuy, nagrinéjanciy statistines globaliosios optimizacijos algoritmu konvergavima
[3-6], neseniai sukurtas statistinis globaliosios optimizacijos algoritmas [2], paremtas
staciakampe leistinosios srities dekompozicija (jam priskiriame pavadinima Rect). Pa-
stebeta, kad algoritmas skiria per daug démesio lokaliyju minimumu aplinkos tyrinéjimui
ir del to suletéja globaliojo minimumo paieska. Disertacijoje pasitilyti du Sia problema
sprendziantys algoritmai, kombinuojantys globalios paieskos algoritma Rect su lokaliaja

paieska.

Algoritmas Rect dekomponuoja apibrézimo sritj i hiperstaciakampiy aibe, kuria kiekvie-
name zingsnyje detalizuoja. Tai daroma apskaiciuojant statistinio kriterijaus reiksme
kiekvienam hiperstaciakampiui, iSrenkant viena, kuriam §i reikSmé didziausia, bei pa-
keiciant ji dviem naujais, gautais padalijus pradini hiperstac¢iakampi i dvi lygias dalis.
Disertacijoje nagrinéti keli isrinkimo kriterijaus skai¢iavimo variantai, taciau pagrindu

modifikacijoms pasirinkta algoritmo versija Rect-1, naudojanti $i kriteriju:

R V(R)
N(R) = ; 6
= e~ o+ 90 o
¢ia ¢ — hipersta¢iakampio centras, V' (R) — hiperstac¢iakampio turis, L(c) funkcijos

reikSmiy hiperstaciakampio virsuneése vidurkis, y,, — geriausia zinoma funkcijos reikSme,

v — maziausio hiperstaciakampio dekompozicijoje turis, g(v) — mazéjanti funkcija.

4.1. Modifikacija I: algoritmas GB

Pirmos pasitlytos algoritminés modifikacijos GB pseudokodas pateiktas [I] algoritme.
Pagrindiné idéja panasi i Lipsico optimizacijai pasiulytasias darbuose [15, 17]. Jos
esmé — dvieju algoritmo faziy apibrézimas: standartinés ir globalios, tarp kuriy persi-
jungiama atsizvelgiant j konkrecioje fazéje pasiekta progresa. Fazés pradzioje geriausia
zinoma reikSme y,,, iSsaugoma kintamajame S5, 0 vélesnis progresas ivertinamas jos

atzvilgiu pagal salyga:
Yon S Sbest — 0-01’3best|‘ (7)
Hiperstaciakampé apibrézimo srities dekompozicija zymima raide D, o jos poaibis, i$ kurio

renkami hiperstaciakampiai dalijimui, Zymimas D. Globalioje fazéje aibei D priklauso

dalis didziausiu hiperstaciakampiy, taip ribojant mazesniuju dalijima, o standartinéje
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4. Statistiniu modeliu grindZiama globalioji optimizacija su staciakampiais posriciais

fazéje nagrinéjami ir mazesnieji hipersta¢iakampiai. Hiperstaciakampiy isrinkimo ir
dalijimo budas sutampa su naudojamu Rect-1 algoritme, taciau kai patenkinta (7)) salyga,

padalijama 2¢ geriausiam taskui artimiausiy hiperstaciakampiu.

1 algoritmas. GB algoritmo pseudokodas.

1: Inicializacija.
2: phase < STANDARD.
3: while nepatenkinta sustojimo salyga do

4: Isrinkti ir padalinti hiperstac¢iakampi(-ius).
5: if phase = STANDARD then > STANDARD fazés pradzia.
6: if salyga patenkinta then
T Uzfiksuoti fazés pradzios rekordine reikSme: Spest < Yon-
8: else if v < Vg then
9: phase + GLOBAL.
10: Uzfiksuoti fazés pradzios rekordine reikSme: Spest <— Yon-
11: D+ {R€D:V(R) > varge}-
12: Inicializuoti GLOBAL fazés iteracijy skaitliuka: 405 < 0.
13: end if
14: else > GLOBAL fazés pradzia.
15: if salyga patenkinta then
16: phase < STANDARD.
17: Uzfiksuoti fazés pradzios rekordine reikSme: Spest <— Yon-
18: D+« {ReD:V(R) > vpest}-
19: else
20: Lglob < tglob 1+ 1.
21: if igi0p MOd iperiog = 0 then > Atlikti vieng SECURITY iteracija.
22: D+ {R€D:V(R) > Upest}.
23: Isrinkti ir padalinti hiperstaciakampi(-ius).
24: if salyga patenkinta then
25: phase <+ STANDARD.
26: Uzfiksuoti fazés pradzios rekordine reikSme: Spest < Yon-
27: D+ {ReD:V(R) > vpest}-
28: else
29: D+ {R€D:V(R)> viarge}-
30: end if
31: end if
32: end if
33: end if

34: end while

13



4. Statistiniu modeliu grindZiama globalioji optimizacija su staciakampiais posriciais

4.2. Modifikacija II: algoritmas Cluster

Antros algoritminés modifikacijos Cluster pseudokodas pateiktas [2| algoritme. Algoritmu
Rect-1 atliekama globalioji paieska, kol sugeneruojamas ganétinai mazas hiperstac¢iakam-
pis. Tuomet hierarchiniu klasterizavimo algoritmu sudaromi hiperstaciakampiu klasteriai,
is kuriy lokaliosios paieskos algoritmu apdorojamas tas, kuriame aptikta geriausia tiks-
lo funkcijos reiksme. Istirtas regionas pasalinimas i$ tolimesneés globaliosios paieskos.
Procesas kartojamas, kol patenkinama sustojimo salyga. Jei sustojimo salyga patenkina-
ma anksciau nei sugeneruojamas ganétinai mazas hiperstaciakampis, algoritmo Cluster

veikimas identiskas algoritmo Rect-1 veikimui.

2 algoritmas. Cluster algoritmo pseudokodas.

1: Apskaic¢iuoti f(x) reikdmes hiperstaciakampio A = [0,1]¢, n + 24, D « {A}
virsunese.
while nepatenkinta sustojimo salyga do
Nustatyti geriausia hiperstaciakampi: R* <— maxgep N(R).
Pakeisti R* € D dviem naujais, gautais padalijus R*.
Padidinti n nauju funkcijos jvertinimy skai¢iumi.
if v < Usmall(d) then
Klasterizuoti dekompozicijai D priklausancius hiperstaciakampius.
Ivykdyti lokalia paieska klasteryje, kuriam priklauso geriausia tikslo funkcijos
reikSme.
9: Pasalinti dalj hiperstaciakampiy iS tolimesnés paieskos.
10: end if
11: end while

4.3. Eksperimentai

Pasitilytieji algoritmai eksperimentiskai palyginti su pradiniu algoritmu Rect-1 bei dviem
kitais siuolaikiniais optimizavimo algoritmais: DIRECT [I1] ir DIRECTI [8, 9], siekiant
nustatyti ju tinkamuma sudétingiems globaliosios optimizacijos uzdaviniams spresti.
Taikyta eksperimentiné metodika, artima darbams [I5] [17]. Naudotos 6 GKLS testiniu
funkciju generatoriaus [1I, [10] klasés is [17], turin¢ios po 100 funkciju. Algoritmai buvo

stabdomi sugeneravus taska x; = (z1,...,%4q),? = 1,...,n, tenkinanti salyga

|a:ij—:v;‘»]§\d/Z|bj—aj|,j:1,...,d; (8)
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4 lentelé. Maksimalus funkcijos jvertinimy skaic¢ius GKLS klaséms: max;—; 100 -

Klasé Rect-1 GB Cluster DIRECT DIRECTI

1 2121 449 463 1159 2318
2 9833 1401 1130 3201 3414
3 12595 5626 5582 12507 13309
4 46024 8355 7589 > 105(4) 20233
5 131341 41210 26394 > 105(4) 118744
6 416556 47597 44272 > 105(4) 287857

5 lentelé. Vidutinis funkcijos jvertinimy skaic¢ius GKLS klaséms: max;—; 100 -

Klasé Rect-1 GB Cluster DIRECT DIRECTI
1 342.70 218.08 248.71 198.89 292.79
2 1485.15  607.75 662.33 1063.78 1267.07
3 3958.98  2759.15 3200.74 1117.70 1785.73
4 8027.53 3765.39 4364.15 >42322.65 4858.93
5 19181.31 13176.30 10660.82 >47282.89 18983.55
6 39642.24 18097.49 16953.56 >95708.25 68754.02

s .. o d . o ..
¢ia x* = (xf,...,z}) — globalaus minimumo taskas, A = [['_,[a;, b;] — apibrézimo sritis,

o A — tikslumo parametras. Leista atlikti ne daugiau kaip 10° tikslo funkcijos jvertinimuy.

ir [o| lentelése kiekvienai funkciju klasei pateiktas funkcijos jvertinimuy skaicius, kurio
prireiké blogiausiu atveju ir vidutiniSkai, kol buvo patenkinta sustojimo salyga .
Rezultatai rodo, kad modifikacijos GB ir Cluster eikvoja maziau tikslo funkcijos jvertinimy
nei pradinis algoritmas Rect-1, sprendziant sudétingus optimizavimo uzdavinius. Siai

uzdaviniy klasei Cluster algoritmo veikimas blogiausiu atveju yra geriausias.

5. Globaliojo optimizavimo su simpleksiniais posriciais

asimptotikos tyrimas

Plétojant simpleksinio statistinio optimizavimo teorija, siekiama uztikrinti neseniai su-

kurto globaliosios optimizacijos algoritmo [5] teorini pagristuma. Minétas algoritmas

15



5. Globaliojo optimizavimo su simpleksiniais posric¢iais asimptotikos tyrimas

naudoja euristini paprastai apskai¢iuojama simplekso isrinkimo kriteriju:

V(S
SR 4 ) — (9)
d+1 Z] 175 — Yon

¢ia V' (S;) — simplekso S; turis, z = (21, 22, . . ., 2411) — tikslo funkcijos reikmes simplekso
vir§unese, 0 Yo, < min;—y__,y; yra siekiama reiksmeé (n + 1)-ame algoritmo zingsnyje.
Siekta $j kriteriju teoriskai pagristi, susiejant ji su tikimybe, kad simplekso viduje bus

rasta geresneé tikslo funkcijos reiksmeé uz jau zinomas.

Uzdavinys formuluotas kaip dvieju kriteriju ekvivalentumo irodymas tuo atveju, kai
nagrinéjamas simpleksas taisyklingas ir jo krastinés ilgis 6 — 0. Tarkime, kad tikslo
funkcijos modelis yra stacionarus izotropinis Gausinis atsitiktinis laukas £(x), x € A C R,
su vidurkiu p, dispersija o2 ir koreliacine funkcija p(7) = exp(—c7?). Be to, lauko
realizacijos reikSmés zinomos simplekso virginése x;, ¢ = 1,...,d + 1: £(x;) = 2.

Pazymékime simplekso svorio centra a. Tuomet pagerinimo tikimybe atitinka Sis kriterijus:

s(@)
m<57 Z) - yon’

p(d) = (10)
¢ia m(6,z) ir s(9) zymi, atitinkamai, atsitiktinio lauko salygini vidurki ir dispersija taske
a. Taisyklingajam simpleksui apskaiciuota (9 kriteriju pazymeékime n(§). Siekiama

parodyti, kad n(d) ir p(d) kriterijai ekvivalentus, kai § — 0.

5.1 teorema. Galioja sis sqrysis:

5(8) = o¢o ) \/g +o(5?). (11)

(d + 1)(’2 — Yon

5.2 iSvada. Kai d = 2, galioja sis astmptotinis ekvivalentumo sqrysis:

p(6) ~ ——oen(d). (12)
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Irodant teorema, iSvestos Sios asimptotines atsitiktinio lauko charakteristikos:

dt1
. 1
a0 = L d 1) = iy D (a0 + o). (13)
s*(ala;,&(a;),i=1,...,d+ 1) Ad 4 ,
= _2(d+1)25 +0(6%), kai 6 — 0. (14)

isvada iSreiskia ieskoma ekvivalentumo sarysj dvimaciu atveju ir pagrindzia euristinio
kriterijaus (9 apibrézima. Be to, auksStesnés dimensijos atveju [5.1] teorema pateikia supa-

prastinta pagerinimo tikimybés atitikmenij, kurj galima naudoti naujuose algoritmuose.

6. Optimalus algoritmas LipSico modeliu grindzia-
mai vienmatei dvikriterinei optimizacijai
Pastaraisiais metais sukurta keletas sekmingu vieno kriterijaus LipSico optimizavimo
metoduy su staciakampiais leistinosios srities posri¢iais, kuriuose hiperstaciakampiai da-
lijami i tris lygias dalis [I3], I8H2T]. Siekiant teorinio tokio dalijimo budo pagrindimo,

jis nagrinéjamas optimalumo pozitiriu, pradedant nuo santykinai paprasto vienmacio

dvikriterinio uzdavinio:

[fi(w) = fe(O)] < Lifu =tk =1,2, (15)
Yu,t € [C(]j,JZj+1],L = <L17L2>T,Lk >0,k=1,2.

Toliau bus naudojami Sie zZymeéjimai:

i) =y, folt) = 21, (@) = yi, o) = 20 = J, j + 1,

(16)

0y = |y — yjml, 02 = |zj — zj1], (17)
1 7

(19)

U = {f(:) : funkcija f(-) tenkina salyga ir f(z;) = (vi, 2),0 = 7,7 + 1}

Intervalui [ry, ra], 71 < ro, tokiam, kad [r1,72] C [z, x;41], kai zinomos reiksmeés f(x;), f(x;41),
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apatinio LipSico rézio Pareto frontui paklaida lygi

— ro =1y, jeiry—1r <,

A((r1,re, g, i), (f(25), f(@541))) = C X . . (20)
B, priesingu atveju,
oy o
dia B = B((z5, 2y1), (F(&3), F(2331))) = (231 — 25) — min (L—y L—) @
1 2

Nagrinéjamas intervalo [ry,73], z; < 1 < ry < z,44, dalijimas i tris dalis taskais
a,b € (ry,r3),a@ < b. Viename zingsnyje blogiausiu atveju optimaliy dalijimo tasky

pasirinkimo uzdavinys formuluojamas taip:

(&7 b) = arg H;lbn A*((aa b7 1,72, 2y, xj+1)7 (f(xj)7 f(xj-f—l)))) (22)
¢ia A*(-) = max max {
fl)ew

A((ry,a,2;,), (f(25), £(0)),
A((a,b, x5, wj41), (f (%)), f(2551))),
A((b, 12, a,3541), (f(a), f(241)))
}- (23)

Sia formuluote reikia suprasti taip, kad esant blogiausioms imanomoms kriterijy reiksméms
dalijimo taskuose, a ir b minimizuoja didziausia i$ trims subintervalams apskaiciuoty

paklaiduy.

6.1 teorema. Tequ x; <13 <71y < xjyy ir B = [((xj,xj41), (f(x)), f(xj11))) apibréita
formule. uzdavinio sprendinys yra: 1) a =y + 5(ro — 1), b=r + 2(roy — 1),
jei 5(ro —r1) < B, ir 2) bet kokie a € (ry, r9),b € (11, 19), priesingu atveju. Tuomet A*(-)

lygu %(rz — 1) pirmuoju atveju ir C B — antruoju.

[6.1] teorema teigia, kad intervalo dalijimas i tris lygias dalis yra optimalus. Tai pagrindzia
analogiskos dalijimo schemos naudojima literatiiroje zinomuose LipSico optimizacijos
algoritmuose. Disertacijoje pateikta teoriné analizé jgalina realizuoti optimaly vieno
kintamojo dvikriterinés optimizacijos algoritma, kuris pasalina dominuojamus intervalus

is tolimesnés paieskos ir efektyviai paskirsto tikslo funkciju ivertinimo taskus apibrézimo
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7. Rezultatai ir i§vados

srityje. Pateiktos teorijos apibendrinimas aukstesnei dimensijai gali buti naudingas

tolimesniems adaptyviuyju diagonaliniy algoritmy tyrimams.

7. Rezultatai ir iSvados

Disertacijoje suformuluotos statistinio modelio pasirinkimo i§ Gausiniy stochastiniy
funkciju klasés rekomendacijos, remiantis pasitilyta eksperimentine metodika. Pasitlyta

rinktis stochastine funkcija atsizvelgiant i numatoma tikslo funkcijos sudétinguma.

Globaliosios optimizacijos algoritmas, paremtas staciakampe apibrézimo srities dekompo-
zicija, buvo realizuotas keletu budy ir eksperimentiskai palygintas su kitais Siuolaikiniais
algoritmais. Pasitlytos dvi euristinés Sio algoritmo modifikacijos, derinancios globalia
ir lokalia paieskos strategijas. Pirmoji modifikacija, algoritmas GB, pakaitomis vykdo
iSreisktinai apibréztas globalia ir lokalia paieskos fazes, atsizvelgdamas i dabartinéje fazéje
pasiekta pageréjima. Antroji modifikacija, algoritmas Cluster, naudoja klasterizavimo

procediira gerai iStirtiems regionams identifikuoti.

Irodytas asimptotinis dvieju statistiniy simplekso isrinkimo kriteriju, naudojamu globa-

liosios optimizacijos algoritmuose, ekvivalentumas.

Apibréztas viename zingsnyje blogiausiu atveju optimalaus intervalo dalijimo i tris dalis
vieno kintamojo dvikriterinéje LipSico optimizacijoje uzdavinys. Optimalumo salyga
formuluota naudojant LipsSico rézio Pareto frontui paklaidos savoka. Irodyta, kad opti-
malumo salyga tenkina intervalo dalijimas i tris lygias dalis. Realizuotas atitinkamas

optimalus algoritmas.

I5 atlikty tyrimu galima daryti tokias iSvadas:

1. Eksperimenty rezultatai rodo, kad P-algoritmas, realizuotas naudojant stacionaria
izotropine Gausine stochastine funkcija su eksponentine koreliacija, veikia geriausiai
optimizuojant jvairias vienmates ir dvimates tikslo funkcijas. Dél to Sia algoritmo
versija rekomenduojama naudoti, kai tikslo funkcijos sudétingumas néra is anksto
zinomas. Paprastos tikslo funkcijos gali buiti sékmingai optimizuojamos Maksimalaus
tikétino pagerinimo algoritmu, realizuotu naudojant stacionaria izotropine Gausine

stochastine funkcija su koreliacija, uztikrinancia maza svyravimuy masta.
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7. Rezultatai ir isvados

2. Pasitilytos dvi euristinés globalios paieskos spartinimo strategijos, skatinanc¢ios globa-
liosios paieskos algoritma Rect-1 neeikvoti tikslo funkcijos jvertinimuy neperspektyviuy
lokaliyjy minimumy aplinkos tyrinéjimui. Pasiulytosioms modifikacijoms prirei-
kia maziau tikslo funkcijos jvertinimy nei pradiniam algoritmui, optimizuojant
sudétingas daugiaekstremalias tikslo funkcijas. Tokiems uzdaviniams blogiausiu

atveju geriausias Cluster algoritmo veikimas.

3. Du simplekso isrinkimo kriterijai, naudojami simpleksiniais statistiniais modeliais
besiremianciuose globaliosios optimizacijos algoritmuose, susieti asimptotiniu ekviva-
lentumo sarysiu, mazéjant simplekso dydziui. Pirmojo kriterijaus israiska paprasta,
taciau euristiné. Antrasis kriterijus yra pagerinimo tikimybés analogas, tac¢iau jo
iSraiska sudeétinga. Naturalu, kad paprastesné israiska pranaSesné, taciau ji teoriskai
nepagrista. Parodytas ekvivalentumo sarysis suteikia tritkstama teorinj paprastosios
israiSkos pagrindima dvimaciu atveju. Be to, gauta supaprastina antrojo kriteri-
jaus israiska aukstesnés dimensijos atveju, kuri galéty buti naudojama naujuose

optimizacijos algoritmuose.

4. Intervalo dalijimas i tris lygias dalis vieno kintamojo dvikriterin¢je LipSico optimi-
zacijoje yra viename zingsnyje blogiausiu atveju optimalus. Optimalumo salyga
formuluojama naudojant LipsSico rézio Pareto frontui apibrézimo srities intervale
paklaidos savoka. Sis optimalus dalijimo budas pagrindzia analogiska dalijimo buda
dvieju kintamujy dvikriterinéje LipSico optimizacijoje. Pateiktas tyrimas leidzia pa-
salinti dominuojamus regionus i$ tolimesnés paieskos ir dél to efektyviai paskirstyti
funkciju ivertinimo taskus apibrézimo srityje. Pateiktos analizés apibendrinimas
aukstesnei dimensijai galéty buti naudingas tiriant adaptyviuosius diagonalinius

algoritmus.
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10. Summary

Research Context

A broad range of applications depends on selecting a collection of certain decision variables
corresponding to the best value of some quantifiable objective, e. g. the price of production
items. This thesis considers the problem of finding an alternative that is the best globally,

formulated as the global optimization problem:

min f(x), (24)
where f(x) is a non-convex objective function defined over the feasible region A = {x €
R?:a; < x; < b;,i =1,...,d}. Usually the problem is approached by numerical

algorithms, as the analytical solutions are known only in exceptional cases.

There are situations when a single objective does not completely define the choice of
the decision vector as several conflicting goals are involved. The problem statement is
generalized to a set of objectives f(x),..., fk(x), k > 2, x € A:

min(f1(x),. .., fe(x)). (25)

XEA

A solution to is represented by a set of vectors, complying with the concept of Pareto
optimality. It means that resulting vectors of objectives cannot be improved in terms of
one objective without sacrificing some other objective. Approximating the Pareto set is a

difficult problem, generally approached by numerical algorithms.

This thesis considers algorithms that use statistical and Lipschitz objective function
models to solve the problems and in a rather common engineering situation
where the objective function is available as a black-boz. A statistical objective function
model is useful when the objective function is expensive to evaluate. After some function
evaluations have already been obtained, the statistical model can be viewed as a predictor
of function values with an associated uncertainty measure at locations yet unexplored.
Based on the model, an optimization algorithm assesses the suitability of a new point
x € A for becoming the next trial point. On the other hand, Lipschitz optimization
methods rely on a key assumption that the rate of change of the objective function is

bounded. Functions satisfying this assumption are said to comply with the Lipschitz
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10. Summary

model. Although the theoretical investigation of algorithms in this class is relatively
simple, the main problem of the model is the generally unknown Lipschitz constant, i. e.

the rate of change bound.

Relevance of the Study

The choice of a specific statistical model in global optimization algorithms should be
based on the a priori available information about the problem, as well as computational
complexity considerations. Therefore a systematic investigation of the impact that
different models have on the optimization results of objectives with various characteristics

would be useful.

Optimization methods using statistical objective function models primarily target expen-
sive problems, therefore the number of trials has to be reduced as much as possible. The
approximation of the global minimum by a recent global optimization algorithm in this
class is decelerated by the presence of other local minimizers. Ways of preventing the

algorithm from excessively exploring their vicinity are needed to save resources.

A simplicial statistical model was used in a recent global optimization algorithm with
an established convergence rate. The algorithm operates by selecting a simplex to be
partitioned at each iteration, based on a relatively simple heuristic criterion. A theoretical
justification of this criterion could be established by mathematically linking it to the

probability of finding a better function value inside the considered simplex.

Recently single-objective Lipschitz optimization algorithms based on adaptive diagonal
partitions proved successful. These methods apply a trisection procedure to divide hyper-
rectangles. Moreover, the same trisection procedure was used in bivariate bi-objective
Lipschitz optimization. A theoretically interesting task is to demonstrate the optimality
of the trisection procedure in question, starting from a relatively simple case of the
univariate bi-objective Lipschitz optimization. Although, in general, the applicability of
optimal algorithms is narrow, they can be used as benchmarks for comparison; moreover,

some of their properties might be shared by other practically applicable algorithms.
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Objectives of the Thesis

The present thesis aims at efficient and theoretically justified search for optimal solutions.
Analysis of theoretical properties, as well as heuristic extensions in single-objective global
optimization using statistical models are provided. Furthermore, the worst-case optimality

in the univariate bi-objective Lipschitz optimization is investigated.

The objectives of the study are:

1. Investigate the effect of the assumed statistical model on the performance of global

optimization algorithms.

2. Increase the global minimum approximation efficiency in terms of the number
of function evaluations of a recent global optimization algorithm, relying on a

hyper-rectangular decomposition-adjusted statistical objective function model.

3. Theoretically support the definition of a simplicial global optimization algorithm,

using properties of a simplicial statistical model.

4. Investigate the worst-case optimality in univariate bi-objective Lipschitz optimiza-

tion.

Scientific Novelty and Results

An experimental methodology was proposed aimed at a systematic assessment of the
impact that the selected statistical objective function model has on the optimization of
objective functions with various characteristics. Guidelines for the model selection were
formulated based on the experimental results with a number of 1- and 2-dimensional

Gaussian stochastic functions considered as statistical models.

Two heuristic extensions for a recent statistical global search algorithm relying on a hyper-
rectangular decomposition of the feasible region were proposed, attempting to reduce
the number of trials required solving difficult optimization problems. The suggested
modifications combine global and local search techniques and are experimentally shown to

perform better than the original and other contemporary algorithms under consideration.
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Theoretical support for using a heuristic simplex selection criterion in a recent simplicial
global optimization algorithm was provided. This was achieved by linking the criterion to
the probability of improvement-related expression, when a stationary isotropic Gaussian

random field, defined over a simplex, is used as a statistical objective function model.

The one-step worst-case optimal trisection of an interval in univariate bi-objective Lipschitz
optimization was investigated with respect to the tolerance of the Lipschitz bound for the
Pareto front. It was theoretically shown that trisection of an interval into three equal parts
satisfies the considered definition of optimality. A corresponding optimal bi-objective

optimization algorithm was implemented and its performance was demonstrated.

Statements to Be Defended

1. The P-algorithm, constructed assuming a stationary isotropic Gaussian stochastic
function with an exponential correlation, performs the best for a variety of univariate

and bivariate objective functions.

2. The Maximum expected improvement algorithm, constructed assuming a stationary
isotropic Gaussian stochastic function with a correlation structure ensuring low
short-range variability, is appropriate to use for optimizing relatively simple objective

functions.

3. Balancing the local and global search strategies in proposed hybrid algorithms GB
and Cluster consumes fewer function evaluations compared to the original global
optimization algorithm Rect-1 that they extend, when difficult multi-modal global

optimization problems are optimized.

4. A heuristically defined simplex selection criterion is asymptotically equivalent to a

probability of improvement-related expression.

5. The trisection of an interval into three equal parts in the univariate bi-objective

Lipschitz optimization is one-step worst-case optimal.
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