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1 Izanga

Disertacijoje nagrinéjamas diferencialinis Sturmo ir Liuvilio uzdavinys su integraline
nelokaligja krastine salyga ir jo diskretusis analogas. Tokiy uzdaviniy spektro strukturos
tyrimas svarbus nagrinéjant diferencialiniy ir diskrec¢iyjy uzdaviniy sprendinio egzistavima ir
vienatj, baigtiniy skirtumy schemy stabilumo tyrimui, pagristi iteracinius metodus tokiems
uzdaviniams. Spektro strukturos tyrimas taip pat labai svarbus kaip atskiras uzdavinys.
Disertacijoje pateikiami rezultatai praplecia ir papildo iki Siol kity mokslininky gautus re-
zultatus, tiriant panasiy uzdaviniy spektro struktura ir spektro strukturos priklausomybe
nuo nelokaliyjy salygy parametry.

Disertacijoje istirta Sturmo ir Liuvilio uzdavinio su viena klasikine salyga kairiajame
kraste ir kita nelokaligja integraline (daugiataske) krastine salyga, priklausancia nuo triju

parametry, spektro struktura ir jo priklausomybé nuo siy parametry.

2 Disertacijos moksliné problema ir tyrimo objektas

Disertacijos pagrindinis tyrimy objektas yra Sturmo ir Liuvilio uzdavinys su viena kla-
sikine Dirichlé tipo krastine salyga ir kita nelokaligja integraline krastine salyga, kai integ-
ruojama intervale [£;&] C [0;1]. Disertacijos moksliné problema yra istirti sio uzdavinio
spektro struktura ir jo priklausomybe nuo nelokaliosios integralinés krastinés salygos inte-
gravimo réziy (nelokaliosios integralinés krastinés salygos parametro £ arba & = (£;,&)) ir

parametro . Taip pat tiriama diskre¢iojo Sturmo ir Liuvilio uzdavinio spektro struktira.

3 Pagrindiniai uzdaviniai

1. Sturmo ir Liuvilio uZdavinys su nelokaligja integraline krastine salyga,
priklausancia nuo trijy parametry. Pirmajame disertacijos skyriuje nagrinéja-
mas diferencialinis Sturmo ir Liuvilio uzdavinys, kai integraliné krastiné salyga yra
u(l) =~ fgf u(t) dt, cia v, &, & — integralinés krastinés salygos parametrai. Pagrin-
diniai skyriaus uzdaviniai:

o istirti charakteristinés funkcijos nuliy, poliy ir pastoviyjy tikriniy reiksmiy taskus;
o atlikti kokybinj spektriniy kreiviy tyrima;

e istirti kritinius taskus ir jy trajektorijas;



o iStirti spektrines kreives bifurkacijos taky aplinkoje.

2. Sturmo ir Liuvilio uzdavinys su nelokaligja integraline krastine salyga, pri-
klausancéia nuo dviejy parametry. Antrajame skyriuje nagrinéjami Sturmo ir
Liuvilio uzdavinio su integraline krastine salyga tam tikri ribiniai atvejai. Pagrindi-
niai Sio skyriaus uzdaviniai:

o istirti kompleksinés spektro dalies strukturg ir priklausomybe nuo integralineés
krastinés salygos parametry v ir &, kai integraliné salyga yra viena is trijy tipy:

1 1 1-¢ .

u(l) =7 fg u(t) dt, u(l) =~ fg u(t) dt, u(1) = v fg u(t) dt;

o istirti spektrines kreives bifurkacijos tasky aplinkoje.

3. Diskretusis Sturmo ir Liuvilio uzdavinys. Tre¢iajame skyriuje nagrinéjamas
diskretusis Sturmo ir Liuvilio uzdavinys, atitinkantis pirmajame disertacijos skyriuje
nagrinéta diferencialinj uzdavinj. Integraliné salyga aproksimuojama pagal trapecijy

formule. Pagrindiniai Sio skyriaus uzdaviniai:

rasti diskreciojo uzdavinio charakteristine funkcija, jos nulius, polius ir pastoviag-

sias tikrines reiksSmes;

e istirti spektriniy kreiviy savybes;

o nustatyti spektro strukturos priklausomybe nuo tinklo tasky skaic¢iaus ir neloka-
liosios integralinés krastinés salygos parametry;

» nustatyti spektro strukturg ir spektriniy kreiviy elgseng ypatingy tasky aplinkoje.

4. Diskre¢iojo Sturmo ir Liuvilio uZdavinio tam tikri atvejai. Ketvirtajame
skyriuje nagrinéjamas diskretusis Sturmo ir Liuvilio uzdavinys, atitinkantis antrajame
skyriuje nagrinétus diferencialinius uzdavinius. Integraliné salyga aproksimuojama
dviem budais: trapecijy arba Simpsono formule. Pagrindiniai Sio skyriaus uzdaviniai
sutampa su treciojo skyriaus uzdaviniais. Papildomas uzdavinys: istirti priklausomybe

nuo nelokaliosios salygos aproksimavimo budo.

4 Tyrimy metodika

Tiriant diferencialinj ir diskretyjj Sturmo ir Liuvilio uzdavinius, buvo naudojamas cha-

rakteristinés funkcijos metodas [/, Stikonas and Stikoniené 2009]. Sio uzdavinio spektro



savybés priklauso nuo charakteristinés funkcijos, nuliy, poliy, pastoviyjy tikriniy reiksmiy
tasky ir kritiniy tasky pasiskirstymo. Tiek realiosios, tiek kompleksinés spektro dalies tyri-
mas buvo papildomas skaitiniais eksperimentais, kuriy rezultatai pateikiami charakteristiniy
funkciju grafikais, spektriniy kreiviy grafikais ir trajektorijomis parametru (&1;&;) fazinéje

erdvéje ir bifurkacijy diagramomis.

5 Moksliniai rezultatai

Disertacijoje istirta diferencialinio ir diskreciojo Sturmo ir Liuvilio uzdaviniy su viena
klasikine salyga kairiajame kraste ir kita nelokaligja integraline krastine salyga, priklausan-
¢ia nuo trijy arba dviejy parametry, spektro struktura. [rodyti teiginiai apie charakteristinés
funkcijos savybes. Darbe nagrinétos spektriniy kreiviy savybés ir siy kreiviy bifurkacijos.

Toliau siame skyriuje aprasyti disertacijoje gauti rezultatai. Santraukoje teoremy ir lemy

numeracija atitinka numeracija, pateikta disertacijoje.

5.1 Diferencialinis Sturmo ir Liuvilio uzdavinys su nelokaligja

integraline krastine sglyga
Pirmajame disertacijos skyriuje nagrinéjamas Sturmo ir Liuvilio uzdavinys
—u" =Xy, te(0;1), (1)
A € C, := C su viena klasikine salyga
u(0) = 0 (2)
ir kita nelokaliaja integraline krastine salyga
&2
()= [ ult) Q
&1
o parametrai v € R, £ € S¢ = {(£1,&): 0 < & < & < 1}. Siame disertacijos skyriuje
atlikta charakteristinés funkcijos nuliy, poliy ir pastoviyjy tikriniy reiksmiy klasifikacija
ir istirtos Siy tasky egzistavimo salygos. Taip pat istirti charakteristinés funkcijos kritiniai

taskai, nustatyta juy eilé ir skaitiskai rastos siy kritiniy tasky trajektorijos fazinéje parametry

€ = (&, &) erdvéje Sg.
Pazymékime C,:= {g =z +w € C: z =0,y > 0 arbax > 0}. Tada atvaizdis A =
Mq) := (7q)? yra bijekcija i§ C, i C, [1, Stikonas and Stikoniené 2009]. Kintamasis ¢ € C,

3



yra patogus tiriant Sturmo ir Liuvilio uzdavinio spektra, nes tikriniy funkcijy pavidalas yra
uy(t) = sin(wqt)/(rq). Taskas A = 0 yra funkcijos A = (mwq)? pirmosios eilés Sakojimosi
taskas. Realigsias tikrines reiksmes atitinka C, poaibis R, = R UR] U ]Rg, cia R = {q €
Cq:x=0,y >0}, RI:={qeCy:2>0,y=0}, R):= {qg =0}

Ivesime dvi sveikasias funkcijas, susijusias su nelokaliaja krastine salyga (3):

Z(z) = Sin;;”), Pe(z) := 2P (2) F3(2), (4)
P¢(2) == sin(mz(& 4 £)/2)/(w2),  Pi(z) == sin(nz(& — &)/2)/ (n2). (5)

Siy funkcijy nuliai yra svarbiis tiriant uzdavinio (1)—(3) spektro struktiira. Funkcijos Z(q),
q € C,, nuliai sutampa su nuliais klasikiniu atveju, kai v = 0. Funkcijos Z(z) visi nuliai
2z = k € N := {1,2,...} yra paprasti ir teigiami. Visos pastoviosios tikrinés reikSmeés
A = (mq)?, kurios nepriklauso nuo krastinés salygos (3) parametro 7, randamos i$ lygciy
sistemos

Z(q) =0, Pelg) =0
Sios sistemos sprendinius vadinsime pastoviyjy tikriniy reiksmiy taskais. Pastoviyjy tikriniy
reikSmiy tasky aibe zZymesime C arba C¢. Srityje C, visi funkeiju PZ, Pg nuliai taip pat
yra paprasti ir teigiami. Taigi funkcijos P nuliai gali buti pirmosios arba antrosios eilés.

Meromorfinés funkcijos
Z(2)
Ve(2) = g
Pe(2)

siaurinj aibéje C, vadiname Sturmo ir Liuvilio uzdavinio (1)—(3) kompleksine charakteristine

z € C, (6)

funkcija. Visos nepastoviosios tikrinés reiksmés, kurios priklauso nuo v, ir ju taskai randami
tiriant kompleksine-realiaja (C-R) charakteristing funkcija v = v(q), ¢ € C, [1, Stikonas and
Stikoniené 2009]. C-R charakteristiné funkcija yra meromorfinés funkcijos 7. siaurinys aibéje
N7 = {q € C;: Im7.(¢q) = 0}. Realioji charakteristiné funkcija yra C-R charakteristinés
funkcijos siaurinys aib¢je Ry, kurioje C-R charakteristiné funkcija jgyja realigsias reiksmes.
N () Zymime tuos N7 taskus, kuriuose v.(q) = . C-R charakteristinés funkcijos v-taskai,
kurie yra pastarosios lygties sprendiniai, vadinami spektriniais taskais, ir zinodami juos,
pasinaudodami atvaizdZiu A = \(¢) = (7q)?, galime rasti tikrines reikSmes. Spektro taskai
priklauso aibei N' = U,erN (7) U C, kuri yra vadinama spektrine sritimi. Jeigu ¢ € N7 ir
7.(q) # 0 (g néra charakteristinés funkcijos kritinis taskas), tai N () parametro v atzvilgiu
tasko ¢ aplinkoje yra glodi parametriné kreivé N': R — C,, ir galima nurodyti tikrineés

reiksmeés tasko judéjimo Sia kreive kryptj, kai parametro v reiksmeé kinta (didéja). Jei
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v = 0, tai tikriniy reik$miy taskai yra ¢ = 2 = k € N. Siuo atveju kreivées NV(y) numeracija
galima susieti su klasikiniu atveju Ny (0) = k € N. Kiekvienam pastoviosios tikrinés reikSmes
taskui ¢; = j apibréziame N; = {¢;}, t.y. kreive N; yra sudaryta tik i§ vieno tasko. Kreives
N, k € N, yra vadinamos spektrinémis kreivémis. Kiekviena spektriné kreivé apibréziama
visoms v € R reikSméms. Kai v — +oo, spektriné kreive N () artéja prie poliy arba
prie tasko ¢ = oco. Todél spektriniy kreiviy tyrimui labai svarbu zinoti charakteristinés
funkcijos nulius, polius ir pastoviyjy tikriniy reiksmiy taskus. Sturmo ir Liuvilio uzdavinio
(1)—(3) tam tikri atvejai, kai parametrai & ir & yra fiksuoti, taip pat buvo pradéti tirti
S. Mikalauskaités magistro darbe [I]. Taciau Siame jos darbe nebuvo atlikta kokybinio

spektriniy kreiviy tyrimo.

Charakteristinés funkcijos nuliai, poliai ir pastoviyjuy tikriniy reiksmiy taskai

Pazymékime dviejy naturiniy skai¢iy (pvz.: n ir m) didziausiag bendra daliklj dbd(n, m)
ir £ =& /&, & =& +&, &&= & —&. Srityje C, visi funkcijy Z, P}, P€2 nuliai yra pirmosios
eilés, realus ir teigiami (ziuréti (5)):

2=k eN, p,i:&k,keN, pi:gk,keN. (7)

Tarkime, §iy tasky aibés yra Z, ?g, ?g. Aibe Z = Z/ + Zg + 2512 apraso visus funkcijos
P¢ nulius, cia Zél = ?51 AN Z£12 ir Zg = Eg ~ Z€12 yra pirmosios eilés ir Z£12 = Eg N Eg
antrosios eilés nuliy Seimos.

Jeigu & € Q, i = 1,2, tada sakysime, kad & = m;/n;, m;,n; € N. Tokios taisyklés
laikysimeés ir dydziui £ = & /& € Q: € =m/n, m,n € N. Kai &,& € Q, tada tariame, kad

m =minNg, N = MaN1, Ny = N_ = N1N2, My = MM + ming, TM_ = MMy — M1N9.

Pastaba. Jeigu £ € Q, tada &,& € Q arba &,& € Q. Jeigu € € Q, tada & ¢ Q arba
§2 ¢ Q, arba &,& € Q.

1.7 teorema. Jeigu { = &1 /& & Q, tai funkcijos Pe(z) antrosios eilés nuliai neegzistuoja,

ty. 2612 = @. Jeigu £ = m/n € Q, tada aibés Z£12 taskai yra:
pi2 = 2n/(Exdy)k = 2m/(E1d)k, k€N, dy = dbd(n —m,n + m). (8)

Apibrézkime aibes: charakteristines funkcijos poliy aibe P := 7351 + 7352 + P2, cia 7351 =
Zgl ~ Z ir 77£2 = Zg . Z yra pirmosios eilés poliy aibés, o antrosios eilés poliai priklauso
aibei sz = Zgl2 \ Z. Pastoviyjy tikriniy reikimiy tasky aibé yra G := Cg - Cg + G2, dia

Cg = Zél nz, Cg = Zg nZz, C£12 = 612 N Z. Reikia pazyméti, kad aibés C£12 taskuose

5



charakteristiné funkcija turi pirmosios eilés polius. Charakteristinés funkcijos nuliy aibé yra
Ze = Z N G.

Jeigu £ = m/n € Q, &,&% € Q, tai &y, & ¢ Q. Tada pastoviosios tikrinés reikSmeés
neegzistuoja (G = @), taciau egzistuoja pirmosios ir antrosios eilés poliai, priklausantys
aibéms 73517 7362 ir PA2) o poliai p;, p?, pi?, k € N, randami remiantis formulémis (7)—(8).

Jeigu € € Q, tai bent vienas arba abu skaiciai £, , £ yra iracionalus. Jeigu Sie skaiciai

yra iracionalus (£, € Qir £ ¢ Q), tai abi aibés Pﬁl ir Pg néra tuscios, taciau Pgu =G =0.

1.8 teorema. Jeigu & = my/ny € Q, ny = nyng, my = mony + myne, tai Cél #+ &, ir

pastoviyjy tikriniy reiksmiy taskai, priklausantys siai aibei, yra:
c :p}mr/dlk = Zon, jark = 2n4/dik, k € N, dy = dbd(2ns,my). 9)

1.10 teorema. Jeigu & = m_/n_ € Q, n_ = ning, m_ = mgny — myng, tai pastoviyjy

tikriniy reik§miy taskai, priklausantys aibei CZ, yra:
ci = pznf/dzk = Zon_jdok = 2n_/dok, k €N, dy = dbd(2n_,m_). (10)

Jeigu tenkinama salyga & +& # 2/1, 1 <l €N, tada B> = @, ¢ = @ ir (}* = @. Kitu
atveju B = @. Aibé P€2 = &, kai & =2/m, 2 <m €N, nes p} = ¢f. Aibés (G}, G2 R?)
yra tuscios, jei parametrai tenkina salyga & + & # 2/1. Jei §i salyga netenkinama, 7352 =J.

Jeigu & = my/ny, & = ma/ny € Q, tai visoms & reikSmems G/? # @. Taip pat jeigu

Ny =MNo =n ir my +my =n, tadan:@irPg:@.

1.12 teorema. Jeigu §; = 21 € Q ir & = 12 € Q, tada uZdavinio (1)~(3) charakteristinés
funkcijos poliai, priklausantys aibéms 7351 + P€12 + Cﬁl +C22, 7752 + 73512 + Cg +C22, P€12 +C22,
skaiciuojami pagal formules:

2ningk 2ningk 2ninsk

1 1702 2 1762 12 1702

. ’ p2 = : R e L k € N.
k my k m_ k dbd(m_, m+)

1.13 teorema. Jeigu & = 7 € Q ir & = 72 € Q, tada uZdavinio (1)=(3) pastoviujy
tikriniy reiksmiy taskai ci ir ¢ yra skaicivojami pagal formules:

) 2ninqk 9 2ninqk

_ R N
ET Dbd@nn,my)) * T dbd@ng,m)’ <

Cc

1.14 teorema. Jeigu & = 7+ € Q ir & = 72 € Q, tai uZdavinio (1)-(3) pastoviyjy tikriniy

reiksmiy taskai, priklausantys aibei C1?, skaiciuojami pagal formule:

ke N.

C12 _ 2711712]{3
o dbd(2ne, my,m_)’
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5.1 pav.: (a) pirmosios eilés kompleksinio kritinio tasko trajektorija fazinéje erdvéje,

C = (0.39893,0.73649...); (b)—(c) spektrinés kreivés pirmosios eilés kompleksinio kritinio tasko C
aplinkoje

Kritiniai taskai

Jeigu taske b € C galioja salyga 7.(b) = 0, tai taskas b yra vadinamas funkcijos 7.
kritiniu tasku, o reikSmeé ~.(b) kritine reiksme. Spektrinés kreives susikerta“ tik kritiniuose
taskuose ¢ = b ir paskui kei¢ia judéjimo krypti pasukdamos i desine (taikoma ,desinés
rankos“taisykle). Jei funkcija 7. taske b € C, tenkina salygas v.(b) = 0,...,7%(b) = 0,

fyékﬂ)(b) # 0, taskas b vadinamas k-osios eilés kritiniu tasku. Siame taske spektriné kreive

T

pasuka } desing kampu 7.

Kritinio tasko indeksas sudarytas iS spektriniy kreiviy, susikertanciy tame taske ir ne-
sanciy pastoviuju tikriniy reiksmiy taskais, indeksy. Kompleksinio (pirmosios eilés) kritinio
tasko indeksas sudarytas is j jj jeinanciy spektriniy kreiviy indeksy ir pirmasis indeksas vi-
sada mazesnis. Jeigu kritinis taskas yra realusis, tai kairysis indeksas sutampa su spektrinés
kreives, kuri apibrézta mazesnémis realiosiomis A reikSmeémis, numeriu, o deSinysis — dides-
némis reikSmémis. Likusius indeksus jterpiame didéjimo tvarka tarp kairiojo ir deSiniojo
(ziureti 5.1(b)-5.4(b) pav.).

Pirmosios eilés kritiniai taskai gali buti dviejuy tipy: realieji ir kompleksiniai. Pirmosios

eilés realusis kritinis taskas b € C,, b* € R, randamas iSsprendus lygtj (fiksuotiems &; ir &)
7' (b;€) =0.

Taskas ¢ = 0 yra pirmosios eilés kritinis taskas srityje C,, bet del sakojimosi savybés A =0

néra kritinis plokstumoje C,. Pirmosios eilés kompleksinis kritinis taskas b = x 41y € C,,
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5.2 pav.: (a) antrosios eilés kritinio tasko trajektorija fazinéje erdveje, C' = (0.35266,0.85601...);
(b)—(c) spektrinés kreivés antrosios eilés kritinio tasko C' aplinkoje
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5.3 pav.: (a) antrosios eilés kritinio tagko trajektorija fazinéje erdvéje, C = (0.11625,0.616239...),
A = (0.11625,0.616238...), B = (0.11625,0.616240...), C; = (0.15454...,0.64970...),
Cy = (0.07331...,0.57495...); (b)—(c) spektrinés kreivés antrosios eilés kritinio tasko C' aplinkoje

b ¢ R, yra lygciy sistemos
Imy(b;§) =0,  Rey'(b:;§) =0,  Im~'(b;§) =

sprendinys. Darbe surasta tokio tipo kritinio tasko trajektorija fazinéje erdvéje S¢ (zitiréti
5.1(a) pav.). Spektrinés kreiveés srityje C,, kai £ = C' = (0.39893,0.73649...), pateiktos
5.1(b) pav. Tasky Sios trajektorijos aplinkoje spektriniy kreiviy vaizdas yra skirtingas (ziu-
réti 5.1(a) ir 5.1(c) pav., taskai A ir B). 5.1(b) pav. taskai bys, bs¢ ir bg7 yra pirmosios
eilés realieji, o b5 7, by — kompleksiniai kritiniai taskai. Bifurkacijos taskuose kritinio tasko

indeksas gali keistis (ziuréti 5.1(c) pav.).
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5.4 pav.: (a) antrosios eilés kritinio tasko ir pirmosios eilés kompleksinio kritinio tasko trajektoriju susi-
kirtimas fazinéje erdvéje; (b) trediosios eilés kritinis taskas C; = (0.17122...,0.83250...); (c) bifurkacijos
diagrama treciosios eilés kritinio tasko aplinkoje

Diferencialiniam uzdaviniui (1)—(3) egzistuoja antrosios eilés kritiniai taskai, kurie yra

teigiami ir gali buti randami kaip lygéiy sistemos
V(b:€) =0,  "(b:;6)=0

sprendiniai. Antrosios eilés kritiniy tasky trajektorijos fazinéje erdvéje pavaizduotos 5.2(a) ir
5.3(a) pav. Spektrinés kreivés, kai taskas C' priklauso trajektorijai fazinéje erdvéje, pateiktos
5.2(b) ir 5.3(b) pav. Jei taskas nepriklauso Sioms trajektorijoms, tai spektriniy kreiviy
elgesys kokybiskai panasus: vienu atveju vietoje antrosios eilés kritinio tasko atsiranda du
pirmosios eilés kritiniai taskai, kitu atveju antrosios eilés kritinis taskas iSnyksta (ziuréti
5.2(c) ir 5.3(c) pav.). Taip pat i§ 5.3(a) pav. galima pastebeti, kad trukis, kuris buvo
kompleksinio kritinio tasko trajektorijoje (nuo tasko C; iki Cs), yra antrosios eilés kritinio
tasko trajektorijos fazinéje erdvéje dalis. Skaitiniai eksperimentai rodo, kad tokie trukiai
atsiranda tik tada, kai & + & 1 (ziureti 5.1(a) pav., 5.3(a) pav., 5.4(a) pav.). Taskai C}

ir Oy atitinka treciosios eilés kritinius taskus, kurie yra teigiami ir randami is sistemos

Y(b:€) =0,  A'(b;€) =0, "(b;¢)=0.

Spektrinés kreivés Siame taske pateiktos 5.4(b) pav., o 5.4(c) pav. pateikta bifurkacijos
diagrama to tasko aplinkoje. Antrosios eilés kritiniy tasky trajektorija fazinéje erdvéje
S¢ treciosios eilés kritiniuose taskuose keicia kryptj, t.y. trecCiosios eilés kritiniai taskai
yra antrosios eilés kritinio tasko trajektorijos mazgai. Skaitiniai eksperimentai rodo, kad
treciosios eilés kritiniai taskai neegzistuoja, kai & + & g 1.

Disertacijoje istirtos spektrinés kreivés tasko ¢ = 0 aplinkoje. Charakteristinés funkcijos



v(q) Teiloro eiluté taske ¢ = 0 yra

_ 2 _2_53_532 4
v(q) = g o-g ¢ +O(q). (11)

Daugiklis prie ¢* visada neigiamas. Taske ¢ = 0 spektriné kreivée A statmenai pasuka j

desing. Todél ¢ = 0 yra pirmosios eilés kritinis taskas srityje C, ir A = 0 néra kritinis taskas

kompleksinéje plokstumoje Cy, nes A = 0 yra atvaizdzio A = A(¢) Sakojimosi taskas.

5.2 Sturmo ir Liuvilio uzdavinys su integraline nelokaligja
krastine salyga (atskirieji atvejai)

Antrajame skyriuje nagrinétas Sturmo ir Liuvilio uzdavinys (1)-(2) su viena klasikine

salyga ir kita integraline nelokaligja krastine salyga, priklausancia nuo dviejy parametry:

u(t) dt  (Atvejis 1), (124)

u(t) dt  (Atvejis 2), (125)

/
J

¢ia parametrai v € R ir £ € [0, 1]. Sis uzdavinys atitinka ribinius pirmojo skyriaus atvejus,
kurie nebuvo jame tirti. Taip pat istirtas uzdavinys, kai Dirichlé salyga kairiajame kraste

(2) pakei¢iama Noimano salyga
u'(0) = 0. (13)

Tokius uzdavinius vadiname Atvejis 1’ ir Atvejis 2'.

Pastaba (Klasikinis atvejis). Kai uzdavinyje (1), (2), (121) ir (1), (13), (121) v = 0 arba
¢ = 1, arba uzdavinyje (1), (2), (12) ir (1), (13), (125) v = 0 arba & = 0, gauname klasikinj

uzdavinj, kurio tikrinés reiksmes ir tikrinés funkcijos yra gerai zinomos:

Mo = (k7)%, ug(t) = sin(knt), k€N, (144 )
Me = (k—1/2)?7%  wug(t) = cos((k —1/2)7t), ke N. (141, o)

2.3 lema. Tikriné reiksmé A = 0 egzistuoja tada ir tik tada, kai




Kai kuriems suformuluotiems uzdaviniams pastoviosios tikrinés reikSmeés jau buvo istir-
tos straipsniuose [2, 3, Peciulyte ir kiti 2005, 2008]. Visos pastoviosios tikrinés reikSmeés
egzistuoja tik racionalioms parametro £ = m/n € (0,1), m,n € N, reikSméms. Nepastovio-

sios tikrinés reiksmés, priklausancios nuo v, yra randamos kaip charakteristinés funkcijos

(g) = g sin(mq) B g sin(mq) (16,)
P cos(gmq) — cos(mq)  2sin((L+ §)mq/2)sin((L - E)mq/2) 1
mqsin(mq) mqsin(mq)
= = 16
1) 1 —cos(émq)  2sin?(Emq/2)’ (162)
7q cos(mq) 7q cos(mq)
= = , ]_6 /
19 = Girg) — sin(€ng) ~ 2cos((1 T Oma/2)sin((1 — E)ma/?) (16v)
7q cos(mq)
= 169
’Y(q) sin(&rq) ( 2 )
v taskai. Pazymékime N, =1,3,5,..., N, =2,4,6,... ir N, = {nk : k € N}.
2.4 lema. Funkcijos Z nuliai yra pirmosios eilés ir teigiami:
2=k, ke N, (1712)
2k = (k — 1/2), k € N. (171/72/)

2.5 lema. UZdavinio (1), (2), (125) taskai pi*> = 2k/&, k € N, yra funkcijos P; antrosios
eilés nuliai (funkcijos Pe pirmosios eilés nuliy siame uZdavinyje néra). Kitiems uZdaviniams

turime vieng arba dvi funkcijos Pe pirmosios eilés nuliy seimas:

2k 21
pllc = m, ke N, ia pl2 = 1—_5, l e N, (181)
20k — 1/2) _ 2
L2 H 2.=—"_ leN 181/
P 1+§ ) €N7 m b 1_57 c Iy, (81)
k
Py = 3 keN. (18y)

Jeigu & &€ Q, tai pastoviyjy tikriniy reiksmiy néra, o taskai pi* yra uidavinio (1), (2),
(125) antrosios eilés poliai (py, k € 1, p?,l € N yra charakteristinés funkcijos pirmosios eilés

poliai).

2.6 lema. Jeigu & € Q, tada taskai ¢; = j € N,,, kain —m € N, arba q¢; = j € Ny, kai
n—m € N, yra uzdavinio (1), (2), (12,) charakteristinés funkcijos pirmosios eilés poliai
ir pastoviyjy tikriniy reiksmiy taskai. Kitu atveju funkcijos Pe nuliai yra charakteristinés

funkcijos antros eilés poliai.

Uzdavinio (1), (2), (12,) taskai pi? = k/m, k € Ny, yra antrosios eilés poliai, iSskyrus

atvejus, kai k € N,,,,,, m € N, ir k € Ny,,,,, m € N,. Tokie taskai yra pirmosios eilés poliai
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pastoviyjy tikriniy reiksmiy taskuose. Jeigu m = 1 arba m = 2, tai antrosios eilés poliy

nera.

2.7 lema. Tarkime ¢ € Q, (n—m)/dbd(n+m,n—m) € Ng, n,m € N, tada uzdavinio (1),
(13), (124) pirmosios Seimos taskai p;, = 2n(k —1/2)/(n+m), k € N, sutampa su antrosios

Seimos taskais p? = 2nl/(n —m), | € N, taskuose:

12 _o nom .y - teN 19
P ”(%an+mm—m)+° [(n—m), €% (19)
cia (ko,lo) yra bet kuris lygties

n—m n-+m n—m

b = =0, k€N
dbd(n+mn—m)"  dbdn+mn—m) 2-dbdntmn—m) o FLE

sprendinys, toks, kad —m <lp <0.

2.9 lema. Tarkime, £ = m/n € Q, ir (n —m)/dbd(2n,n +m) € N, n,m € N,, tada
uzdavinio (1), (13), (12,) pirmosios Seimos taskai p; = 2n(k — 1/2)/(n + m), k € N,

sutampa su nuliais zp =1 — 1/2, | € N, pastoviyjy tikriniy reiksmiy taskuose

ont 1
n ~ 2, teN, (20)

1
.y
Gt hd@nntm) 2

cia (ko,lo) yra bet kuris lygties

2” n —I.— m n—m
= k— —0, kleN
dbd(2n,n+m)  dbd(2n,n + m) 2. dbd(2n,n +m) 0, kleN,
sprendinys, toks, kad —m <lp—1/2<0.

2.10 lema. Tarkime, £ = m/n € Q, ir (n — m)/dbd(2n,n — m) € N, n,m € N,, tada
uzdavinio (1), (13), (121) antrosios Seimos taskai p; = 2k/(n —m), k € N, sutampa su

taskais zy =1 —1/2, 1 € N, pastoviyjy tikriniy reiksmiy taskuose

2nt 1
i te N 21
ot dbd(2n,n —m) 2’ € (21)

2 _
c; =1

cia (ko,lo) yra bet kuris lygties

2n n—m n—m

- k= =0, k1l
dbd(2n,n —m) dbd(2n,n —m) 2 - dbd(2n,n — m) 0, e N,
sprendinys, toks, kad —m <lp—1/2<0.

Uzdaviniams (1), (2), (12;) ir (1), (13), (12;) egzistuoja tik realiosios tikrinés reiksmes
(2,3, Peciulyte ir kit 2005, 2008]. Realioji charakteristiné funkcija visuose intervaluose

(o, B) yra mazéjanti, ¢ia v ir 3 yra pirmosios eilés poliai. Taigi, jeigu poliai p; ir p? didéjant
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parametro & reiksSmei juda link nulio zg, tai charakteristinés funkcijos grafiko dalis, esanti
intervale (p?,p;), tampa vertikalia tiese, t.y. gauname pastoviosios tikrineés reikSmes taska
cf? = pi = p? = z,. Parametro ¢ reiksmei didéjant, poliai apsikeicia vietomis pastoviosios
tikrinés reiksmeés taske, kuris taip pat yra pirmosios eilés polius.

Uzdaviniui (1), (2), (122) egzistuoja dviejy tipu bifurkacijos taskai. Kai dvi spektrinés
kreivés susijungia pirmosios eilés kompleksiniame kritiniame taske, gauname pirmojo tipo
bifurkacijos taska &.. Antrojo tipo bifurkacijos taskas &, gaunamas, kai polius, nulis ir
realusis pirmosios eilés kritinis taskas sutampa, t.y. gauname pastoviagja tikrine reiksme ir
kilpos tipo spektrinés kreivés dalis kompleksinéje plokstumoje isnyksta.

Uzdavinio (1), (13), (125) pirmojo tipo bifurkacijos taske dvi spektrinés kreiveés kil-
pos susijungia antrosios eilés realiajame kritiniame taske, o antrojo tipo bifurkacijos taske
susitraukia spektriniy kreiviy suformuota kilpa, kurios viduje yra polius ir nulis. Kilpai
susitraukus, kritinis taskas sutampa su pastoviosios tikrinés reiksmeés tasku. Didéjant pa-

rametro & reiksmei vél atsidanda nulis ir polius.

Sturmo ir Liuvilio uZdavinys su integraline krastine salyga, kai integruojama

simetriniame intervale

Taip pat antrajame skyriuje nagrinéjamas Sturmo ir Liuvilio uzdavinys (1)—(2) su klasi-

kine salyga kairiajame taske ir kita nelokaliaja integraline krastine salyga, kai 0 < £ < 1/2:

1-¢
w(l) = ~ / u(t) dt. (22)
3
Pastoviosios tikrinés reikSmes randamos kaip lygties ir lygciy sistemos sprendiniai:

. cos(52) = 0,
sin(?q) = 0; ? (23)

sin(%) = 0.
Pirmosios sistemos sprendiniai nepriklauso nuo parametro &, todél tokias pastovigsias tikri-

nes reikSmes vadinsime pirmojo tipo. Antrojo tipo pastoviosios tikrinés reikSmés priklauso

nuo ¢ ir jos randamos i$ antrosios lygciy sistemos (ziuréti (23)).

2.11 lema. Pirmojo tipo pastoviosios tikrinés reikimés yra A\, = (wci)?, ¢} = 2k, k € N.

Antrojo tipo pastoviosios tikrinés reiksmeés egzistuoja tik tada, kai & = = € Q, m € N,,

n €N, n/2 € N,, dbd(n/2,m) = 1, ir Sios pastoviosios tikrinés reiksmés yra A\, = (wci)?,

G ="102k+1), keN.
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Nepastoviosios tikrinés reikSmeés randamos kaip charakteristinés funkcijos

 mqcos(mq/2)
D = g1 = 29)/2)

~ taskai. Funkcijos Z(¢) nuliai yra pirmosios eilés ir jie yra lygus z; = 21—1,1 € N. Funkcijos

(24)

pe(q) nuliai taip pat yra pirmosios eilés ir teigiami:

2k
p=——  k . 2

2.12 lema. Tarkime, £ = m/n € Q, tada taskai p;, | = dggf%t, t € N sutampa su
pirmojo tipo pastoviyjy tikriniy reiksmiy taskais ci. Jeigu m € N,, n € N, n/2 € N,,
dbd(n/2,m) = 1, tada p}, | = %(225 + 1), t € N, yra antrojo tipo pastoviyjy tikriniy

reiksmiy taskai. Kitu atveju taskai p} yra charakteristinés funkcijos pirmosios eilés poliai.

Sio uzdavinio atveju taip pat buvo rasti dviejy tipy bifurkacijos tagkai: polius, nulis ir du
pirmosios eilés kritiniai taskai sutampa pastoviosios tikrinés reiksmés taske; dvi spektriniy

kreiviy kilpos susijungia antrosios eilés kritiniame taske.

5.3 Diskretusis Sturmo ir Liuvilio uzdavinys

Intervale [0, 1] jvedame tolyguji tinkla @" = {t; = jh,j = 0,n; nh = 1}, n € N, ir
N := (0,n) NN, N* := NU {0,n}. Taip pat darome prielaida, kad & ir & sutampa su
tinklo taskais, t.y. & = mih = my/n, & = meh = my/n, m € Sg ={(my,mq): 0 <my <
my < n,mi,my € N'}. Taip pat jtraukiame zyméjima, kad & = m/n = (mi/n, my/n).
Pazyméekime € = §1/6 = mi/ma, & = &+ & = my/n, & = & — & = m_/n, da
My (= my + Mg, M_ 1= My — M.

Diferencialiniam (1)—(3) uzdaviniui galime uzrasyti ji atitinkancig skirtumine lygciy sis-

tema
Ui_1—2U;,+U; .
Jj—1 h2] Jj+1 + )\U] =0, j € Nh, (26)
Uml + Um mo—1
UO = 07 Un = 7[X[§17€2}7 U] - 7h<T2 + Z Uk)? (27)
k=mi1+1
Cia

U, V] = Z U;Vs,
=0

)
0, kait; <&, arbat; > &,
Xerealg = Xlenel () = { %, kai t; =&, arba t; = &, t; €W, (28)
h, kai 51 < tj < 527
\
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£L,6 € ir & < &, by, & = tym, = mih, b= t,, = meh, my, my € N*. Formulé (27) yra

integralo | 512 u(t) dt aproksimacija trapecijy formule.

3.1 lema. Teqult € W". Tada yra teisingos Sios lygybés:

Z(b—a)t _yzh

[X[a,b}a ezzt] _ hezz(a+b)/2 sin 5 g > (29)
b— b h

[X[a,p]; cOs(2t)] = hsin A 5 @) cos A ;CL)tg_l%, (30)
b— b h

[X[a4]; sin(zt)] = hsin i 5 %) sin A ;a)tg_l%. (31)

Pazymékime C):= R~ U{0}UR! U{n}URI UCI*UC] ", ¢iaRl:= {g = 2: 0 <z < n},
h= o — o ht o [, : ht o [, :
R :={q=w:y>0}, Re":={g=n+w:y >0}, CiT:={qg=v+w: 0 <z <n,y >0},
h— . . . .. o o o .
Cim={q=2+w: 0<z <n,y <0} Neigiamas tikrines reikSmes atitinka ¢ = 1y,y > 0,
teigiamas i§ intervalo (0;4/h?) atitinka ¢ = = € (0;n), teigiamas i§ intervalo (4/h?%; +00)

atitinka ¢ = n + 1wy, y > 0. Atvaizdis
A= N'(q) := ;5 sin®(mqh/2) (32)

yra bijekcija i§ Cy := C j CI, o tagkai A = 0 (¢ = 0) ir A = 4/h* (¢ = n) yra atvaizdzio \"(q)
pirmos eilés Sakojimosi taskai. Taip pat naudosime bijekcija w = A'(w) = (1 — (w —
w™1)/2) tarp aibiy C, ir C! := {w € C : Jw| < 1,w # 0}, kad galétume istirti funkcijas
A = oo aplinkoje. Taskai w = +£1 atitinka atvaizdzio sakojimosi taskus, o w = 0 atitinka
A =00 (¢ = 00).

Pasinaudodami formule (32), lygti (26) galime perrasyti kita forma

Uji1 — 2cos(nrqh)U; +U;-y =0,  j €N, (33)
¢ia ¢ = x 41y € C}. Uzdavinio (33) bendrasis sprendinys yra:

U = C;sin(mqt;) + Cy cos(mqt;), kai ¢ # 0,n;
U= Citj + Oy, kai g =0;
U= C(—1)t; + Cy(—1), kai ¢ = n. (34)

Krastinei salygai Uy = 0 gauname, kad Cy = 0, todél tikriniy funkcijy pavidalas yra: V' = t;,
kai ¢ = 0; V = (=1)t;, kai ¢ = n, V = sin(ngt;), kai ¢ # 0,n. IraSe Siuos sprendinius j
nelokaligja krastine salyga, gauname, kad uzdavinio (26)—(27) tikriné reiksmé A = 0 (¢ = 0)

—2n . Tikriné reikime A\ = 4/h? (¢ = n) egzistuoja
2 1

egzistuoja tada ir tik tada, kai v =
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tada ir tik tada, kai:

oo, kaims—m; €N,
2 2(—1)n-m2
= —N, Ny =
/y 07 0 1 _ (_1)’”’127’!?’7,1

e = +1, kaimgs—mq €N,, n—my € N,

—1, kaims—mq €N,, n—my €N,.

Papildomai jvedame funkcija Z"(2) := Z(z)- tg(w2h/2), o funkcijos Z(2), Pg(2), P¢(2)
ir Pg(z) apibréztos formulémis (4) ir (5), kai nagrinéjome diferencialinj uzdavinj. Funkcijy
Z(q), Z"(q), q € C!, nuliai sutampa su tikriniy reikSmiy taskais klasikiniu atveju (y = 0).

Diskreciojo Sturmo ir Liuvilio uzdavinio tikrines reikémes galima rasti naudojant lygties

ZMq) = vPe(q) (35)

sprendinius srityje C ir iSraiSka (32). Diskreciajam Sturmo ir Liuvilio uzdaviniui (26)—(27)

pastoviyjy tikriniy reikSmiy taskai randami kaip lygé¢iy sistemos
Z(q) =0, Pelg) =0, qe(0,n),

sprendiniai. Pastoviyjy tikriniy reikimiy tasky aibe Zymime C arba C¢. Taskai ¢ ¢ N"
tokie, kad Z"(q) # 0, bet Pe(q) = 0, vadinami poliais. Lygti (35) atitinka kompleksine
meromorfiné funkcija \

Ye(2) = 1235—22'2))’ z € C. (36)
Aibéje N7 := {q € (CZ: Imv.(q) = 0} i$ kompleksinés charakteristinés funkcijos gauname
C-R charakteristine funkcija

B sin(mq) 2 -
v(q) = cos(mErg) — cos(nEad) . te(mah/2). (37)

Egzistuoja riba

. 2 00, M2 7& n;
Y(o0) = lim y(q) = +Ni, N1 =
g—o0 h
1, mo = M.

Visi funkeijy Z, Pﬁl, Pg intervale (0, +00) nuliai yra paprasti, realus ir teigiami:
2z =k eN, pi:&k,keN, pizé%k,kEN. (38)

Siy nuliy aibes Zymésime Z, P!, P?. Apibrézkime Z := Z N (0,n), 251 = PN (0,n],

§§2 := P2N (0, n). Poliai ir pastoviyjy tikriniy reiksmiy taskai gali buti rasti pagal formules

pllf = 2nk/m+> pi = 2nk/m—7 plqu = an/dbd(m-i-?m—)?

c;, = 2nk/dbd(2n,m,), c; = 2nk/dbd(2n,m_), c¢;* = 2n/dbd(2n, m,m_),
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ir Sie taskai atitinkamai priklauso aibéms: 7751 +77€12 —l—Cg +C22, 7752 +77£12 —l—C',S2 +C2, P£12 +Ci2,
Cgl +CL2, Cg +C22, C€12. Jeigu aibé néra tuséia, visi Siy aibiy taskai turi pavidala ¢, = ok,
ke N:={k € Nk = 1... knax}, €18 kmax = |[n/q1]| poliams ir kpax = [(n — 1)/q1]
pastoviosioms tikrinéms reiksméms, o > 1ir ¢; (q1 = pi, p?, pi?, cf, &, cl?).

Kai my + my = n, tai pastoviosios tikrinés reikSmes nepriklauso nuo nelokaliosios integ-
ralinés krastinés salygos parametry (ci = 2).

Disertacijoje istirtos spektrinés kreives tasky ¢ = 0, ¢ = n ir ¢ = oo aplinkoje.

Taskas q = 0. Charakteristinés funkcijos y(q) Teiloro eiluté taske ¢ = 0 yra

2n? 1
V(Q) - 3 5+ 2 2

1 —9p2 2 2y 2 4
e g =y (L 27 i mia + Ol (39)

Antrasis narys visada neigiamas. Taske ¢ = 0 spektriné kreive N; statmenai pasuka }
desing. Todél ¢ = 0 yra pirmosios eiles kritinis taskas srityje CZ ir A = 0 néra kritinis taskas
kompleksinéje plokstumoje C,.

Taskas q = n. Jeim_ = my—my € N, tada ¢ = n polius, kuris yra antrosios eilés, bet
deél Sakojimosi savybés A = 4/h? yra pirmosios eilés polius plokstumoje C,. Jei m_ € N,,

tai y(n) = 2N/h? |N| = 1, ir charakteristines funkcijos y(q) Teiloro eilute taske ¢ = n yra

N [1+2n?
() =28 = 5 (S o)) - P
N (6n*+10n*—1 !
242 ( 15 = (my +mp)+
(34 d) = 20 = Do ) ) (g =) 4 O =) (a0
Jei yra tenkinama salyga
mj +mi = (1+2n%)/3, (41)

taskas ¢ = n yra treciosios eilés kritinis taskas srityje CZ, o A = 4/h?* pirmosios eilés
kritinis taskas plokstumoje C,. Jei salyga (41) néra tenkinama, srityje (CZ taskas ¢ = n
yra pirmosios eilés kritinis taskas, o kompleksinéje plokstumoje Cy taskas A = 4/h? néra
kritinis.

Tasko g = oo aplinka. Pasinaudojant Oilerio formule lygti (37) galima perrasyti kita
forma:

evmd _ o—g 1— eﬂqh 2

’Y(C]) - emqgl + 6—mq§1 _ emq{z _ e—mqé"z ’ 1 + 67rqh ) ﬁ (42)
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Tada lygti (42) galima perrasyti kintamojo w atzvilgiu

(w) wh—w " 1—w 2
w) = . p—
7 w4 T — ™2 —w ™2 14w h
-n 1 — 2n 1— 2
_w (1 - w)(1 - w) 2 "
w™m2 (1 — wmetm — qmemm 4 q2m2) (1 4+ w) h
kai w € Ch.
3.4 lema. Tasko w = 0 aplinkoje yra teisinga
() =~ 2 (14 O(w) (44)
w) = C— w)).
7 wnTm2 |

Taskas w = 0 ¢ C" yra izoliuotas ypatingasis taskas. Jei my = n, tai lim,,_,0v(w) = 2/h
ir taskas w = 0 yra pasalinamas ypatingasis taskas. Tokiu atveju ta pati realioji spektriné
kreive jeina j taska w = 0 ir iSeina is Sio tasko. Jei my < n — 1, taskas w = 0 yra polius,
o skirtumas n — ms nusako poliaus eile (ziureti lygti (44)). Kai n — my = 1, tai viena
realioji (N7 C (—1,0)) spektriné kreive artéja i taska w = 0 ir viena realioji (NV,,—1 C (0,1))
tolsta nuo tasko w = 0, kai v — £o00. Visos spektrinés kreives, iSskyrus pastovigsias tikrines
reikSmes, artéja prie poliaus ir tolsta nuo poliaus. Skaicius n., = n—msy apibreézia spektriniy

kreiviy skaiciy tasko ¢ = oo aplinkoje.

3.5 lema. Galioja sqrysis n, + ne + 1 =mq, c¢ia n, poliy skaicius (iskaitant ir poliy eile),

0 Nee Yyra pastoviyjy tikriniy reiksmiy skaicius.

3.6 lema. Kritiniy tasky (iskaitant ir jy eile) skaicius srityje CI' yra ne, = noe +ne +ngp —
1, ¢ia ng, yra antrosios eilés poliy skaicius, n. yra grynai kompleksiniy spektriniy kreiviy

skaicius tarp dviejy kritiniy tasky.

3.7 lema. Jei my = n (nepriklausomai nuo my reik§més) kompleksinés tikrinés reiksmés
neegzistuoja. Siuo atveju taskas ¢ = oo yra pasalinamasis ypatingasis taskas (ta pati spekt-
riné kreivé jeina j §j taskq ir iseina is Sio tasko). Siuo atveju taip pat egzistuoja horizontali

asimptoté y(co) = lim, o 7(q) = 2/h.

5.4 Diskretusis Sturmo ir Liuvilio uzdavinys (tam tikri atvejai)

Integraliné krastiné salyga aproksimuojama pagal trapecijy formule. Daro-
me prielaida, kad & sutampa su tinklo tagku, t.y. € = mh = m/n, m = 0,n, K := dbd(n, m)
ir N:=n/K, M :=m/K bei £ = M/N.

18



Tada diferencialinius uzdavinius (1)—(2), (121) ir (1)—(2), (125) atitinka skirtuminés lyg-

¢iy sistemos (26)—(27), kai mg = n, my = m (Atvejis 1) ir mg = m, my = 0 (Atvejis 2):

n—1
Up=0, U,= w&% + ) Uk); (451)
k=m+1
m—1
Up=0, U,= vh<w +y Uk>. (45,)
k=

Tikriné reiksmeé A = 0 yra tada ir tik tada, kai v = ﬁ ((26), (451) uzdavinio atveju)
iry = 5% ((26), (455) uzdavinio atveju). Uzdaviniui (26), (45,) tikrin¢ reiksme A = 4/h?

egzistuoja tada ir tik tada, kai v = % . ﬁ (n—m € N,), ir (26), (455) v = % (3(1_)3,3:

(m € N,). Pastoviujuy tikriniy reiksmiy taskai yra:

¢k = 2Nk, N— M € N, ¢t =Nk, N—McN,, (461)

¢y = 2Nk, M € N,, ¢ = Nk, M € N,, (465)

¢ia k € N toks, kad ¢, € (0,n). Visi nepastoviyjy tikriniy reikSmiy taskai randami kaip
C-R charakteristinés funkcijos v taskai srityje C(’;.

4.1 lema. Kai 0 < m <[ < n, diskreciojo uZdavinio

Uiy — 2U; + U, R
-1 h; L LNU; =0, j=T,n—1, (47)
-1
Un+U,
k=m+1

charakteristiné funkcija yra

sin(mwghn) wqh
V= -tg
cos(mghm) — cos(mwqhl)

(49)

Kai | = n, m = m (uzdaviniui (26), (45,)) ir [ = m, m = 0 (uzdaviniui (26), (452))

gauname, kad charakteristiné funkcija yra:

sin(mq) wqgh 2
— 1 L2 50
R cos(&mq) — cos(mq) ST (501)
sin(mq) wqgh 2
— .t N 50
e 2sin*(Emq/2) 9 h (502)

4.2 lema. UzZdaviniui (26), (451) egzistuoja dviejy skirtingy Seimy pirmosios eilés nuliai:
pi = 2nk/(n+m), k € N*, ir p = 2nk/(n—m), k € N*. Antrajam uZdaviniui ((26),

(455)) wisi nuliai pi? = 2nk/m, k € N* yra antrosios eilés.
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Uzdavinio (26), (45) pirmosios Seimos nuliai sutampa su antrosios Seimos nuliais pasto-
viyjy tikriniy reikmiy taskuose (kaip ir diferencialiniu atveju). Tagkai A = 0 ir A = 4/h?
yra funkcijos A = A*(q) pirmosios eilés $akojimosi tagkai. Siam uzdaviniui yra tik realiosios
tikrinés reikSmeés. Spektro taskas ¢ = n yra polius, kai n — m € N,. Kai v = %, yra tik
n — 2 tikrinés reikSmeés.

Uzdavinio (26), (452) spektras kai kurioms parametro { = ™ reikSméms gali buti gana
sudétingas. Taskas ¢ = n yra polius, jei m € N,. Srityje CZ Sis polius yra antrosios eilés
ir pirmosios eilés polius kompleksinéje plokstumoje C,. Spektro struktura priklauso nuo

tinklo tasky skaiciaus n.

Integraliné krastiné sglyga aproksimuojama pagal Simpsono formule. In-
tervale [0,1] jvedame tolyguji tinkla @w" = {t; = jh,j = 0,2n; 2nh = 1}, n € N. Darome
prielaida, kad ¢ sutampa su tinklo tasku, t.y. & = 2mh = m/n, m = 0,n. Taip pat
pazymékime dvieju skaiciy didziausia bendra dalikl] K := dbd(2n,2m) ir N := 2n/K,
M :=2m/K. Tada £ = M/N.

Diferencialiniams uzdaviniams (1)-(2), (12y) ir (1)-(2), (123) galime uzrasyti skirtumine

lygciy sistema (26), kai nelokalioji salyga aproksimuojama pagal Simpsono formule:

h n n—1
Uy=0, U= %(UQm + Uy, +4 Z Usp—1 + 2 Z U2kz>; (51y)
k=m+1 k=m+1
h m m—1
Uy=0, U= % (U + U + 4; Uspooy + 2 kzl U)- (51,)

Uzdavinio (26), (51) tikriné reikSmé A\ = 0 egzistuoja tada ir tik tada, kai v = 1_252 (kai
naudojama salyga (51;)) ir v = E% (kai naudojama salyga (515)).
Uzdavinio (26), (51) pastoviujy tikriniy reikSmiy taskai ¢; yra aprasomi formule (46)

(ta pati formulé kaip ir uzdaviniui (26), (45)).

4.3 lema. Kai 0 < m <[ < n, diskreciojo uZdavinio

Uiy —2U; + Uiy R
! 5 LN\ =0, j=12n—1, (52)
'yh l -1
Up=0,  Up=" (UQm + Uy + 4k;+1 Uspy + 2 k%:ﬂ U2k>, (53)

C-R charakteristiné funkcija yra

_ sin(mghn) ~_ 3sin(mgh)
7= cos(mqhm) — cos(mwqhl) h(2 + cos(wqh)) (54)
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Kai [ = n, m = m (uzdaviniui (26), (51;)) ir { = m, m = 0 (uzdaviniui (26), (513)), tai

uzdavinio (26), (51) charakteristiné funkcija yra:

B sin(2wghn) 3sin(mwqh) (55,)
s cos(2mghm) — cos(2wrqhn)  h(2 + cos(mqh))’ o
sin(2mghn 3sin(mqh

2sin?(2rqhm/2) (2 + cos(mqh))’

Visi charakteristinés funkcijos (ys; and 7g2) nuliai yra paprasti ir teigiami z;, = k € N
tokie, kad z € (0;2n), zx ¢ C. Poliai, esantys intervale (0;2n), randami pagal ta pacia
formule kaip ir pirmiau aprasyto diskrec¢iojo uzdavinio, kai nelokalioji integraliné salyga
aproksimuojama pagal trapecijy formule. Papildomas polius yra srityje R’q” ={q¢=2n+

1,y > 0}, kuris nepriklauso nuo ¢ reiksmes, bet priklauso nuo tinklo tasky skaiciaus.

4.4 lema. Baigtinei skirtumy schemai (26), (51), kai nelokalioji integraliné krastiné sqlyga
aproksimuojama pagal Simpsono formule, srityje Ré““ egzistuoja pirmosios eilés polius p =

2n +1(2n1n(2 + V/3)) /7.

Taskai A = 0, A = 4/h? yra funkcijos A = \"(q) Sakojimosi taskai.

Taskas ¢ = 0. Charakteristinés funkcijos v(q) Teiloro eiluté taske ¢ = 0 yra

B 2(2n)? 1,5 4
Vs1(q) = @) = @m)e 6" +0(q), (561)
2(2n)* 1 _ 2(2n)% — (2m)?
(2m)2 6 (2m)?

Abiem atvejais taskas ¢ = 0 yra pirmosios eilés kritinis taskas srityje CZ, bet dél sakojimosi

Vs2(q) = 7+ O(q"). (562)

tasko savybiy kompleksinéje plokstumoje C, taskas ¢ = 0 néra kritinis.

Taskas q = 2n. Charakteristinés funkcijos (q) Teiloro eiluté taske ¢ = 2n yra
24(2n)? 17(2n)? — 4(2m)? + 8
2n)2 —4(2m)?> 2 (2n)2 —4(2m)?

6(2n)2 1 2(2n)%— (2m)2 +8 ) )
(2m)?2 2 (2m)? (¢ —2n)"+ O((q — 2n)"). (572)

Taskas ¢ = 2n yra pirmosios eilés kritinis taskas srityje (CZ, o kompleksinéje plokstumoje

vs1(q) = - (¢ —2n)* + O((g — 2n)"), (571)

Ys2(q) = —

C, taskas g = 0 néra kritinis (ziureti (57)).

Tasko g = oo aplinka. Tasko w = 0, kuris atitinka ¢ = oo arba A = oo, aplinkoje

galioja lygybeé
3

Vs1 = %O(l), (581)
1 3
V82 = e ﬁ(’)(l). (582)



Pirmuoju atveju lim,_,oy(w) = 3/h taskas w = 0 srityje Cl (arba ¢ = oo srityje C})
visoms { reikSméms yra pasalinamasis ypatingasis taskas (ziuréti (58;)). Taigi ta pati
realioji spektriné kreivé jeina j taskg w = 0 ir iSeina iS Sio tasko. Kity spektriniy kreiviy
sio tasko aplinkoje néra. Antruoju atveju, jei m = n, tai lim,_07y(w) = 3/h ir turime
pasalinama ypatingaji taska taip pat (ziuréti (58;)). Antruoju atveju, jeigu n > m, taskas
w = 0 yra 2(n—m) eilés polius ir be dvieju realiyjy spektriniy kreiviy egzistuoja 2(n—m—1)
grynai kompleksinés spektrines kreives tasko ¢ = oo aplinkoje.

Diskrec¢iajam uzdaviniui (26), (51;) kompleksiniy tikriniy reikSmiy néra. Egzistuoja
realiosios charakteristinés funkcijos horizontali asimptoté v = 3/h. Baigtiniy skirtumy

schemai (26), (51) bet kokioms parametro £ reikSméms tinklo taskas 2n néra polius.

6 Darbo mokslinis naujumas ir aktualumas

Dauguma disertacijoje pristatyty rezultaty yra originalus ir nebuvo minimi ankstesnése
mokslinése publikacijose, iSskyrus mokslines publikacijas i$ skyriaus . Pagrindinés publika-
cijos* ir ,Literatura®. Tyrimo sritis gana plati ir sudétinga ir leidzia geriau suvokti Sturmo
ir Liuvilio uzdavinio su nelokaligja integraline krastine salyga spektro struktura ir priklau-
somybe nuo krastiniy salygy parametry. Disertacijoje naudoti tyrimo metodai gali buti
taikomi ir tiriant uzdavinius su kitokio tipo nelokaliosiomis krastinémis salygomis. Diser-
tacijoje gauti rezultatai buvo pristatyti tarptautinése konferencijose ir seminaruose srities

specialistams (zr. skyriu , Rezultaty sklaida®).

7 Darbo struktura ir apimtis

Disertacija parasyta angly kalba. Ja sudaro jvadas, literaturos apzvalga, 4 moksli-

niams rezultatams skirti skyriai, iSvados ir literaturos sarasas. Bendra darbo apimtis — 116
puslapiy.
8 Pagrindinés publikacijos

Pristatomos disertacijos rezultatai publikuojami 6 moksliniuose straipsniuose:

1. A. Skucaité, A. Stikonas. Spectrum Curves for Sturm-Liouville Problem with Integral

Boundary Condition, Math. Model. Anal., 20(6):802-818, 2015.
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N e W

A. Skuéaite, K. Skucaite-Bingelé, S. Peciulyté, A. Stikonas. Investigation of the Spect-
rum for the Sturm-Liouville Problem with One Integral Boundary Condition. Nonli-
near Anal. Model. Control, 15(4):501-512, 2010.

A. Skucaite, A. Stikonas. Zeroes and Poles of a Characteristic Function for Sturm-
Liouville Problem with Nonlocal Integral Condition. Liet. matem. rink. Proc. LMS,
Ser. A, 56:95-100, 2015.

A. Skucaité, A. Stikonas. Investigation of the Spectrum of the Sturm-Liouville Prob-
lem with a Nonlocal Integral Condition. Liet. matem. rink. Proc. LMS, Ser. A,
54:67-72, 2013.

A. Skucaiteé, A. Stikonas. Investigation of the Sturm-Liouville Problems with Integral
Boundary Condition. Liet. matem. rink. Proc. LMS, Ser. A, 52:297-302, 2011.

A. Skucaite, S. Peciulyté, A. Stikonas. Investigation of Complex Eigenvalues for
Sturm-Liuville Problem with Nonlocal Integral Boundary Condition. Mathematics

and Mathematical modelling, 5:24-32, 2009.

Rezultaty sklaida
Disertacijos rezultatai buvo pristatyti tarptautinése mokslinése konferencijose:

MMA2016, Tartu, Estija, 2016 m. birzelio 1-4 d;
ENUMATH2015, Ankara, Turkija, 2015 m. rugséjo 14-18 d;
MMA2015, Sigulda, Latvija, 2015 m. geguzés 2629 d.
MMA2014, Druskininkai, Lietuva, 2014 m. geguzés 2629 d;
MMA20183, Tartu, Estija, 2013 m. geguzés 27-30 d;
MMA2012, Talinas, Estija, 2012 m. birzelio 6-9 d;
MMA2011, Sigulda, Latvija, 2011 m. geguzés 25-28 d;
MMA2010, Druskininkai, Lietuva, 2010 m. geguzés 24-27 d;

ir kitose konferencijose:

® N o gt WD

LMD, Kaunas, Lietuva, 2015 m. birzelio 16-17 d;
LMD, Vilnius, Lietuva, 2014 m. birzelio 2627 d;
LMD, Vilnius, Lietuva, 2013 m. birzelio 19-20 d;
LMD, Vilnius, Lietuva, 2011 m. birzelio 16-17 d;
LMD, Siauliai, Lietuva, 2010 m. birzelio 17-18 d;
MMM2010, Kaunas, Lietuva, 2010 m. balandzio 8-9 d;
LMD, Vilnius, Lietuva, 2009 m. birzelio 18-19 d;
MMM2009, Kaunas, Lietuva, 2009 m. balandzio 2-3 d.
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Stazuotés: Doktoranturos studijose buvo ple¢iamos matematinés zinios moksliniy vizity

metu:

» Trento, Italija, , Trento Winter School on Numerical Methods 2015, vasario 2-13 d.,
2015.

» Barcelona, Ispanija, ,,JISD2014“, Universitat Politecnica de Catalunya, birzelio 16-20 d.,
2014.

10 Rezultatai

Pagrindiniai disertacijoje gauti rezultatai:

« Pirmajame skyriuje rastos Sturmo ir Liuvilio uzdavinio, kai nelokalioji integraliné sa-
lyga priklauso nuo trijy parametry (v, & ir &), charakteristinés funkcijos poliy, nuliy,
pastoviyjy tikriniy reiksmiy ir kritiniy tasky egzistavimo salygos ir Siy tasky reikSmes.
Kokybiskai istirtos spektrinés kreivés ir kritiniy tasky trajektorijos parametry &; ir &
fazineje erdveje Se.

+ Antrajame skyriuje istirti Sturmo ir Liuvilio uzdavinio, kai nelokalioji integraliné sa-
lyga priklauso nuo dvieju parametry (v ir £). Buvo rasti dvieju tipy bifurkaciju (£
atzvilgiu) taskai: dvi spektrinés kreives susikerta grynai kompleksiniame kritiniame
taske; C-R charakteristinés funkcijos nulio ir poliaus susikeitimas pastoviosios tikrinés

reiksSmes taske.

o Tre¢iajame skyriuje istirtas diskretusis Sturmo ir Liuvilio uzdavinys, atitinkantis pir-
majame disertacijos skyriuje nagrinéta diferencialinj uzdavinj. Nelokalioji integraliné
krastiné salyga aproksimuojama trapecijy formule. Nustatyta priklausomybé tarp
spektriniy kreiviy skaiciaus begalybeés aplinkoje ir tinklo tasky skaiciaus, ir nelokalio-
sios integralinés krastinés salygos parametro (n—my), ¢ia £ = mso/n. IStirta spektriniy
kreiviy savybes funkcijos A = A(q) Sakojimosi taskuose A = 0 ir A\ = 4/h?. Taskas
q = n yra treciosios eilés kritinis taskas tada ir tik tada, kai my, ms ir n tenkina salyga

m? +mi = (1+2n?)/3.

+ Ketvirtajame skyriuje istirtas diskretusis Sturmo ir Liuvilio uzdavinys, atitinkantis
antrajame skyriuje aprasytus diferencialinius uzdavinius. Nelokaliosios integralinés
salygos buvos aproksimuotos pagal trapecijy arba Simpsono formule. Istirta spektro

strukturos priklausomybé nuo nelokaliosios integralinés salygos aproksimavimo tipo.
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Aproksimuojant nelokaligja integraline krastine salyga pagal trapecijy formule, kai
kurioms parametro £ reikSméms taskas ¢ = n yra polius. Kai nelokalioji integraliné
krastiné salyga aproksimuojama pagal Simpsono formule taskas ¢ = 2n niekada néra
polius. Visoms parametro £ reikSméms egzistuoja pirmosios eilés polius p = 2n +

1(2n1n(2 4+ v/3)) /7.

11  Summary

In the thesis the spectrum of Sturm—Liouville problem with one classical condition on the
left side of the interval and different type integral nonlocal boundary conditions (NBCs) on
the right side of the interval is investigated.

In Chapter 1 we investigate the spectrum of Sturm-Liouville problem with one inte-
gral NBC depending on three parameters v, & and &. We explore the dependence of
poles, zeroes, Constant Eigenvalue points and critical points on parameters in the integral
NBC. The dependence on parameter v is described by Spectrum Curves. The properties of
Spectrum Curves were defined. Critical points and their trajectories in Phase Space Sg are
investigated.

In Chapter 2, the complex spectrum of the special cases of Sturm-Liouville problem
with integral NBC depending on two parameters v and £ is investigated. We find a few
types of bifurcation points.

In Chapter 3 discrete Sturm—Liouville problem with one integral NBC depending on
three parameters is investigated. The integral condition is approximated by trapezoidal
rule. Some properties of Spectrum Curves, critical points, poles and Constant Eigenvalues
are found.

In Chapter 4 we present results for special cases of discrete Sturm-Liouville problem with
one integral NBC depending on parameters v and €. The integral condition is approximated
by trapezoidal and Simpson’s rule.

The thesis also contains an introduction, literature review, conclusions and bibliography.
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