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Ivadas

Siame skyriuje suformuluota tiriamoji problema, pagristas jos aktualumas, api-
brézti tyrimo tikslas ir uzdaviniai. Be to, jvardytas mokslinis tyrimo naujumas ir
pateikti ginamieji disertacijos teiginiai. Tyrimo rezultatai pristatyti devyniose moks-
linése konferencijose ir publikuoti keturiose publikacijose. Santraukoje pateikiamas
publikacijy sarasas. Be to, skyriaus gale pateikiami keli faktai apie disertacijos au-
toriy.

Tiriamoji problema ir jos aktualumas

Tiriamoji problema susijusi su daugiamadiy elementy vizualizavimu. Sioje diser-
tacijoje daugiamaciu elementu vadinamas realusis vektorius, turintis keturias ar dau-
giau komponendiy. Siy vektoriy vaizdavimas mazos dimensijos, t. y., vienmatéje,
dvimatéje arba trimatéje, Dekarto koordinaciy sistemoje yra vadinamas daugiamaciy
elementy vizualizavimu. Aibé tasky, vaizduojanciy daugiamacius elementus mazos
dimensijos Dekarto koordinaciy sistemoje, vadinama daugiamaciy elementy vaizdu.
Atkreiptinas démesys, kad daugiamaciy elementy vaizdas — mazos dimensijos realio-
sios vektorinés erdves poaibis. Bet koks daugiamaciy elementy vaizdas gali suteikti
naudingos informacijos apie siuos elementus. Pavyzdziui, vaizdas gali padéti atskleis-
ti rysius tarp daugiamaciy elementy, t. y. parodyti, kurie elementai yra susije labiau,
o kurie maziau ir pan.

Eisti jvairiy metody daugiamaciy elementy vaizdams sudaryti. Daugiamates ska-
lés (angl. Multidimensional Scaling; toliau — DS) — vienas i$ ju. Psichometrika, rinkos
analizé, farmakologija — tik kelios iS sri¢iy, kuriose taikomos DS. Kai taikomos DS,
daugiamaciy elementy vaizdas yra sudaromas konstruojant ir minimizuojant tam
tikra funkcija. Norint sukonstruoti funkcija, reikia 1) apibrézti skirtingumus tarp
kiekvienos daugiamaciy elementy poros ir 2) pasirinkti pageidaujama atstumo funk-
cija, apibrézta mazos dimensijos realiojoje vektorinéje erdvéje. DS metodu sudarytas
vaizdas pasizymi Sia ypatybe: pageidaujami atstumai tarp vaizdo tasky yra panasus
arba lygus j apibréztus skirtingumus tarp atitinkamy daugiamaciy elementy.

Ty paciy daugiamaciy elementy vaizdai, sudaryti DS metodu, dazniausiai yra
skirtingi, jeigu pasirinktos atstumo funkcijos yra skirtingos. Tarkime, kad taikant
DS metoda sudaryti du tam tikry daugiamaciy elementy vaizdai: pirmasis vaiz-
das sudarytas su miesto kvartalo atstumo funkcija (dar zinoma, kaip pirmosios eilés
Minkowski, L1 atstumo funkcija), o antrasis — su bet kuria kita atstumo funkci-
ja. Labai tikétina, kad, remiantis DS metodo taikymo rezultatais, pirmasis vaizdas
suteiks daugiau naudingos informacijos apie pavaizduotus daugiamacius elementus
negu antrasis. Deja, minimizuojama funkcija su miesto kvartalo atstumais tampa
funkcija su modulio (absoliu¢iojo dydzio) elementais. Sios funkcijos minimizavimas
— gana sudétingas uzdavinys, nes ji gali turéti ne vieng minimumo taska ir gali buti
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REZULTATU APROBAVIMAS

nediferencijuojama kuriame nors is jy. Taigi minimizavimo uzdavinys, kylantis DS
su miesto kvartalo atstumais, yra pagrindiné Sioje disertacijoje tiriama problema.

Tyrimo tikslas ir uzdaviniai

Tiriamoji problema, t. y. minimizavimo uzdavinys, kylantis DS su miesto kvar-
talo atstumais, yra ekvivalenti tam tikram optimizavimo uzdaviniui. Optimizavimo
uzdavinj, ekvivalenty tiriamajai problemai, toliau vadinkime uzdaviniu PDS. Algorit-
my uzdaviniui PDS spresti Siuo metu néra. Tad pagrindinis tyrimo tikslas — pateikti
kelis algoritmus uzdaviniui PDS spresti. Siekiant jgyvendinti uzsibrézta tiksla, is-
spresti Sie uzdaviniai:

(1) Istirti pagrindines tiriamosios problemos tikslo funkcijos ypatybes ir apzvelgti
egzistuojancius algoritmus tiriamajai problemai spresti.

(2) Sukonstruoti keleta nuosekliyju ir lygiagreciuju algoritmy uzdaviniui PDS spres-
ti.

(3) Realizuoti sukonstruotus algoritmus ir istirti juos skaitiskai, naudojant tam tik-
rus daugiamaciy elementy rinkinius.

(4) Palyginti skaitiniy tyrimy rezultatus su rezultatais, gautais taikant kitus algo-
ritmus.

Mokslinis tyrimo naujumas

(1) Irodytas tiriamosios problemos ir uzdavinio PDS ekvivalentumas.

(2) Sudarytas algoritmas, grazinantis lokalyji uzdavinio PDS sprendinj.

(3) Parodyta, kad uzdavinys PDS gali buti performuluotas j dvieju lygmeny opti-
mizavimo uzdavinj.

(4) Sudarytas algoritmas, grazinantis globaluyji uzdavinio PDS sprendinj.

(5) Sudarytas lygiagretusis algoritmas, grazinantis globaluji uzdavinio PDS spren-
dinj.

Ginamieji teiginiai

(1) Tiriamoji problema yra ekvivalenti optimizavimo uzdaviniui su iskilaja kvadra-
tine tikslo funkcija ir tiesiniais bei papildomumo (netiesiniais) apribojimais.

(2) Algoritmas, pagristas aktyviosios aibés metodu, grazina lokalyji uzdavinio PDS
sprendinj.

(3) Uzdavinys PDS yra dvieju lygmeny optimizavimo uzdavinys su iskiluoju kvad-
ratinio programavimo uzdaviniu apatiniame lygmenyje ir kombinatorinio opti-
mizavimo uzdaviniu — virSutiniame.

(4) Algoritmas, pagristas Saky ir réziy metodu, grazina globalyji uzdavinio PDS
sprendinj.

Rezultaty aprobavimas

Tyrimo rezultatai pristatyti devyniose mokslinése konferencijose (keturios i$ jy —
tarptautinés) ir publikuoti Siose publikacijose:

(1) Roger Fletcher, Nerijus Galiauskas, Julius Zilinskas. Quadratic programming
with complementarity constraints for multidimensional scaling with city-block
distances. Baltic Journal of Modern Computing, 2(4):248-259, 2014. ISSN
2255-8942.



(2) Nerijus Galiauskas, Julius Zilinskas. On multidimensional scaling with city-
block distances. In Lecture Notes in Computer Science, volume 8426, p. 82-87.
Springer, 2014. ISSN 0302-9743.

(3) Nerijus Galiauskas, Julius Zilinskas. Parallel branch and bound for multidi-
mensional scaling with L1 distances formulated as quadratic programming with
complementarity constraints. In SPGCIC 2013: 8th International Conference
on P2P, Parallel, Grid, Cloud and Internet Computing, Compiégne, France,
October 28-30, 2013, p. 509-512. IEEE, 2013. ISBN 978-0-7695-5094-7.

(4) Nerijus Galiauskas, Julius Zilinskas. Kvadratinio programavimo uzdaviniai.
Jaunyjy mokslininky darbai, 33(4):115-118, 2011. ISSN 1648-8776.

Apie autoriy

Nerijus Galiauskas gimé 1985 m. vasario 22 d. Vilniuje. Baige Vilniaus Myko-
lo Birziskos gimnazija (2004 m.). Vilniaus universitete jgijo matematikos bakalauro
(2008 m.) ir matematikos magistro (2010 m.) laipsnius. Tame paciame universitete
tese doktoranturos studijas (2010-2014 m.). Matematinis optimizavimas ir mate-
matinio optimizavimo uzdaviniy sprendimas, taikant nasiy skaic¢iavimy sistemas, —
pagrindinés jo tyrimy sritys. Studiju metu Nerijus dirbo informaciniy technologiju
mokytoju (2008-2010 m., Vilniaus Taikos progimnazija) ir jaunesniuoju mokslo dar-
buotoju dviejuose moksliniuose projektuose (20122014 m., Vilniaus universitetas).

1. Pagrindinés savokos ir susije darbai

Siame skyriuje yra apibréztos optimizavimo uzdavinio ir kitos susijusios savokos,
taip pat aprasyti keli optimizavimo metodai. Skyriaus gale suformuluota tiriamoji
problema bei pristatyti du zinomi algoritmai Siai problemai spresti.

1.1. Matematinis optimizavimas

Siame skyrelyje apibréztos Sios sgvokos: optimizavimo uzdavinys, ekvivalentumas
tarp dviejy optimizavimo uzdaviniy ir dviejy lygmeny optimizavimo uzdavinys. Taip
pat aprasyti Sie optimizavimo metodai: aktyviosios aibés metodas iskilojo kvadratinio
programavimo uzdaviniams ir saky ir réziy metodas. Be to, pateikta ir viena iS
lygiagreciyjy saky ir réziy metody klasifikacijy.

1.1.1. Optimizavimo uzdavinys

Apibrézkime matematinio optimizavimo uzdavinj [8, 32, 34, 35, 38]. Tarkime,
kad g e N, re, r e NU{0} (re <r)ir E={1,...,7.}, I ={re+1,...,r}. Tegu
¢, - RT = R, i € EUL Sakykime, kad U C R? (U # () ir

U={ueR?: ¢(u)=0, i€E, (1)
ci(u) >0, i eI}

Tegu f: U — R. Jeiguu* € Uir
f) < f(u) (2)
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1.1. MATEMATINIS OPTIMIZAVIMAS

su visais u € U, tasko u* paieska aibéje U yra vadinama optimizavimo uzdaviniu. Jis
kartais vadinamas ir matematinio programavimo uzdaviniu. Atkreiptinas démesys,
kad taskas u*, tenkinantis nelygybe (2), aibéje U gali ir neegzistuoti. Sio tagko
egzistavimas aibéje U priklauso nuo aibés U ir funkcijos f ypatybiy. Siame darbe
nagrinéjami tokie optimizavimo uzdaviniai, kurie visada turi sprendinj, t. y. taskas
u*, tenkinantis nelygybe (2), aibéje U visada egzistuoja.

Aibé U, apibrézta lygybe (1), vadinama leistinaja aibe, o funkcija f — tikslo
funkcija. Funkcijos ¢;, ¢ € E U, yra vadinamos apribojimy funkcijomis arba tiesiog
apribojimais. Apribojimai ¢;, ¢+ € E, vadinami lygybiniais apribojimais, o ¢;, ¢ € I,
— nelygybiniais. Lygybiniy ir nelygybiniy apribojimy, aktyviy taske u € U, indeksy
aibé yra vadinama aktyviaja aibe taske w ir daznai zymima simboliu A(u), t. y.:

A(u) ={i e EUL: ¢;(u) = 0}.

Lygybiniai apribojimai ¢;, ¢ € E, yra vadinami papildomumo apribojimais, jeigu
egzistuoja tokios funkcijos ¢, ¢ : RY — R, kad ¢;(u) = i (u)c] (u), i € E, u € U. Tegu
S C EUI. Apribojimai ¢;, 1 € S, yra vadinami tiesiniais apribojimais, jeigu egzistuoja
tokie ¢; € R?ir d; € R, kad ¢;(u) = cfu—d;, i €S, u € U. Jeiguc; € RY, i €S, yra
tiesiniy apribojimy gradientai, tai $iy gradienty matrica (¢;, . .. Cw) e R7*SI, ij €8,
1 < j < |S], siame darbe daznai yra Zymima simboliu cs. Atitinkamai, vektorius
(diy, .. .,di|8|)T eR? i;€8,1<j<|S| Zzymimas simboliu ds.

Taskas u* € U yra vadinamas funkcijos f globalaus minimumo tasku aibéje U,
jeigu tenkina nelygybe (2) su visais u € U. Sutrumpintai daznai jj jvardijame tiesiog
,minimumo tasku®. Visy funkcijos f minimumo tasky aibéje U aibé daznai Zymima
simboliais U} arba argmin{ f(u) : u € U}.

Tegu v/ € Uir Us(v) = {u e U: d(u,v') <e},kaie >0ird: Ux U — R yra
kokia nors metrika, apibrézta aibéje U. Taskas u* € U yra vadinamas funkcijos f
lokalaus minimumo tasku aibéje U, jeigu egzistuoja toks taskas u' € U ir skaicius
e > 0, kad u* yra funkcijos f globalaus minimumo taskas aibéje U (u'), t. y. u* €
argmin{ f(u) : u € Uc(u)}.

Funkcijos f minimumo tasko aibéje U paieskos uzdavinys, t. y. optimizavimo
uzdavinys, daznai yra zZymimas taip:

m&nlem[[ljze f(u). (3)
Priklausomai nuo tikslo funkcijos f ir leistinosios aibés U ypatybiy, optimizavimo uz-
davinys (3) gali priklausyti vienai ar kitai optimizavimo uzdaviniy klasei. Pavyzdziui,
optimizavimo uzdavinys (3) yra vadinamas:
(1) Kombinatorinio optimizavimo uzdaviniu, jeigu leistinoji aibé U yra baigtiné
arba skaiti aibeé.
(2) Kvadratinio programavimo uzdaviniu, jeigu

U={ueR?:cfu=d,;, i €E,
clu>d;, i€}

ir
f(u) = 0.5u" Au + bTu.
9



1. PAGRINDINES SAVOKOS TR SUSIJE DARBAI

Ciac; € RY, d; € R, i € EUL ir A € R (A = AT, A +#0), b € R? Siuo atveju
funkcija f yra vadinama kvadratine funkcija. Jeigu I = (), uzdavinys (3) yra
vadinamas kvadratinio programavimo uzdaviniu su lygybiniais apribojimais.
1.1.2. Optimizavimo uzdaviniy ekvivalentumas
Iveskime ekvivalentumo tarp dvieju optimizavimo uzdaviniy savoka [5, 23]. Tar-
kime, kad ¢/, ¢" e Nir U/ CR?, U” CRY (U # 0, U” # (). Tegu f/: U = Rir
f":U” — R. Sakome, kad du optimizavimo uzdaviniai

minimize f”(u”)

. . . / ,
minimize f'(u) uinimiz

u el ir

yra ekvivalentus tik tada, kai egzistuoja tokia bijekcija h : U — U”, kad
u™ € U} tada ir tik tada, kai h(u™) € U’

Ekvivalenciy optimizavimo uzdaviniy pavyzdziy galima rasti ¢ia: [5, 14, 18, 39].
1.1.3. Dviejy lygmeny optimizavimo uzdavinys

Apibrézkime dvieju lygmenuy optimizavimo uzdavinj [10, 13, 15, 41]. Tarkime,
kad ¢/, ¢ e Nir U' CRY, U” CR? (U # 0, U” # ). Tegu ', " € NU{0} ir f/,
¢, f', ¢ U x U =R, 1<i<1',1<j<r". Optimizavimo uzdavinys

minimize [ u™)
o €U, u'™ € [U/j/f, (u/> (4)
subject to c(u u™) >0, 1<i<r/]

kuriame U’ (

u') C U” zymi visy funkcijos f” minimumo tasky aibéje U”(v') = {u” €
U": (' u") >0,

1 <i < 71"} aibe, t. y. uzdavinio

minimize f" (v, u")
u// E [[J// (5)
subject to ¢/ (v, u") >0, 1 <i <",

sprendiniy aibe, vadinamas dviejy lygmeny optimizavimo uzdaviniu. Tad ir optimi-
zavimo uzdaviniai (4) ir (5) yra vadinami virSutinio ir apatinio lygmens uzdaviniais.
Savo ruoztu kintamieji v’ ir v”, tikslo funkcijos f" ir f” ir nelygybiniai apribojimai ¢},
1<i<7 ir c;’ , 1 < j < 7", vadinami virSutinio ir apatinio lygmens kintamaisiais,
tikslo funkcijomis ir nelygybiniais apribojimais.

1.1.4. Aktyviosios aibés metodas
Tarkime, kad ¢ € N, 7o, r € NU{0} (ro < q, re < 1) ir E = {1,...,7},
I={re+1,....7}. Teguc; e R:, d; e R, i € EUL ir U C RY yra tokia aibé, kad
U={ueR!: cfu=d;, ick,

i
c;fru > d;, i €1}.
Tarkime, kad vektoriai ¢;, i € E, — tiesiskai nepriklausomi, t. y. rank(cg) = |E|.
Taip pat tarkime, kad A € R4 (A = AT, A #£0)ir b € R%. Tegu f: U — R yra
kvadratiné funkcija, t. y.
f(u) = 0.5u" Au + bTu.
10



1.1. MATEMATINIS OPTIMIZAVIMAS

Tarkime, kad funkcija f yra iskiloji [4]. Nagrinékime iskilojo kvadratinio programa-
vimo uzdavinj
m&nlem[[ljze f(u). (6)
Tarkime, kad v* € U yra funkcijos f minimumo taskas aibéje U, A(u*) = {i €
EUT : cf'u* = d;} ir kad vektoriai ¢;, i € A(u*), yra tiesiskai nepriklausomi. Siuo
atveju, remiantis Karush-Kuhn-Tucker (KKT) salygomis uzdaviniui (6) [1, 5, 34] ir
aktyviosios aibés taske u* struktura, esti tokie Lagrange daugikliai A} € R, 7 € EUI,
kad
Au* 4+ b — ZieA(u*) Nep =0,
clur =d;, i € A(u), (1)
cfu* >d;, i €T\ A(u*),
Af >0, e INA(u).

Taigi norint rasti funkcijos f minimumo taska aibéje U, pakanka sudaryti ir iSspresti
tokij iskilojo kvadratinio programavimo uzdavinj su lygybiniais apribojimais [34]:

e S0 o

subject to clu=d;, i € A(u*).
Uzdavinio (8) sprendimas yra ekvivalentus tam tikros tiesiniy lygc¢iy sistemos, tu-
rincios ¢ + |A(u*)| lygéiy, sprendimui. Deja, nieko nezinant apie minimumo taska
u*, sunku ka nors pasakyti ir apie aibés A(u*) struktura. Vis délto aibés E ir T yra
baigtinés. Vadinasi, skirtingy aktyviyjy aibiy aibés R? taskuose skaicius taip pat
baigtinis. Tegu A Zymi aibe tokiy aktyviyjy aibiy A(u) = {i €e EUT : clu = d;},
u € R? kad ¢;, i € A(u), yra tiesiSkai nepriklausomi vektoriai, t. y.

A={A(u): ueUirrank(cp)) = |A(u)[}.

Atkreipkime démesj, kad |A| < 2. Taigi galime rasti aibe A(u*) ir minimumo tasks,
u* taikydami Sig procedura:
1. Pasirenkame bet kurig aibés A aktyviaja aibe, tarkime W € A, ir pasaliname
ja is aibés A (A + A\ {W}).
2. Randame funkcijos f minimumo tagka aibéje {u € R? : cf'u = d;, i € W}. Tegu
uyy € R? yra minimumo taskas.
3. Patikriname, ar taskas wgyy ir atitinkami A} € R, i € W, tenkina visas (7)
salygas:
(a) Jeigu taip, u* = ugy yra funkcijos f minimumo taskas aibéje U ir A(u*) =
W.
(b) Jeigu ne, kartojame pirmajji zingsnj.
Aktyviosios aibés metodas yra labai panasus j jau aprasyta procedura [17, 20, 34].
Sio metodo veikimo schema pateikiama 1 pav. Reikéty paaiskinti Sig schemag.

Kai taikomas aktyviosios aibés metodas uzdaviniui (6) spresti, i$ pradziy parenka-
mas pradinis leistinasis taskas u® € U ir pradiné aktyvioji aibé W° C A(u®). Paskui
randamas funkcijos f(u* + p) minimumo taskas aibéje {p € R? : ¢l (uf + p) — d; =
cIp=0,ie WF1, tarkime p*. Minimumo tagkas p* daznai vadinamas zingsnio kryp-
timi. Tegu U} Zymi visy funkcijos f minimumo tasky aibéje U aibg. Jeigu taskas
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1. PAGRINDINES SAVOKOS TR SUSIJE DARBAI

uF+p* € R?ir atitinkami Lagrange daugikliai A} € R, i € W* tenkina salygas (7), tai
uF 4 p* = uF € U%, priesingu atveju — u¥ +p* & U3 Jeigu uF 4 p* ¢ U*%, sukonstruoja-
mas kitas leistinasis taskas u**1 € U toks, kad f(u*t1) < f(u*). Taip pat sudaroma
kita leistinoji aibe W*+1: i aibés W* atimamas arba pridedamas atitinkamo apri-
bojimo indeksas. Kartais WF! = W*. Sis procesas tesiamas, kol u® + p* = u’
tampa funkcijos f minimumo tasku aibéje U (¢ia K € N zymi iteracijy, reikalingy
minimumo taskui rasti, skaiciy).

u? € U;
WO C A(uY);
k<< 0
|
uFt <« uFapt € U, a € [0, 1]; minimize f(u¥ 4 p)
W+« atnaujintas W¥; p € RY
kek+1 subject to ¢! (u* +p) =d;, i € Wk

4y € U BTG
NE P’ € Up? i { BAIGTI

1 Pav. Aktyviosios aibés metodo veikimo schema.

1.1.5. Saky ir réziy metodas

Taikant Saky ir réziy metoda kuriam nors optimizavimo uzdaviniui spresti, 1)
uzdavinio leistinoji aibé dalijama j mazesnius poaibius, kol dalijimas nebejmanomas
arba beprasmis; ir 2) kiekviename i$ leistinyju poaibiy yra vertinama maziausia tikslo
funkcijos reiksme [6, 7, 9].

Dalijimas | poaibius yra nejmanomas, jeigu poaibis turi tik viena taska. Jeigu
tikslo funkcijos reikSmé Siame taske yra geresné (mazesné) uz tuo metu geriausig
tikslo funkcijos reiksme, taskas yra laikomas geriausiu tikslo funkcijos minimumo
tasku visoje leistinojoje aibéje. Dalijimas j} poaibius yra beprasmis, jeigu poaibyje
tikrai néra sprendziamo uzdavinio sprendinio. Leistinosios aibés dalijimas j poaibius
daznai vadinamas sakojimu. Kai sprendziamas optimizavimo uzdavinys, leistinieji
poaibiai yra saugomi tam tikroje aibéje. Sia aibe pavadinkime paieskos aibe. Su
paieskos aibés elementais atliekamos Sios operacijos: parinkimo, pridéjimo, Salinimo.
Saky ir réziy metodas baigia darba, kai paieskos aibé tampa tuscia. Paskutinis
geriausias tikslo funkcijos minimumo taskas visoje leistinojoje aibéje yra laikomas
sprendziamo uzdavinio sprendiniu.

Jeigu sprendziamas optimizavimo uzdavinys turi sprendinj, kiekviename leistina-
jame poaibyje sio uzdavinio tikslo funkcijos maziausia reiksme yra apibrézta. Va-
dinasi, kiekviename leistinajame poaibyje esti po apatinj maziausios tikslo funkci-
jos reiksmeés rézj. Apatinio rézio skaiciavimas suvokiamas kaip maziausios tikslo
funkcijos reiksmeés vertinimas. Be to, Sie réziai padeda nustatyti, kada konkreciame
leistinajame poaibyje tikrai néra sprendziamo uzdavinio sprendinio.
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1.2. DAUGIAMATES SKALES

1.1.6. Lygiagretieji saky ir réziy metodai
Bet kokio uzdavinio sprendimo algoritmas gali buti nuoseklus arba lygiagretus
(24, 27, 31]. Tarkime, kad algoritmas yra baigtiné Zingsniy seka tam tikram tikslui
pasiekti. Sakome, kad algoritmas yra nuoseklusis, jeigu visi sekos zingsniai vykdomi
nuosekliai, t. y. vienas po kito. Jeigu du ar daugiau sekos zingsniy vykdomi tuo
paciu metu, t. y. lygiagreciai, sakome, kad algoritmas — lygiagretusis. Tarkime, kad
A — nuoseklusis algoritmas kuriam nors optimizavimo uzdaviniui spresti, ir tarkime,
kad jis pagristas saky ir réziy metodu. Yra sudaryty jvairiy strategijy, leidzianciy
algoritma A vykdyti lygiagreciai [2, 12, 19, 26]. Literaturoje, galima rasti jvairiy
strategiju klasifikacijuy [42]. Tegu Ap yra lygiagrecioji nuoseklaus algoritmo A versi-
ja. Pagal klasifikacija, pateikta straipsnyje [19], sakome, kad lygiagretusis algoritmas
Ap turi:
1-aji lygiagretumo laipsnj, jeigu lygiagrecéiai vykdomos tokios operacijos, kaip Sa-
kojimas, réziy skaic¢iavimas, leistinyjy poaibiy salinimo analizé ir pan. Tokiy
operacijy vykdymas lygiagreciai paspartina viso algoritmo vykdyma. Ly-
giagretusis algoritmas, pristatytas siame darbe, turi pirmajj lygiagretumo
laipsnj.
2-3ji lygiagretumo laipsnij, jeigu paieskos aibé yra konstruojama lygiagrediai. Sj
lygiagretumo laipsnj turinéiy algoritmy pavyzdziy galima rasti ¢ia: [30, 36].
3-3ji lygiagretumo laipsnj, jeigu kelios paieskos aibés yra konstruojamos lygiagre-
¢iai. Pavyzdziai: [25, 33].
Aisku, kad lygiagretusis algoritmas gali turéti kelis lygiagretumo laipsnius. Tokiy
algoritmy pavyzdziy galima rasti ¢ia: [33, 36].

1.2. Daugiamatés skalés

Tarkime, kad turime n (n > 1) daugiamaciy elementy, t. y. n realiyju vek-
toriy, turinc¢iy k (k > 3) komponenciy. Taikydami DS metoda su miesto kvartalo
atstumais, sudarykime turimy elementy vaizda m-atéje (m € {1,2,3}) Dekarto ko-
ordinaciy sistemoje [3, 11, 16, 29, 40].

Tegu d;; zymi skirtinguma (arba panasuma) tarp daugiamaciy elementy 7 ir j,
1< ’L,j <n. Nagrinékime atveji, kai 5@' e Rir 5ij = 6ji > O, 5“ = 0, 1< Z,j <n.
Skirtingumai tarp daugiamaciy elementy apibrézia simetrine matrica, jos dydis yra n.
Si matrica daznai yra vadinama skirtingumy matrica ir Zymima simboliu A”. Dau-
giamaciai elementai Siuo atveju suvokiami kaip realus vektoriai. Taigi skirtingumus
tarp ju galima apibrézti, pavyzdziui, Minkowski atstumu tarp kiekvienos daugiama-
¢iy elementy poros [43].

Tarkime, kad x; = (214,..., 7)) €ER™ 1 <i<n,irz=(2f,.. . 2])T € R™,
t. v, = (11, s Tl T12, - o Tn2s - - - xmn)T. Tegu f1 : R™ — R zymi funkcijg
tokia, kad

filz) =) (Z ki — wag] — 5@) : (9)

i<j \k=1

Funkcija (9) yra vadinama Stress funkcija su miesto kvartalo atstumais [28]. Tegu
ot = (27, . 2xT)T € R™ yra funkcijos fi globalaus minimumo taskas aibéje
R™ t. y. fi(z*) < fi(x) su visais x € R™". Tada aibé tasky {z},...,z5} C R™
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yra suvokiama kaip n daugiamaciy elementy vaizdas m-atéje Dekarto koordinaciy
sistemoje, gautas DS metodu su miesto kvartalo atstumais. Atkreipkime démesj, kad
funkcija fi turi realaus skai¢iaus modulio elementy. Sios funkcijos minimizavimo
uzdavinys

iz A 10
yra gana sudétingas: funkcija f; gali turéti ne viena minimumo taska [3], be to, gali
buti nediferencijuojama kuriame nors i$ minimumo tasky [44]. Tad minimizavimo
uzdavinys (10) yra pagrindiné Sioje disertacijoje tiriama problema.

Optimizavimo uzdaviniui (10) spresti yra sudarytas ne vienas algoritmas, ju ap-
zvalga pristatyta straipsniuose [22, 46]. Atkreipkime démesj j du algoritmus: algorit-
ma SMOOTH [21, 22] ir algoritma, aprasyta straipsnyje [45]. Pastarasis vadinamas
algoritmu BB2009. Algoritmas SMOOTH siuo metu yra vienas i$ geriausiy algoritmuy
funkcijos f; lokaliam minimumo taskui aibéje R™" rasti. O Stai algoritmas BB2009
siuo metu yra vienintelis, pagristas Saky ir réziy metodu ir skirtas uzdaviniui (10)
spresti.

2. Algoritmai DS su miesto kvartalo atstumais

Tiriamoji problema, t. y. optimizavimo uzdavinys, kylantis DS su miesto kvartalo
atstumais, yra ekvivalentus tam tikram optimizavimo uzdaviniui. Optimizavimo uz-
davinys, ekvivalentus tiriamajai problemai, darbe vadinamas uzdaviniu PDS. Siame
skyriuje, iS pradziy yra pristatytos pagrindinés Stress funkcijos su miesto kvarta-
lo atstumais ypatybés. Paskui yra suformuluotas uzdavinys PDS ir jrodytas ekvi-
valentumas tarp tiriamosios problemos ir uzdavinio PDS. Galiausiai pristatyti trys
algoritmai uzdaviniui PDS spresti.

2.1. Stress funkcijos su miesto kvartalo atstumais ypatybés

Parodykime, kad Stress funkcija su miesto kvartalo atstumais f; yra invariantiné
perkélimo, sukimo ir atspindéjimo atzvilgiu ir nediferencijuojama kai kuriuose is
apibrézimo srities tagky. Tegu L € Rh*% ir

L
diag, (L) = diag(L,...,L) = € Rhkxbik 11
g (L) 8( ) (11)
k L

zymi tam tikrg diagonaline matrica.

Jeigu ¢ € R, tai |(zx; — ¢) — (xgj — )| = |xg — 2x;| su visais € R™". Vadinasi,
filz) = filz +v)

su visais # € R™ ir v = (¢1,...,Cmy..-,C1,...,Cm)L € R™. Dél §ios ypatybés

funkcija f; yra vadinama invariantine perkélimo atzvilgiu. Dél Sios ypatybés funkcijos
f1 globalaus (ar lokalaus) minimumo tasko galima ieskoti aibés R™" poaibyje, o ne
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2.2. EKVIVALENTUS OPTIMIZAVIMO UZDAVINYS

visoje aibéje R™". Pavyzdziui, poaibyje X' = {z € R™ : > x5, =0, 1 < k <
m} C R™. Be to, jeigu z = (zf,...,20)T € X/, tai aibés {z1,...,2,} C R™ taskai
yra iSsidéste aplink m-atés Dekarto koordinaciy sistemos centra.

Jeigup = (p1,...,pm)!T € P(m), kai P(m) Zymi visy aibés {1, ..., m} kéliniy aibe,
tal Y 1y [Tk — Tgl = Dopeq |Tpri — Tpyj] SU visais & € R™". Vadinasi,

fi(z) = fill(p)x) (12)
su visais z € R™ ir p € P(m), kai Il(p) = diag,(I(p)) € {0,1}™™>™" [(p) =
(€py - €p,) € 40,1} ir e, € {0, 1}, |lep ]l =1, eppe = 1, 1 < k < m. Dél Sios
ypatybés funkcija f; vadinama invariantine sukimo atzvilgiu.

Atkreipkime démesj, kad |ry; — x| = [(—2ri) — (—2kj)| = |Tr; — 2ri| su visais
r € R™". Vadinasi,

fi(z) = fi(P(u)z)
su visais © € R"™", kai P(u) = diag,,(T'(u)) € {—1,0, 1} T(u) = diag(u,...,
Um) € {=1,0,1}™™ ir u € {—1,1}". Dél Sios ypatybeés funkcija f; vadinama
invariantine atspindéjimo atzvilgiu.

Nesunku patikrinti, kad

df1 . - O|wgi — 14
8%T(SU) =2) [(Z |Thi — s 5ij> '# :

i<j k=1

kai

sign(xrq; — xq5), Jjeigui=r,
Olvgi — wgj| _ (gi — 2g5) O(Xgi — Tgj) _ —iig(n(q; : —q«’i’) ) ;eigu Jj=r
qi q7/» D

O gy |Tqi — @5 Ozq 0, kitu atveju,

su visais 1 < ¢ < m, 1 < r < n. Vadinasi, Stress funkcija su miesto kvartalo
atstumais neéra diferencijuojama taske x € R™", kai x4, = x4 su tam tikrais ¢ €
{1,...,m}iri, j €{l,...,n} (i < j). Taigi funkcija f; néra diferencijuojama visoje
apibrézimo srityje R™". Be to, ji gali buti nediferencijuojama net lokalaus minimumo
taske [16)].

2.2. Ekvivalentus optimizavimo uzdavinys

Tegum € {1,2,3}, ne N (n>1)ir d;; € R (6;; =0, >0, 6;; =0), 1 <i,5 <n.
Tarkime, kad © = (211, ., Tm1, T12,-- > Tm2s- -+, Tmp)? € R™ ir d* = (df},,
dirgs s diigs Aoy -y Ao d_ )T e R™(=D Tegu Y yra toks aibés

R’ poaibis, kad,

Y ={y= (", d*" )T €R™ : ay -y = dj; —dj,

(n—1)n’ (n—1)n

N kij kigo
dk‘.d*u =0

ij " kij ’ 13
dl;rij7dl;ij > O’ ( )

1<i<j<n,1<k<m},
ir g : Y — R yra tokia funkcija, kad

9y) =) (Z(d;@j +dgg) — 51") : (14)

i<j \k=1
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2. ALGORITMAI DS SU MIESTO KVARTALO ATSTUMAIS

Parodykime, kad optimizavimo uzdavinys (10) yra ekvivalentus optimizavimo uzda-
viniui o )
minimize ¢(y).

yevY (15)

TEOREMA 1. Optimizavimo uzdaviniai (10) ir (15) yra ekvivalentus uzdaviniai.

IrODYMAS. Tegu X = R™" zymi uzdavinio (10) leistinaja sritj. Funkcijos f; visu
minimumo tasky aibéje X aibe pazymekime simboliu X%, t. y., jeigu z € X% | tai
fi(z*) < fi(x) suvisais ¥ € X. Tad tegu ir Y} Zymi visy funkcijos g minimumo tasky
aibéje Y aibe. Parodykime, kad egzistuoja tokia bijekcija (injekcija ir surjekcija)
h:X =Y, kad

r* € Xj, tada ir tik tada, kai h(z") = y* € Y. (16)
Nagrinékime funkcijg
v = (0,).
Kai 2%(2) = (5F15(2), 210()s - 2o1al@)s Zaa®)s- s 2 (@), 21 ()7 €
Rrmn(n-1) gy -
o= { o Jam
@ =0 e

Atkreipkime démesj, kad

z,j”(g:) - 21;](35) = Tki — Tky,
Z/;](x)zkjw(x) =0,
25 (), 255() >0,

suvisais 1 <i < j<n,1<k<m,tik kai x € X. Taigi h(z) € Y su visais = € X.
I funkcijos h apibrézimo aisku, kad funkcija h yra injekcija, t. y., jeigu h(z!) =
h(z?), tai 2! = 22 su visais 2!, 2% € X.
Funkcija h yra surjekcija, t. y. kiekvienam y = (27, diT)T € Y egzistuoja tam
tikras = € X toks, kad y = h(z). I8 tikryjy tegu (27,d*")T € Y. Parodykime, kad
d* = z*(z). Remiantis aibés Y apibrézimu, nesunku patikrinti, kad

jeigu dzij =0, tai d;; = —(zp — a8) > 0 ir
jeigu dy;; = 0, tai d:ij = T — xp; > 0.
Tarkime, kad z,jij(x) = 0. Tada zp; < ay; ir z,;j(x) = — (v — x;) > 0. Jeigu

2 (@) =0, tai @y > ayy iv 2f5(x) = xp — x> 0. Taigi & = 27 (2), tik kai
(2T, diT)T =y € Y. I§ ¢ia akivaizdu, kad kiekvienam y € Y egzistuoja tam tikras
x € X toks, kad y = h(zx). Taigi funkcija h yra surjekcija.

Nesunku patikrinti, kad jeigu (27, d=")T €Y, tai d;ij +dpi; = |2k — 25| su visais
1<1<)<n,1<k<m. Tad aisku, kad

fi(x) = g(y), kai tik y = (:I:T, diT)T cY. (17)
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2.2. EKVIVALENTUS OPTIMIZAVIMO UZDAVINYS

Vadinasi, 2" € X3, t. y. fi(z") < fi(x) su visais @ € X, tik tada, kai g(h(z")) <
g(h(r)) su visais h(x) € Y, t. y. h(z*) = y* € Y,. Taigi bijekcija h tenkina for-
mule (16). Taip jrodoma, kad uzdaviniai (10) ir (15) yra ekvivalentus optimizavimo
uzdaviniai. ]

Funkcija f; yra invariantiné perkélimo atzvilgiu. Kadangi fi(z) = g(y), tik kai
y = (27, diT)T € Y, funkcija g taip pat yra invariantiné perkélimo atzvilgiu. Tegu

Y =Yn{ye @, d") e R™ Zl‘m =0, 1 <k <m}.
i=1

Toliau nagrinékime optimizavimo uzdavinj

minimize 9(y) (18)

Optimizavimo uzdavinys (18) ¢ia vadinamas uzdaviniu PDS.

Uzdavinio PDS tikslo funkcija ¢ — kvadratiné funkcija, o leistinoji aibé Y’ api-
brézta tiesiniais bei papildomumo apribojimais. Uzrasykime uzdavinj (18) matricos
forma. Tarkime, kad y = (a7, diT)T = (Y1, -y Ymns> Ymnals-- > Ymn2)! € R’
s = mn(n — 1)/2 ir diagy(L) € Rh**E Lkai [ € Rh*2) yra diagonaliné matri-
ca, apibrézta lygybe (11). Tegu I' € {0,1}*! Zymi tam tikra vienetine matrica, o
Oz ¢ fo}hxlz — pyling. Tada optimizavimo uzdavinys (18) gali buti uzrasytas
tokia matricos forma:

minimize %yTAy — by + const.

y € RM™

subject to cly =0, i€ E={1,...,m+ s}, (19)
cFy>0,iel={m+s+1,...,m+ 3s},
y(mn+i)y(mn+1+i) = 07 L= 17 37 57 s 728 — L

kai:

Omnxmn Omnsz 5 9
A= Doocmn € {0, 1mmxmn’,
<02 x dlagn(n—l)/2<E)> 10,1}

b= (O™ AL ALy, AT )T e R

Cl 02 mn2><m—|—s
CE = (O2s><m diags ( —11 )) € {_17 0, 1} )

mnx2s
o= (OIQS ) e {0, 1),
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2. ALGORITMAI DS SU MIESTO KVARTALO ATSTUMAIS

Cia F € {1}2m><2m7 Aij = (5ij;~--75ij)T S RQm, 1 <1< < n, Cl e {Ojl}mnxm,
C? € {—1,0,1}mnxs iy

[m
Cl = .

m

memooooIm

- memoooo.Im

—Im —Im
C? = —I"
]'m
K —Jm —_Jm —_Jm

Atkreipkime démesj, kad matricos A determinantas lygus 0, t. y. det(A) = 0.
Be to, nesunku patikrinti, kad A = ((2m)~/24)T ((2m)~Y2A). Taigi A = 0, t. y.
kvadratinés funkcijos ¢ Hessian matrica A, apibrézta neneigiamai. Vadinasi, funkcija
g — negrieztai iskila kvadratiné funkcija.

2.3. Algoritmas, pagrjstas aktyviosios aibés metodu

Siame skyrelyje pristatytas algoritmas uzdaviniui (19) spresti. Jis pagristas ak-
tyviosios aibés metodu (zr. skyrelj 1.1.4) ir grazina funkcijos ¢ lokalyji minimumo
taskg aibeje Y'.

Prisiminkime, kad taikant aktyviosios aibés metoda iskilojo kvadratinio progra-
mavimo uzdaviniui spresti sukonstruojama baigtiné leistinyjy tasky seka, konver-
guojanti i uzdavinio sprendinj. Atkreipkime démesj, kad iskilojo kvadratinio prog-
ramavimo uzdavinio leistinoji aibé yra apibrézta tik tiesiniais apribojimais. Taciau
uzdavinio (19) leistinoji aibé yra apibrézta tiek tiesiniais, tiek papildomumo (ne-
tiesiniais) apribojimais. Taigi negalime tiesiogiai taikyti aktyviosios aibés metodo
uzdaviniui (19) spresti. Vis délto Sis metodas gali buti pritaikytas uzdaviniui (19),
jei modifikuojamos aktyviyjy aibiy W**! sudarymo taisyklés. Tiksliau tariant, kai
sudaroma aktyvioji aibe W*! ig aibes W*, uzdraudziame aibéje W* pagalinti kai
kuriy nelygybiniy apribojimy indeksus. Taip kiekvienas konverguojancios sekos ele-
mentas yra iSsaugomas leistinojoje aibéje, t. y. priklauso aibei Y. Deja, deél Sios
modifikacijos algoritmas grazina funkecijos ¢g lokalyjj minimumo taska aibéje Y.

Algoritmas, pagristas aktyviosios aibés metodu ir skirtas uzdaviniui (19) spres-
ti, detaliai aprasytas algoritme 1. Sj algoritma pavadinome , Modified Active-Set*
(MAS) algoritmu.

2.4. Algoritmas, pagrjstas saky ir réziy metodu

Siame skyrelyje pristatytas kitas algoritmas uzdaviniui (19) spresti. Jis pagristas
saky ir réziy metodu (zr. skyrelj 1.1.5) ir grazina funkcijos g globalaus minimumo
taska aibéje Y'. Optimizavimo uzdavinys (19) gali buti suformuluotas kaip dvie-
ju lygmeny optimizavimo uzdavinys: su iskilojo kvadratinio programavimo uzdavi-
niu apatiniame lygmenyje ir kombinatorinio optimizavimo uzdaviniu — virsutiniame.
Pritaikéme saky ir réziy metoda virsutinio lygmens kombinatorinio optimizavimo
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2.4. ALGORITMAS, PAGRISTAS SAKU IR REZIU METODU

Algoritmas 1 Modified Active-Set (MAS)

Duota: m € {1,2,3}, neN (’I?, > 1), 5ij eR (623 :5]'1' >0, 6y = 0), 1<4,7<n
Rasti: y* — funkcijos ¢ minimumo taskas aibéje Y’
1: y° € Y - bet koks leistinasis taskas
2: WO« E
3: for alli e {1,3,...,2s— 1} do
4 7+ 0
5 if y?mn+1+i) = 0 then
6: g1
7: if 70 = 0 then
8
9

j('miJr;)tsitiktinis skaicius i$ aibes {0, 1}
WO — WOU {m+s+i+j}
10: stop <+ 0; k+ 0
11: while stop # 1 do

() <{(8) <= (gt 5) ()= ()}

13: if pf # 0 then

12:

\V)

14: I« {iel:igWFrircl'p* <0}

15: o® « min{1, min{—(cIy*)/(cI'p*) : i € T}}
16: if o = —(cLy*)/(chpF) <1 su tam tikru i* € T then
17: W« Wk U {i*}

18: Yl gk 1 akph

19: else

20: A 0€eR™3s: 5+ 0

21: for all i € WX do

22: Jed+1 e N

23: I {ieWrnl:\ <0}

24: next <1

25: while next =1 do

26: if T+# () then

27: i*  argmin{)\; : i € I}

28: j 1

29: if (i* — (m+5))%2 =0 then
30: g+ -1

31: if (i* + j) € W* then

32: WHHL < WK\ {i*}; next < 0
33: else

34: T T\ {i*}

35: else

36: y* — y¥; next < 0; stop < 1

37: kE+—k+1

uzdaviniui. Tad Siame skyrelyje uzdavinys (19) suformuluotas kaip dvieju lygme-
ny optimizavimo uzdavinys, apibréztos saky ir réziy metodo operacijos virSutinio
lygmens uzdaviniui ir pristatytas pats algoritmas.
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2. ALGORITMAI DS SU MIESTO KVARTALO ATSTUMAIS

2.4.1. Dviejuy lygmeny optimizavimas
Parodykime, kad leistinoji aibé Y’ gali buti padalyta j baigtinj poaibiy skaiciy.
Tarkime, kad ¢ : Y — {0, 1}?* yra tokia 0-1 vektoriné funkcija, kad:

o ]_, if Ymn—+i > O,
tz(y) - { O, lf ymn+i — O,

1 <i<2s. Tegu t(Y) = {t(y) : y € Y} zZymi funkcijos t reiksmiy sritj. Kadangi
Ymnti)Y(mnti1+i) = 0, tai 0 < t(y) +tip1(y) < 1,7 =1,3,5,...,2s—1. Taigi funkcijos
t reiksSmiy sritis gali buti apibrézta ir taip:

t<Y/>:{Z€{0’1}2S:Zi+Zi+1 Sl, i:1,3,5,...,28—1}.

Aisku, kad aibé t(Y’) yra baigtiné. Prisiminkime apribojimy indeksy aibiy E ir T
apibrézimus (zr. (19)) ir tegu I, (2) C I yra tokia aibé, kad

Heq(z) = {Z cl: Zi—(m+s) = 0}7 (22)
kai z € ¢(Y'). Tada Y' = [J, ¢y Y'(2), kai
Y(z)= {yeY:cly=0, i€l (2)}=
an . —
ly €R™ = e (¥ = 0 n % 2 0}
Taigi uzdavinio (19) leistinoji aibé gali buti padalyta j baigtinj poaibiy skai¢iy. Be

to, pakanka nagrinéti tokius z € #(Y’), kurie tenkina lygybes z; + z;11 = 1, i =
1,3,5,...,2s — 1. IS tikryjy, tarkime, kad

2t = (], ’Z(li—l)’ 1, O’Z(lz+2)’ ’2(125))?
2% = (#, 72(22'71)7 0, 072(2@+2)’ ’Zés)) 5
3 (Zi))7 7ZE‘3Z_1)’ 0,1, Z?H—Q)’ ,25’28))T e t(Y),

kai zjl = 232 = z?’, Je{1,...,2s}\ {i,i+1}. IS aibés Y'(z) apibrézimo isplaukia, kad
Y'(2%) C Y(2!) ir Y/(22) C Y/(2?). Taigi leistinoji aibé Y’ gali biiti apibrézta ir taip:

Y = U,ez Y'(2), kai

Z= {2€{0,1}*: 2+ 241 =1,i=1,3,5,...,2s— 1} =
{ZG {0,1}2822%_1—{—22@‘:1, 1§Z§S}

Taip pat atkreipkime démesj, kad jeigu N = s/m =n(n —1)/2ir y = (27, diT)T €
Y'(2), z € Z, tai:
Do ki =0, xp — gy = djf; — s,
(1 - 2219—1>d;12 =0, (1 - Z2k)d1;12 =0,
(1 — Zo(mrn)—1)dins = 0, (L — Zo(many)diys = 0, (23)
(1-— Zszq)d}:(n_l)n =0, (L= znk)dy, ), =0,
dyy; >0, dpy; >0,
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2.4. ALGORITMAS, PAGRISTAS SAKU IR REZIU METODU

suvisais 1 <i<j<n, 1 <k<m.
Taigi uzdavinys (19) gali buti suformuluotas kaip dviejuy lygmeny optimizavimo
uzdavinys:
minimize 9(y*),
2 €L,y €Y, (2) (24)
kai Yi'(2) C Y'(z) Zymi visy funkeijos g minimumo tasky aibéje Y'(2) aibe, t. y.
uzdavinio W),
minimize ¢g(y
ye () (25)
sprendiniy aibe. Virsutinio lygmens uzdavinys (24) yra kombinatorinio optimizavimo
uzdavinys, o apatinio lygmens uzdavinys (25) — negrieztai iskilojo kvadratinio prog-
ramavimo uzdavinys. Atkreipkime démesj, kad z;, z;+1 € {0,1}, kai z;+ 2,41 = 1, tik
tada, kai (2, zi+1) € {(0,1), (1,0)}. Vadinasi, apatinio lygmens uzdaviniy skaicius
lygus |Z| = 2°.
2.4.2. Operacijos
Pritaikéme saky ir réziy metoda virsutinio lygmens kombinatoriniam optimizavi-
mo uzdaviniui (24). Reikia parodyti, kaip Sios operacijos realizuojamos: 1) virsuti-
nio lygmens leistinosios aibés Z skaidymas, 2) maziausios virSutinio lygmens tikslo
funkcijos reiksmeés jvertinimas kiekviename leistinajame poaibyje ir 3) nereikalingy
leistinyjy poaibiy Salinimas.

Tegu V C {0,1}? yra tokia aibé, kad V=V(0)UV(1)UV(2)U...UV(s) ir

V(k)={v e {0,1}*: vy 1 +uvy =1, 1<i<k,
Vi1 + v =2, k+1 <14 < s},

su visais 0 < k < s. Tada virSutinio lygmens leistinoji aibé Z skaidoma ] Siuos
poaibius:
Z(U) = {Z € {0,1}25 o=, 1< < 2k,
29i-1 + 29; = 1, k+1§z§s},

kaiv € V(k), k € {0,1,...,s}. Nesunku patikrinti, kad
(1) [V(k)] = 2%.
) [V =275 W( =2 k02" =2 - L.
) |Z(v)| = 257%, v € V().
) V(s) = Z(v) = Z, v € V(0).
5) UZ VZ(vi) =7, v; € V(k), 1 <i <2k
6) ﬂl LZ(vi) =0, v € V(k), 1 <i < 2P,

Aibé V gali buti pavaizduota kaip medis. Kiekviena medzio virsuné atitinka tam
tikrg aibés V elementa, kuris savo ruoztu atitinka tam tikrg aibés Z poaibj. Sis
medis vadinamas paieskos medziu. Paieskos medis, sukonstruotas uzdaviniui (24)
vaizduojamas pav. 2. Kiekviena virsune

(26)

(2
(3
(4
(
(

S
A

erl...vgk_ll...li
Vg ...k 1...11
—

k
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2. ALGORITMAI DS SU MIESTO KVARTALO ATSTUMAIS

atitinka tam tikra vektoriy v € V(k), k € {0,1,...,s}, kuris savo ruoZtu atitinka
leistingji poabj Z(v) C Z.

11...11
11...11
01...11 11...11
11...11 01...11
00...01 00...11 11...01 11...11
11...11 11...01 00...11 00...01

00...00 00...01 00...10 o00...11 11...00 11...01 11...10 11...11
11...11 11...10 11...01 11...00 00...11 00...10 00...01 00...00

2 Pav. Paieskos medis, sudarytas uzdaviniui (24).
Maziausia tikslo funkcijos g reikSmeé aibéje Z(v) yra lygi g(y*), kai

y* € argmin{g(y) : y € U Y'(2

Z2€Z(v

Atkreipkime démesj, kad s = [[.4(2)| > |L4(v)| = k, kai tik z € Z(v) ir v € V(k),
k e {0,1,...,s} (cia aibé I, yra apibrézta lygybe (22)). Taigi aibé Y'(v) néra
mazesné uz ale U.ez) Y'(2), t. v U,z Y'(2) € Y'(v) su visais v € V. Vadinasi,
9(y™) < g(y*), kai ' /

y™ € argmin{g(y) : y € Y'(v)}.

Tikslo funkcijos reiksmeé taske y*™*, t. y. reiksmé g(y*™*), naudojama kaip apatinis
maziausios tikslo funkcijos g reiksmes leistinajame poaibyje Z(v), v € V, rézis.

Atkreipkime démesj, kad neprivalome spresti apatinio lygmens uzdaviniy (25) su
kiekvienu z € Z. Kai kuriuos z € Z galima pasalinti. Apibrézkime tris aibés 7Z
elementy Salinimo taisykles.

Taisyklé I. Pakanka nagrinéti tokius z € Z, kurie priklauso poaibiui Z(v),
v € V(m). Si taisyklé pagrista tuo, kad funkcija f; yra invariantiné atspindéjimo
atzvilgiu.

Taisyklé II. Tegu ;i : N> - —NUN yra tokia funkcija, kad:

(ki g) =2k +m(j —i+ (2n —i)(i —1)/2 — 1)) — 1. (27)

Atkreipkime démesj, kad

pu(l,1,2) =1, ceey p(m,1,2) =2m — 1,
u(1,1,3) =2(m+1) — ooy (m,1,3) =2(2m) — 1,
wlin—1n)=2(s—(m-1)—-1, ..., wmn—1n)=2s—1.
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2.5. ALGORITMAS, PAGRJSTAS LYGIAGRECIUOJU SAKU IR REZIJ METODU

Tada pakanka nagrinéti tokius z € Z, kurie tenkina Sias salygas:

(Z,Lt(k,i,l)7 (k) Zu(kz,i,j)) S {<07 07 O)v (07 17 0)7 (07 17 1)7 (28)
(1,0,0),(1,0,1),(1,1,1)}

suvisais k € {1,...,m}, i, [, 5 €{l,...,n} (i<l <}j).
Taisyklé III. Prisiminkime, kad N = n(n—1)/2. Kiekvienam z € Z apibrézkime
toki vektoriy w(z) = (wy(2),...,wn(2))T € {0,1,...,28 —1}™ kad

N
ZQN_ 2(k+(i—1)m)—15
—1

1 < k < m. Vektorius w(z) yra unikalus kiekvienam z € Z, t. y., jeigu 2!, 22 € Z
(21 # 22), tai w(z!) # w(2?). Taigi pakanka nagrinéti tokius z € Z, kurie tenkina
sias nelygybes:
wi(z) > ... > wp(2). (29)

Si taisyklée yra pagrista tuo, kad funkcija f; yra invariantiné sukimo atzvilgiu.
2.4.3. Algoritmas

Algoritmas, grazinantis funkcijos g globalaus minimumo taska aibéje Y' = (J, ., Y'(2),
aprasytas algoritme 2. Sis algoritmas yra pagristas saky ir réziy metodu, tad pava-
dinome jj ,,Branch-and-Bound“ (BB) algoritmu.

2.5. Algoritmas, pagrjstas lygiagreciuoju saky ir réziy metodu

Siame skyrelyje pristatytas treciasis algoritmas uzdaviniui (19) spresti. Sis algo-
ritmas yra lygiagrecioji algoritmo BB (zr. algoritmas 2) versija ir turi 1-aji lygiagre-
tumo laipsnj (zr. skyrelj 1.1.6). Algoritmas grazina funkcijos ¢ globalaus minimumo
taskag aibéje Y.

Algoritmas 2 Branch-and-Bound (BB)

Duota: m € {1,2,3}, neN (n > 1), 61']' eR (513 :6]'1' > 0, 0i = 0), 1<4,5<n
Rasti: y* — funkcijos ¢ minimumo taskas aibéje Y’

1: v e V(m)

2: V+{Z(v)}

3: g" + 400

4: while V # () do

5: Z(v) e V; V<« V\{Z(v)}

6: ¥ Ele (7/2i—1 + VQZ’)

7 for i =1,2 do

8: Vv 1/221‘*%1.) —0

9: IS aibés Z(v") pasaliname visu nereikalingus elementus
10: if Z(v') # () then .
11: y** € argmin{g(y) : y € Y (')}
12: if g(y*™*) < g* then
13: if y** €Y' then
14: Y ey gt g(y™)
15: else
16: V « VU{Z(Y)}
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Tarkime, kad koks nors kompiuteris gali atlikti P = 2! 41 (1=0,1,2,...) procesy
tuo pac¢iu metu, t. y. turi P skai¢iavimo vienety (branduoliy). Siame kompiuteryje
vykdant pateiktaji lygiagretuyji algoritma, i$ pradziy aibé Z(v), v € V(m), padalijama
i P — 1 nesikertanciy poaibiy Z(v'), kai v* € V(m +1), 1 <i < P -1, ir vj =

.= UJI.D 11 < j < 2m. Paskui, i-asis procesas taikydamas algoritma 2 randa
funkcijos g globalaus minimumo taskg aibéje Uzez(vi) Y’(2) ir rasta taska persiuncia
tam tikram procesui, kuris vadinamas procesu-seimininku, 1 <7 < P —1. Galiausiai
procesas-seimininkas palygina gautuosius P —1 minimumo taskus ir grazina geriausig
is ju. Taigi toks procesy skaic¢ius uztikrina vienoda aibés Z(v), v € V(m), padalijima
(|Z(v?)| = 25=™~ su visais 1 < i < P — 1) ir leidzia realizuoti $eimininko-darbininko
komunikacijos modelj tarp procesy [37].

Lygiagretusis algoritmas aprasytas algoritme 3. Jis pagristas lygiagrec¢iuoju saky
ir réziy metodu, tad pavadinome jj ,,Parallel Branch-and-Bound“ (PBB) algoritmu.

3. Skaitinis algoritmy tyrimas

Siekdami atskleisti pagrindines siulomy algoritmy ypatybes, juos realizavome ir
atlikome tam tikrus skaitinius tyrimus. Visi algoritmai realizuoti Fortran 95 progra-
mavimo kalba, o skaitiniai tyrimai atlikti su tam tikromis skirtingumo matricomis.
Siame skyriuje pristatyti skaitiniy tyrimy rezultatai.

3.1. Algoritmas MAS

Suformuluokime algoritmo MAS (Zr. algoritmas 1) skaitinio tyrimo tiksla. Tar-
kime, kad m € {1,2,3}, n € N (n > 1) ir A" = (0;;) € R™™ (§;; = d;; > 0,
di = 0, 1 < 4,5 < n). Algoritmo MAS skaitinio tyrimo rezultatai palyginti su
atitinkamais algoritmo SMOOTH rezultatais (zr. skyrelj 1.2). Tad kad buty papras-
¢iau, algoritmus SMOOTH ir MAS toliau zymékime simboliais S ir M atitinkamai.
Prisiminkime, kad kiekvienas funkcijos f; lokalaus arba globalaus minimumo taskas
aibéje R™" apibrézia tam tikrg n daugiamaciy elementy vaizda m-atéje Dekarto ko-
ordinaciy sistemoje (zr. skyrelj 1.2). Tegu E% zymi vaizdo, apibrézto funkcijos f
minimumo taske z* ir gauto taikant algoritma A € {S, M}, tokia santykine paklaida

[16]:
.| filz)
b3 w

Kuo paklaida £% artimesné skaiciui 0, tuo vaizdas yra geresnis. Tegu
Eq={E%, . .. E}*

zymi multiaib¢ 30-ies santykiniy paklaidy, apskaiciuoty vaizduose, gautuose taikant
algoritma A € {S, M}. Tarkime, kad E§" — maziausia santykiné paklaida, gauta
algoritma S vykdant 10 karty, t. y.

«i . «li «10i
E3' =min{E5",...,E5 '},
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3.1. ALGORITMAS MAS

Algoritmas 3 Parallel Branch-and-Bound (PBB)

Duota: m € {1,2,3}, neN (’I?, > 1), 5ij eR (623 :5]'1' >0, 6y = 0), 1<4,7<n
Rasti: y* — funkcijos ¢ minimumo taskas aibéje Y’

1: GAUTI P, R

2: g* < 400

3: if R =0 then

4: W+ 1€{0,1}F~!

5. while 7' W; > 0 do

6: if YRA PRANESIMAS IS PROCESO i then
7: GAUTI [Y*, N]

8: if N =0 then

9: W; <0

10: if g(Y*) < g* then

11: YY" gt < g(Y)

12: for j=1,P—-1do

13: if W; > 0 then

14: SIUSTI [y*] PROCESUI j
15: else

16: veVim);l«log(P—-1);j+ R—-1
17: fori=m+1,m+1do

18: if mod(j,2) =1 then
19: Vi1 < 0

20: else

21: Vg + 0

22: j < div(i,2)

23: V «— {Z(v)}
24:  while V # 0 do

25: Z(V) eV, VeV \ {Z(U)}7 T Zle (VQi—l + 1/27;)
26: fori=1,2do

27: Vo v; ngi*ﬂ.) ~—0

28: IS aibés Z(v') pasalinti visus nereikalingus elementus
29: if Z(v') # 0 then

30: y** € argmin{g(y) : y € Y'(v*)}

31: if YRA PRANESIMAS IS PROCESO 0 then
32: GAUTI [y*]

33: if g(v*) < g(y**) then

34: Y* <y " < g(y")

35: if g(y**) < ¢g* then

36: if y** €Y' then

37: Y* 4y g* + g(y™)

38: N «+ 1; SIUSTI [Y*, N] PROCESUI 0
39: else

40: V «+— VU{Z(1)}

41: N « 0; SIUSTI [Y*, N] PROCESUI 0

1 < i < 30. Tegu tls yra laikas (sekundémis), reikalingas rasti i-ajam multiaibés
Es elementui. Tarkime, kad E}," yra maziausia santykiné paklaida, gauta algoritma
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3. SKAITINIS ALGORITMU TYRIMAS

M vykdant maziausiai ti sekundziy, 1 < i < 30. Tegu tivt yra laikas (sekundémis)
ir K, yra funkcijos fi lokaliyjy minimumo tasky aibéje R™" skaicius, reikalingas
t-ajam multiaibés Ey elementui rasti. Taigi
By = min{E}k\,lM, o j‘WK}”i} irth, =ts +e,

kai € > 0, 1 <1 < 30. Atkreipkime démesj, kad K5 = 10, 1 <4 < 30. Pagrindinis
skaitinio tyrimo tikslas buvo palyginti kai kurias multiaibiy Es ir E\, ypatybes,
kai taikomos jvairios skirtingumo matricos ir skirtingos m reikSmeés. Ypac¢ domino
Sios ypatybés: maziausia reikSmé (min £ 4), didZiausia reikSmé (max E4), aritmetinis
vidurkis (mean E 4) ir standartinis nuokrypis (std F4), kai A € {S, M}.

Skaitinis tyrimas atliktas kompiuteriu su 1) Intel(R) Core(TM)2 Duo procesoriu-
mi, jo taktinis daznis — 2.40 GHz, ir 2) Xubuntu 14.04 (64-bit, branduolio versija:
3.13.0-24-generic) operacine sistema. Kiekvienas multiaibés Eg elementas gautas
su programa ,SMOOTH" [22] (programos versija: 0.4, autorius: Patrick Groenen,
2003). Skaitinio tyrimo rezultatai pateikiami lenteléje 1.

Lentel¢je 1 simbolis ¢4 zymi vidutinj laika (sekundémis), o K4 — vidutinj funkci-
jos fi lokaliy minimumo tasky skaiciy aibéje R™", reikalingg vienam multiaibés E 4
elementui rasti, t. y. t4 = 2?21 /30 ir K4 = ngl K4 /30, A € {S,M}. At-
kreipkime démesj | multiaibiy Eg ir Eq standartiniy nuokrypiy reikSmes (lentelés 1
stulpelis nr. 6). Jos yra beveik vienodos, kai pasirinktos skirtingumo matricos Acype,
Avegs it Agimp. Taciau std Es ir std Exq reiksmés yra skirtingos su kitomis skirtingu-
mo matricomis. Tai rodo, kad algoritmas M yra jautresnis duomenims parinkti nei
algoritmas S.

Didelis skirtumas tarp reiksmiy min £ 4 ir max E 4 rodo, kad algoritmo A jautru-
mas pradiniam taskui parinkti yra didelis. Remiantis lentelés 1 duomenimis, galima
daryti iSvada, kad algoritmas M yra jautresnis pradiniam taskui parinkti nei algo-
ritmas S.

Atkreipkime démesj, kad K > Kg beveik visais atvejais, isskyrus atvejj A2 .
Tai rodo, kad algoritmas M per apytiksliai tg patj laikg sugeneruoja daugiau funk-
cijos f1 lokaliy minimumo tasky nei algoritmas S.

3.2. Algoritmas BB

Algoritmo BB (zr. algoritmas 2) skaitinio tyrimo rezultatai palyginti su atitinka-
mais algoritmo BB2009 rezultatais (zr. skyrelj 1.2). Kad buty paprasciau, algoritmus
BB2009 ir BB pazymékime simboliais Byg ir By4 atitinkamai. Vienas iS daugiausia
laiko uzimanciy algoritmo By4 Zingsniy yra tam tikro iskilojo kvadratinio programa-
vimo uzdavinio sprendimas (zr. algoritmo 2 eilute nr. 11). PanaSus zingsnis yra
atliekamas ir su algoritmu Byg. Tarkime, kad algoritmas A € {Byg, B14} §i daugiau-
sia laiko uzimantj zingsnj atlieka K 4 karty. Pagrindinis skaitinio tyrimo tikslas buvo
palyginti skaiciy Kp,, ir Kp,, reikSmes, kai taikomos jvairios skirtingumo matricos ir
skirtingos m reikSmes.

Skaitinis tyrimas atliktas kompiuteriu su 1) Intel(R) Pentium(R) 4 CPU 3.00GHz
procesoriumi, jo taktinis daznis — 2.80 GHz, ir 2) CentOS 6.5 (64-bit) operacine
sistema. Tyrimo rezultatai pateikiami lenteléje 2. Simbolis E* Zymi vaizdo, apibrézto
funkcijos f; minimumo taske x*, santykine paklaida, kai taikomi algoritmai By, ir
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3.2. ALGORITMAS BB

1 LENTELE. Algoritmo M skaitinio tyrimo rezultatai ir atitinkami re-
zultatai, gauti taikant algoritmg S.

A" m minEy maxE4 meanEy 4 stdEy4 tyg Ky
0.0001  0.0012  0.0009 0.0002 0.519 10

4
Aewbe 3 0.0000  0.0000  0.0000  0.0000 0.519 975
A8 3 0.0012  0.0013  0.0013  0.0000 1.449 10
cube 0.0000  0.0000  0.0000  0.0000 1.463 62
A7 3 0.0945 0.0945  0.0945 0.0000 1.566 10
rees 0.0945 0.0945  0.0945 0.0000 1.571 134
A9 9 0.2991  0.2991 0.2991  0.0000 1.382 10
rees 0.2991  0.3031 0.2996  0.0011 1.387 184
AL3 1 0.5311  0.5311 0.5311  0.0000 0.857 10
ress 0.5311  0.5311 0.5311  0.0000 0.858 379
AT 3 0.0015 0.0016  0.0016  0.0000 1.673 10
SURp 0.0000  0.0000  0.0000  0.0000 1.679 150
A9 9 0.2759  0.2759  0.2759  0.0000 0.972 10
Stip 0.2759  0.2808  0.2760  0.0009 0.977 88
AL 1 0.5279  0.5281 0.5279  0.0000 1.203 10
SUHP 0.5279  0.5279  0.5279  0.0000 1.205 314
1 0.0109  0.0109  0.0109  0.0000 0.074 10
A9 0.0107  0.0107  0.0107  0.0000 0.075 55

hwa 0.0108  0.0110  0.0110  0.0001 0.655 10
0.0000  0.0027  0.0001  0.0005 0.713 40

AL 0.1790  0.1790  0.1790  0.0000 0.211 10
hwa 0.1790  0.1871 0.1821  0.0023 0.214 48
0.2975  0.2975  0.2975 0.0000 0.201 10

0.2975 0.3292  0.3112  0.0087 0.201 480

A8 9 0.1096  0.1096  0.1096  0.0000 1.130 10
i 0.1097  0.1306  0.1198  0.0055 1.133 172
0.0189  0.0254  0.0214 0.0018 2.386 10

0.0188  0.0411 0.0289  0.0066 2.402 86

A20 0.0524  0.0555  0.0546  0.0010 4.074 10
ruusk 0.0523 0.1322  0.0850  0.0232 4.962 3
0.2112  0.2112  0.2112  0.0000 0.199 10

A2 0.2112  0.2251 0.2151  0.0036 0.201 52
aen 0.0825 0.0909  0.0874  0.0023 2.407 10
0.0840 0.1248  0.1033  0.0105 2.440 37

0.3645 0.3645  0.3645 0.0000 0.318 10

ALO 0.3656  0.3959  0.3762  0.0075 0.319 414
cola 0.1679  0.1694  0.1694 0.0003 1.692 10
0.1729  0.2089  0.1837  0.0078 1.702 100

S uinnininininilninnininnlninlnglax

Bog (zr. (30)). Algoritmai By4 ir Byg grazina globalyji funkcijos fi minimumo taska

aibéje R™" todél santykinés paklaidos Siame taske sutampa. Atkreipkime démes;j,

kad beveik visais atvejais, kai m = 1, skaic¢iy Kp,, reikSmes yra didesnés negu skaiciy
27



3. SKAITINIS ALGORITMU TYRIMAS

2 LENTELE. Algoritmo By, skaitinio tyrimo rezultatai ir atitinkami re-
zultatai, gauti taikant algoritma Byg.

An m E* Bog 814
1 0.4082 14 18
AL 2 0.0000 73 12
3 0.0000 353 6
1 0.4787 11,260 10,948
AS.. 2 02245 2157,090 205,032
3 0.0000 35,216,122 355,611
1 0.4082 14 22
Alss 2 0.0000 63 32
3 0.0000 133 38
1 0.4472 73 142
Abe 2 0.1907 1,322 800
3 0.0000 23,017 256
1 04714 432 868
AS,. 2 0.2309 27,255 21,393
3 0.0000 335,771 55,606
1 0.4880 2,951 6,478
AT, 2 02621 1,655,631 1,020,040
3 0.0945 92,710,201 20,115,704
1 0.3651 14 21
Afmp 2 0.0000 73 13
3 0.0000 313 12
1 0.4140 73 112
A, 2 0.0000 662 66
3 0.0000 9,837 39
1 0.4554 432 702
AS,, 2 0.1869 16,076 15,632
3 0.0000 578,691 1,185
1 0.4745 2,951 4,890
AL, 2 02247 422940 585,436
3 0.0000 20,674,563 168,547
A 1 0.0107 2,217 1,591
hwa 9 0.0000 2,344,833 151,835
A2 1 0.1790 71,748 32,629
A 1 0.2975 665 1,590
ruusk 9 (,1096 82,617 374,190
AlZ 1 0.2112 36,559 236,168
Al 1 0.3642 60,077 63,744

ir Al2 ). Kai m =2 ir m = 3, beveik visos
7
simp?

m=2,ir A8 . m =2). Viena i§ pagrindiniu prieZasc¢iy, kodél esti toks skirtumas

tarp reiksmiy Kpg,, ir Kp,,, — skirtingos paieskos medziy strukturos. Algoritmas By

v Ve . . 8 9
Kp,, (i8skyrus siuos atvejus: AL, ., Ay .

skaiCiy Kp,, reikSmeés yra mazesnés negu skaiciy Kpg,, (iSskyrus siuos atvejus: A
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3.3. ALGORITMAS PBB

virSutinio lygmens leistinaja aibe Z (tiksliau, jos poaibj Z(v) C Z, v € V(m)) dalija i
du nesikertancius poaibius. O algoritmas Byg atitinkama virsutinio lygmens leistinaja
aibe gali padalyti ir | daugiau kaip du poaibius.

3.3. Algoritmas PBB

Algoritmas PBB yra lygiagretusis algoritmas (7r. algoritmas 3). Pagrindinis
skaitinio tyrimo tikslas buvo jvertinti lygiagretaus algoritmo PBB spartinima Sp
ir efektyvumg Ep, kai taikomos jvairios skirtingumo matricos ir skirtingos m ir P
(skaiciavimo vienety) reikSmeés.

Skaitinis tyrimas atliktas kompiuteriy klasteryje. Kiekvienas klasterio kompiu-
teris turéjo 4 branduoliy Intel(R) Core(TM) i5-760 procesoriy su 2.8 GHz taktiniu
dazniu. Klasteryje idiegta CentOS 6.3 (32-bit) operaciné sistema. Lygiagretusis algo-
ritmas buvo vykdomas naudojant 2, 5, 9, 17 ir 33 skaiciavimo vienetus (branduolius).
Algoritmo PBB spartinimas ir efektyvumas vaizduojami pav. 3.

Geriausios spartinimo Sp reikSmés yra jgyjamos su skirtingumo matricomis Agjmp,
o prasciausios — su Argegs ir m = 1. Deja, visais atvejais tiesinis spartinimas néra pa-
siekiamas. Geriausios efektyvumo Ep reikSmeés yra jgyjamos taip pat su skirtingumo
matricomis Agmp, 0 praséiausios — velgi su Afegs irm = 1. Visais atvejais efektyvumas
mazéja didéjant skai¢iavimo vienety skai¢iui. Sie rezultatai rodo, kad lygiagretaus
algoritmo PBB spartinimas ir efektyvumas priklauso nuo pradiniy duomeny. Be to,
statinis darby paskirstymas procesams-darbininkams yra viena is pagrindiniy pre-
zasciy, kodél nepasiektas tiesinis pagreitéjimas ir mazéja efektyvumas. IS tikryjy,
procesas-darbininkas atlikes savo darba, nebegauna naujy uzduociy.

+A§ube? m=1-2- Afegs? m=3-3- A?egs? m =2
—4— Afcgs, m=1 %Agmp, m = S#Agmp, m=2
%Afimp, m=1-8 Alllfva, m=1-9 A%(?Ia, m=1

0.8

0.2 {

(A) Spartinimas. (B) Efektyvumas.

3 PAv. Lygiagretaus algoritmo PBB spartinimas ir efektyvumas.
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4. Isvados

(1) Optimizavimo uzdavinio, kylanc¢io daugiamatése skalése (DS) su miesto kvar-
talo atstumais, tikslo funkcija yra funkcija su modulio (absoliuciojo dydzio)
elementais. Tokia funkcija gali buti nediferencijuojama kuriame nors is mini-
mumo tasky. O siulomo uzdavinio PDS tikslo funkcija yra iskiloji kvadratiné
funkcija, neturinti modulio elementy.

(2) Optimizavimo uzdavinio, kylan¢io DS su miesto kvartalo atstumais, tikslo funk-
cija turi mn kintamyjy. O uZdavinio PDS tikslo funkcija — mn? kintamuyjy. Taigi
PDS uzdavinys turi n karty daugiau kintamyjy negu optimizavimo uzdavinys,
kylantis DS su miesto kvartalo atstumais.

(3) Uzdavinio PDS leistinoji aibé apibrézta tiek tiesiniais, tiek papildomumo apri-
bojimais. Papildomumo apribojimai yra neiskilieji kvadratiniai apribojimai. O
uzdavinio PDS tikslo funkcija — iskiloji kvadratiné. Vadinasi, uzdavinys PDS
yra iskilojo kvadratinio programavimo uzdavinys su neiskilaisiais kvadratiniais
apribojimais. Sis uzdavinys priklauso NP-hard sudétingumo klasei.

(4) Uzdavinys PDS gali buti suformuluotas kaip dvieju lygmenu optimizavimo uz-
davinys. Pirmieji m+ s apatinio lygmens leistinieji apribojimai nepriklauso nuo
virsutinio lygmens kintamojo. Taip pat apatinio lygmens tikslo funkcija nepri-
klauso nuo virsutinio lygmens kintamojo. Taigi sprendziant apatinio lygmens
problemas dalis skaiciavimy gali buti atlikti iS anksto.

(5) Optimizavimo uzdavinys, kylantis daugiamatése skalése (DS) su miesto kvar-
talo atstumais, gali buti suformuluotas kaip dviejy lygmeny optimizavimo uz-
davinys. Uzdavinio PDS ir pradinio uzdavinio dviejuy lygmeny formuluotés yra
skirtingos. Tiksliau tariant, uzdavinio PDS dviejy lygmeny formuluotéje yra
2mn(n=1)/2 apatinio lygmens uzdaviniy. O $tai pradinio uzdavinio dviejy lygme-
ny formuluotéje — (n!)™ apatinio lygmens uzdaviniy.

(6) Pasiulytas algoritmas, pagristas aktyviosios aibés metodu (algoritmas MAS),
yra jautresnis pradiniam taskui parinkti negu algoritmas SMOOTH, Siuo metu
pats geriausias lokalios paieskos algoritmas DS su miesto kvartalo atstumais.
Taciau algoritmas MAS yra zymiai greitesnis: per apytiksliai tg patj laikg MAS
sugeneruoja iki 97 karty daugiau lokaliyjy minimumo tasky negu algoritmas
SMOOTH.

(7) Pasiulytas algoritmas, pagristas saky ir réziy metodu (algoritmas BB), zymiai
sumazina (iki 9 x 10'® karty) sprestiny apatinio lygmens uzdaviniy skai¢iy. Be
to, Sis algoritmas iSprendzia iki 488 karty maziau apatinio lygmens uzdaviniy
nei literaturoje aprasytas panasus algoritmas.

(8) Pasiulytas lygiagretusis algoritmas, pagristas lygiagreciuoju Saky ir réziy meto-
du (algoritmas PBB), yra iki 25 karty greitesnis, kai naudojami 33 skai¢iavimo
vienetai, negu jo nuoseklioji versija. Vidutinis lygiagretumo efektyvumas yra
apie 0,4.
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Summary

In this chapter, the research problem and its relevance are presented. The pur-
pose, tasks and novelty of the research are given here, too. Also, we present here
propositions for defense. The results of the research were approved in a few scientific
conferences and publications. A list of the publications is given here, too. At the
end of the chapter, a few facts about the author of the dissertation are presented.

The research problem and its relevance

The research problem is related to the problem of a visualization of multidimen-
sional elements. A multidimensional element is perceived here as a vector in a real
vector space of four dimensions or higher. A representation of such vectors in a lower-
dimensional — i.e., one-, two-, or three-dimensional — Cartesian coordinate system is
perceived here as a visualization of multidimensional elements. The set of points,
which represent the multidimensional elements in the lower-dimensional Cartesian
coordinate system, is called here the image of multidimensional elements. Note that
an image of multidimensional elements is a subset of a lower-dimensional real vector
space. Any image of multidimensional elements may give us some important infor-
mation about them. For example, it may help us to find out if the elements have
any regularities, outliers, or clusters [16].

There are a number of techniques that can be used to visualize multidimensio-
nal elements. One of them is called multidimensional scaling (MDS). MDS is used
in areas such as psychometrics, market analysis, pharmacology, and others. In ap-
plying MDS, an image of multidimensional elements is obtained by constructing and
minimizing a certain function. In order to construct the function, 1) dissimilarities
between every pair of multidimensional elements have to be defined, and 2) a desired
distance function, defined on a lower-dimensional real vector space, has to be sele-
cted. The obtained image has the following feature: the desired distances between
points of the image are similar to, or even equal to, the defined dissimilarities.

Images of the same multidimensional elements are usually different if they are
obtained by using MDS with different distance functions. Various applications of
MDS show that images obtained by using MDS with the city-block distance function
(also known as Minkowski distance of order one, L1 distance function) may give us
more information about the multidimensional elements than by using other distance
functions. However, if city-block distances are selected, the function to be minimized
contains a set of absolute value (modulus) terms. In this case, minimization of such a
function becomes a complicated optimization problem: the function may have more
than one local minimizer and may even be non-differentiable at a minimizer. Thus,
the research problem considered here is the minimization problem arising in MDS
with city-block distances.
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The purpose and tasks of the research

The research problem — i.e., the minimization problem arising in MDS with city-
block distances — is equivalent to a certain optimization problem. Let us name
the optimization problem, equivalent to the research problem, as problem CMDS.
Currently there are no specific algorithms for the problem CMDS. Thus, the main
purpose of this research is to offer several algorithms for the problem CMDS. In order
to achieve this goal, the following tasks should be performed:

(1) To explore the main features of the objective function of the research problem
and to become familiar with algorithms for the research problem.

(2) To construct a few sequential and parallel algorithms for the problem CMDS.

(3) To implement the algorithms and to perform a numerical investigation of them
by using particular sets of multidimensional elements.

(4) To compare the results of the investigation with corresponding results obtained
by using other algorithms.

The novelty of the research

(1) The equivalence between the research problem and the problem CMDS is pro-
ven.

(2) An algorithm is proposed that returns a local minimizer of the objective function
of the problem CMDS.

(3) A two-level formulation of the problem CMDS is constructed.

(4) An algorithm is proposed that returns a global minimizer of the objective func-
tion of the problem CMDS.

(5) A parallel algorithm is proposed that returns a global minimizer of the objective
function of the problem CMDS.

Propositions for defense

(1) The research problem is equivalent to an optimization problem with a con-
vex quadratic objective function, and linear and complementarity (non-linear)
constraints.

(2) The algorithm, based on the active-set method, returns a local minimizer of the
objective function of the problem CMDS.

(3) The problem CMDS is a two-level optimization problem with a convex quadra-
tic programming problem at the lower-level, and a combinatorial optimization
problem at the upper-level.

(4) The algorithm, based on the branch-and-bound method, returns a global mini-
mizer of the objective function of the problem CMDS.

Approbation of results

Results of the research were presented at 9 scientific conferences (4 of them were
international conferences) and were published in the following scientific papers:

(1) Roger Fletcher, Nerijus Galiauskas, Julius Zilinskas. Quadratic programming
with complementarity constraints for multidimensional scaling with city-block
distances. Baltic Journal of Modern Computing, 2(4):248-259, 2014. ISSN
2255-8942.
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(2) Nerijus Galiauskas, Julius Zilinskas. On multidimensional scaling with city-
block distances. In Lecture Notes in Computer Science, volume 8426, pages
82-87. Springer, 2014. ISSN 0302-9743.

(3) Nerijus Galiauskas, Julius Zilinskas. Parallel branch and bound for multidi-
mensional scaling with L1 distances formulated as quadratic programming with
complementarity constraints. In SPGCIC 2013: 8th International Conference
on P2P, Parallel, Grid, Cloud and Internet Computing, Compiégne, France,
October 28-30, 2013, pages 509-512. IEEE, 2013. ISBN 978-0-7695-5094-7.

(4) Nerijus Galiauskas, Julius Zilinskas. Quadratic programming problems. Jour-
nal of Young Scientists, 33(4):115-118, 2011. ISSN 1648-8776. [In Lithuanian].
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