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1 JZanga
Disertacijoje, kuri pristatoma Sioje santrumpoje, nagrinéjame izoperimetrini uzdavini

D(F,I,n) = sup P{S, € I}, (1)
Sn€EeF

kur F yra klasé priklausomy arba nepriklausomy Bernulio atsitiktiniy dydziy sumu S,,
o I yra intervalas, kuris yra apréztas arba neapréztas. Visame darbe, jei I = [z, 00)
arba I = {z}, mes vietoje D(F,I,n) rasome D,(x). Rasydami supg , mes turime gal-
voje supg cr, kur F yra klasé sumy S, = X; +---+ X,,, kurios elementai X; tenkina
duotas salygas. Dél Sios priezasties mes formuluojame uzdavinius pateikdami tik salygas
(apréztumas, momentinés salygos, priklausomumas ir t.t.) atsitiktiniams dydziams Xj;.
Disertacijoje mes randame optimalius virSutinius rézius funkcijai D(F,I,n) ir pratesiame
rezultatus LipSico funkciju klasei.

Norédami iliustruoti musy sprendziamu uzdaviniy tipa, mes pateikiame pati paprasciau-
sig atveji. Pats paprasCiausias musy nagrinéjamas atvejis yra pateikiamas antrajame sky-
riuje, kuriame nagrinéjami simetriniai nepriklausomi apreézti atsitiktiniai dydziai X;.

Tarkime S, = X; + --- + X,, yra suma simetriniy aprézty nepriklausomu atsitiktiniy
dydziy, kad |X;| < 1. Tarkime I = [z,00). Remiantis klasikiniu Hoeffdingo 1963 metu
rezultatu mes gauname

D, (z) =P{S, >z} <exp{—2?/2n}, z€R. (2)

Hoeffdingas 1963 parodé, kad si nelygybé galioja ir tuo atveju, kai Sp, Si,... sudaro mar-
tingaling seka.

Jei vietoje S, imtume suma nepriklausomuy vienodai pasiskirs¢iusiu Rademacherio dydziu
W, =e1+--+ey, t. y. atsitiktiniy dydziy, kad P{e; = £1} = 1, tada remiantis Centrine
Ribine Teorema mes matome, kad eksponentiné funkcija desingje lygties (2) puséje yra
minimali. Visgi tam tikro daugiklio, kurio eilé yra 2!, triksta, nes standartinio normalaus
dydZio uodega dideliems z yra apytiksliai lygi (v27z)~! exp{—22/2}.

Be to, galima parodyti, kad suma S,,, kaip atsitiktinis dydis, yra subgausinis, t. y.
galioja nelygybé

D, (z) < cP{\/nZ >z}, xz€R,

kur Z yra standartinis normalinis atsitiktinis dydis, o ¢ yra tam tikra absoliuti konstanta.

Yra jvairiuy Hoeffdingo tipo nelygybés (2) pagerinimy ir apibendrinimy, keiciant salygas
sumy démenims (simetriskumas, vienpusis apréztumas, dvipusis apréZztumas, momentiniai
apribojimai, démenu priklausomybé). Musy ziniomis, néra nei vieno rezultato, kuriame butu
gauta tiksli funkcijos D(F, I, n) reiksmé. Musu darbo tikslas yra rasti tokias poras (F,T),
kurioms galima nustatyti tikslias funkcijos D(F, I, n) reikSmes ir aprasyti ekstremalius ele-
mentus.

2 Disertacijos moksliné problema ir tyrimo objektas
Disertacijos tyrimo objektas yra tikimybinés atsitiktiniy dydziy sumy uodegos. Disertacijos

moksliné problema yra surasti tikslius virSutinius Siy uodeguy rézius ir apibudinti kiekvienos
nagrinéjamos klasés ekstremalius elementus.



3 Pagrindiniai uzdaviniai
Disertacijoje nagrinéjami sie uzdaviniai:

e Ekstremali kombinatorika ir tikimybinés nelygybés. Antrajame skyriuje mes nag-
rinéjame nepriklausomuy simetriniy vienodai aprézty dydziy sumas. Pagrindinis Sio sky-
riaus uzdavinys yra nustatyti, kokia nepriklausomuy atsitiktiniy dydziy suma maksimizuoja
tikimybe patekti i intervala I. Siame skyriuje nagrinésime tris skirtingus intervalo I ti-
pus. Pirmu atveju intervalas I yra pustiesé [x,00), antru atveju vientaské aibée {z}, o
trefiu antveju [x — k,z + k), kur z € R ir k € N. Pirmais dviem atvejais tarsime, kad
atsitiktiniai dydziai X; yra aprézti i§ virSaus, t. y. |X;| < 1. Trediu atveju atsitiktiniai
dydziai yra aprézti i§ apacios, t. y. X; > 1. Treciu atveju uzdavinys yra klasikinis Erdos
1945 issprestas uzdavinys. Mes pateikiame Erdés uzdavio irodyma nenaudojant Spernerio
teorijos. Skyriaus pabaigoje mes pateikiame rezultaty apibendrinima simetriniy Lipsico
funkciju klasei.

e Svorinés Rademacherio sumos. Treciajame skyriuje mes vél nagrinéjame simetriniy
nepriklausomuy atsitiktiniy dydziy suma, bet Siame skyriuje mes papildomai pareikalauja-
me, kad sumos dispersija buty aprézta is virSaus, o nagrinéjami dydziai butu dvitaskiai.
Siame skyriuje mes randame optimalia subgausine konstanta, bei pageriname klasikine
Cebysevo nelygybe D,,(z) < 1/222 visiems = > 1, panaudodami apibendrinta Cebysevo
nelygybe.

e Salyginés nelygybés. Ketvirtajame skyriuje mes nagrinéjame atsitiktiniy dydziy sumas,
kurios turi tuos pacius apréztumo ir momentinius apribojimus, kaip ir trec¢iajame skyriuje.
Siame skyriuje mes nagrinéjame, kas buty, jei tartume, kad tikimybe patekti i tam tikra
intervala yra fiksuota ir zinoma. Ar galima, kg nors pasakyti apie tokios sumos savybes
to intervalo galuose? Mes parodome, kad prie tam tikry reguliarumo salygu, sumos yra
,beveik tolydzios“.

e Martingalinés nelygybés. Penktajame skyriuje mes nagrinéjame aprézty atsitiktiniy
dydziy sumas, kurios nariai yra priklausomi. Musy konkreciu atveju nagrinéjame sumas,
kurios sudaro martingaling seka. Hoeffdingas 1963 parodé, kad martingalams galioja tos
pacios eksponentinés nelygybés, kaip ir nepriklausomy démenu atveju. ISkyla naturalus
klausimas, ar maksimizuojantys atsitiktiniai dydziai turi panasias savybes. Siame skyriuje
parodome, kad ir maksimizuojantys martingalai turi panasias savybes kaip ir maksimizuo-
jancios nepriklausomuy atsitiktiniy dydziy sumos.

e Ekstremalios LipSico funkcijos. SeStajame skyriuje mes apibendriname pries tai bu-
vusius rezultatus LipSico funkcijy, apibrézty ant metriniy tikimybiniu erdviy, klasei. Nau-
dojant pirmuose skyriuose naudotus rezultatus, gaunami nuokrypio nuo vidurkio virsuti-
niai réziai rodo, kad maksimalios Lipsico funkcijos turéty buti ,labai panasios* i tiesines
funkcijas. ISkyla klausimas, ar maksimizuojancios Lipsico funkcijos yra tiesinés funkcijos.
Siame skyriuje parodome, kad maksimalios Lipsico funkcijos yra ,beveik tiesinés ir lygios
neigiamai atstumo nuo tam tikros ekstremalios aibés funkcijai.

4 Tyrimy metodika
Pagrindinis musy darbe naudojamas metodas yra matematiné indukcija pagal dimensija.

v —

liai konkreciu atveju ja reikia panaudoti. Tiesioginis bandymas ja pritaikyti priveda prie



griozdiskuy struktury, su kuriomis dirbti tampa neimanoma. Trumpai aptarsime, kaip pri-
taikéme matemating indukcijg kiekviename skyriuje. Antrajame — penktajame skyriuose
nagrinéjamos tokios klasés, kuriose maksimizuojantys atsitiktiniai dydziai yra dvitaskiai.
Integruojant pagal viena is kintamyju nelygybe P{S, > z}, mes gauname du démenis,
kuriy dimensija jau yra lygi n — 1, todél galime pritaikyti indukcine prielaida. Kai kuriais
atvejais indukcinés prielaidos negalima taikyti tiesiogiai, nes gauty démeny suma gaunasi
didesné, nei sakoma indukciniame teiginyje. Tada j dvieju tikimybiy suma ziurima, kaip i
dvieju indikatoriy sumos vidurki. Kelios aritmetinés gudrybés ir vidurkio adityvumas pade-
da gauti norima rezultata. Sestajame skyriuje indukcijos jau negalima pritaikyti, nes jame
nagrinéjamos ne tik erdvés gaunamos sudauginus vienmates erdves, todél dimensijos sagvoka
neturi prasmeés. Siuo atveju mes parodome, kad misu nagrinéjamas uzdavinys yra ekviva-
lentus izoperimetriniam aibiy teorijos uzdaviniui, kuris yra jau gana placiai iSnagrinétas.

5 Moksliniai rezultatai

5.1 Simetriniy dydziy sumos.

Antrajame skyriuje mes nagrinéjame nepriklausomuy simetriniy atsitiktiniy (aprézty ir ne-
aprézty) dydziy sumas. Musy tikslas yra gauti tikslius virsutinius funkcijos D(F,I,n)
ivercius. IS pateiktu rezultaty matysis, kad pateikti réziai yra nepagerinami.

Tarkime S, = X; + --- + X,, yra tokia nepriklausomu simetriniy dydziu suma, kad
|X;| < 1. Hoeffding 1963 parode, kad P{S, > x} < exp{—2?/2n} visiems 2 € R. Nuo
to laiko buvo gauta daug Sios nelygybés pagerinimy ir apibendrinimy, bet, musy zinio-
mis, nebuvo gautas né vienas tikslus tokio tipo rezultatas. Mes antrajame skyriuje pa-
teikiame tiksly virSutini funkcijos P{S,, > x} rézi. Tarkime W,, = ¢; 4+ --- + €, yra suma
nepriklausomu vienodai pasiskirs¢iusiy Rademacherio dydziy, t. y. atsitiktiniy dydziu tokiy,
kad P{e; = £1} = 1/2. Tada galioja §i teorema.

Theorem 1 (Dzindzalieta, Juskevicius, Sileikis 2012). Visiems x > 0 turime

P{W, = x}, j€i € 2Z,

S, P{W,_1 >z}, jei [x]+ne€22Z+1.

Mes taip pat nagrin¢jame dydi supg P{S, = =}, kuri galima laikyti netolygiu sumos S,
koncentracijos taske x réziu.

Theorem 2 (Dzindzalieta, Juskevicius, Sileikis 2012). Jei # > 0 ir k = [2] tada
supP{S, =z} <P{W,, =k},
s'fl,

kur
{min{n,kQ}, jei n+k e 2Z,
m =

min {n —1,k*}, jei n+ke2Z+1.
Lygybé galioja, kai S,, = ¥ Wi,.

Mes savo rezultatus jrodome naudodami du visiskai skirtingus metodus. Vienas budas
yra tiesiogiai taikyti matematine indukcija. Antras budas yra taikyti ekstremalios kombi-
natorikos rezultatus. Darbe pateikiame ir klasikinés Erdos 1945 teoremos paprasta irodyma
naudojant matematine indukcija. Sio uzdavinio, kuri pirmasis irodé Erdés 1945 metais
naudodamas Spernerio teorema, formuluoté yra tokia.



Theorem 3 (Erdts 1945). Tegul S, = a1e1 + - - - + anén, kur a; yra tokie realus skaiciai,
kad |a;| > 1. Tada

meaéisupIP’{Sn €(x—k,x+k|} =P{W, € (—k,k|}.
T Sn

Nors musy uzdavinyje nagrinéjami atsitiktiniai dydziai nebutinai yra dvitaskiai, mes
parodome, kad maksimizuojantys atsitiktiniai dydziai yra dvitaskiai. Tai rodo tiesiogini
musy rezultaty rysi su Erdés 1945 uzdaviniu.

Lemma 4 (Dzindzalieta, Juskevicius, Sileikis 2012). Tegul g : R™ — R yra aprézta isma-
tuojama funkcija. Tada
sup Eg(Xi,...,X,)= sup Eg(aier,...anen),
X1y, X0 A1,yeesQp
kur supremumas kairéje lygybés puséje imamas pagal visus tokius nepriklausomus simetrinius

atsitiktinius dydzius X1, ..., Xy, kad | X;| < 1, o desinéje supremumas imamas pagal skaicius
-1<ay,...,a, <1.

Norédami jrodyti 2 Teorema, mes irodome Sias lemas. Tegul S, = a1e1 + -+ + anen.
Naudodami indukcijos metoda jrodome, kad galioja Sis rezultatas.

Lemma 5 (Dzindzalieta, Juskevicius, Sileikis 2012). Tegul x > 0, k = [z]. Tarkime
O<a; <---<a, <1. Tada

P{W, =k}, jei n+ke2Z,

3
P{W,_1 =k}, jei n+ke2Z+1. ®)

P{S, =z} < {
Kitas pagalbinis rezultatas duoda tikslia funkcijos supg P {S, = x} reikSme ir todél
pagerina 5 lema.

Lemma 6 (Dzindzalieta, Jugkevicius, Sileikis 2012). Tegul 0 < ai,...,a, < 1, x > 0,
k= [z]. Tada

P{W, =k}, jei n+ke2Z,
P{W,=k+1}, jei n+ke2Z+1.

n

supP{S, =z} = {

Si lema irodoma naudojant ekstremalios kombinatorikos rezultatus.
Antrojo skyriaus pabaigoje mes pratesiame rezultatus nelyginiu LipSico funkciju klasei.

Tarkime C,, = [—1,1]" yra kubas su ¢! metrika d. Mes sakome, kad funkcija f : C,, — R
yra K-Lipsico su K > 0, jei
[f(z) = fly)| < Kd(z,y),  z,y€Ch. (4)

Mes sakome, kad funkcija f : C,, — R yra nelyging, jei f(—z) = —f(x) visiems z € C,,.
Naudojant ekstremalios kombinatorikos rezultatus mes jirodome Sig teorema.

Theorem 7 (Dzindzalieta, Juskevicius, Sileikis 2012). Tarkime funkcija f : Cp, — R yra

1-Lipsico ir nelyginé. Tegul X1,...,X, yra tokie simetriniat nepriklausomi atsitiktiniai
dydziai, kad | X;| < 1. Tada visiems x > 0 mes gauname

P{W, >z}, jei n+ [x] € 2Z,
P{W,_1>2a}, jein+[z] €2Z+1.

1yeesAm

sup P{f(Xy,...,X,) Za:}:{



5.2 Svorinés Rademacherio a. d. sumos.

Tre¢iajame skyriuje mes vél nagrinéjame suma S,, = a1€1 + - -+ + an&n, kur a; yra realus
skai¢iai, o &; yra nepriklausomi Rademacherio atsitiktiniai dydziai. Siame skyriuje mes pa-
pildomai pareikalaujame, kad §ios sumos dispersija biitu aprézta is virsaus, t. y. ES2 < 1.
Si salyga yra ekvivalenti salygai > a? < 1. Kadangi musy réziai Siame skyriuje nepri-
klauso nuo dimensijos, tai vietoje .S,, mes taip pat rasome S.

I. Pinelis 1994 metais parodé, kad suma S yra subgausiné, t. y. egzistuoja tokia absoliuti
konstanta ¢ > 0, kad P{S > z} < cP{n > z} visiems € R, kur n ~ N(0, 1) zymi standartinj
normalini atsitiktini dydi.

Bentkus 2007 metais iSkélé hipoteze, kad optimali konstanta, kuria zymésime raide c,,
yra tokia, kad P{% > \/i} = c¢.P{N > \/5}, t. v. ¢, &= 3.178. Misuy svarbiausias Sio

skyriaus rezultatas yra Sios hipotezés jrodymas.

Theorem 8 (Bentkus, Dzindzalieta 2014). Tegul n ~ N(0,1) yra standartinis normalinis
atsitiktinis dydis, tada

P{S, >z} < cP{n >z} visiemsxz € R (6)

su konstanta c lygia
cx = (4P{n > V2})"! ~ 3.178.

Kitas svarbus §io skyriaus rezultatas yra virSutinis rézis funkcijai P{S, > z} visiems

r e (1,v2].
Theorem 9 (Dzindzalieta 2013).

x2

1 1 2
IP’{SZI}§4+8<1 2>, kai z € (1,V2).

Sis rezultatas yra ypac¢ svarbus algoritmy teorijos specialistams, kuriems reikia kuo
tikslesniy réziy, kai  yra ,mazas®

Norédami jrodyti Sias teoremas mes naudojome Berry-Esseen nelygybe ir pagalbing lema,
kuri yra Cebysevo nelygybés apibendrinimas.

Lemma 10 (Bentkus, Dzindzalieta 2014). Tegul s > 0 ir 0 < a < b, tada kickvienam
atsitiktiniam dydzZiui Y galioja

a’P{lY| > a} + (b° = a®)P{|Y| > b} < E|Y)°.
Jei Y yra simetrinis, tada
a’P{Y > a} + (b° —a®)P{Y > b} < E|Y]%/2.
Naudojant Sig lema mes galime gauti, pavyzdziui, kad

P{S, > 1} + P{S, > V2} + P{S, > V3} +--- < 1/2.



5.3 Salyginés uodegy tikimybés

Ketvirtajame skyriuje mes vél nagrinéjame svorines nepriklausomy Rademacherio a. d. su-
mas S, = a1€1 + -+ + an€y, su tokiomis paciomis salygomis kaip ir treCiajame skyriuje.
Treciajame skyriuje irodymuose naudojama Berry-Esseen nelygybé sako, kad jei visi svo-
riai (skaiciai a;) yra mazi (lokalus atvejis), tai sumos S, uodegos tikimybé yra “netoli”
standartinio normalinio dydzio uodegos tikimybés. Siame skyriuje mes parodysime, kad jei
pareikalausime tam tikros koncentracijos salygos, tai suma .S, turi ir panasias koncentracijos
savybes, kaip ir normalusis dydis. Skyriaus rezultatai yra taikomi Bulio funkcijy, su Bulio
reikSmémis, diskreciojoje Furje analizéje.
Misuy pagrindinis skyriaus rezultatas yra §i teorema.

Theorem 11 (Dzindzalieta, Gotze 2013). Tegul ||all2 = 1, ||alleo < 7 kaZkokiom T > 0 ir
P{|S, —7|<0}=1—¢ (7)

kazkokiam 0 < e <1 ir 8 € R. Tada egzistuoja tokia absoliuti konstanta ¢ > 0, kad

CET

Vi+7Z

Optimali konstanta Sioje nelygybéje yra ne didesné nei 3v/2/64 ~ 0.066.

P{lSn -0l <7} > (8)

Sios teoremos irodyme naudojamas kitas svarbus rezultatas.

Lemma 12 (Dzindzalieta, Gotze 2013). Tegul |ja|l2 < 1 and ||allo < 7. Tada egzistuoja
tokia absoliuti konstanta ¢ > 0, kad

CT

Vit 72

Optimali konstanta $ioje nelygybéje yra ne didesné nei 3\/5/16 ~ 0.26.

P{|Sn| <7} > (9)

5.4 Tikimybinés nelygybés martingalams

Penktajame skyriuje mes nagrinéjame atsitiktinius n zingsniu priklausomus klajojimus, tar-
kime W,, = (My, M, ..., M,), prasidedancius taske 0 ir apibréztus ant martingaly sekos
My, = X1+ -+ Xy (tarkime My = 0) su skirtumais X,, = M,, — M,;,—1. Tegul M
yra klasé martingaly su tokiais apréztais skirtumais, kad |X,,| < 1 ir E(X,,|Fm-1) =0
didéjancios o-algebru sekos ) C Fy C - -+ C F,, atzvilgiu. Jei atsitiktinis klajojimas W,, yra
apibréztas ant martingaly sekos is klasés M, tada mes simboliskai rasome W,, € M. Mes
tariame, kad klasé yra tokia didelé, kad i ja patenka visi martingalai su skirtumais, kurie
yra salyginai Bernulio atsitiktiniai dydziai.
Mes issprendziame izoperimetrini uzdavini

D, (z) = Wsuepjw P {W,, patenka j intervalag [z,00)}, x €R. (10)

Sis uzdavinys yra atskiras Hoeffding 1963 antros teoremos atvejis.

Mes parodome, kokie atsitiktiniai klajojimai yra ekstremalus ir pateikiame tikslia iSrei-
kstine funkcijos D,,(x) reiksme.

Pirma mes jrodome bendra savybe martingalams.

10



Theorem 13 (Dzindzalieta 2013). Tarkime 7, = min{k : My > z} yra stabdymo laikas.
Jeigu martingaly klasé M yra uZdara stabdymo atzvilgiu, tada

sup IE”{ max M > x} = sup P{M, >z}
Wi, WneM 1<k<n MueM

Tai reiskia, kad (10) tipo problemy sprendiniai yra nehomogeniniai Markovo procesai.

Mes darbe apibudiname maksimizuojanti atsitiktini klajojima RW,,. Isivaizduokite kla-
jojima, kaip atsitiktini dalelés judéjima. Jos kiekvienas zingsnis priklauso tik nuo to, kiek
jau buvo padaryta zingsniy, tarkime k, ir nuo atstumo nuo aibés A = [z, 00), tarkime py.
Jei p, = 0, tada dalelé nejuda. Jei 0 < pi < 1 ir n—k yra nelyginis, tada dalelé juda pj link
aibés A arba 1 — pi tolyn nuo aibés A. Jei pr + n — k sveikoji dalis yra nelyginé ir py > 1,
tada dalelé juda per 1 link aibés A arba 1 — {py} tolyn nuo aibés A. Jei py + n — k sveikoji
dalis yra lyginé, tada dalelé juda per {pj} link aibés A arba 1 tolyn nuo aibés A.

Musuy pagrindinis rezultatas yra $i teorema.

Theorem 14 (Dzindzalieta 2013). Atsitiktinis klajojimas RW,, maksimizuoja tikimybe pa-
tekti j intervalg [z, 00) per pirmus n Zingsniy, t. y. galioja §i lygybé

D (z) = P{RW, . patenka j intervalg [r,00)} =P{M; , >z} (11)
visiems t € R irm=0,1,2,....

Tarkime B(n, k) yra normalizuota n — k + 1 maZiausiy binominiy koeficienty suma, t. y.

oy 5 (1),

Tarkime x = m+a, m € Z ir 0 < o < 1. ISreikstine funkcijos D, (x) priklauso nuo m + n
lyginumo. Jei m + n yra nelyginis, tada

h i
. . a
Dn(w)Z;QiB(n—z—l,m-f—l), aizm, (12)
kur h=(n—m—1)/2.
Jei m 4+ n yra lyginis, tada
m—+1
Dp(z) =Y biBn—i—1,m—i+1), (13)
i=0
kur b; = %, kaii <m, b,, =« (%)m ir b1 = (1 — @) (%yn'

Sie rezultatai taip pat galioja, jei martingalu klase M pakeisime i supermartingalu klase.

5.5 Ekstremalios LipSico funkcijos

Sestajame skyriuje mes naginéjame Lipsico funkcijas ant tikimybiniu metriniy erdviu (TME)
(V,d, p). Mes sakome, kad (V,d, ) yra TME, jei matas p yra normalizuotas (u(V) = 1)
Borelio matas. Duotai netuséiai aibei A € V mes apibréziame atstumo funkcija d(A,u

min{d(u,v),v € A}. Tegul F = F(V,d,u) yra klasé integruojamuy, t. y. f € L1(V,d, p),

11



1-Lipsico funkciju f : V — R, kad |f(u) — f(v)| < d(u,v) visiems u,v € V. Sakome, kad
klase F yra pilna, jei atstumo funkcija priklauso tai klasei.
Mes nagrinéjame izoperimetrine problema

D(x) =sup pu{f — E,f > x} visiems z € R. (14)
feF

Musu pagrindinis Sio skyriaus rezultatas yra tai, kad s$i problema yra ekvivalenti kitai
izoperimetrinei problemai.
Duotam ¢t > 0 ir h > 0,

minimizuoti p(A") , kai A C V toks, kad p(A) > t, (15)

kur A" = {u €V :d(u,A) < h} yra aibés A h-plétinys.

Mes sakome, kad TME (V,d, ) yra izoperimetriné, jei visiems t > 0 egzistuoja (15)
sprendinys, Zymime Ay, kuris nepriklauso nuo h.

Musy pirmas Sio skyriaus rezultatas tinka visoms pilnoms TME. Tarkime F* yra F
poaibis visy neigiamy atstumo funkciju pavidalo —d(-, 4), A C V.

Theorem 15 (Dzindzalieta 2013). Jei F(V,d, p) yra pilna, tada sup problemoje (14) yra
pasiekiamas ant neigiamy atstumo funkcijy klasés

suppu{f — E f >a} = sup p{f — E,f >z}, z € R.
fer ferx

Kita teorema galioja visoms izoperimetrinéms TME.

Theorem 16 (Dzindzalieta 2013). Jei (V,d, u) yra izoperimetriné ir F yra pilna, tada
D(x) = p{fops — Epfope 2 v}, kaiz €R,

kur f5,(u) = —d(Aps, u) yra neigiama atstumo funkcija nuo ekstremalios aibés A,py. Be
t0, i Aope) = D(3).
6 Darbo mokslinis naujumas ir aktualumas
Dauguma disertacijoje pristatytu rezultaty yra originalus ir daugiau ar maziau atitinka
Sesiy moksliniy publikaciju (zr. skyriy ,Pagrindinés publikacijos®) turini. Disertacijoje
gauti rezultatai buvo sékmingai pristatyti tarptautinése konferencijose ir seminaruose srities
specialistams (Zr. skyriu ,,Rezultaty sklaida“).

7 Darbo struktura ir apimtis

Disertacija parasyta angly kalba. Disertacija sudaro 7 skyriai: jvadas, 5 moksliniams rezul-
tatams paskirti skyriai, iSvados ir literaturos sarasas. Bendra darbo apimtis yra 78 puslapiai.
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8 Pagrindinés publikacijos

Pristatomos disertacijos rezultatai is 6 moksliniy publikaciju:

[1] V. Bentkus and D. Dzindzalieta. A tight Gaussian bound for weighted sums of Rade-
macher random variables. Accepted to Bernoulli, 2014.

[2] D. Dzindzalieta. On random signs. Submitted, 2013.
[3] D. Dzindzalieta and F. Gotze. Halfspaces with influential variable. Submitted, 2013.

[4] D. Dzindzalieta, T. Juskevi¢ius, and M. Sileikis. Optimal probability inequalities for
random walks related to problems in extremal combinatorics. SIAM Journal on Discrete
Mathematics, 26(2):828-837, 2012.

[5] Dainius Dzindzalieta. Extremal lipschitz functions in the deviation inequalities from the
mean. FElectron. Commun. Probab., 18:mno. 66, 1-5, 2013.

[6] Dainius Dzindzalieta. Random walks maximizing the probability to visit an interval.
arXiv preprint arXiv:1305.6735, 2013.

9 Rezultaty sklaida

Disertacijoje gauti rezultatai buvo pristatyti Siose mokslinése konferencijose ir seminaruose:

e Matematikos seminaras. Bielefeldo universitetas, Bielefeldas, Vokietija, 2014.

e Tikimybiu teorijos ir statistikos seminaras. Vilniaus universitetas, Matematikos ir Infor-
matikos institutas, Vilnius, 5 kartus per studiju laikotarpi.

e The last two papers by V. Bentkus on inequalities for sums of independent random va-
riables. (su M. Sileikiu). 10 Tarptautiné Vilniaus konferencija, 2010.

e Lietuvos matematikos draugijos konferencija. 2010, 2012 metais.

e Extremal Lipschitz functions on isoperimetric spaces. Matematikos seminaras, Minesotos
Matematikos institutas, JAV, lapkri¢io 29, 2011.

e Extremal Lipschitz functions in the deviation from the mean inequalities. Konferencijoje
High Dimensional Phenomena, Minesota, JAV, rugséjo 26-30, 2011.

10 Stazuotes

e Bielefeldo universitetas, Vokietija Gruodzio 1, 2009 — Gruodzio 17, 2009. Vadovas Friedrich
Gotze.

e Bielefeldo universitetas, Vokietija Liepos 1, 2011 — Rugpjucio 31, 2011. Vadovas Friedrich
Gotze.

e Minesotos Matematikos institutas, JAV Rugséjo 1, 2011 — Gruodzio 24, 2011. Vadovas
Sergey Bobkov.
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e Bielefeldo universitetas, Vokietija Rugséjo 1, 2012 — Lapkricio 30, 2012. Vadovas Friedrich
Gotze.

e Bielefeldo universitetas, Vokietija Sausio 6, 2014 — Sausio 30, 2014. Vadovas Friedrich
Gotze.

11 Summary

In our thesis we investigate tight bounds for the tail probabilities for sums of independent
or dependent random variables. The results are of theoretic nature and are divided into 5
chapters.

In the second chapter we consider a class F of sums of independent symmetric random
variables. We find the maximizing random variables which gives the largest probability that
the sum is in an interval. We also give a simple solution of a famous Littlewood-Offord
problem.

In the third chapter we consider a sum of weighted independent Rademacher’s random
variables with bounded variance. We find an optimal subgaussian constant for the sum
and find almost optimal bound for the tail probability for small arguments. We show some
applications to Student statistics and Self-normalized sums.

In the fourth chapter we present an application of the results from the third chapter to
investigate single coordinate influence of Boolean valued half-space functions on the Boolean
cube. We reformulate the problem in probabilistic terms and obtain conditional small ball
inequality for the sum of weighted independent Rademacher’s random variables. Further-
more we confirm a conjecture by Matulef, O’Donnell, Rubinfeld and Servedio 2010 saying
that the threshold function associated to a linear function with some large coefficient, if
balanced, must have a large influence.

In the fifth chapter we assume that Bernoulli random variables are only bounded and have
a martingale type dependence. We find tight bounds for the probability that a random walk
based on a martingale sequence visits an interval. We also show that the maximizing random
walk is an inhomogeneous Markov chain. We present a full description of the maximizing
random walk and give explicit expression for the maximal probability. We extend the results
to random walks based on supermartingale sequences.

In the sixth chapter we find an upper bound D(x) = sup;cxpu{f — E.f > z}, for
all x € R, where F is the complete class of integrable, Lipschitz functions on probability
metric (product) spaces. As corollaries we obtain D(z) for Euclidean unit sphere S™~1
with a geodesic distance function and a normalized Haar measure, for R™ equipped with a
Gaussian measure and for the multidimensional cube, rectangle, torus or Diamond graph
equipped with uniform measure and Hamming distance function. We also prove that in
general probability metric spaces extremal Lipschitz functions are from a family of negative
distance functions.

The thesis also contains an introduction, conclusions and bibliography. Additionally to
the thesis, an extensive summary in Lithuanian is provided. Additionally to the summary
in Lithuanian, a summary of the summary is provided in English within the summary in
Lithuanian.
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