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DISERTACINIO DARBO APRASYMAS

Moksliné problema ir tyrimo objektas. Tyrimo objektas yra periodiniy Hurvico (Hurwitz)
dzeta funkcijy rinkiniai. Moksliné problema - §iy rinkiniy jungtinis universalumas.

Tikslas ir uzdaviniai. Tikslas yra jrodyti jungtinj universalumg naujoms dzeta funkcijy klaséms.
Darbo uzdaviniai yra Sie:

1. Atsisakius rango salygos, jrodyti jungtine universalumo teorema periodinéms Hurvico dzeta
funkcijoms.

2. Susilpninti salyga iSpléstoje jungtinéje universalumo teoremoje (kiekviena parametra atitinka
periodiniy seky rinkinys) periodinéms Hurvico dzeta funkcijoms.

3. Irodyti miSrig jungtine universalumo teorema Rymano dzeta funkcijai ir periodinéms Hurvico
dzeta funkcijoms.

4. Trodyti misrig jungtine universalumo teorema normuoty tikriniy Hekés (Hecke) paraboliniy
formy dzeta funkcijai ir periodinéms Hurvico dzeta funkcijoms.

Aktualumas. Universalumas yra svarbi ir naudinga dzeta ir L funkcijy savybé, turinti visa
eile teoriniy ir praktiniy pritaikymy. Universalumas yra pagrindiné sudétiné dzeta ir L funkcijy
funkcinés nepriklausomybés jrodymo dalis, yra naudojamas nuliy pasiskirstymo ir momenty proble-
mose, padeda jrodyti jvairias reikSmiy tirStumo teoremas ir, Zinoma, atlieka pagrindinj vaidmenj a-
naliziniy funkcijy aproksimavimo teorijoje. Integraly pagal sudétingas analizines kreives, naudojamy
kvantinéje mechanikoje, vertinimas yra vienas i§ galimy praktiniy universalumo pritaikymy. Visa tai
yra motyvacija universaliy funkcijy klasés igplétimui.

Praktikoje daznai tenka aproksimuoti ir jvertinti analiziniy funkcijy sistemas. Si problema gali buti
sekmingai sprendziama remiantis dzeta funkcijy jungtiniu universalumu. Dauguma dzeta ir L funkcijy
turi artutines funkcines lygtis, todél, naudojant jungtinj universaluma, analiziniy funkcijy reik§més
ivertinamos pakankamai paprasty Dirichlé polinomy ivertinimu. Tai yra Zenklus universalumo indélis
i analiziniy funkcijy teorija.

Po puikaus S. M. Voronino (S. M. Voronin) darbo [31], daugelis Zinomy skaiéiy teorijos specialisty
toliau tesé dzeta funkeijy universalumo tyrimus. Tarp jy B. Bagéis (B. Bagchi), H. Baueris (H. Bauer),
R. Garunkstis, S. M. Gonekas (S. M. Gonek), A. Laurin¢ikas, K. Matsumotas (K. Matsumoto),
J. Stoidingas (J. Steuding) ir daugelis jauny Lietuvos, Japonijos, Vokietijos, Lenkijos matematiky,
kuriy vardai ir rezultatai aiskiai rodo universalumo problemos aktualuma dzeta ir L funkcijy teori-
joje.

Tyrimy metodai. Jungtinio universalumo teoremy jrodymai remiasi dzeta funkcijy analizine
teorija bei silpnojo tikimybiniy maty konvergavimo teorija. Sis metodas taip pat apima mato teorijos
elementus ir analiziniy funkecijy aproksimavimo teorija.

Naujumas ir praktiné verté. Visi disertacijos rezultatai yra nauji. Jie patikslina ir iSplecia
periodiniy Hurvico dzeta funkcijy jungtinio universalumo rezultatus.

Problemos istorija ir rezultatai. 1975 m. S. M. Voroninas [31] atrado Rymano dzeta funkcijos
¢(s), s = o + it, universaluma. Jis jrodé, kad kiekviena tolydi, nelygi nuliui analiziné funkcija juostos
D={seC: % < o < 1} kompaktiniuose poaibiuose gali biti tolygiai aproksimuota norimu tikslumu
postumiais ((s + it), 7 € R. Simboliu meas { A} Zymésime maciosios aibés A C R Lebego mata.

A teorema. Tegul K yra juostos D kompaktiné aibé, turinti jungyji papilding. Tarkime, kad
funkcija f(s) tolydi ir nelygi nuliui aibéje K, ir analiziné aibés K viduje. Tuomet su kiekvienu € > 0

1
lim inf —meas {T €10,7]: sup|C(s+iT)— f(s)| < 5} > 0.
T—oo T seK



Voronino jrodytoje teoremoje aibé K yra skritulys }5 - %| <r0<r< i. A teorema parodo,
kad funkcija f(s) yra aproksimuojama Rymano dzeta funkcijos postumiais bendresnéje aibéje negu
skritulys, be to, kad aibés postumiy, aproksimuojan¢iy duota analizine funkcija, apatinis tankis yra
grieztal teigiamas. A teoremos jrodymas, skirtingai nuo pirmojo Voronino jrodymo, remiasi ribine
teorema apie silpnajj tikimybiniy maty konvergavima analiziniy funkcijy erdvéje. Pastarasis metodas
buvo pasiulytas B. Bagéio darbe [1] ir i§vystytas [14], [22] ir [30] monografijose.

Véliau buvo pastebéta, kad ir kitos dzeta ir L funkcijos taip pat yra universalios. Paraboliniy
formy dzeta funkcijos yra vienos i§ Voronino prasme universaliy funkcijy. Primename, kad funkcija
F(z) yra svorio k paraboliné forma pilnos modulinés grupés

SL(Q,Z):{(CCL Z):a,b,c,deZ, ad—bc:l}

atzvilgiu, jei F(z) yra holomorfiné funkcija virSutinéje puspokstuméje Imz > 0, su kuriuo nors « € 2N

ir visais ( LCZ b ) € SL(2,7Z) tenkina funkcine lygti

d
F (Zi;) — (cz 4+ d)FF(2)

ir begalybéje turi skleidinj Furjé eilute

F(z) = Z c(m)eim=,

m=1

Be to, laikome, kad svorio x paraboliné forma F(z) yra Hekés tikriné forma, t.y., ji yra visy Hekés
operatoriy

d—1
T = S a S p () e
d|n b=0

tikriné funkcija. Tuomet yra Zinoma, kad ¢(1) # 0. Todél forma F(z) gali buti normuojama laikant

c(l) =1.
Su normuota Hekeés tikrine paraboline forma galima susieti dzeta funkcija ((s, F'), kuri pusploks-
tumeéje o > ’%H yra apibréziama
o3} —1 —1
c(m) a(p) B(p)
((s, F) = = (1 - — 1——= ,
=3 A (1) (- 2

¢ia «(p) ir B(p) su pirminiais p yra tokie jungtiniai kompleksiniai skaiciai, kad a(p) + B(p) = c(p)-
Funkcija ((s, F') yra analiziskai pratesiama j visg kompleksine plok§tuma, t.y., ji yra sveikoji funkcija.
Moduliniy formy teorija yra iSdéstyta daugelyje monografijy, pavyzdziui [6] ir [3].
Tyrimai apie funkcijos (s, F') universaluma buvo pradéti [10] darbe, o universalumas pilnai jrodytas
[23] straipsnyje. Tegul D, = {s€C: & <o < =} Tada B teorema yra A teoremos analogas
funkcijai (s, F).

B teorema. Tarkime, kad K C D, yra kompaktinis poaibis su jungivoju papildiniu, ir kad f(s)
yra tolydi ir nelygi nuliui aibéje K ir analiziné aibés K viduje. Tuomet su kiekvienu € > 0

1
lim inf —meas {7‘ €10,T]: sup|((s+ir, F)— f(s)] < 6} > 0.
T—o0 T seK

Idomesnis ir sudétingesnis uz dzeta funkcijy universalumo savybe yra ju jungtinis universalumas.
Pirmuosius jungtinio universalumo rezultatus taip pat gavo S. M. Voroninas. Jis jrodé [32], [13] jung-
tine universalumo teorema Dirichlé L funkcijoms. Primename, kad du Dirichlé charakteriai y; ir x2



yra ekvivalentus, jei jie yra generuojami to paties primityvaus charakterio. Dirichlé L funkcijy teorija
yra aiskiai pateikiama, pavyzdziui, [28] ir [12] monografijose. Formuluojame §iuolaikine Voronino
teoremos versija.

C teorema. Tarkime, kad x1, ..., X, yra poromis neekvivalentus Dirichlé charakteriai ir L(s, x1),
..., L(s,xr) yra atitinkamos Dirichlé L funkcijos. Kai j = 1,...,r, tegul K; C D yra kompaktinis
poaibis su jungivoju papildiniu, ir tegul funkcija f;(s) yra tolydi nelygi nuliui aibéje K; ir analiziné
atbés K; viduje. Tada su kiekvienu € > 0

1
lim inf meas{T €[0,T]: sup sup |[L(s+ir,x;)— fi(s)] < 6} > 0.
T—oo T 1<j<r sek;

Kitokia C teoremos versija savo darbuose gavo S. M. Gonekas [4] ir B. Bagg¢i [1], [2]. C teorema
yra pateikta [21] straipsnyje.

C teoremoje analizinés funkcijos yra vienu metu aproksimuojamos Dirichlé L funkcijy postumiais.
Si procedura, reikalauja tam tikros L funkcijy rinkinio nepriklausomybés, kuri yra isreiskiama Dirichlé
charakteriy neekvivalentumu. Zinomos kity dzeta funkcijy jungtinio universalumo teoremos taip pat
remiasi nepriklausomumo reikalavimais. Tai aiskiai atspindi Hurvico dzeta funkcijos jungtinio univer-
salumo teorema. Pirmiausia priminsime Hurvico dzeta funkcijos apibrézima.

Tegul a, 0 < o < 1, yra fiksuotas parametras. Tada Hurvico dzeta funkcija {(s, «) pusplokstuméje
o > 1 yra apibréziama Dirichlé eilute

= 1

S,a) = —_—

((s,0) =) e
m=0

ir yra analizi$kai pratesiama j visa kompleksine plok$tuma, iSskyrus paprastaji poliy taske s = 1

su reziduumu 1. Hurvico dzeta funkcijos savybiy tyrimas yra gana jdomus, nes jos priklauso nuo

aritmetinés parametro « prigimties. Funkcijai ((s, «) galioja tokia universalumo teorema.

D teorema. Tarkime, kad skaicius « yra transcendentusis arba racionalusis # 1, % Tegul K C D
yra kompaktinis poaibis su jungiuoju papildiniu, ir tegul f(s) yra tolydi funkcija aibéje K ir analiziné
aibés K viduje. Tada su kiekvienu ¢ > 0

lim inf %meas {T €1[0,T]: sup|((s+it, o) — f(s)] < 5} > 0.

T—o0 seK

D teoremy skirtingais metodais jrodé S. M. Gonekas [4] ir B. Baggis [1] ir [29]. Matome, kad
aproksimuojama funkcija f(s), skirtingai nuo A teoremos, yra nebutinai nelygi nuliui aibéje K.
Taip yra todél, kad Hurvico dzeta funkcija ((s,«a) D teoremos atveju neturi Oilerio sandaugos pa-
gal pirminius skai¢ius. Turime, kad {(s,1) = {(s) ir

¢(s5) = - 1cte),

todél funkcijos ¢((s,1) ir ¢ <s, %) yra taip pat universalios, tafiau aproksimuojama funkcija f(s) turi
buti nelygi nuliui aibéje K.
Algebrinio iracionaliojo parametro « atvejis lieka neiSsprestas iki §iol.

Dabar pateiksime jungtine universalumo teorema Hurvico dzeta funkcijoms. Tegul 0 < a; < 1,
j=1...,r,ir

L(o,...,ap) ={log(m+a;): meNy, j=1,...,r}.
E teorema. Tarkime, kad aibé L(ay, ..., a,) yra tiesiskai nepriklausoma vir§ racionaliyjy skaiciy

kuno Q. Kaij=1,...,r, tegul K; C D yra kompaktinis poaibis su jungivoju papildiniu, ir tequl f;(s)
yra tolydi funkcija aibéje K ir yra analiziné aibés K; viduje. Tada su kiekvienu € > 0

1
lim inf meas{T €1[0,T]: sup sup [((s+iT, ;) — fi(s)] < 5} > 0.
T—oo T 1<j<r s€K;



E teoremos jrodymas yra pateiktas [18] darbe. Skaifiams «g, ..., .., kurie yra algebriskai neprik-
lausomi vir§ racionaliyjy skai¢iy kuno Q (a4, . .., @, néra jokio polinomo p(z1,...,z,) # 0 su raciona-
liaisiais koeficientais Saknys), kitoks E teoremos jrodymas yra pateiktas [27] straipsnyje.

Periodinés Hurvico dzeta funkcijos ((s, «;a), kuri yra klasikinés Hurvico dzeta funkcijos ((s, «)
apibendrinimas, universalumas yra jrodytas [7] straipsnyje. Tegul a = {a,, : m € Np} yra periodiné
kompleksiniy skai¢iy seka su minimaliu periodu k£ € N, o a, 0 < a < 1, yra fiksuotas parametras.
Tada periodiné Hurvico dzeta funkcija ((s, a; a) pusplok§tuméje o > 1 yra apibréziama Dirichlé eilute

C(: ;Cl): 3 aims
s, mz::O(m-i-Oz)

Is sekos a periodiskumo, kai o > 1, iSplaukia lygybeé

k—1
g(S, Q; Cl) = % Z al((sa H_ka> .
=0

Kadangi klasikiné Hurvico dzeta funkcija ((s,«) yra analiziné visoje kompleksinéje plokstumoje,
i8skyrus paprastaji poliy taske s = 1 su reziduumu 1, tai pastaroji lygybé parodo periodinés Hurvico
dzeta funkcijos ((s, a; a) meromorfinj pratesima j visa kompleksine plok§tuma su galimu paprastuoju
poliumi taske s = 1, o reziduumas tame taske yra lygus

Jei a = 0, tai periodiné Hurvico dzeta funkcija (s, a;a) yra sveikoji funkcija.
[7] ir [8] darbuose yra gauta universalumo teorema Hurvico dzeta funkcijai ¢(s, a;a) su transcen-
denciuoju parametru a.

F teorema. Tarkime, kad skaicius « yra transcendentusis. Tegul K C D yra kompaktinis poaibis
su jungiuoju papildiniu, ir tequl f(s) yra tolydi funkcija aibéje K ir yra analiziné aibés K viduje. Tada
su kiekvienu € > 0

1
lim inf —meas {7’ €1[0,T]: sup|((s+ir,a;a) — f(s)] < 5} > 0.
T—oo T seK

F teorema yra panasi j D teorema su transcendenciuoju parametru .
Periodiniy Hurvico dzeta funkcijy jungtinis universalumas buvo pradétas nagrinéti [16] darbe. Kai

j=1,...,r, tegul a; = {am; : m € N} yra periodiné kompleksiniy skai¢iy seka su minimaliu periodu
kj € N, aj, 0 < a; < 1, yra fiksuotas parametras, o ((s,a;;a;) yra atitinkama periodiné Hurvico
dzeta funkcija. Tegul k yra periody k1, ..., k, maziausias bendras kartotinis, ir
air a2 air
A= | G2 02 a2y
ag1 Ak2 ... Ay

[16] straipsnyje yra jrodyta, kad jei k; = k, o;j = o, kai j = 1,...,r, a yra transcendentusis ir
rank(A) = r, tada periodinéms Hurvico dzeta funkcijoms (s, a,a1),...,{(s,@;a,) galioja jungtinis
universalumas. [17] darbe nebeliko reikalavimo, kad k; = k, kai j = 1,...,r. Galiausiai, [9] straipsnyje
yra jrodyta tokia jungtiné universalumo teorema.

G teorema. Tarkime, kad skaiciai aq,...,q, yra algebriskai nepriklausomsi virs racionaliyjy
skaiciy kuno Q, ir kad rank(A) = r. Kai j = 1,...,r, tequl K; ir f;(s) yra tokios pat kaip ir E
teoremoje. Tada su kiekvienu ¢ > 0

1
lim inf meaS{T €1[0,7]): sup sup [((s+iT,a;5a;) — fi(s)] < 5} > 0.
T—oo T 1<j<r s€K;



Pirmame disertacijos skyriuje G teoremos rango salygos buvo atsisakyta ir periodiniy Hurvico
dzeta funkcijy jungtinio universalumo teorema jrodyta be matricos A. Gauname tokj sutrumpinta,
1.1 teoremos tvirtinima.

1.1 teorema. Tarkime, kad aibé L(aq,...,a;), yra tiesiskai nepriklausoma virs Q. Kai j =
1,...,7, tegul K; ir f;(s) yra tokios pacios kaip ir G teoremoje. Tada yra teisingas G teoremos
tvirtinimas.

Periodiniy Hurvico dzeta funkcijy jungtinis universalumas turi bendresne forma, kai prie kiekvieno
parametro o; yra pridedamas periodiSky seky rinkinys. Pirmasis toks jungtinio universalumo isplétimas
buvo pateiktas [24] darbe. Anks¢iau minéta idéja periodinéms Hurvico dzeta funkcijoms yra pritaikyta

[19] darbe. Tegu l;, j = 1,...,7, yra teigiamas sveikasis skaic¢ius. Kiekvienam | = 1,...,[;, tegul
aj; = {amj : m € Ny} yra periodiné kompleksiniy skai¢iy seka su minimaliu periodu kj; € N. Kai
j=1,...,r, tegul o; yra fiksuotas parametras, 0 < o;; < 1, ir pusplokStuméje o > 1,
= a
i1
((s,aia5) =y ——
m=0 (m + aj)é
Tegul k yra periody k11, ..., k1, .-, kr1, ..., ky, maziausias bendras kartotinis. Apibréziame matrica

aiil @112 -.- A111y; A122 ... G120y --- A1rl A192 ... A1y,
B = 211 A212 ... A211; @222 ... A22]y --. A2r1 G272 ... A2r,
ag11 k12 --- k1l Ok22 --- QK215 --- Okrl Qkr2 --- Qkrl,
ir paZymime

T

R = Zl]
j=1

Tada [19] darbe yra gautas toks rezultatas.

H teorema. Tarkime, kad sistema L(ay,...,q.) yra tiesiskai nepriklausoma virs racionaliyjy
skaiciy kuno Q, ir tegul rank(B) = . Kiekvienam j=1,...,rirl=1,...,1;, tequl Kj;; yra kompak-
tinis juostos D poaibis su jungivoju papildiniu, ir tegul f;;(s) yra tolydi funkcija aibéje Kj; ir analiziné
atbés Kj; viduge. Tada su kiekvienu € > 0

1
lim inf meas{r €[0,T): sup sup sup |[C(s+iT,a;;a) — fu(s)| < 6} > 0.
T—oo T 1<j<r 1<I<l; s€ Ky

Antrame disertacijos skyriuje yra susilpninama rango salyga H teoremoje. Tegul k; yra periody

ki1, kj2, ... kj;, g =1,...,r, maziausias bendras kartotinis. Apibréziame matrica
aij1 ayj2 ... ai1ji;
a251 a2;2 PN az;ji; .
B; = J , J=1...m
Ok;51  Qkjj2 -« Okl

Tada antrasis pagrindinis disertacijos rezultatas yra tokia teorema.

2.1 teorema. Tarkime, kad aibé L(aq,...,a,) yra tiesiskai nepriklausoma virs racionaliyjy
skaic¢iy kuno Q, ir rank(B;) = 1;, j = 1,...,r. Tegul K;; ir f; yra tokios pat, kaip ir H teore-
moje. Tada teisingas H teoremos tvirtinimas.

2.1 teoremoje, skirtingai nuo H teoremos, yra naudojama informacija, susijusi tik su oy, j =
1,...,r.



Visos anks¢iau minétos dzeta ir L funkcijy jungtinio universalumo teoremos yra to paties tipo.
Pavyzdziui, C teoremoje gautas jungtinis funkcijy, kurios turi Oilerio sandauga pagal pirminius
skai¢ius, universalumas, tuo tarpu, jungtinio universalumo teoremos periodinéms Hurvico dzeta funkci-
joms sudaro grupe dzeta funkcijy, kurios neturi Oilerio sandaugos. H. Misu (H. Mishou) gavo [26]
jungtinj universalumg dzeta funkcijoms, kurios turi ir neturi Oilerio sandaugos. Tokj universaluma
vadiname miSriuoju universalumu. [26] straipsnyje jis jrodé jungtine universalumo teorema Rymano
bei Hurvico dzeta funkcijoms.

I teorema. Tarkime, kad skaicius o yra transcendentusis. Tegul K1 C D,Ks C D yra kom-
paktiniai poaibiai su jungiaisiais papildiniais, f1(s) yra tolydi ir nelygi nuliui funkcija aibéje Ky ir
analiziné aibés Ky viduje, ir tegul fo(s) yra tolydi funkcija aibéje Ko ir analiziné aibés Ko viduje.
Tada su kiekvienu € > 0

1
lim inf meas{r €1[0,T]: sup |[¢(s+1i1) — fi(s)] < e,
T—oo T seK,

sup |((s +iT, ) — fa(s)] < 5} > 0.
SEKo

I teoremos apibendrinimas pateiktas [11] darbe. Tegul b = {b,, : m € N} yra periodiné
kompleksiniy skai¢iy seka su minimaliu periodu [ € N. Tada periodiné dzeta funkcija ((s;b) pus-
plok§tuméje o > 1 yra apibréziama eilute

b
((s:b) = -
=2

Is sekos b periodiskumo randame, kad srityje o > 1,

l .
clest) = 3 Sonsc (s,
j=1

Si lygybé duoda funkcijos ¢(s;b) meromorfinj pratesima j visa kompleksine plokstuma su galimu
paprastuoju poliumi taske s = 1 ir su reziduumu

l
> by
j=1

b

~] =

Jei b =0, tai {(s;b) yra sveikoji funkcija.

Primename, kad seka b yra multiplikatyvioji, jei by = 1 ir b, = bn,b, su visais tarpusavyje
pirminiais skai¢iais m,n € N. Funkcijos ((s;b) universalumas su multiplikatyviaja seka b gautas [25]
darbe. Siuo atveju turime teoremg, panasig j A teorema.

[11] straipsnyje yra jrodytas funkcijy ((s; b) ir ((s, «; a) jungtinis universalumas.

J teorema. Tarkime, kad seka b yra multiplikatyvi, kiekvienam pirminiam skaiciui p,

L
=1

p

<c<1,

|

ir skaicius a yra transcendentusis. Tegul K1, Ko ir f1(s), fa(s) yra tos pacios, kaip ir I teoremoje.
Tada su kiekvienu € > 0

1
lim inf meas{r €10,T): sup [C(s+iT;b) — f1(s)] < ¢,
T—o0 T S€K1

sup |C(s + i7, ;) — fo(s)| < a} >0,
seKo

10



J teoremos daugiamatis variantas buvo gautas [20] darbe, t.y., buvo jrodytas jungtinis dzeta
funkcijy ¢(s;b1),...,¢(s;b,,) ir {(s,a;a1),...,C(8, ary; ) universalumas.

K teorema [20]. Tarkime, kad su visais j = 1,...,r1 seka b; yra multiplikatyvi, su kiekvienu
pirminiu skaiciumsi p

b
|pi]|SCj<1
pE

o0
1=1

ir skaiciai aq,...,as yra algebriskai nepriklausomi virs racionaliyjy skaiciy kuno Q. Visiems j =
1,...,7r1, tegul K; C D yra kompaktinis poaibis su jungivoju papildiniu, ir tequl f;(s) yra tolydi nelygi
nuliui funkcija aibéje K; ir analiziné aibés K; viduje. Visiems j = 1,...,r, tegul K; C D yra
kompaktinis poaibis su jungivoju papildiniu, ir tegul f;(s) yra tolydi funkcija aibéje K; ir analiziné
atbés K; viduje. Tada su kiekvienu € > 0

1
lim inf meaS{T €[0,T): sup sup [((s+iT;b;) — fi(s)| <e,
T—oo T 1<j<r s€K;

sup sup [((s+iT,a5;5a;5) — fg(s)\ < 6} > 0.
L<<rs ge I

Disertacijos 3 skyriuje apibendriname 2.1 teorema, prie funkeijy (s, a1;a11),...,¢((s, a1;a114), - - -,
C(syar;ar1), ..., (8, ap; 0, ) pridédami Rymano dzeta funkcija ((s).

3.1 teorema. Tarkime, kad skaiciai o,..., o, yra algebriskai nepriklausomi virs racionaliyjy
skaiciy kuno Q, rank(B;) =1, j =1,...,7, o aibés Kj; ir funkcijos fji(s) yra tos pacios kaip ir 2.1
teoremoje. Tequl K C D yra kompaktinis poaibis su jungiuoju papildiniu, ir tegul f(s) yra tolydi nelygi
nuliui funkcija aibéje K ir analiziné aibés K viduje. Tada su kiekvienu € > 0

1
lim inf meas{T €10,T): sup|¢(s+iT)— f(s)] <¢,
T—oo T seK

sup sup sup |((s+iT, o ;a5) — f(s)] < E} > 0.
1<5<r 1<I<l; s€K

Disertacijos 4 skyriuje jrodytos 3.1 teoremos analogas su funkcija ((s, F') vietoje ((s). Tai yra
zymiai sudétingesnis atvejis, nes funkcijos ((s, F') ir ((s, a;;a;;) yra universalios skirtingose juostose
Dy, ir D. Primename, kad {(s, F') yra normuotos svorio x Hekés tikrinés formos F' dzeta funkcija.

4.1 teorema. Tarkime, kad F yra normuota svorio x Hekés tikriné paraboliné forma pilnosios
modulinés grupés atZvilgiu, skaiciai aq, ..., o, yra algebriskai nepriklausomsi virs racionaliyjy skaiciy
kuno Q, orank(B;) =1, j=1,...,r. Tegul K C D, yra kompaktinis poaibis su jungiuvoju papildiniu,
f(s) yra tolydi nelygi nuliui funkcija aibéje K, ir analiziné aibés K, viduje, o visos aibés K;; ir
funkcijos fj1(s) yra tos pacios, kaip ir 2.1 teoremoje. Tada su kiekvienu € > 0

1
lim inf meas{T €10, 7] : sup|C(s+ir, F) — f(s)] <e,
T—oo T sEK

sup sup sup [((s+iT,a;5;5a5) — fu(s)] < 8} > 0.
1<j<r 1<I<l; s€Kj,

Universalumo istorija galima rasti labai informatyviame [5] straipsnyje, bei [30], [15], [24] darbuose.

Visi jungtinio universalumo teoremy jrodymai remiasi tikimybiniu metodu ir naudoja ribines teo-
remas apie silpnajj tikimybiniy maty konvergavimg analiziniy funkcijy erdvéje bei ribinio mato atramy
tose teoremose pavidala.

11



Isvados.

1.

Periodinéms Hurvico dzeta funkcijoms ((s,aq;a1),...,¢((s, ar;a,) su parametrais aq,...,q,,
kurioms aibé L(ay, ..., o) = {log(m+a;): m € Ny, j=1,...,r} yra tiesiskai nepriklausoma
vir§ racionaliyjy skai¢iy kuno Q, yra teisinga jungtiné universalumo teorema.

. Periodinéms Hurvico dzeta funkcijoms ((s, a1;a11),...,¢(s,a15a11,), -+, (8, @ ar1), ..., (8, ap;

a.;.) su aibe L(aq,...,q,.), tiesiskai nepriklausoma vir§ Q ir rango salyga, susijusia tik su
parametru oy, j = 1,...,r, galioja jungtiné universalumo teorema.

. Rymano dzeta funkcijai {(s) ir periodiniy Hurvico dzeta funkcijy rinkiniui (s, aq; a11), - . ., (s, a1;

ayy )y -5 C(8, ), ..., C(8, ar; apg, ) su algebriskai nepriklausomais vir§ Q parametrais asq, . . . , o
ir rango salyga, susijusia tik su fiksuotu «;, j =1, ..., 7, galioja jungtiné universalumo teorema.

. Normuotos Hekés tikrinés formos F' pilnos modulinés grupés atzvilgiu dzeta funkcijai ((s, F') ir

periodiniy Hurvico dzeta funkcijy ((s, aq;a11), ..., (s, a1501,), -, (8,501 )5 ..o, C(Sy ps ry,.)
rinkiniui su algebrigkai nepriklausomais vir§ kuno QQ parametrais a4, . . ., o, ir rango salyga, susi-
jusia tik su fiksuotais «;, j = 1,...,r, galioja jungtiné universalumo teorema.

12
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Summary

Let a = {am :m € NU {O}} be a periodic sequence of complex numbers. The periodic Hurwitz
zeta-function ((s,a;a), s = o + it, with parameter «, 0 < a < 1, is defined, for o > 1, by the series

C(S,Oé; Cl) = Z (Tna‘kima)sa

0

and by analytic continuation elsewhere. Moreover, let ((s) denote the Riemann zeta-function, and let
((s, F') be the zeta-function attached to a normalized Hecke eigen cusp form of weight x for the full
modular group.

In Chapter 1, the joint universality for periodic Hurwitz zeta-functions (s, aq;a1), ..., (s, o a,)
with parameters a1, ..., a, such that the set L(ai,...,a,) = {log(m+a;): meNy, j=1,...,r}
is linearly independent over field of rational numbers Q is obtained.

In Chapter 2, the joint universality for periodic Hurwitz zeta-functions (s, a1; a11), ..., (s, a1; a1z, ),
s C(syapsar), .., C(8, s, ) with the set L(ag, ..., ) linearly independent over Q and a rank
condition related only to each fixed a;, 7 =1,...,7, is proved.

In Chapter 3, the mixed joint universality for a collection {(s), ((s, a1;a11), ..., (s, @15a17,), ..., (s,
oy 0r1), - -, C(8, sy, ) with algebraically independent over Q parameters o, . . ., a, and a rank con-
dition related only to each fixed «j, j =1,...,r, is obtained.

In Chapter 4, the mixed joint universality for a collection ((s, F'), (s, a1;a11),...,((s,a1;01,),- - -,
C(syap;ar1)y ..., C(8, ap; ., ) with algebraically independent over Q parameters aq, ..., o, and a rank
condition related only to each fixed a;, 7 =1,...,7, is proved.

All results of thesis are new. They improve or extend joint universality results for periodic Hurwitz
zeta-functions.
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