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1 Ivadas

Disertacijos tikslas - istirti kai kuriy pusgrupiy aproksimacijy tikslumg. Darbe nagrinéjamos
operatoriy pusgrupiy Eulerio ir Josidos aproksimacijos. Buvo sukonstruoti Eulerio aproksi-
macijy asimptotiniai skleidiniai ir rasti Siy skleidiniy liekamyjy nariy optimalus jverciai.
Pateiktos jvairios Siy skleidiniy koeficienty analizinés israiskos. Taip pat buvo tiriamas
operatoriy pusgrupiy Josidos aproksimacijy konvergavimas. Buvo gauti du optimalus kon-
vergavimo greicio jverciai su optimaliomis konstantomis, taip pat pateikti Josidos aproksima-

cijy asimptotiniai skleidiniai su optimaliais liekamyjy nariy jverciais.

Disertacijos rezultatai atspausdinti Siuose straipsniuose:

1. M. Vilkiené. Optimal convergence rate for Yosida approximations of bounded holo-

morphic semigroups. Lithuanian Mathematical Journal, 49(2): 234—239, 2009.

2. M. Vilkiené. Asymptotic expansions for Yosida approximations of semigroups. Liet.
Matem. Rink., 48/49(spec. nr.):78-83, 2008.

3. M. Vilkiené. Another approach to asymptotic expansions for Euler’s approximations
of semigroups. Lithuanian Mathematical Journal, 46(2): 217—232, 2006.

4. M. Vilkiené. Explicit formulas in asymptotic expansions for Euler’s approximations
of semigroups. Liet. Matem. Rink., 46(spec. nr.): 64—69, 2006.
Operatoriy pusgrupés

Tarkime, X yra Banacho erdve, L(X) - aprézty tiesiniy operatoriy, veikianciy erdvéje X,

algebra. Tegul || - || Zymi norma erdvése X ir L(X), I - vienetinis operatorius.

1.1 apibrézimas. Funkcija S : Ry — L(X) vadinama pusgrupe, jei visiems t,s > 0 galioja
lygybés

1) S(t+s) = S(£)S(s),
2) S(0)=1.

1.2 apibrézimas. Pusgrupé S(t) vadinama stipriai tolydzia, jei

lilm St)r == su visais x € X.
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Pusgrupé S(t) vadinama tolygiai tolydzia, jei

ltllI(I)I |S(t) —I|| =0.

Pusgrupé vadinama aprézta, jei su visais ¢ > 0

[S@I < M.
Jei M = 1, pusgrupé S(t) vadinama sutraukiancigja.

1.3 apibrézimas. Stipriai tolydZios pusgrupés S(t) generatorius A yra operatorius

1
Ax = 1}1%1E(S(h).z — ),

kurio apibrézZimo sritis
D(A) ={z € X : egzistuoja l}%l(S(h)x —x)/h.}

Teiginys. A yra uzdaras operatorius, o D(A) - tirSta erdvéje X. Generatorius A viena-
reiksmiskai nusako pusgrupe S(t).

Teiginys. S(t) yra tolygiai tolydi pusgrupé tada ir tik tada, kai jos generatorius A yra

apreztas operatorius.

1.4 apibrézimas. Operatoriaus A (nebutinai aprézto) rezolventine aibe p(A) vadinama aibé

visy A € C, su kuriais \I — A yra apverciamas. Seima

RO =(I—MA)L, Xep(A)

vadinama operatoriaus A rezolvente.

Pusgrupiy klasés
Stipriai tolydziy pusgrupiy S(t), ¢ > 0 su generatoriumi A erdvéje X orbitos S(t)x yra
diferencijuojamos su visais ¢ > 0, jei « € D(A). Jei x € D(A), tai S(t)z € D(A) ir

d

ES(t):r = AS(t)x = S(t)Ax.

Taigi, orbitos diferencijuojamos su visais * € X tik jel generatorius A yra apréztas (ir

D(A) = X).



Apibrégime klase stipriai tolydZiy pusgrupiy, kuriy orbitos yra diferencijuojamos su visais
x € X, bet ne su visais t.

1.5 apibrézimas. S(t) vadinama diferencijuojama, jei funkcija t — S(t)x diferencijuojama

su visais t > 0.

Teisingas teiginys: jei S(t) diferencijuojama, tai ji diferencijuojama be galo daug karty

tolygiojoje topologijoje ir

SM(t) = A"S(t), n=1,2,....

1.6 apibrézimas. Tarkime, X9 = {z : |arg z| < 0}, 0 > 0 - sektorius erdvéje C ir S(z) €
L(X) su visais z € Xy. Seima S(z), z € ¥y vadinama holomorfine pusgrupe sektoriuje X,
jei :

(i) funkcija z — S(z) yra analiziné sektoriuje g,

(1t) S(0) = I ir lim,_gsex,S(z)x = x su kiekvienu v € X |
(1ii) S(z1+ z2) = S(21)S(22) su visais z1, 22 € Xg.
S(t), t > 0 vadinama holomorfine, jei ji yra holomorfiné kokiame nors sektoriuje .
1.7 apibrézimas. S(t), t > 0 vadinama aprézta holomorfine pusgrupe sektoriuje Lo jei
Ji turi apréztg holomorfing pléting sektoriuose Lo su visais 0 € (0,0). S(t), t > 0 vadi-

nama aprézta holomorfine pusgrupe, jei ji yra aprézta holomorfiné pusgrupé kokiame nors

sektoriuje 3, 0 > 0.

Pastaba. Jei S(t) yra aprézta pusgrupé, kuri yra holomorfing, tai ji nebutinai yra aprézta
holomorfiné pusgrupé. Pvz., X = C ir S(t) = €' (¢ > 0).

Pusgrupiy aproksimacijos

Siame paragrafe supazindinsime su pusgrupiy Eulerio ir Josidos aproksimacijomis. Daugeliu
svarbiy atvejy neaprézto operatoriaus A ir jo generuotos pusgrupés tyrimai yra labai sudétin-
gi, todél Siais atvejais daznai pravercia jy aproksimacijos. Yra Zinoma daugybé generuo-
jan¢iyjy teoremy, kurios naudoja jvairias aproksimacijas ([8], [1], [6], [10], [12]). Eulerio
ir Josidos aproksimacijos naudojamos diferencialiniy lygé¢iy dalinémis iSvestinémis teorijoje

evoliuciniy lygé¢iy sprendiniams aproksimuoti ([10], [6], [7], [9]).

Jel pusgrupée tolygiai tolydi, tai ja galima uzraSyti eksponentine eilute



o

Eiluté konverguoja, nes A - apréztas operatorius. Stipriai tolydZzioms pusgrupéms §i eilute
dazniausiai nekonverguoja, nes A yra neapréztas, todél Sioms pusgrupéms nusakyti daznai
naudojamos jvairios "eksponentinés formulés", gautos aproksimacijy pagalba. Nemazai jy

galima rasti [8] knygoje.

Eulerio aproksimacijos. Tarkime, S(t) - stipriai tolydi pusgrupé su generatoriumi A ir
rezolvente R(\).

1.8 apibrézimas. Apibrézkime E(X\) := (1/A\)R(1/X). Funkcijos
E™(t/n) = (n/t)"R"(n/t) = (I —tA/n)™", neN,

vadinamos pusgrupés S(t) Eulerio aproksimacijomis.

Vienmaciu atveju i matematinés analizés gerai Zinome Eulerio eksponentine formule:

tA —n
e = lim ([ — —) ,
n—00 n

Hille jrodé, kad $i lygybe galioja ir stipriai tolydZioms pusgrupéms (7r. [8], [6]), t.y.

S(t)z = lim E"(t/n)z.

n—o00

Josidos aproksimacijos. Naudodami Eulerio aproksimacijas pusgrupe aproksimuojame
aprézto operatoriaus (rezolventés) laipsniais. Kitas budas - generatoriy A aproksimuoti

"paprastesniais" operatoriais.

Tarkime, A yra sutraukiandiosios pusgrupés generatorius. Operatoriaus A Josidos aproksi-

matorius yra
Ay =M\ - A7 A>o0.
A, generuoja tolygiai tolydzig sutraukianciaja pusgrupe
Sy(t) =eMt, t>0.

Teisinga tokia teorema :
S(t)x = lim S\(t)z, ze€X.
A—00



Sx(t), A > 0 vadinamos pusgrupés S(t) Josidos aproksimacijomis.

Pusgrupiy aproksimacijy tikslumo tyrimai

Eulerio aproksimacijos konvergavimo paklaida A,, = || E™(t/n)—S(t)|| bandé jvertinti jvairus
matematikai. Pavyzdziui, m-sektorinéms pusgrupéms Hilberto erdvése Cachia ir Zagreb-
nov 2001 m. gavo jvertj A, = O(n~'lnn). 2003 m. Paulauskas pasitlé nauja idéja,
kuri remiasi tikimybiniais metodais, ir pagerino Cachia ir Zagrebnovo jvertj iki A, =
O(n™'). Apréztoms holomorfinéms pusgrupéms Banacho erdvése Cachia 2003 m. gavo
jvertj O(n"'lnn). Bentkus [3] straipsnyje pasiulé nauja metoda paklaidoms Centrinéje
ribinéje teoremoje ir aproksimacijoms palydin¢iaisiais désniais tirti. Naudodami § metoda,
Bentkus ir Paulauskas [5] straipsnyje gavo optimalius konvergavimo grei¢ius kai kurioms
operatoriy aproksimacijoms, tame tarpe pagerino Cachia 2003 m. jvertj iki O(n=1). [2], [13]
straipsniuose buvo pateikti nauji paklaidos jver¢io A,, = O(n™!) jrodymai kvazi-sektorinéms

sutraukianc¢iosioms pusgrupéms.

Tyrimo metodas

Pusgrupiy aproksimacijy tikslumo tyrimui naudojome metoda, pasiulyta [3], [5]. Tarkime,
mums reikia jvertinti skirtuma @ — b. Naudodami §] metoda, skirtumg a — b uzraSome
multiplikatyviojoje formoje: 1) parenkame kreive v(7), 0 < 7 < 1, jungiancia du objektus
a ir b taip, kad v(0) = a ir (1) = b; 2) skirtumg a — b iSreiskiame integralu naudodami

Niutono-Leibnico formule:
1

b—a= /"//(T)d’r.
0
Pavyzdziui, Eulerio aproksimacijoms parinkome v(7) = E"(7t/n)S(t(1 — 7)) (kaip ir [5]

str.):
1

1
E™(t/n) — S(t) = — /T(tA)2E7L+1(Tt/TZ)S(t(1 —171))dr. (1.1)
n
0
Bentkus ir Paulauskas [5] naudodami (1.1) iSraiska, gavo optimaly Eulerio aproksimacijy

paklaidos jvertj pusgrupéms, tenkinancioms (1) ir (2) salygas:
|E™(t/n) — S()|| < 4K3/n.

Savo darbe mes panaudojome §j metoda tirti Eulerio ir Josidos aproksimacijy konvergavimo

paklaidoms bei asimptotiniams skleidiniams rasti.
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Josidos aproksimacijoms tirti naudojome dvi skirtingas kreives v, (7) ir y2(7):
1. 7(7) = S\ ((1 = 7)t)S(rt),
2. 72(7) = Sy/-(1)-

Antruoju atveju gavome geresnius jverc¢ius nei pirmuoju.
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2 Pusgrupiy aproksimacijy asimptotiniai skleidiniai ir

konvergavimo greitis

2.1  Eulerio aproksimacijy asimptotiniai skleidiniai

Tarkime, X yra Banacho erdvé, L(X) - aprézty tiesiniy operatoriy, veikianciy erdvéje X,
algebra. Tarkime, kad S(t) = exp{tA}, ¢ > 0 yra stipriai tolydi operatoriy i§ erdveés
L(X) pusgrupé su generatoriumi A ir R(\) = (M — A)~! yra operatoriaus A rezolventeé.

Pazymékime

E(N) = (1/MR(1/N).

Apibrézkime funkcijas

E™t/n) = (n/t)"R"(n/t) = (I —tA/n)™", n €N,
vadinamas pusgrupes S(t) Eulerio aproksimacijomis.

Musy tikslas - sukonstruoti Eulerio aproksimacijy asimptotinius skleidinius

1

n a ay 1 .
E(t/n):S(t)+;+~~+ﬁ+o(ﬁ> kai n — oo, (2.1)

su koeficientais a;, priklausanéiais nuo pusgrupés S(¢) ir nepriklausanéiais nuo n. Taip pat

sukonstruosime atvirkstinius asimptotinius skleidinius

n bl bk 1 i

¢ia by yra funkcijy ¢ — (tA)™E™(t/n) tiesiniai dariniai su koeficientais, nepriklausanciais
nuo n. Pateiksime optimalius liekamuyjy nariy jvercius (2.1) ir (2.2) israiskose.

Asimptotiniams skleidiniams ir liekamyjy nariy jver¢iams gauti naudojome metods, kurj

apraséme jvade. T.y., skirtuma Dy = E"(t/n) — S(t) isreiskéme tapatybe

Dy =E"(t/n)— S(t) =

S

/T(tA)ZE"“(Tt/n)S(t(l —7))dr. (2.3)

Pakartotinai taikydami $ig tapatybe gavome Eulerio aproksimacijy E™(t/n) ir pusgrupés

S(t) asimptotinius skleidinius.

Tegul Z Zymi sumg pagal visas vektoriy @ = (cv, . .., ;) sveikagsias komponentes, tenki-
«
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nanc¢ias tam tikras salygas. Pazymékime

1 1 * 1
m,l = i mj — - T P .:27“” 5 24
Em.1 m+1 G m+]; l9l3 ... 15 J 1 (24)

¢ia i = (ig,13,...,1%;) tenkina nelygybes 2 < i; <m—j+2irin1+2 <4, <m+j—2(n—1),
kain =2,3,...,7 — 1. Tada koeficientus a,, (2.1) lygybéje galime isreiksti tokia formule

U = Z Cm (LA™ S (). (2.5)

j=1

Pavyzdziui, pirmieji trys koeficientai yra tokie

o = g

2 b
ar= 50y 4 )

(L) (A (A
a =50+ s+ S s )

Nesunku jrodyti, kad koeficientus ¢, ; taip pat galime uzrasyti tokia israiska

1
Cm,j = 3 R
it igemy 2t
dia iy, ig,...,1; > 2ir 1 <j <m. Z Zymi sumavimg pagal visus skirtingus sutvarky-
i1toobin=k
tus n teigiamy sveikyjy skai¢iy iy, . .., 4, rinkinius, kuriy elementy suma lygi k.
Taip pat jveskime funkcijas
U;w-:ak,j(Tl,...,Tj):TfHZ TQiQ...T;j, j=2,....k+1, (2.6)
i
Cia i = (g, 13, ...,14;) tenkina nelygybes 1 <i; < k—j+2ir i +2<i, <k+j—2(n—1)
suvisaisn =2,3,...,5 — L. Kai j = 1, tai o,; = 7.,

2.1 teorema. Tarkime, S(t) yra diferencijuojama pusgrupé. Tada

E"(t/n):S(t)+%+--~+%+Dk, k=1,2,..., 2.7)

¢ia koeficientai a,, idreiksti (2.5) formule. Liekamasis narys

13



| ke
Dy, = oy ZDk,j7 (2.8)
=

1

1
Dy = / . ./Jkﬁj(tA)k”HE”“(n t/n) S — 1. .my))dm . dTy;
0 0

koeficientai o, ; apibrézti (2.6) israiskoje.

Tarkime, kad egzistuoja konstanta K, nepriklausanti nuo n ir ¢, tokia, kad

n|tA(I —tA)"| < K (2.9)

ir
[SOI <K,  [tAS@H)] < K (2.10)
su visais n = 1,2,... ir ¢ > 0. Liekamajj narj Dy skleidinyje (2.7) jvertinsime tokioms

pusgrupéms, kurios tenkina (2.9) ir (2.10) salygas. Pagal teoremas 2.5.2 ir 2.5.3 knygoje
[10], apréztos holomorfinés pusgrupés tenkina Sias salygas.

2.2 teorema. Tarkime, kad egzistuoja konstanta K, nepriklausanti nuo n ir t, tokia, kad
(2.9) ir (2.10) sglygos teisingos su visais n = 1,2,... irt > 0. Tada lickamasis narys Dy,
asimptotiniame skleidinyje (2.7) tenkina nelygybe

Ck 2k+2
HDk”SWK ; k=12,

¢ia C yra teigiama konstanta, priklausanti tik nuo k.

Toliau pateiksime atvirkstinius asimptotinius skleidinius. Pazymékime

m

ho=1,  hyp== dihm; (2.11)
j=1
Cia,
Ay =Y i (LA)™, (2.12)
i=1

SU Cp; apibréztais formule (2.4). Tada koeficientus b,, (2.2) skleidinyje galima isreiksti

14



lygybémis
bm. = hmE"(t/n)7 m = 17 2a e (213)

Pastebésime, kad h,, galima isreiksti formule

o = (=)™ e i(—tA)"
i=1

Pavyzdziui, pirmieji trys koeficientai yra tokie

b = — (L‘I;l)ZEn(t/n)7
b=~ ey + o,
(tA) (tA) (tA)° .
by = — 1 E™(t/n)+ TE (t/n) — WE (t/n).

2.3 teorema. Tarkime, S(t) yra diferencijuojama pusgrupé. Tada

S(t):E”(t/n)+%+~-+z—’2+Ak7 k=1,2,..., (2.14)

cia by, ireiksti (2.13) formulémis. Liekamasis narys
Ny
A=Y g (2.15)

k—j
n'
=0

¢ia hy, apibréztas (2.11) formuléje, D,,, m =1,... k, - (2.8) formule, o Dy apibréztas (2.3)
lygybe.

2.4 teorema. Tarkime, kad egzistuoja konstanta K, mepriklausanti nuo n ir t, su kuria
teisingos (2.9) ir (2.10) sqglygos, kain = 1,2,... irt > 0. Tada asimptotinio skleidinio
(2.14) lickamasis narys A, tenkina nelygybe

Cs roasts
||A5HSWKS ) s=12..,

cia Cy - teigiama konstanta, priklausanti tik nuo s.

2.2 Kitas metodas

Bentkus 2009 m. straipsnyje [4] pasiulé kitg jdomy budg Eulerio aproksimacijy paklaidy

jverCiams ir asimptotiniams skleidiniams rasti. Naudodamas Laplaso transformacijas jis
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Siuos uzdavinius iSsprendé panaudodamas zinomus tikimybiy teorijos rezultatus.

Tarkime, B yra Banacho algebra su norma || - ||.

2.1 apibréZimas. Banacho algebros B elementy Seima S(t), t > 0 vadinama pusgrupe, jei
visiems t, s > 0 galioja lygybé
S(t+s)=S5(t)S(s).

2.2 apibrézimas. Pusgrupés S(t) rezolvente R(X), A € C vadinama Laplaso transformacija

R()) :/e”\tS(t) dt.

Apibrézkime
F) =RA/N/A - En(t) = f*(t/n).
Funkcijos ¢ — E,(t) vadinamos pusgrupés S(t) Eulerio aproksimacijomis.

Bentkus Eulerio aproksimacijy konvergavimo paklaidy radimo problemg suvedé j didziyjy
skai¢iy désnio paklaidy radimo problema. Diferencijuojamos pusgrupéms, tenkinan¢ioms

salyga

sup |65 (4)]| < K, (2.16)
>0
Bentkus jrodé tokia nelygybe
4K?
E.(t) = S®)| < ,
I1Bu(t) — ()] <
n =2,3,.... Sis jvertis padengia ir patikslina visus Zinomus jveréius &iai Banacho erdvés

pusgrupiy klasei.

Taip pat naudodamas tuos pacius tikimybinius modelius jis gavo asimptotinius skleidinius

ir jy liekamyjy nariy jverc¢ius. Mes radome 8iy skleidiniy koeficienty israiskas.

2.5 teorema. (Bentkus 2009) Jei pusgrupé S yra diferencijuojama ir K < oo, tai Eulerio

aproksimacijas E,(t) galima i3skleisti asimptotiniu skleidiniu
E)=SO+2 4+ + 2% 4 kai n>2 (2.17)
n n

Skleidinio lickamieji nariai ry, tenkina nelygybe ||re| < cp(1+ K#*+2n=%=1 &g ¢}, - teigiama

konstanta, priklausanti tik nuo k.

Mes suradome (2.17) skleidinio koeficienty analizines israiskas.
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2.1 lema. Skleidinio (2.17) koeficientai:
2m
Z Cm,jfms(j)(t)tjv
Jj=m+1

kaim=1,2,.... Cia
1 1
Cej == PR (2.18)
Y igpeetij=k4j 122 ..

kai iy, s, . .., ;>22ir1 <j<k.

Pavyzdziui, pirmieji trys koeficientai yra tokie

t2
ar = 55(2)(t)7
£ o) o
as = ﬁs<4>(t) + ﬁs<5>(t) L L g (t)
57 6 48 '

2.6 teorema. (Bentkus 2009) Tarkime, kad pusgrupé S yra diferencijuojama ir K < oo.

Teguln > 2. Tada isvestines S (t), s=0,1,2,..., galima i3skleisti asimptotiniu skleidiniu

tsb(s) tbb(s)
58O () = PES (1) + —— 4+ - .. k
) W)+

+r. (2.19)

Skleidinio lickamieji nariai v tenkina nelygybe ||| < Chs(1 + K5t +2p=k=1" ¢iq Cy., -

teigiama konstanta, priklausanti tik nuo k ir s.
Mes suradome $iy skleidiniy koeficienty israiskas.
2.2 lema. Skleidinio (2.19) koeficientai:

min(s,j)

sz] zb (j+s—1)

b =ED@), b= zm: Z Crjt

m—l )
1=1 j=l+1
kai s =0,1,2,...; ¢ia koeficientai ¢y ; apibrézti (2.18) formulémis.
Pavyzdziui, pirmieji trys skleidinio
by by,
S =Eu(t)+ =4+ 41, n>2 (2.20)
n n
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(t.y. kai s = 0) koeficientai yra tokie

t2
by —§E¢(q,2) (t)
2 23 . t*
by =S ED ) + F ED (1) + B @),
12 3t t

tﬁ
EO(t) — —EO ).

— 2B —2B3E® () — 2 p@

3

Stipriai tolydziy diferencijuojamy pusgrupiy atvejy radome paprastesnes koeficienty by,

iSraiskas. Priminsime, kad stipriai tolydzios diferencijuojamos pusgrupés isvestiné yra tokia:

S'(t) = AS(t), (2.21)
¢ia A yra pusgrupes S(t) generatorius.
Pazymeékime

m

hn =Y (=1)femi(A)™, m=1,2,.... (2.22)

i=1
2.3 lema. Jei S(t) yra stipriai tolydi diferencijuojama pusgrupé, tenkinanti (2.16) sqlyge
su K < oo, tai jg galima igskleisti (2.20) asimptotiniu skleidiniu, kurio koeficientai:

bm = hmE1L(t)<, m = 1, 2, .

¢ia hy, apibrézti (2.22) formule.

2.3 Josidos aproksimacijy konvergavimo greitis

Tarkime, X yra Banacho erdve, L(X) aprézty tiesiniy operatoriy erdvéje X algebra. Tarki-
me, operatorius A yra stipriai tolydZios sutraukianciosios pusgrupés S(t) generatorius.

Apibrézkime operatoriaus A Josidos aproksimatoriy tokia israiska:

Ay = M — A)7Y,

su visais A > 0.
Operatorius A, yra tolygiai tolydZios sutraukianciosios pusgrupés Sy(t) generatorius. Be
to,

S(t)a = )\IEEO Sy(t)z, xeX. (2.23)
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Funkcijas Sx(t), A > 0 vadiname pusgrupés S(t) Josidos aproksimacijomis.

Musy tikslas - gauti Josidos aproksimacijy paklaidy

ISy (t)z — S(t)x]], z€D(A), t>0 ir A>0,

[Sy(t) = S@E)), t>0 ir A>0
jvercius bei asimptotinius skleidinius.

Paklaidy jveré¢iams ir asimptotiniams skleidiniams gauti naudojome multiplikatyviyjy repre-
zentacijy metodg, aprasyta jvade. Priminsime, kad naudodami Niutono-Leibnico formule,

skirtumag b — a iSreiskiame per integrala

- / ¥ (7)dr, (2.24)

¢ia () yra kokia nors glodi kreive, jungianti a = «(0) ir b = ~(1). Toliau uzdavinys
susiveda ] integralo (2.24) lygybéje jvertinimg. Josidos aproksimacijy atveju tyréme, kaip
sis metodas veikia parinkus dvi skirtingas kreives v(7) : 71(7) ir 7o(7) .
1 budas. Parinkime

7 (1) = SN((1 —7)t)S(7t).

Tada b = v(0) = S\(t), a = 71(1) = S(t) ir Josidos aproksimacijos paklaida galime uzrasyti

tokia lygybe:
1

1
1
0 0
2 budas. Kreive v, parenkame taip:
A - .
72(T) 1= Sx/r(t) = exp tA; ;I —A =exp {tANN —7A)"'}. (2.26)

Tada v2(1) = Sx(t) ir 72(0)z = lim,; o Sy/-(t)z = S(t)z, su visais € X. Gavome tokia
integro-diferencialine tapatybe:

1

Do = $3(0) = 5(6) = [ pridr = 5 [ (¢4 Sy (tr (2.27)

0

Antruoju atveju pavyko gauti geresnius paklaidy jvercius ir trumpesnius jrodymus.
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Tarkime, kad egzistuoja teigiama konstanta K, nepriklausanti nuo n, A ir ¢, tokia, kad

[tAS@) < K., (2.28)

(n+ DA N =A™ <K, n=0,1,2,..., (2.29)
su visais A > 0, ¢t > 0.
Pagal 2.5.2 teorema [10] knygoje, apréZtos holomorfinés pusgrupés tenkina (2.28) nelygybe.
Kai n = 0, (2.29) salyga seka i§ nelygybés |A(A — A)7Y| < 1, kuri teisinga, kai A yra
sutraukianciosios pusgrupés generatorius (1.3.1 teorema, [10]). Apréztos holomorfinés pus-

grupes tenkina (2.29) nelygybe, kai n = 1,2,... (2.5.5 teorema, [10]).

Irodéme tokig lema:

2.4 lema. Tarkime, kad A yra sutraukianciosios pusgrupés generatorius ir egzistuoja teigia-
ma konstanta K, nepriklausanti nuo n, A ir t, tokia, kad su visais A\ > 0, t > 0 ir
n = 0,1,2,... teisingos (2.28) ir (2.29) sglygos. Tada Josidos aproksimacijos tenkina
nelygybe

IS0 < K, (2.30)
su visais A > 0 irt > 0.

Nesunku jrodyti, kad jei teisingos (2.28) ir (2.30) nelygybés, tai

[EA)"SE <m™K™ i [[(LA)™S\(@)] < m™K™, (2.31)
suvisais t >0, A\ >0irm=1,2,... (2.1 lema, [11]).

2.7 teorema. Tarkime, kad sutraukianciofi pusgrupé S(t) tenkina (2.28) ir (2.30) sqlygas.
Tada su visais X > 0 teisinga nelygybé:

In(4) K[| Az|
)\ b
Ivertj (2.32) gavome naudodami (2.25) tapatybe. Naudodami (2.27) tapatybe, gauname

[1Sx(t)z — S(t)z|| < z € D(A). (2.32)

kitokio tipo skirtumo Dy = Sy(t) — S(t) jvertj (su optimalia konstanta). Taip pat konstantg
nelygybéje (2.32) patikslinome iki optimalios.

2.8 teorema. Tarkime, kad sutraukiancioji pusgrupé S(t) tenkina (2.28) ir (2.30) sqlygas.
Tada konvergavimo greitis (2.23) riboje tenkina nelygybe:
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153(0) = S(o)] < 2 (2.33)

su visais t > 0 ir A > 0. Be to, su visais v € D(A) tezsmga nelygybé:

[Sx()x — S(t)x| <

K||Az||
- (2.34)

Ciat >0 \>0.

2.4  Josidos aproksimacijy asimptotiniai skleidiniai

Toliau sukonstruosime diferencijuojamos pusgrupés S(t) Josidos aproksimacijy Sy(t) asimp-

totinius skleidinius:

ay ag
S\t)=St)+—+—=+-- D, k=1,2,... 2.35
") =5+~ +3+ +M+ ke 025, (2.35)
¢ia koeficientai a,, nepriklauso nuo A, bei pateiksime Siy skleidiniy liekamyjy nariy jveréius.
Pazymeékime
dm,l,l =1 m=12..,
1 .
dmng = —, m=12,..., j=12...,m, (2.36)
m!
Aoej = de e m=23,..., k=1,2,...,.m—1, j=1,2,... k.

2.9 teorema. Tarkime, kad S(t) yra diferencijuojama pusgrupé. Tada koeficientai ap, ly-
gybéje (2.35) yra tokie:

= st AT (1), (2.37)
k=1
o liekamieji nariai D, yra tokie
Dm = Dm,l + Dm,Za (238)

m k
m 1= )\m+ Z Z m, k,jtkA1’L+jA];\+1_JS(t)7
k=1 j=1
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m2 Amt 7 t
Koeficientai dy, i ; apibrézti (2.36) formulémis.

Pavyzdziui, pirmieji trys skleidinio koeficientai yra tokie:

ay =tA%S(t),
. 12A%
ag =tA*S(t) + —-5(1),
2 AS
ayqﬂﬂﬂ+ﬁﬁﬂﬂ+—asm.

Rasime (2.35) skleidinio liekamyjy nariy jveréius.

/ T (tAA)™ LS, (1 — 7)) S(rt)dr.
0

2.10 teorema. Tarkime, kad sutraukianciofi pusgrupé S(t) tenkina (2.28) ir (2.30) sqlygas.

Tada (2.35) skleidinio liekamieji nariai Dy, tenkina nelygybe

Cﬂl( Km+1)||Am+]T||
)\m+1

[ Dmiel| <

=1,2...

su visais A > 0, x € D(A™). Cia C,, - teigiama konstanta, priklausanti tik nuo m.

Toliau sukonstruosime atvirkstinius asimptotinius skleidinius:

by by by
S(t)=9(t —+ = dy,
(t) = ()A+A+A2+ +Ak+"
Taip pat rasime optimalius liekamyjy nariy dj, jvercius.
Pazymeékime

hm,l :m!, hm,m: 17 m= 1727-~-

)

e = (M 4k —Dhp_1p+ b1 51, m=3,4,..., k=2,...

(2.39)

,m — 1. (2.40)

2.11 teorema. Tarkime, kad S(t) yra diferencijuojama pusgrupé. Tada (2.39) skleidinio

koeficientai b, yra tokie:

bm )™ m

A m!

(2.41)



o liekamieji nariai d,, iSreiskiami lygybe

1

™ (m
= (1 [ T e, (242)
0

¢ia kreivé yo(7) apibrézta (2.26) formuléje, o 'yém)(T) yra jos m-oji isvesting, kuri lygi

m

(m) thkt A/\/T S)\/T( )

cia koeficientai hp,j, apibrézti (2.40) formulémis.

Pavyzdziui, pirmieji trys skleidinio koeficientai yra tokie:

b] = - TA?\S)\( )

Z 4
by =tA3S\(t) + A*

Sx(t),

3 A6
by = — tALS\(t) — tzAiSA(t) ! AA

ENGE

2.12 teorema. Tarkime, kad sutraukianciogi pusgrupé S(t) tenkina (2.28) ir (2.30) sglygas.

Tada asimptotinio skleidinio(2.39) liekamieji nariai d,, tenkina nelygybes:

Cm(l + K2m+2)

<
Hde — (t/\)m+1

m=1,2,...

su visais A >0 irt > 0. Cia ¢y - teigiama konstanta, priklausanti tik nuo m.
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3 Isvados
Disertacijoje buvo tiriamos pusgrupiy Eulerio ir Josidos aproksimacijy tikslumas.

1. Sukonstravome stipriai tolydziy diferencijuojamy pusgrupiy Eulerio aproksimacijy

asimptotinius skleidinius. Taip pat suradome ir atvirkstinius asimptotinius skleidinius.

2. Pateikéme Siy skleidiniy optimalius liekamuyjy nariy jvercius apréztoms holomorfinéms

pusgrupems.

3. Suradome pusgrupiy Eulerio aproksimacijy asimptotiniy skleidiniy koeficientus, nau-
dodami alternatyvy metoda, kurj pasiulé Bentkus [4] straipsnyje. Sie rezultatai teisingi
ne tik operatoriy pusgrupéms, bet ir pusgrupéms abstrak¢iose Banacho algebrose.

4. Pateikéme du skirtingo tipo aprézty holomorfiniy pusgrupiy Josidos aproksimacijy

paklaidy jvercius su optimaliomis konstantomis.

5. Sukonstravome diferencijuojamy stipriai tolydziy pusgrupiy Josidos aproksimacijy
asimptotinius skleidinius ir gavome optimalius liekamyjy nariy jver¢ius. Taip pat

sukonstravome ir atvirkstinius asimptotinius skleidinius.
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Summary

Let X be a complex Banach space and let L(X) be the space of bounded linear operators on
X. Let S(t) = exp{tA}, t > 0 be a strongly continuous semigroup of operators from L(X)
with a generator A. Let E"(t/n) = (I —tA/n)™™, n € N be Euler’s approximations of a

semigroup S(t). In this work we construct asymptotic expansions of Euler’s approximations

n ay ag 1
E (t/n):S(t)-l-g-i--“-i-ﬁ-ﬁ—o(m) as n — oo,

with coefficients a;, depending on S(t) and independent of n. We also obtain the so-called
inverse asymptotic expansions, i.e. asymptotic expansions of the semigroup S(t) via its
Euler’s approximations:
by by 1
St)y=E"t/n)+—+---+—+0|— as m — 00,
()= E'(t/m)+ 2+t o =
with by which are linear combinations of functions ¢ — (tA)™E"™(t/n) with coeficients

independent of n. We provide explicit and optimal bounds for the remainder terms in these

expansions.

To obtain asymptotic expansions we use an approach which was used by Bentkus in [3] for
analysis of errors in the Central Limit Theorem and in approximations by accompanying
laws and applied by Bentkus and Paulauskas in [5] to derive optimal convergence rates in
Chernoff-type lemmas and Euler’s approximations of semigroups. We use this method to

obtain optimal error bounds for Yosida approximations as well.

Let A be a generator of a strongly continuous semigroup of contractions S(t). We define

the Yosida approximant of A by

Ay = MW — A)~,

for all A > 0. It can be shown that A, is the generator of a uniformly continuous semigroup
of contractions Sy (t). We call Sy(t), A > 0, Yosida approximations of contraction semigroup

S(t).

In our work we investigate the rate of convergence of Yosida approximations Sy(t) to the
corresponding semigroup S(t). In particular, for bounded holomorphic semigroups of con-

tractions, we obtain optimal error bounds for

[I1SA(t)z — S(t)zl, for z€ D(A), t>0 and X>0,
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and
1Sx(t) — S ()], for z€X, t>0 and XA>0.

We also provide asymptotic expansions for Yosida approximations Sy (t) of differentiable
semigroups S(t), i.e. expansions of type

ay Qs ag 1
S)\(t):S(t)ﬁ-x-‘rﬁ“r”'—"ﬁ-‘ro(ﬁ), /\—>OO,

where coefficients a,, do not depend on A\. We also obtain the inverse expansions

by b by 1
S(t):SA(t)+X+ﬁ+m+ﬁ+o ) A — o0,
here the coefficients by, are the linear combinations of the derivatives Sy(¢). We also provide
optimal bounds for the remainder terms of these expansions in case of bounded holomorphic

semigroups of contractions.

Another interesting approach to analysis of error bounds and asymptotic expansions for
Euler’s approximations of semigroups in general Banach algebras was proposed by Bentkus
in [4]. This method is based on applications of the Fourier-Laplace transforms and a reduc-
tion of the problem to the convergence rates and asymptotic expansions in the Law of Large
Numbers. We provide explicit formulas for the coefficients of the asymptotic expansions

which were obtained using this method in [4].
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