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Ivadas
Moksliné problema

Siuolaikinéje statistikoje sudétingesniy sprendimy priémimas biitinai apima
ir hipoteziy tikrinimg. Disertacijoje nagrinéjama klasikiniy statistiniy hipoteziy
tikrinimo problema, naudojant N-metriky teorijg.

Darbo aktualumas

Duomeny analizéje tyréjai stengiasi visapusiSkai panaudoti ne tik turimag
statisting, bet ir aprioring informacija, todél daznai pradeda savo tyrimus nuo
prielaidy apie stebéjimy skirstinius. Tai yra daroma dél keliy prieZasciy:

o Esamy duomeny skirstinys gali paaiskinti duomenis teikiantj procesa. Jei

siilomas nagrinéjamo objekto modelis yra teisingas, imties skirstinys turi
tenkinti atitinkamas prielaidas.

« Pasiskirstymo charakteristikos gali buti susijusios su svarbiais bazinio mo-
delio parametrais.

« Zinios apie duomeny pasiskirstymg leidZia efektyviai taikyti standartines
modelio identifikavimo proceduras ir minimizuoti vidutinius statistiniy
sprendimy nuostolius.

Kartais tokios prielaidos apie nagrinéjamy duomeny skirstinj ar jo tipa yra
padaromos remiantis metodika, kurig taikant duomenys buvo gauti ar surinkti.
Bet, kaip taisyklé, prireikia patikrinti, ar pasirinktas pasiskirstymas yra adekva-
tus. Tyréjas gali dométis, ar imties skirstinys sutampa su aprioriskai parinktu (pa-
prastoji hipotezé), ar priklauso kokiai nors skirstiniy Seimai (sudétiné hipoteze).
Daugiamaciy duomeny atveju kartu su suderinamumo hipotezés tikrinimu daznai
prireikia patikrinti prielaida apie stebiniy komponenciy nepriklausomuma. Kita
uzdaviniy grupé apima dviejy ar keleto imciy skirstiniy palyginima. Tam taikomi
homogeniskumo hipotezés statistiniai kriterijai.

SprendZiant §ias problemas buvo sukurta daugybé homogeniskumo, suderi-
namumo ir nepriklausomumo statistiniy kriterijy, i§ kuriy parinkti tinkamiausia
praktikoje néra lengva. Galingiausio testo parinkimas i§ keleto galimy yra viena
svarbiausiy statistikos problemy. Taciau daugumai paplitusiy teoriniy modeliy
galingiausi pagal visas alternatyvas statistiniai kriterijai néra Zinomi arba neegzis-
tuoja. Todél naujy konstruktyviy statistiniy kriterijy, jautriy jvairiems hipoteziy
tipams, sukiirimas i$lieka aktualus ir musy dienomis.

L. B. Klebanovas savo darbuose (Zinger, Klebanov ir Kakosyan, 1989; Kle-
banov, 2005) jvedé nauja tikimybiniy maty klase, vadinamgsias N-metrikas. Si
klasé pasizymi daugeliu gery savybiy ir gali buiti sékmingai taikoma naujiems
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galingiems ir patogiems statistiniams kriterijams sudaryti. Tokiy statistiky kon-
stravimas ir jy savybiy tyrimas tapo itin aktualus po minéty Klebanovo darby.

Tyrimo objektas

Disertacija skirta suderinamumo (parametriniu ir neparametriniu atveju), ho-
mogeniskumo, simetriSkumo ir nepriklausomumo hipoteziy tikrinimui, naudojant
N-metrikas. Sudaromi atitinkami statistiniai kriterijai, tiriamos pasitilyty kriterijy
asimptotinés savybés bei jvertinamas jy galingumas.

Tikslas ir uzdaviniai

Pagrindinis disertacinio darbo tikslas yra N-metriky teorijos pritaikymas kla-
sikinéms statistinems suderinamumo, homogeniSkumo, simetriSkumo bei nepri-
klausomumo hipotezéms tikrinti. Siekiant tikslo buvo sprendziami Sie uZdaviniai:

« minéty hipoteziy testiniy statistiky konstravimas, naudojant N-metrikas;

o pasiulyty kriterijy kritinés srities nustatymas bei testiniy statistiky asimp-
totiniy skirstiniy gavimas;

« pasitlyty N-metrikos tipo kriterijy bei klasikiniy testy palyginimas, nau-
dojant Bahaduro asimptotinj santykinj efektyvuma (Bahadur, 1960; Niki-
tin, 1995).
Kartu su teoriniais rezultatais pasitlyty N-metrikos tipo testy galingumas
iStirtas, naudojant Monte-Karlo metoda.
Tyrimy metodika
Disertacijoje taikomi jvairiis bendros tikimybiy teorijos, atsitiktiniy procesy
ir matematinés statistikos metodai. Pasiulyty kriterijaus statistiky asimptotinis
skirstinys jrodytas naudojant U-statistiky teorijg (Lee, 1990; Koroljuk ir Borovs-
kich, 1994) bei stochastiniy procesy silpnojo konvergavimo savybes (Bulinskii ir
Shiryaev, 2005). Empirinéje dalyje pateikti rezultatai gauti taikant Monte Karlo
metoda, naudojantis statistiniu paketu R.

Mokslinis naujumas

Mokslinio darbo originalumas ir naujumas yra susij¢s su formuluojamomis
uzduotimis. Situlomi metodai pratesia, apibendrina ir papildo Klebanovo (Kle-
banov, 2005), Baringhauso ir Franzo (Baringhaus ir Franz, 2004) bei Szekely ir
Rizzo (Szekely ir Rizzo, 2005) rezultatus. Sitlomi suderinamumo, simetriSkumo,
nepriklausomumo ir tolygumo hipersferoje kriterijai bei nustatyti atitinkamy tes-
tiniy statistiky asimptotiniai skirstiniai nebuvo anksciau nagrinéti statistikos lite-
raturoje.



Darbo rezultaty praktikiné verté

Darbe sukurti statistiniai kriterijai gali biiti pritaikyti realiuose duomeny ana-
lizés hipoteziy tikrinimo uZdaviniuose.

Ginamieji teiginiai
« Teiginiai apie suderinamumo kriterijaus N-metrikos statistiky asimptotinj
skirstinj.

o N-metrikos testinés statistikos sudarymo bei asimptotinio skirstinio nus-
tatymo metodai tikrinant tolygumo sferoje SP~! hipotezg.

« Teiginiai apie homogeniskumo kriterijaus testiniy statistiky asimptotinj
skirstinj; pasitlyty testy kritinés aibés nustatymo algoritmai taikant but-
strepo (angl. bootstrap) bei perstatiniy (angl. permutation) metodus; nepri-
klausancio nuo tiriamo skirstinio homogeniSkumo testo sudarymo budas
bei teiginiai apie Sio kriterijaus asimptotinj elgesj.

o N-metrikos tipo kriterijaus konstrukcija bei asimptotinio skirstinio nus-
tatymas simetriSkumo ir nepriklausomumo hipotezéms tikrinti.

« Teiginiai apie N-metriky tipo testiniy statistiky skai¢iavimo iSraiSkas su
jvairiais stipriai neigiamai apibréZtais branduoliais.

« Pasitilyty N-atstumy tipo bei klasikiniy suderinamuno testy palyginimas
vienmaciu atveju, naudojant Bahaduro asimptotinj santykinj efektyvuma.

Disertacijos struktira

Disertacinis darbas sudarytas i$ jvado, kurio paskirtis yra supazindinti skaity-
tojus su nagrinéjama problematika, ir keturiy skyriy, kuriuose pateikiami pagrin-
diniai rezultatai. Darbo pabaigoje pateikiamos bendrosios iS§vados ir literatiros
sgraSas. Disertacija paraSyta angly kalba. Bendra darbo apimtis — 148 puslapiy.

1. Pagalbiniai rezultatai

Disertacinis darbas yra skirtas N-metriky teorijos pritaikymui klasikinéms
statistinéms suderinamumo, homogeniskumo, simetriSkumo bei nepriklausomu-
mo hipotezéms tikrinti.

Pirmas skyrius susideda i§ dviejy daliy, kuriose pateikta pagalbiniy rezul-
taty apZvalga. Pirmame poskyryje yra trumpai aprasyti N-metriky teorijos bendri
aspektai ir sgvokos, reikalingos darbe pasiiilyty statistiniy testy konstravimui.

Tegul (X, 41) yra macioji erdvé ir B yra tikimybiniy maty p, apibréZty Sioje
erdvéje, aibé. Tarkime, kad L yra reali ir tolydi simetriné funkcija, By, yra aibé
tikimybiniy maty p i§ B, tenkinanciy salyga
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/x/xL(wvy)du(fv)du(yKoo

Viena i§ pagrindiniy N-metriky teorijos savoky yra stipriai neigiamai api-
bréztas branduolys.

1 apibrézimas. Jeigu Vn € N, Vzq,...,x, € X irVey,...,c, € C su sqlyga,
kad Y| ¢; = 0, funkcija L(z,y) tenkina nelygybe

i iL($“l‘j)CzC_J S 0,

i=1 j=1
tai L yra neigiamai apibréZtas branduolys.

2 apibrézimas. Tegul P ym matas, apibréZtas erdvéje (X, ), o h(x) — funkcija,
tenkinanti sqlygq, kad fx x)dP(x) = 0. Tada branduolys L(x,y) yra stipriai
neigiamai apibréZtas, jeigu L(a: y) yra neigiamai apibréZtas ir kiekvienam P i§

lygybés
// (2, )h(x)h(y) dP(z) dP(y) = 0

iSplaukia, kad P{x : h(z) # 0} = 0.

PaZymékime

N(p,v) —2// (x,y)dp(z)dv(y // (x,y)dp(z)du(y) —

_ / / L(z, y)dv(z)dv(y),
xXJxX
Siau,v € By,

Klebanov parodé (Klebanov, 2005), kad jeigu L(z,y) = L(y, z) ir
L(z,z) =0 Vz,y € X, tai nelygybé

N(p,v) >0, p#v,
N(p,v)=0, p=v,

yra teisinga visiems matams p, v € Bp, tada ir tik tada, kai L(z,y) yra stipriai
neigiamai apibréZtas branduolys. Sitas teiginys leidZia konstruoti suderintuosius
kriterijus prie§ visas alternatyvas.

Nustatytas disertacijoje pasitilyty testiniy statistiky asimptotinis skirstinys
nulinés hipotezés atveju sutampa su tam tikros Gauso atsitiktiniy dydziy ¢;, 7 € N,
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kvadratinés formos Q@ = "7, \;¢? skirstiniu. Todél 1.2 poskyryje yra trumpai
apraSyti Gauso atsitiktiniy dydZiy kvadratinés formos pasiskirstymo funkcijos skai-
¢iavimo metodai, remiantis formos @) charakteristinés funkcijos apgrezimu (Imhof,
1961; Sukhatme, 1972; Martynov, 1975).

Natiiralus minéty statistiniy hipoteziy tikrinimo budas yra N-atstumo tarp
empirinio ir hipotetinio (suderinamumo hipotez¢) arba tarp dviejy empiriniy skirs-
tiniy (homogeniskumo, simetrijos ir nepriklausomybés hipotezés) nagrinéjimas.
Sekantys du skyriai yra skirti nurodyty hipoteziy kriterijaus statistiky sudarymui.

2. Suderinamumo testas

Antrame skyriuje i§samiau analizuojami suderinamumo testai. Sis skyrius
susideda i§ dviejy daliy, skirty parametriniam ir neparametriniam atvejams.

Paprastosios suderinamumo hipotezés tikrinimas

Tegul X, ..., X, yra p-macio atsitiktinio dydzio X su neZinoma tolydZia
pasiskirstymo funkcija F'(x) nepriklausomi stebéjimai. Neparametriné nuliné
suderinamumo hipotezé turi pavidalg Hy : F(z) = G(z), &a G(z), © € RP,
yra Zinoma tolydi pasiskirstymo funkcija. Kriterijaus statistikos

T, = —n / L(z,y) d(Fy(x) - G(@) d(Faly) - Gw)) (1)
R2P

dideliy reikSmiy atveju hipotezé Hj turi buti atmesta, ¢ia F,,(x) yra empiriné
pasiskirstymo funkcija, sukonstruota naudojant X1, ..., X,.

Testo kritinés aibés nustatymui darbe yra nagrin€¢jamas statstikos 7;, ribinis
skirstinys, kuris yra nustatytas taikant du metodus: V-statistiky asimptotine teorija
(Lee, 1990; Koroljuk ir Borovskich, 1994) ir empiriniy procesy bei jy funkcionaly
silpnojo konvergavimo teoremas.

Pirmas metodas nusako bendra pasiiilytos statistikos (1) ribinio désnio nus-
tatymo buda. Statistika T, galima perrasyti von Miseso funkcionalu su simetriniu
branduoliu H(x, y):

n n

1
To=—> > H(XiX;), ©)

i=i j=1
¢ia ,

H(Z‘,y) = EL(.I, X) + EL(Xa y) - L(l‘7y) - EL(X7X )7
X, X' yra nepriklausomi atsitiktiniai dydZiai su pasiskirstymo funkcija G(z).
Asimptotinis T, skirstinys yra nustatytas 1 ir 2 teoremose:
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1 teorema. Jeigu G(x) tenkina sqlygg EH?(X,X') < oo, tai, esant teisingai
nulinei hypotezei, asimptotinis statistikos T,, skirstinys sutampa su kvadratinés

formos
o0

Q=E[L(X,X) - L(X,X)]+ > _N(¢Z—1) 3)
j=1

skirstiniu, ¢ia (5, j = 1,2, ..., yra nepriklausomi standartiniai Gauso atsitiktiniai
dydZiai, \; — integralinio operatoriaus A tikrinés reikSmeés,

Af(y) =EH(X,y)f(X). 4)

Toliau nagrinéjamas statistikos T}, ribinis skirstinys alternatyvos atveju.
PazZymékime

a:=EH(Y,Y )=2EL(X,Y) - EL(X,X ) - EL(Y,Y)

irTy = T—\/% —a,cCia X, X " bei Y, Yy’ yra nepriklausomi atsitiktiniai dydZiai su
pasiskirstymo funkcijomis X,X ~ F(z)irY,Y' ~ G(z).

2 teorema. Tegul H*(z) := [EH(x,Y) — a2, EH*(Y') > 0ir
EH(Y,Y') < co. Tada T* yra asimptotiskai normalus su nuliniu vidurkiu ir

dispersija o2,

2
2__ = —
o = 2 =) [2(n —2)Cy + Cy], %)

GiaCy =EH*(Y')irCy = E[H(Y,Y') — a]2

Taciau praktiSkai gana sudétinga nustatyti statistikos 7}, ribinj skirstinj (3)
forma. Pagrindiné problema Cia yra susijusi su integralinio operatoriaus (4) tikri-
niy reikSmiy skaic¢iavimu. 2.1-2.3 poskyriuose mes pabandéme iSspresti Sig prob-
lema. Antras metodas N-atstumo statistikos ribiniam skirstiniui gauti yra pagrjs-
tas empiriniy procesy ir jy funkcionaly silpnojo konvergavimo teorija (Rosen-
platt, 1952; Durbin, 1973; Tyurin, 1977; Martynov, 1978). Kartu su analiz-
inémis kvadratinés formos koeficienty formulémis jvairiems stipriai neigiamai
apibréZtiems branduoliams L(z, y) pateikiami kai kurie praktiniai rezultatai pasit-
lyty kriterijy taikymui vienmaciu ir dvimaciu atvejais. IS pradZiy pasitlyti meto-
dai nagrinéjami vienmaciu atveju, po to apibendrinti. Placiau iStirtas dvimatis
atvejis.

Bendru atveju, siekdami i§vengti 7;, skirstinio priklausomybés nuo G(x), i$
pradZiy taikant Rosenblato (Rosenblatt, 1952) arba Bickelio-Breimano (Bickel ir
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Breiman, 1983) transformacija transformuosime prading imtj X;,..., X,,, X; =
(Xi,h ey Xi’p), 1=1,..,n, pimtity, ..., t,, 8 € [O, 1]1),
ti = (ti71, ...,tim), 1= 1, T

Esant nulinei hipotezei, transformuotoji imtis turés tolygy vienetiniame hiper-
kube CP = [0, 1]? skirstini, o statistika T}, tolygumo hypotezei tikrinti turés pavi-
dala

T, = —n/[ ] Lz, y)d(Fo(z) =1+ 2p) d(Fa(y) —y1- - 4p),  (6)
0,1]2»

¢ia F,(z), z = (1, ..., zp), yra p-maté empiriné pasiskirstymo funkcija, sudaryta
imties ¢4, . .., %, pagrindu.
Asimptotinis statistikos 7}, skirstinys nustatytas sekancioje teoremoje.

3 teorema. Nulinés hipotezés atveju statistikos T, ribinis skirstinys sutampa su
kvadratinés formos Q) skirstiniu,

Q= aij\/aia;Gé;, @)

i,j=1

c¢ia ; yra nepriklausomi standartiniai normalieji atsitiktiniai dydZiai,
cp== [ e d@)d ), wye R ®
0,1]2»
Cia o ir v;(z) yra integralinio operatoriaus A tikrinés reiksmés ir funkcijos,

Af(z) = K(z,y)f(y)dy, 9

[0,1]»

Ve

cla

P P
K(z,y) = Hmin(zi, Yi) — Hxiyia
i=1 i=1

T=(T1, 0, Tp)s Y= (Y1, e, Yp)-

Pagrindinés problemos taikant 3 teoremg yra susijusios su integralinio ope-
ratoriaus (9) tikriniy reik§miy ir funkcijy skai¢iavimu. Skyriaus pabaigoje pateikti
kai kurie Sios teoremos taikymo rezultatai jvairiems neigiamai apibréZtiems bran-
duoliams L(x, y) dvimaciu atveju. Pagrindiniai principai buvo paimti i§ kovariaci-
jos operatoriaus (9) tikriniy reikSmiy skai¢iavimo metodo, pasitlyto (Tyurin, 1977).
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Sudétinés suderinamumo hipotezés tikrinimas

Tegul X1, ..., X, yra atsitiktinio dydZio X su tolydZia pasiskirstymo funk-
cija F'(z) nepriklausomy stebéjimy imtis. Parametriné nuliné suderinamumo hipo-
tezé turi pavidalg

Hy: F(z) € A = {G(x,0),  €RP, § € © C R},

¢ia A yra parametriné pasiskirstymo funkcijy Seima.
Kriterijaus statistika hypotezés Hj tikrinimui, sukonstruota naudojant N-
atstumg su branduoliu L(x, y), yra formos

T, = -n /R p /R L) d(F () = Gl B)) d(Fa(y) — Gl 0a), (10

&ia 6, yra neZinomo parametro € jvertis, apskaiciuotas darant prielaida, kad X
turi skirstinj i§ A, F),(z) — empiriné pasiskirstymo funkcija.

Pagrindiniai 2.2 poskyrio rezultatai yra susije su statistikos (10) asimptotiniu
skirstiniu. Detaliau ribinio 7, skirstinio problema aptariama 2.2.1 poskyryje
vienamaciu atveju. Kai kurie praktiniai rezultatai yra pateikti, kai A — Gauso
arba eksponentiniy pasiskirstymo funkcijy Seima. Daugiamaciu atveju nagriné-
jamas tik normalumo kriterijus (2.2.2 poskyris). Nors §iuo atveju asimptotinis
kriterijaus statistikos skirstinys néra nustatytas, kritiné testo sritis gaunama nau-
dojant Monte Karlo imitavima.

Pagal analogija su paprastosios hipotezés tikrinimo problema, aptarta ankstes-
niame skyriuje, nagrinésime statistika 7}, po pradinés imties transformacijos

T, = -n / / Lz, y) d(F2 (2) — 2) d(F2 (5) — ), (11

&ia F¥(x) yra empiriné pasiskirstymo funkcija, sudaryta imties ¢1, . . . , ;.
t; = G(X,-,én), 1 =1,2,...,n, pagrindu.

Darant tam tikras prielaidas, susijusias su parametro § € © C R? jverciu bei
hipotetinio pasiskirstymo funkcijos savybémis, asimptotinis statistikos 75, skirsti-
nys yra nustatytas 4 teoremoje.

4 teorema. Tegul 0,, yra parametro 0 maksimalaus tikétinumo jvertis. Esant nu-
linei hipotezei, statistikos T, (11) ribinis skirstinys sutampa su kvadratinés formos

Q=> Y ariG( (12)

k=1 j=1
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skirstiniu, ¢ia (i, k = 1, 2, ..., yra nepriklausomi standartiniai normalieji atsitik-
tiniai dydZiai, o koeficientai a;; turi pavidalg

1 1
1 = /AN, / / Lo, y)dvss(2)dv (). (13)

Cia )y, ir Yy (x) yra integralinio operatoriaus A tikrinés reik§més ir funkcijos,

Af(x) = /O K(z,y)f(y)dy, (14)

Ve

Sia
K(z,y) = min(z,y) — zy — ¢(=z, 9)[‘1(9)q(y, 0), (15)

q(y,0) = Gy(x,0), y = G(x,0), 0 1(0) yra Fiserio informaciné matrica.

Koreliacinés funkcijos (15) forma rodo, kad 7}, néra nepriklausoma nuo skirs-
tinio, nes statistikos skirstinys priklauso nuo GG. Dar blogiau yra tai, kad bendru
atveju net asimptotiSkai negalima iSvengti priklausymo nuo neZinomo parametro
6. Taciau tam tikrais atvejais Sios parametrinés priklausomybés iSvengti galima.
Tai pavyksta padaryti, kai A yra pasiskirstymo funkcijy Seima su poslinkio bei
mastelio parametrais,

.2?—(91

A= (G

), 01 R, 0 >0}.

Branduolys K (x, y) taip pat nepriklauso nuo neZinomy parametry dar vienai $ei-
mai A, biitent pasiskirstymo funkcijy Seimai su mastelio ir formos parametrais

A= {G((;—I)GQ), 6, >0, 65 > 0}.

Si $eima apima tokius Zinomus pasiskirstymus, kaip Veibulo, log-logistinj ir kitus.
Sekanciuose poskyriuose 4 teorema yra pritaikyta Gauso bei eksponentinio

suderinamumo hipotezés tikrinimo problemoms. Pateikti atitinkamos diagona-

lizuotos kvadratinés formos (12) didZiausiy koeficienty skai¢iavimo rezultatai.

Daugiamaciu atveju kriterijaus statistikos (10) asimptotinio skirstinio nus-
tatymas begalinés kvadratinés formos pavidalu tampa sudétingu uzZdaviniu. Pa-
grindiniai sunkumai ¢ia, kaip ir neparametrinés hipotezés atveju, yra susij¢ su tam
tikro operatoriaus tikriniy reik§miy ir funkcijy skaiciavimu. Taciau specifinéms
Seimoms A galima pasitlyti, kai kurias alternatyvias procediiras, skirtas nustatyti
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testo kriting sritj. 2.2.2 poskyryje yra nagrinéjamas normalumo kriterijus dau-
giamaciu atveju. Tarp suderinamumo hipoteziy normalumo prielaida yra popu-
liariausia.

Tegul X1, ..., X, yraatsitiktinio dydZio X su pasiskirstymo funkcija F'(x),
x € RP, nepriklausomy stebé¢jimy imtis. Nuliné normalumo hipotezé turi pavi-
dala

Hy: F(z) € Np(a,X),

¢ia a ir ¥ — neZinomi normaliojo skirstinio vidurkiy vektorius bei kovariaciné
matrica.

Statistikos 75, (10), pritaikytos hipotezei Hy tikrinti, skirstinys priklauso nuo

nezinomy parametry a ir 2. Kad to i§vengtume, darbe yra pasiiilyta pradiné imties
standartizacijos procediira

Ve=S8"12(X, - X), k=1,...,n, (16)

Ga X ir S yra parametry a ir X maksimalaus tikétinumo jverciai.
Transformuota imtis asimptotiSkai turés p-matj standartinj Gauso skirstinj.
Kriterijaus statistikos

T, = —n / L(z.y) d(Fo(z) — B(2)) d(Fa(y) — B(y)),  (17)
R2p

ia F,(x) yra empiriné pasiskirstymo funkcija, sukonstruota imties Yy, ..., Y,
pagrindu, ®(z) — standartinio p-macio Gauso désnio pasiskirstymo funkcija, dide-
liy reikSmiy atveju hipotezé Hy turi biiti atmesta.

Bendras Y7, ..., Y, skirstinys asimptotiskai nepriklauso nuo parametry a ir
3. Todél statistikos 7, pasiskirstymo kvantilius galima jvertinti Monte Karlo imi-
tavimu.

3. Neparametriniai N-metrikiniai testai

3 skyrius yra skirtas N-metriky teorijos pritaikymui statistiniy homogenisku-
mo (3.1 pokyris), tolygumo hipersferoje SP~! (3.2 poskyris), simetrijos bei nepri-
klausomumo (3.3 poskyris) hipoteziy tikrinimo problemoms spresti.
HomogeniSkumo kriterijus

Tegul X,,...,X,, ir Y1,...,Y,, yra atsitiktiniy dydziy X ir Y su neZi-
nomomis tolydZiomis pasiskirstymo funkcijomis F'(z) ir G(z) nepriklausomi ste-
biniai. Nuliné homogeniskumo hipotezé turi pavidalg Hy : F(z) = G(z).

Kriterijaus statistika, skirta H tikrinti, yra sukonstruota naudojant N-atstu-
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ma tarp dviejy empiriniy skirstiniy

nm

Lo == | L@ ) d(Fa(e) = Gua(e)) d(Faly) = Guly). (18

&ia F,,(z), Gy, (x) yra empirinés pasiskirstymo funkcijos, sudarytos im¢iy
Xi,..., X, irYq,...,Y,, pagrindu.

3.1.1 poskyris yra skirtas pasiiilytos statistikos asimptotiniam skirstiniui nuli-
nés hipotezés ir alternatyvos atvejais. Ribinis statistikos (18) skirstinys yra nus-
tatytas taikant V-statistiky teorija.

Tegul L(x,y) yra N-metrikos stipriai neigiamai apibréZtas branduolys ir
1,2, Y1, Y2 € RP. PaZymékime

H(x1,y1,22,92) := L(x1,y2) + L(x2,y1) — L(x1,22) — L(y1,y2).  (19)

Tada statistika T, ,,, (18) gali buti perrasyta kaip V-statistika (Koroljuk ir Borovs-
kich, 1994)

nm
Tn,m - H(xla Y1,T2, yQ)an(fL'l)dGm(yl)an(x2)dGm(y2)
n+m Jgrap
(20)

Esant nulinei hipotezei, kai X ir Y turi tg patj skirstinj F'(x), V-statistikos (20)
branduolys tenkina iSsigimimo savybe

EH(X,Y,z2,y2) = EL(X,y2) + EL(z2,Y) —EL(X, z2) — EL(Y,y2) = 0.

Tegul X “irY’ yra nepriklausomos atsitiktiniy dydziy X ir Y kopijos. Tarkime,
kad EH?(X,Y, X l, Y’) < oo. Tada pagal spektring teorema erdveje Lo egzis-
tuoja ortogonaliy funkcijy seka 11,2, ..., E9;(X,Y) = 0, j > 1, ir skaiciy
seka Ai, Ao, ... Vid; € R, 300, A2 = EH(X,Y,X,Y') < oo, tokia, kad
lim, oo [H — H*|I7, = 0, &ia H*(z1,y1,22,92) = 353 A (@1, 91) ¥
Vi (w2, y2).

5 teorema. Esant nulinei hipotezei bei auksciau nurodytoms prielaidoms, asimp-
totinis Ty, ., skirstinys sutampa su atsitiktinio dydZio T' skirstiniu,

o0
T=> X\oic, 1)
j=1
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cia
o} = /RJij(xl,Y))?dF(xl% i=12.,

0 (j, j =1,2,..., yra nepriklausomi standartiniai Gauso atsitiktiniai dydziai.

Antroje 3.1.1 poskyrio dalyje statistikos T, ,,, (18) asimptotinis skirstinys
yra nagrinéjamas esant alternatyviai hipotezei. Siuo atveju tikimybé atmesti nuling
hipotezg, kai testo dydis « yra fiksuotas, artéja prie 1, kai n, m — oco. Todél musy
statistikg 7, ,,, nagrinékime normalizuota.

Tegul 3z : F(x) # G(x),

1
H(x1,y1,22,92) == B} [L(w1,y2) + L(z2,y1) + L(z1,91) + L(w2,y2)] —

—L(z1,22) — L(y1,92).
Branduolys H (z1, y1, T2, y2) tenkina simetrijos salygas pagal kintamuosius 21 <

T2 ir y1 < Y2, todél statistika T, ,,, gali buti pateikta kaip V-statistika

Ty = / / / H (1,41, 22, y2)dF (21)dC (42)AF (22)dCon (42):
Rr JR? JRP JRP
(22)
Tegul X, X ir Y,Y yra nepriklausomi atsitiktiniai dydZiai su pasiskirstymo
funkcijomis F'(z) ir G(x). Pazymékime

a ::/ / / H(z1,y1,22,y2)dF (21)dG(y1)dF (22)dG(y2) (23)
re JrRPr JRP JRP
ir apibrézkime funkcijas
gi(z) =EBHX,Y,X ,Y)|X =2)—a,
g2(z) = E(H(X,Y7X/,Y/)|Y =z)—a.
Tarkime, kad 0? = Eg?(X) ir 03 = Egi(Y).
6 teorema. Jeigu EH? < oo iro} #0, 03 #0, tai
(4‘7)71(Tn,m —a) < ¢

kai min(n, m) — oo, & — const. # 0, ¢ia 0* = E(T,, m — a)® = 207 + 203

ir ¢ yra standartinis Gauso atsitiktinis dydis.
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Akivaizdu, kad esant nulinei hipotezei ribinis statistikos T3, ,,, (18) skirstinys
priklauso nuo bendro atsitiktiniy dydziy X ir Y skirstinio F', kuris yra neZino-
mas. Sis faktas neleid%ia panaudoti 5 teoremos rezultaty praktikoje. 3.1.2-3.1.4
poskyriuose mes silome kai kuriuos metodus §iai problemai spresti. 3.1.2
poskyryje ribinio statistikos 7, ,,, skirstinio problema yra aptariama vienamaciu
atveju. Daugiamaciu atveju (3.1.3 poskyris) praktiskai nustatant pasiiilyto testo
kritine sritj siuloma naudoti butstrepo (bootstrap) arba perstatiniy (permutation)
metodus.

3.1.4 poskyryje daugiamaciu atveju pasiilyta konstrukcija, nepriklausanti
nuo skirstinio homogeniskumo testo.

Kiekvieng i§ dviejy im¢iy X ~ (X1,...,X,)ir Y ~ (Y1,...,Y,,) at-
sitiktinai padalykime j dvi lygias dalis ir kiekvieng i§ daliy nagrinékime kaip
atskirg nepriklausomg imtj X, X’ ir Y, Y’. Kriterijaus statistika dviejy im¢&iy ho-
mogeniSkumo hipotezei tikrinti bus

Tm = ngL (X;,Y;) QZL Xi, X;') QZL (Y, Y)). (24)

i,j

Asimptotinis T, ,,, skirstinys yra nustatytas 7 teoremoje.

7 teorema. Esant nulinei hipotezei,

Tn,m d
=
DT,

kai min(n, m) — oo, ia ¢ yra Gauso standartinis atsitiktinis dydis.

Tolygumo hipersferoje SP~" tikrinimo testai

3.2 poskyris skirtas N-metriky teorijos taikymui tikrinant sferiniy duome-
ny tolygumo hipotezg.

Tegul X4,..., X,, X; € , ..., 1, yra atsitiktinio dydZio
X nepriklausomi stebiniai. Sios imties pagrindu norime patikrinti hipoteze, kad
X turi tolygy skirstinj SP~1.

Kriterijaus statistika, sukonstruota naudojant N-metrikg su branduoliu
L(z,y), yra

T,=n fZEyLX“Y Z (X;, X;) —EL(Y,Y')|, (25
i=1 j=1
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¢ia Y, Y’ — nepriklausomi atsitiktiniai dydZiai su tolygiu sferoje SP~! skirstiniu.

3.2.1 poskyris yra skirtas asimptotiniam statistikos 7}, (25) skirstiniui, esant
nulinei hipotezei. Detaliau yra nagrinéjami apskritimo S* ir sferos S? atvejai.
Sitais atvejais ribinis pasiiilyty testy elgesys yra nustatytas naudojant du meto-
dus. Pirmas metodas yra pagrjstas suderinamumo testy metodikos, aprasytos 2
skyruje, taikymu. S! ir S kartu su duotosiomis imtimis ir kriterijaus statis-
tikomis i3 pradZiy atitinkamai transformuojami j intervalg R! erdvéje bei kvadratg
R? erdvéje. Po to, vietoj nulinés hipotezés tikrinimo hipersferoje SP~1, p = 2, 3,
tolygumo hipotezés yra tikrinamos atitinkamame intervale ir kvadrate RP~1, p =
2, 3, remiantis transformuotomis imtimis.

Antrame metode taikoma Gine teorija apie Sobolevo invariantinius toly- gumo
testus kompaktiskose Rymano daugdarose (Gine, 1975; Jupp, 2005).

Toliau statistikg 7}, su branduoliu L(z,y) = ||z —y|| nagrinésime apskritime
bei sferoje su vienetiniu spinduliu. Nulinés hipotezés atveju statistikos 7, ribinis
skirstinys nustatytas $iose teoremose.

8 teorema. Jeigu X1, ..., X,, yra nepriklausomy stebiniy i§ apskritime S su
vienetiniu spinduliu tolygaus skirstinio imtis, tai

oo

™ d
I ; aix?, (26)

&ia X3 yra nepriklausomi atsitiktiniai dydZiai, turintys chi kvadrato skirstinj su
dviem laisvés laipsniais,

1 2m

a; = o /. (1- gsing)cosk;xdx.

9 teorema. Jeigu X1, ..., X,, yra nepriklausomy stebiniy, tolygiai pasiskirsciusiy
sferoje S? su vienetiniu spinduliu, imtis, tai

3 4 —
1 4 5 s )
k=1
1 s
al = 5/ (1— gsin g) sin z Py (cos z)dx, (28)
0

ia X3, 41 yra nepriklausomi atsitiktiniai dydZiai, turintys chi kvadrato skirstinj
su 2k + 1 laisvés laipsniais ir Py (x) yra LeZandro polinomai.
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3.3 poskyris skirtas N-metriky teorijos taikymui simetriSkumo nulio atzvil-
giu vienamaciu atveju bei nepriklausomumo hipoteziy tikrinimui dvimaciu atveju.
Pasitlyty kriterijaus statistiky asimptotinis skirstinys nulinés hipotezés atveju yra
nustatytas ir sutampa su tam tikros Gauso atsitiktiniy dydZiy kvadra- tinés formos
skirstiniu.

4. Testy galingumo palyginimas

4 skyriuje lyginami pasitulytos N-metrikos bei kai kurie klasikiniai kriterijai.
4.1 poskyryje, kaip palyginimo priemoné nagrinéjamas Bahaduro asimptotinis
santykinis efektyvumas (Bahadur, 1960; Nikitin, 1995). Paprastumo délei mes
apsiribojame tik neparametrine suderinamumo hipoteze vienamaciu atveju. 4.2
poskyryje kriterijy galia yra lyginama Monte Karlo imitavimu. Be paprastos ir
sudétinés suderinamumo hipoteziy yra analizuojami homogeniskumo testai vie-
namaciu ir daugiamaciu atvejais. IStirtas platus alternatyviy hipoteziy diapazonas.

Atliktas teorinis bei empirinis kriterijy palyginimas parodé, kad darbe pasit-
lyti testai yra galingi klasikiniy kriterijy konkurentai. N-metrikos testai yra su-
derinti prieS visas alternatyvas, turi paprastg skaicuojamaja iSraiska bei palyginti
gerg galia prie§ bendras alternatyvas. N-metrikos branduoliy pasirinkimo ga-
limybé leidZia sukonstruoti jautresnj kriterijy prie§ tam tikry alternatyvy klase
nei klasikiniai kriterijai.
Bendrosios iSvados

1. Remiantis N-metriky teorija, sukonstruoti statistiniy suderinamumo, ho-
mogeniSkumo, simetriSkumo bei nepriklausomumo hipoteziy tikrinimo
kriterijai yra suderinti.

2. Pasitlyty N-metrikos kriterijaus statistiky asimptotinis skirstinys esant
nulinei hipotezei sutampa su Gauso atsitiktiniy dydZiy begalinés kvadra-
tinés formos skirstiniu. Alternatyvos atveju testiniy statistiky ribinis skirs-
tinys yra normalusis.

3. Atliktas teorinis bei empirinis kriterijy palyginimas parodé, kad darbe
pasiulyti testai yra galingi klasikiniy kriterijy konkurentai. N-metrikos
testai yra suderinti pries§ visas alternatyvas, turi paprasta skai¢iavimo iSrais-
ka bei palyginti gera galig prie§ bendras alternatyvas. N-metrikos bran-
duoliy pasirinkimo galimybeé leidZia sukonstruoti jautresnj kriterijy tam
tikry alternatyvy klasei nei klasikiniai kriterijai.

4. Bendru atveju N-metrikos statistikos priklauso nuo imties skirstinio. Ho-
mogeniSkumo hipotezés atveju pasiiilytos testinés statistikos skirstinio pri-
klausomybés nuo jm¢iy skirstinio galima i§vengti su butstrepo (angl. boot-
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strap) arba perstatiniy (angl. permutation) metody pagalba.

5. Normalumo hipotezés bei neparametrinés suderinamumo hipotezés dide-
lés dimensijos atveju, kai kriterijaus statistikos asimptotinj skirstinj iSvesti
analizi§kai yra sunku, testo kriting aibe galima nustatyti Monte Karlo
metodu.

Nagrinéjama tematika turi dar nemazai vystymosi galimybiy: kriterijaus sta-
tistikos asimptotinio skirstinio nustatymas parametrinés suderinamumo hipotezés
daugiamaciu atveju, kai pasiskirstymy Seima néra Gauso; N-metrikos branduoliy
optimalus pasirinkimo buidas ir t. t. Disertantas planuoja véliau pratesti N-metriky
bei statistiniy hipoteziy tikrinimo tematikos nagrinéjima.

Autoriaus moksliniy publikacijy disertacijos tema sarasas

Pagrindiniai rezultatai atspausdinti Siuose straipsniuose:

1. Bakshaev, A. 2008. Nonparametric tests based on N-distances, Lithua-
nian Mathematical Journal 48(4): 368-379. ISSN 0363-1672 (ISI Mas-
ter Journal List).

2. Bakshaev, A. 2009. Goodness of fit and homogeneity tests on the basis
of N-distances, Journal of Statistical Planning and Inference 139 (11):
3750-3758. ISSN 0378-3758 (ISI Master Journal List).

3. Bakshaev, A. 2010. N-distance tests for composite hypothesis of good-
ness of fit, Lithuanian Mathematical Journal 50(1): 14-34. ISSN 0363-
1672 (ISI Master Journal List).

4. Bakshaev, A. 2010. N-distance tests for uniformity on the hypersphere,
priimtas spausdinimui j Nonlinear Analysis, Modelling and Control. ISSN
1392-5113.

Aprobavimas

Disertacijos rezultatai buvo pristatyti Lietuvos matematiky draugijos konfe-
rencijose (2008, 2009 m.), 8th Tartu Conference on Multivariate statistics (Tartu,
Estija, 2007 m. birZelio 26-29 d.), 22nd Nordic Conference on Mathematical
Statistics, NORDSTAT (Vilnius, Lietuva, 2008 m. birzelio 16-19 d.)

Disertacijos tema skaitytas pranesimas Maskvos valstybinio universiteto Ma-
tematikos ir mechanikos fakulteto seminare ,,Neparametriné statistika ir laiko eilu-
té* (Maskva, 2007 m., balandis), Matematikos ir informatikos instituto Tikimy-
biy teorijos ir statistikos skyriaus bei Vilniaus Gedimino technikos universiteto
Matematinés statistikos katedros seminaruose.
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STATISTICAL TESTS BASED ON N-DISTANCES

Scientific problem

In this thesis the problem of verification of classical statistical hypotheses of
goodness of fit, homogeneity, symmetry and independence is investigated.

Actuality

In the classical statistical analysis of observations in various studies research-
ers usually begin their investigations by proposing a distribution for their obser-
vations. There are several reasons for that:

o The distribution of the sample data may throw a light on the process that
generate the data, if a suggested model for the process is correct, the sam-
ple data follow a specific distribution.

o Parameters of the distribution may be connected with important parame-
ters in describing the basic model.

« Knowledge of the distribution of the data allows for application of stan-
dard statistical testing and estimation procedures.

Sometimes such assumptions about the form of the distribution are made by
analyzing the procedure by which the data was obtained or made arbitrarily, often
from considerations of convenience in the statistical methods used. In any case
there arises a need to check whether the chosen distribution is true.

The researcher may be interested in the question whether the distribution
of observed data has a given fixed form (a simple hypothesis) or belongs to a
certain family of distributions (composite hypothesis). In case of multivariate
observations, in addition to goodness of fit problems, there arises the problem of
testing the hypothesis of the independence of the components of the random vector
being observed without knowing the precise form of the marginal distributions.
Another class of problems is that of comparing two or several samples among
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themselves. These are the so-called homogeneity tests, designed for testing the
hypothesis that the samples obtained are identically distributed.

To solve these problems a large number of goodness of fit, homogeneity and
independence procedures have appeared over the years, the choice of which is
made depending on the structure of the observations, the hypothesis being tested,
the efficiency of the test, etc. Choosing the most efficient test of several ones that
are available to the researcher is regarded as one of the basic problems of statistics.
However, it is well known that for a variety of problems arising in statistical theory
and practice the uniformly most powerful tests are unknown. Therefore creation
of new test procedures sensitive to a particular type of hypotheses remains actual
and in our days.

Klebanov in (Zinger, Klebanov ir Kakosyan, 1989; Klebanov, 2005) intro-
duced a new class of probability metrics - N-distances, which has many useful
properties and therefore could be applied to obtaining new powerful and simply
computable statistical tests. The construction of such criteria together with inves-
tigation of their properties become a topical problem after Klebanov’s works.
Research object

This thesis is devoted to statistical criteria based on N-distances for testing
classical statistical hypotheses of goodness of fit, homogeneity, symmetry and
independence.

Aim and tasks

The main objectives of the thesis are connected with application of N-distance
theory to testing classical statistical hypotheses of goodness of fit, homogeneity,
independence and symmetry. In particularly, we focus on the following tasks:

« Construction of statistics based on N-metrics for testing mentioned hy-
potheses.

« Establishing the critical region of proposed criteria, obtaining the asymp-
totic distribution of test statistics under the null and alternative hypothe-
ses.

o Comparison of proposed N-distance tests with some classical criteria us-
ing Asymptotic Relative Efficiency (ARE) by Bahadur (Bahadur, 1960;
Nikitin, 1995).
In parallel to the theoretical results the empirical comparison of the power of
proposed N-distance tests is investigated.
Research methods
Methods of mathematical statistics, general probability theory and stochastic
processes are applied. The proofs of the limit behavior of proposed test statistics
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are based on the theory of U-statistics (Lee, 1990; Koroljuk ir Borovskich, 1994)
and the properties of the weak convergence of stochastic processes (Bulinskii and
Shiryaev, 2005). All the results presented in empirical part of the thesis are pro-
duced by the means of Monte Carlo simulations done with the help of R statistical
package.

Scientific novelty

Novelty of the results is closely related to the formulated aims and problems.
Proposed methods extend, generalize and supplement the results of Klebanov in
(Klebanov, 2005), Baringhaus and Franz in (Baringhaus and Franz, 2004) and
Szekely and Rizzo in (Szekely ir Rizzo, 2005). In particular, proposed criteria
and established asymptotic distributions of test statistics in the problems of good-
ness of fit, uniformity on the hypersphere, independence (in bivariate case) and
symmetry (in univariate case) have not been earlier considered in statistical liter-
ature.

Practical value of the results

Proposed statistical criteria could be applied to the real data analysis prob-
lems connected with verification of the hypotheses about the considered sample
of observations.

Defended propositions

« Propositions on the asymptotic distribution of goodness of fit (simple and
composite hypotheses) test statistics based on N-distances under the null
and alternative hypotheses.

« Construction and asymptotic behavior of the test statistic in the problem
of uniformity on the hypersphere SP~1.

« Propositions on the asymptotic distribution of two-sample test statistics
based on N-distances under the null and alternative hypotheses; appli-
cation of bootstrap and permutation procedures to determination of crit-
ical region of proposed tests; construction and asymptotic behavior of
distribution-free two-sample test.

o Construction and asymptotic null distribution of tests statistic based on
N-distances for criteria of symmetry about zero in univariate case and
independence in bivariate case.

« Propositions on the computational form of tests statistics based on N-
metrics with different strongly negative definite kernels.

o Comparison of proposed N-distance and classical nonparametric good-
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ness of fit tests in univariate case by means of asymptotic relative effi-
ciency by Bahadur.

The scope of the scientific work

The thesis consists of Introduction, four chapters, Conclusions, References
and list of authors publications. The total scope of the dissertation is 148 pages.

General conclusions

1.

Based on N-distances, the construction of statistical tests of goodness of
fit, homogeneity, symmetry and independence were proposed.

. In the general case the limit null distribution of N-metrics statistics coin-

cides with the distribution of infinite quadratic form of Gaussian random
variables. Under the alternative hypothesis, proposed tests statistics are
asymptotically normal.

The results of the theoretical and empirical power comparison study show
that N-metrics tests are powerful competitors to existing classical criteria,
in the sense that they are consistent against all alternatives and have rela-
tively good power against general alternatives compared with other tests.
The possibility in the selection of the strongly negative definite kernel for
N-distance allows to create the test more sensitive to particular type of
alternative hypothesis.

In the general case proposed N-metrics statistics are not distribution-free.
In case of homogeneity hypothesis to avoid this problem bootstrap and
permutation approaches are suggested to be used.

For normality and nonparametric hypotheses of goodness of fit in high
dimensional cases, when it is difficult from computational point of view
to determine the limit null distribution of N-distance statistic analytically,
the critical region of the test can be established by means of Monte Karlo
simulations.
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