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ZYMEJIMAI IR SANTRUMPOS

MCMC — Monte-Karlo Markovo grandiné (angl. Markov chain Monte Carlo);
MLM - didZiausio tikétinumo metodas (angl. maximum likelihood method);
EB — empirinis Bajeso metodas (angl. empirical Bayes);

EM algoritmas — rekurentinis tikétinumo maksimizavimo algoritmas (angl.
expectation maximization);

CRT — centriné ribiné teorema;
DSD - didziyjy skai¢iy désnis;
ST(u, @, ©, a, n7) — asimetrinis t skirstinys (angl. a skew t distribution);
S, (o, B, 1) — stabilusis désnis;

o — mastelio parametras;

S — asimetrijos parametras;

u — poslinkio (vidurkio) parametras;
Q, ® — kovariacijy matricos;

a — formos parametras;

n — srities parametras;

cf — pasikliautinojo intervalo ilgis;

d — dimensija;

k — iteracijy skaicius (arba Markovo grandziy skaicius);
L — tikétinumo funkcija;

K — populiacijos imties dydis;

N — Monte-Karlo imties dydis;

M — rety 1vykiy risiy skaicius;

H — statistin¢ hipoteze;

¥, - x4 skirstinio kvantilis, 6 — pasikliovimo lygmuo;



F, , — FiSerio skirstinio kvantilis, v — pasikliovimo lygmuo;
z, —normaliojo skirstinio kvantilis, y — pasikliovimo lygmuo;
p — laisvés laipsnis;

suic — savizudybés (suicidai);

hom — nuzudymai;

Close — akcijy kainos;

Volume — pardavimo apimtis;

BMI — kiino masés indeksas;

Bfat — kiino riebaly masé;

ssf — odos rauksliy skaicius;

LBM — liesa kiino maseé.
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IVADAS

Tyrimy sritis

Daugeliui  verslo, technikos ir gamtos procesy Yyra budingas
atsitiktinumas. Tokie procesai gali bati modeliuojami bei prognozuojami
tikimybiniais statistiniais metodais, pasinaudojus duomenimis apie proceso
eiga. Atsitiktiniams procesams apraSyti ir tirti daznai taikomi {vairis
stochastiniai metodai, susij¢ su atsitiktiniy dydziy seku generavimu ir
apdorojimu: Markovo grandinés Monte-Karlo metodas, Gibso imties iSrinkimo
ir Metropolio-Hastingso algoritmai, stochastiné aproksimacija bei Kkt.
(Rubinstein ir Kroese, 2007; Spall, 2003). Sitokie metodai padeda tirti
atsitiktines sistemas bei procesus kompiuterinio ir matematinio modeliavimo
btdu.

Markovo grandinés Monte-Karlo (angl. Markov Chain Monte Carlo —
MCMC) metodas yra kompiuterinio imitavimo budas, placiai taikomas
statistikoje, technikoje, fizikoje, bioinformatikoje ir t. t., vertinant matematiniy
modeliy nezinomus parametrus. Markovo grandinés metodai ir juos
realizuojantys algoritmai yra aktualtis, kai generuojant atsitiktines sekas,
nustatomi atsitiktiniy dydziuy pasiskirstymo tipai bei parametrai. MCMC
metodas daznai taikomas rety jvykiy tikimybéms apskaiciuoti imties iSrinkimo
metodu (angl. importance sampling), duomeny analizéje EM (angl. expectation
maximization) algoritmu, Bajeso metodo praktiniam pritaikymui, modeliuojant
aposteriorinius skirstinius bei skaitiniais metodais nustatant ju parametrus, ir
pan. Kadangi tikimybiniy modeliy sritis, kuriems gali biiti pritaikytt MCMC
metodai, yra labai plati, disertacijoje apsiribojama daugiamaciais skirstiniais,
kurie gali buiti sukonstruoti hierarchiniu buidu i§ elipsiniy skirstiniy. Tokiu
bidu gauti skirstiniai gali buti pritaikyti sprendZiant daugeli praktiniy ir
teoriniy duomeny analizés uzdaviniy. Svarbu pazyméti, kad taip sukurti
modeliai leidzia sukonstruoti asimetrinius  skirstinius su  didelémis

atsitiktinémis reik§mémis, kurie daznai pasitaiko modeliuojant finansinius

12



procesus ir informacinius srautus kompiuteriy tinkluose (KabaSinskas, 2007;

Kaklauskas, 2012).

Problemos aktualumas

Skaiciuojamuoju pozitiriu MCMC metodas leidzia spresti lygtis, | kurias
jeina sudétingi daugialypiai integralai, sukonstruojant Monte-Karlo imciy
Markovo  granding.  Zinomuose = MCMC  algoritmuose  paprastai
sugeneruojamos kelios arba keliolika grandziy, empiriSkai nustatant
konvergavima ir uzfiksavus visose grandyse pakankamai dideli Monte-Karlo
imciy turi (Bradley ir Thomas, 2000). Aisku, kad skai¢iuojamuoju pozitiriu
tokios procediiros yra nelabai efektyvios, nes tenka sunaudoti daug
kompiuterio laiko grandziy generavimui, o nutraukus grandinés generavima
empiriSkai, statistiSkai reikSmingas konvergavimas dar gali biiti nepasiektas.
Taip pat taikant MCMC daznai kyla problema, kokio dydzio imtys turéty buti
generuojamos atskirose grandyse.

Tokiu biidu, aktualios MCMC skaitmeninimo problemos yra grandinés
grandziy skai¢iaus nustatymas ir Monte-Karlo im¢iy tiirio atskirose grandyse
reguliavimas. Prie kity aktualiy MCMC skaitmeninimo problemy galima
priskirti pradinés grandies parametry parinkima, skai¢iavimo atlikima esant
tikimybiniy modeliy singuliarumui, skaiciavimai esant labai dideléms arba
labai mazoms tarpinéms reik§méms. Gana aktuali MCMC panaudojimo
problema yra asimetriniy skirstiniy su didelémis atsitiktinémis reikSmémis

konstravimas ir parametry vertinimas.

Tyrimy objektas

Disertacijos tyrimy objektas yra adaptuotos Markovo grandinés Monte-
Karlo metodo tyrimas, skaitinis realizavimas ir taikymas duomeny analizéje,
tikslumo vertinimo, grandziy skaiciaus parinkimo, algoritmo stabdymo ir

Monte-Karlo im¢iy tiirio reguliavimo biidai.
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Tyrimy tikslas ir uzdaviniai

Darbo tikslas — istirti Markovo grandinés Monte-Karlo adaptavimo
metodus, sudarant efektyvius skaitinius algoritmus, leidzianCius priimti
duomeny analizés sprendimus su 1§ anksto nustatytu patikimumu, bei 18tirti Siy
algoritmy efektyvuma.

Siekiant $io tikslo disertacijoje sudaryti algoritmai bei juos realizuojanti
programiné jranga, Skirta Monte-Karlo im¢iy tario adaptavimui atskirose
grandyse, jvertiniy tikslumo vertinimui bei Markovo grandinés proceso
stabdymui. Sudaryti metodai ir algoritmai yra pritaikyti duomeny statistiniam
vertinimui MCMC metodu, pasinaudojant praktiskai surinktais arba Zinomais
literatiroje duomenimis. Siy metody bei algoritmy efektyvumas tiriamas
pasinaudojant disertacijoje sudarytu statistinio modeliavimo metodu. MCMC
skaitmeninimo problemos, nagrinéjamos disertacijoje, yra istirtos sprendziant
kelis duomeny analizés uzdavinius (asimetrinio t skirstinio, Puasono-Gauso
modelio ir stabiliojo désnio parametry vertinimo), pasizymincius ypatybémis,
kurios yra budingos daugeliui kity uzdaviniy, ir tokiu biidu gauti rezultatai gali

biiti sekmingai pritaikomi ir kitiems uzdaviniams spresti.

Tyrimy metodai

Disertacijoje  suformuluoti uzdaviniai Sprendziami pasinaudojant
daugiamatés statistikos ir kompiuterinio modeliavimo metodais: daugiamaciy
im¢iy generavimas priémimo-atmetimo (angl. acceptance-rejection) metodu,
didziausio tikétinumo metodas, EM algoritmas, Bajeso metodas, Monte-Karlo
metodas, stochastinio gradientinio nusileidimo (angl. gradient descent)
metodas, (Ciegis, Biida, 1997; Sakalauskas 2000), statistiniu hipoteziy

tikrinimas.
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Mokslinis naujumas

Disertacijoje gauti $ie rezultatai:

1) Markovo grandinés Monte-Karlo im¢iy tirio adaptavimo taisyklé;

2) Markovo grandinés generavimo stabdymo taisyklé;

3) Markovo grandinés Monte-Karlo algoritmy efektyvumo tyrimo
metodas;

4) adaptuotos Markovo grandinés Monte-Karlo metodo pritaikymas
uzdaviniams, kuriy tikimybiniai modeliai konstruojami hierarchiniu
biidu i$ elipsiniy skirstiniy, spresti (asimetrinio t skirstinio, Puasono-
Gauso modelio ir daugiamacio ¢ -stabiliojo désnio parametrams

vertinti).

Praktiné darbo reikSmé

Disertacijoje sudaryti MCMC algoritmai daugiamacio asimetrinio t
skirstinio, Puasono-Gauso modelio ir daugiamacio ¢« -stabiliojo désnio
parametrams vertinti duotu tikslumu bei kompiuterinio modeliavimo budu
iStirtas Siy algoritmy efektyvumas. Sudaryti algoritmai gali bati pritaikyti
praktikoje iSkylantiems uzdaviniams spresti (finansiniy seky prognozavimui,
biologiniy populiaciju ir draudiminiy jvykiu populiacijose tyrimams ir pan.).
Gauti rezultatai gali biti pritaikyti sprendziant jvairius statistinio vertinimo
uzdavinius MCMC metodu: imties iSrinkimo metodas, EM algoritmas,
didziausio tikétinumo metodas ir pan.

Disertacijoje gauti Sie praktiniai rezultatai:

1) sudarytas algoritmas asimetrinio t skirstinio parametrams vertinti;

2) sudarytas algoritmas Puasono-Gauso modelio parametrams vertinti;

3) sudarytas algoritmas stabiliojo simetrinio skirstinio parametrams
vertinti;

4) sudarytas statistinio modeliavimo metodas MCMC algoritmy

efektyvumui tirti.
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Ginamieji teiginiai

1.

Sudaryti algoritmai bei juos realizuojanti programiné iranga, skirta:

a) Monte-Karlo im¢iy tiirio reguliavimui Markovo grandyse;

b) ivertiniy tikslumo vertinimui;

c) Markovo proceso grandinés stabdymui.
Sudaryti algoritmai gali buti pritaikyti duomeny statistiniam vertinimui
adaptuotu MCMC metodu sprendziant praktinius ir testinius uzdavinius.
Sudaryti algoritmai leidzia spresti statistinio vertinimo uzdavinius MCMC
metodu duotu tikslumu sumaZinant (mazdaug dvigubai) skai¢iavimo apimti

palyginus su zinomais algoritmais.

Darbo rezultaty aprobavimas

Skaityti prane$imai respublikinése konferencijose:

1.

Markovo grandinés Monte Karlo metodo taikymas tiriant sociologinius
duomenis. Operacijy tyrimas versle ir inzinerijoje LOTD-2014, Vilnius,
2014-09-22.

Daugiamatis rety ivykiy tikimybiy vertinimo algoritmas. Kompiuterininky
dienos — 2013, Siauliai, 2013-09-19-2013-09-21.

Daugiamaciy stabiliyju skirstiniy parametry vertinimas Monte-Karlo
Markovo grandinés metodu. Operacijy tyrimas ir taikymai LOTD-2013,
Siauliai, 2013-09-19.

Antisimetrinio t skirstinio taikymas finansiniy duomeny tyrimui. Verslas,
studijos ir a$, Siauliai, 2013-03-28.

Daugiamatis mazy daZzniy vertinimo algoritmas. Lietuvos matematiky
draugijos 53-0ji konferencija LMD-53, Klaipéda, 2012-06-11-2012-06-
12.

Daugiamacio  antisimetrinio  t-skirstinio  parametrinis  jvertinimas.
Operacijy tyrimai versle, inzZinerijoje ir informacinése technologijose

LOTD-2011, Kaunas, 2011-09-30.
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7.

Daugiamacio antisimetrinio t-skirstinio parametry vertinimas Monte-Karlo
Markovo grandiniy metodu. Lietuvos matematiky draugijos 51-0ji
konferencija LMD-51, Siauliai, 2010-06-17—2010-06-18.

Apie antisimetrinio t-skirstinio vertinima Monte Karlo grandziy metodu.
Lietuvos matematiky draugijos 50-0ji konferencija LMD-50, Vilnius,
2009-06-18-2009-06-19.
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07-08-2013-07-12.

The assessment of multi-dimensional frequency by Monte-Carlo Markov
chain approach. European Conference on Operational Research EURO-
2013, Roma, Italy, 2013-07-01-2013-07-04.

The application of stable and skew t distributions in predicting the change
in accounting and governance risk ratings. Electrical and Control
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algoritmo pritaikymas Monte-Karlo didziausio tikétinumo jvertinimui.

TreCiame skyriuje sudaromas daugiamatis empirinio Bajeso Puasono-
Gauso modelis, aptariami kiti Bajeso skai¢iavimo aspektai.

Ketvirtame skyriuje aprasomas Markovo grandinés Monte-Karlo

algoritmas daugiamacio « -stabiliojo skirstinio parametrams vertinti.
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1 skyrius. MARKOVO GRANDINES MONTE-KARLO
ALGORITMU ANALIZINIS TYRIMAS

Siame skyriuje pateikiama analiziné Markovo grandinés Monte-Karlo
metodo apzvalga bei nagrinéjami statistinés analizés ir statistinio vertinimo

uzdaviniai, taikomi disertacijoje atliekamam MCMC metodo tyrimui.
1.1. Markovo grandinés Monte-Karlo metodas

MCMC metodas laikomas Hastingso algoritmo (Hastings, 1970),
Metropolio metodo (Metropolis, Ulam, 1949) ir Gibso metodo (Geman ir
Geman, 1984) apibendrinimas. Sis metodas leidzia generuoti sudétingy
stochastiniy modeliy priklausomas atsitiktines sekas. Nors yra daug MCMC
algoritmy, pritaikyty daugiamatéms sekoms gauti, dazniausiai naudojami
pirmieji MCMC algoritmai, t. y. Metropolio-Hastingso algoritmas ir Gibso
metodas. Metropolio-Hastingso algoritmas leidzia generuoti imtis i$
tikimybinio skirstinio, jei yra zinoma, kaip apskaiciuoti tam tikra funkcija, kuri
yra proporcinga $io skirstinio tankiui. Sis algoritmas generuoja imtj, kurios
reikSmés kiekvienoje iteracijoje vis geriau aproksimuojamos norimu skirstiniu
(Bradley ir Thomas, 2000). Gibso metodas yra atskiras Metropolio-Hastingso
algoritmo atvejis, taitkomas tuomet, kai néra Zinomas bendras imties skirstinys,
arba ji tiesiog sunku nustatyti, taciau yra zinomas salyginis kiekvieno atskiro
kintamojo skirstinys (Casella ir George, 1992; Smith ir Roberts, 1993; Tanner,
1996; Tierney, 1994; Gilks ir kt., 1996). Gibso metodas yra placiai pritaikytas
ivairiy modeliy Bajeso analizei atlikti (Gelfand ir Smith, 1990; Carlin, 1992;
Scollnik, 1996).

Statistikoje  MCMC metodas sudaro algoritmy klase tikimybiniy
skirstiniy imitavimui, konstruojant Markovo granding, kuri leidzia gauti
reikiama skirstini kaip grandinés pusiausvyros biisenos skirstini. Markovo
granding sudaro kelios nuosekliai sugeneruotos Monte-Karlo imtys, vadinamos

grandimis, bei jverciai, apskaiCiuoti pasinaudojus Siomis imtimis. Kadangi
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kiekviena generuojama grandis priklauso tik nuo iver¢iy apskaiciuoty pries tai
buvusioje grandyje ir nepriklauso nuo ankstesniy grandziy imciy bei jverciy, 18
§iy grandziy sudaryta grandiné pasizymi Markovo savybe. Zinoma,
generuojant imtis Markovo grandyse galima pasinaudoti keliy ankstesniy
grandZiy rezultatais, tac¢iau tokiu biidu sudaryta grandiné nebebus Markovo.
Iverciai kiekvienoje grandyje apskaiCiuojami siekiant Markovo grandinés
konvergavimo | stacionaria biisena. Siy jver¢iy apskaiciavimas priklauso nuo
konkretaus sprendZiamo uzdavinio, atskiri atvejai nagrinéjami kituose
skyriuose.

MCMC metodas generuoja naujas grandis pagal duotus duomenis,
pasiskirs¢iusius pagal tam tikra skirstinj. Cia skirstinys, nusakantis grandinés
buisena po didelio zingsniy skaiciaus, yra laikomas ieSkomu skirstiniu. MCMC
metodas daznai taikomas daugiamaciams integralams, sutinkamiems Bajeso
statistikoje, apskaiciuoti (zr. 3 skyriy).

Skai¢iuojamuoju poziiiriu MCMC metodai yra taikomi spresti lygtims, 1
kurias jeina sudétingi daugialypiai integralai, sukonstruojant Monte-Karlo
im&iy Markovo granding. Sios lygtys daZnai gali biti i§vedamos kaip
biitinosios kokio nors stochastinio kriterijaus optimalumo salygos (Dennis ir
Schnabel, 1996). Tokiais kriterijais gali bati tikétinumo funkcija, dispersija,
Bajeso aposteriorinés rizikos funkcija ir pan., 0 optimizavimo kintamaisiais
biina imituojamy statistiniy skirstiniy parametrai. Gana daznai galima priimti,
kad Siuos kriterijus apraSancios tikslo funkcijos yra tolydZios ir glodZiai
diferencijuojamos, taCiau jas apskaiCiuoti blina labai sunku, kai jos yra
iSreiSkiamos per daugialypius integralus. PavyzdZiui, 81 prielaida iSplaukia i$
zinomo rezultato, kad LipSico salyga tenkinancios funkcijos vidurkis yra
glodziai diferencijuojama funkcija, jei neapibréZtuma aprasanti tikimybinio
tankio funkcija taip pat tenkina LipSico salyga (Bartkute, Sakalauskas, 2007).
Todél tokioms funkcijoms bei ju gradientams apskaiCiuoti yra taikomas
Monte-Karlo metodas, o imituojamy skirstiniy parametrai gaunami
stochastinés gradientinés paieSkos biidu. Patogumo délei, Markovo grandys

kartais vadinamos iteracijomis. DaZnai galima parodyti, kad statistikoje placiai
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taikomas EM algoritmas yra atskiras stochastinés gradientinés paieskos atvejis
(zr. 2.4 skyrelyje). Gauty jvertiniy tiksluma taip pat galima jvertinti
pasinaudojus (1.14), (1.21) ir (1.22) pasikliautinaisiais intervalais (zr. 1.6
skyrelj). Kadangi disertacijoje kuriami metodai remiasi stochastine gradientine
paieska, jie leidZia rasti lokalyji tikslo funkcijos ekstremuma. MCMC metodo
taikymas daugiackstremaliniams uzdaviniams disertacijoje nenagrinéjamas.

Pasaulyje sukurta daug kompiuterio programy, realizuojan¢iy MCMC
metoda, pvz. BUGS, Laplaces Demon, JAGS ir kt., jtraukty i R programy
pakety sara$a. Sioms programoms sukurti taip pat buvo parasyti algoritmai,
pvz., Hamiltonian Monte Carlo, Metropolis within Gibbs, Griddy-Gibbs, Slice
Slamper, t-walk, Robust Adaptive Metropolis, Elliptical Slice Sampler, ir kt.
(http://www.bayesian-inference.com/mcmc#algorithms).  MCMC  metodo
realizavimui reikalingi tam tikri kompiuterio laiko ir atminties iStekliai.
Kompiuteriy sunaudojamas laikas priklauso nuo naudojamo kompiuterio
galingumo ir yra apytikriai proporcingas generuojamy Monte-Karlo bandymy
skaiCiui, kadangi paprastai tarpiniai skai¢iavimai pareikalauja nedaug laiko.
Sukurti metodai yra skirti spresti statistiniams uzdaviniams su nedideliu
parametry skai¢iumi (iki 10-20), todél problemy dél kompiuterio atminties
disertacijoje neiskyla.

Zinomuose MCMC algoritmuose paprastai sugeneruojamos kelios arba
keliolika grandziy, uzfiksavus visose grandyse fiksuota bei pakankamai dideli
Monte-Karlo im¢iy tiirj, ir nustatant konvergavima empiriskai (Bradley ir
Thomas, 2000). Aisku, kad skai¢iuojamuoju pozitriu tokios procediiros yra
nelabai efektyvios, nes tenka sunaudoti daug kompiuterio laiko grandziy
generavimui, o nutraukus grandinés generavima empiriSkai dar gali buti
nepasiektas statistiSkai reikSmingas konvergavimas.

Tokiu biidu, naudojant MCMC metoda susiduriama su Markovo
grandinés grandziy skaiiaus parinkimo problema. Vienas i§ budy S$iai
problemai sprgsti yra nutraukti grandinés generavima, jei imtys, gautos
gretimose grandyse, statistiSkai nesiskiria, pritaikius statistinius metodus

hipotezéms apie $iy iméiy skirtinguma arba sutapima patikrinti (Zr. 1.7 skyrelj;
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Brooks ir Gelman, 1998; Sakalauskas, 2000). Kai kurie autoriai bandé jvesti
testus dviem gretimoms grandims palyginti, tafiau Sie testai yra vienmaciai
arba geriausiu atveju leidzia palyginti du vektorius (Brooks ir Gelman, 1998),
kai praktiniuose uzdaviniuose tikimybiniai skirstiniai daznai yra apraSomi
keliais vektoriais ir keliomis matricomis. Disertacijoje pasitlyti ir iSnagrinéti
metodai bei algoritmai statistiniam Markovo grandziy skirtumui jvertinti
pasinaudojus standartiniais Hotelingo ir Andersono Kkriterijais (Anderson,
1958; Krishnaiah, 1984). Hotelingo kriterijaus panaudojimas stochastiniame
programavime buvo pasiiilytas ir iSnagrinétas L. Sakalausko darbuose (2000,
2002).

Kita problema, susijusi su skai¢iavimo apimties sumazinimu, yra Monte-
Karlo imties tiirio atskirose grandyse reguliavimas. IS tikryju, konstruojant
pirmasias Markovo grandinés grandis néra reikalo generuoti dideles Monte-
Karlo imtis, nes ir nedidelio tiirio im¢iy pakanka modelio parametry
iteraciniam  modifikavimui. Didelés Monte-Karlo imtys turéty biti
generuojamos tik grandinés pabaigoje, kai statistinis kriterijus neprieStarauja
hipotezei apie paskutiniyjyu grandziy tikimybiniy modeliy sutapima.
Disertacijoje pasitlyti bei kompiuterinio modeliavimo budu istirti Monte-Karlo
imties thrio reguliavimo metodai pasinaudojus statistiniu Kriterijumi apie
dvieju Markovo grandziy Monte-Karlo imciy skirstiniy sutapima. Imties tiirg
galima imti atvirksc¢iai proporcingu stabdymo statistikos ir stabdymo kriterijaus
kvantilio santykiui. Pasinaudojus martingaliniais metodais yra jrodytas tokiy
metody konvergavimas, sprendziant netiesinio stochastinio programavimo
uzdavinius nuosekliai generuojamomis kintamo tirio Monte-Karlo imtimis

(Sakalauskas, 2000, 2002).

1.2. Monte-Karlo metodas

Kadangi pagrindinis MCMC metodo skaitmeninimo instrumentas yra
Monte-Karlo metodas, siame ir 1.6 skyrelyje aptariamos S$io metodo

realizacijos, naudojamos disertacijoje, ypatybés.
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Monte-Karlo metodas sukurtas 1949 metais, kartu su pirmaisiais
elektroniniais kompiuteriais, ir siejamas su dvieju matematiky — DZono fon
Neimano (veng. John fon Neumann, 1903-1957) ir Stanislavo Ulamo (lenk.
Stanislaw Marcin Ulam, 1909-1984) — vardais. Monte-Karlo metodas yra
skaitmeninis algoritmas, pagristas statistiniu imitavimu ir gauty rezultaty
apdorojimu statistiniais metodais, ir daznai laikomas savokos ,,statistinis
modeliavimas® sinonimu. Monte-Karlo metodai dazniausiai naudojami
fizikiniy ir matematiniy sistemy modeliavimui, kai neimanoma gauti tiksliy
rezultaty naudojant deterministini algoritma. Sio metodo esmé — atsitiktiniy
situacijy modeliavimas tam tikros procediiros pagalba, gaunant atsitiktini
rezultata. Gauti rezultatai apdorojami matematiniais statistiniais metodais,
nustatomi atsitiktiniy dydziy pasiskirstymo tipai ir parametrai (pvz., vidurkis,
dispersija, vidutinis kvadratinis nuokrypis bei kitos skaitinés charakteristikos).

Statistinio modeliavimo procedira susideda i§ tokiy etapy:

1) sugeneruojamos atsitiktiniy dydziy, tolygiai pasiskirs¢iusiy atkarpoje
[0, 1], realizacijos;

2) pasinaudojus Siomis realizacijomis, gaunamos atsitiktiniy dydziy arba
atsitiktiniy procesu reikSmés su jvairiais pasiskirstymuy désniais;

3) pasinaudojant tokiu btdu gautomis realizacijomis, apskai¢iuojamos
atsitiktiniy dydziy, apibudinanciy tiriama objekta, reikSmés;

4) statistiSkai apdorojami gauti rezultatai;

5) pasinaudojant Siais rezultatais tikrinamos hipotezés apie nagrinéjama
objekta, jvertinamos jo charakteristikos, parenkami racionallis objekto
funkcionavimo rezimai, teikiamos rekomendacijos sprendimams
priimti, ir pan.

Teorini Monte-Karlo metodo pagrinda sudaro didziyju skai¢iy désnis ir

centring ribin¢ teorema (zr. 1.4 skyrelj).
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1.3. Atsitiktiniy dydZiy generavimas

Statistinis modeliavimas gali biti taikomas labai placiam tikimybiniy
modeliy jvairiose verslo, technikos, ekonomikos ir fizikos srityse, ratui kurti
bei tyrinéti. Svarbus tikimybinio modelio realizavimo kompiuteriu etapas yra
atsitiktiniy dydziy, pasiskirsciusiy pagal ijvairius tikimybinius skirstinius,
generavimas.

Atsitiktiniy dydZiy generatoriai kuriami pasinaudojant tuo, jog nesunku
sukurti algoritma atsitiktinio dydzio sekoms generuoti, kai yra zinoma S$io
atsitiktinio dydzio skirstinio iSraiska.

Jei yra zinoma skirstinio funkcija, tai atsitiktinio dydzio realizacija

galima gauti apskaiciuojant jo kvantilj (atvirkStiniy transformacijy metodas):

X =F*U),

Cia X pasiskirstes pagal skirstini F(-), jel atsitiktinis dydis U yra tolygiai
pasiskirstes intervale [0, 1].

Taigi, galima generuoti jvairiai pasiskirsciusiy atsitiktiniy dydziy sekas,
jei Zinomas skirstinio pavidalas ir tolygiai pasiskirs€iusiy vienetiniame
intervale atsitiktiniy dydziy gavimo budas. Reikia pazyméti, kad to paties
atsitiktinio dydzio reikSmiy sekas galima gauti jvairiais biidais. Labai daZnai
efektyvus generavimo algoritmas sukuriamas pasinaudojant specifinémis

nagrinéjamo atsitiktinio dydZio savybémis.
1.3.1. Priémimo-atmetimo metodas
Nagrinéjamas priémimo-atmetimo metodas atsitiktiniam dydziui X
generuoti, kai X pasiskirstes pagal tolyduyji désnj F(X) ir zinoma skirstinio

tankio funkcija f(x). Tarkime atsitiktinio dydzio Y, kurio generavimo

algoritmas zinomas, tankio funkcija g(x) yra tokia, kad santykis
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f(x)/g(x) <oo visoms galimoms Y reikSméms. Nesunku pastebéti, jog tuomet
egzistuoja toks skaicius 1<c <o, jog f(X)/g(x)<c. Atsitiktinio dydzio X
realizacijai gauti generuojamos tolygiai intervale [0,1] pasiskirs¢iusiy skaiéiy

f(Y)
c-g(Y)

U ir nepriklausomy atsitiktiniy dydziuy Y poros, kol U < . Tuomet X

atsitiktiniam dydziui priskiriama reik§mé Y (Gentle, 2003).
Pazymékime dviejy skai¢iy Y ir U pory skaic¢iy |, kurias reikia
sugeneruoti, norint gauti viena X reikSme¢ priémimo-atmetimo metodu.

Nesunku pastebéti, jog Sis skaiCius yra pasiskirstgs pagal geometrini désni su

parametru pzl. Pasinaudojant tuo, jog EX =1_—p, galima gauti, kad
c p

vidutinis generuojamy pory U ir Y skai¢ius, kol gaunama viena X reikSmé, yra
lygus c¢—1. Taigi, sudarant priémimo-atmetimo algoritma, svarbu parinkti c,
kiek imanoma mazesniu, ir atitinkamai atsitiktinio dydzio Y generavimo
algoritmas turi biti taip pat kuo paprastesnis.

Pavyzdziui, atsitiktiniams ¢ -stabiliesiems dydZiams su parametrais o,
p, o, u generuoti galima pritaikyti toki priémimo-atmetimo algoritma
(Janicki, Weron, 1993):

l-a

v - B_sin(oe.(lv +G))_(cos(v _3\/.(\/ +G)))a,
cos“(V)

¢ia V tolygiai pasiskirstgs intervale [—%%} 0 W pasiskirstes pagal

eksponentinj désni su vienetiniu parametru ir

B:(1+ﬂ2-tgz(a-%jjza,
G =iarctg(,b’-tg(a-£D.
o 2
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Finansiniai duomenys ir informaciniai srautai kompiuteriy tinkluose
daznai adekvaciai apraSomi stabiliaisiais désniais (zr. 1.4 skyrelj, Kabasinskas

ir kt., 2009; Kaklauskas, Sakalauskas, 2009).
1.3.2. Daugiamaciy atsitiktiniy vektoriy generavimas

Sudétingoms sistemoms apraSyti gali prireikti ne vieno, o daugelio
atsitiktiniy  kintamyjy. PaprasCiausiu  atveju galima nagrinéti  Siuos
Kintamuosius atskirai, pritaikius kiekvienam atitinkama vienmatj tikimybinj
modelj. TaCiau toks budas tinka tik nepriklausomy kintamuyju atveju. Keliy
atsitiktiniy kintamyjy tikimybini model; bendru atveju galima apraSyti
daugiamaciu skirstiniu, kurio pasiskirstymo funkcija iSreiSkiama per daugialypi

integrala (Kubilius, 1996)

X X

F(X, %00 ) = [ p(z)dz = ”...fp(zl,zz,...,zd)dzldzz...dzd ,

Z<X —00—00

&ia p(z) yra daugiamacio skirstinio tankio funkcija.

Daugiamatis normalusis atsitiktinis vektorius su nezinomais skirstinio
parametrais — vidurkiy vektoriumi x ir kovariacijy matrica Q — yra daznai
naudojamas daugiamaciy duomeny statistinis modelis. Daugiamacio

normaliojo atsitiktinio vektoriaus X=(X1,X2,...,Xd) tankio funkcija

1SreiSkiama pavidalu

(X, Xy e Xy ) = ((27:)2 : \/ﬁj_l : exp(— %(x — ) Q7 (x- u)j ,

Gia =1y, 1y, 1ty), Q:(aij)f, yra skirstinio parametrai. Nesunku

isitikinti, kad normaliojo skirstinio vidurkis ir kovariacijy matrica yra
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EX = u,
(cov(x,, X, )} = €.

Vienmaciu atveju tankio funkcija lygi

1 e
PN gt

Dvimacio normaliojo vektoriaus X = (Xl, Xz) tankio funkcija uzrasoma taip:

'
+

2 l—pzk of 0102 o}

1
' Xy )= e ,
P ) 2m-0,-0,\J1- p’

1 ((Xr/ll)z zp(xrlll)(xzfﬂz) (Xzfﬂz)z]

¢ia 44 =EX,, 4, =EX,, oy =DX,, 0, =DX,, p= Covi-xol"XZ)‘.
102

Generuojant didesnio negu 2 matavimo priklausomus atsitiktinius
vektorius X, pasiskirsCiusius pagal normalyji skirstini, kovariaciné matrica

faktorizuojama Choleckio metodu (Ciegis, Bada, 1997). Tegu X yra matrica,
Q=3"-3. Tuomet atsitiktinis vektorius X ~ N(x,Q), modeliuojamas

vektoriumi

X=X-n+u,

Cia 77:(771,772,...,77d) atsitiktinis  vektorius, kurio komponentés yra
nepriklausomi atsitiktiniai dydziai, pasiskirst¢ pagal standartini normaly;ji

skirstinj. Matrica X patogu parinkti trikampe

g, O ... O
E _ q21 q22 O .
qdl qdz qdd
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Jos koeficientus galima nustatyti Choleckio metodu:

i-1 5 Q Zq hq]h
) q|| Q Z ij 1 qlJ
V j=1

Q quh

Qy :\/Qll ' qjl =

kai 2< j<i<d,irQ, =0,kai j>i.
1.4. Didziyjy skaiciy désnis ir centriné ribiné teorema

Monte-Karlo metodo teorini pagrinda sudaro didziyju skaiCiy désnis
(DSD) ir centriné ribiné teorema (CRT) (Aksomaitis, 2000; Stepanauskas,
2006; Sakalauskas, 2013).

Tarkime, X' X?,...,X" yra nepriklausomy vienodai pasiskirs¢iusiy
atsitiktiniy dydziy seka. DSD tvirtina, kad kai N didelis, atsitiktinis dydziy
aritmetinis vidurkis yra beveik pastovus, t. y. mazai skiriasi nuo atsitiktiniy

dydziy skirstinio vidurkio (Aksomaitis, 2000; Kubilius, 1996 ):

lim P(x - 1| < £)=1, (1.1)
18,
cia X = Y X' EX'=EX = =EX" = u
i=1

Zinomos kelios DSD formuluotés. Pavyzdziui, silpnasis DSD teigia, kad
(1.1) konverguoja i 0 pagal tikimybg, stiprusis DSD — kad (1.1) konverguoja i
0 su tikimybe 1. Beje, stiprusis DSD tvirtina, kad beveik visada kiekvienai

skai€iy porai ¢ >0, ¢ > 0 galima rasti toki N, kad

plIL S x
Uﬁé

—u >8j>1—5,
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kai N >N, (Kubilius, 1996). Kolmogorov (1956) irod¢, kad $i nelygybe
teisinga, jei egzistuoja atsitiktinio dydzio X vidurkis: |EX|<oco. Didziujy
skai¢iy désnis taip pat galioja nepriklausomy skirtingai pasiskirs¢iusiy
atsitiktiniy dydziy atveju, jei tenkinami tam tikri reikalavimai juy dispersijoms
(pvz., Lindebergo salyga). Nepriklausomy atsitiktiniy dydziy klaséje
pakankamas DSD salygas yra apibiidings P. Cebysovas (Kubilius, 1996).
Praktikoje pasitaikanciy atsitiktiniy dydziy pasiskirstymai labai daznai
biina normalieji arba mazai nuo ju skiriasi, tad normalusis skirstinys uzima
centring vieta tarp kity skirstiniy. Nors atskiry démeny pasiskirstymas paprastai
gali biiti neZinomas, démeny sumos pasiskirstymas daznai yra artimas
normaliajam (Kubilius, 1996). CRT leidzia jvertinti skirtuma tarp aritmetinio
vidurkio ir atsitiktinio dydzio vidurkio. Tarkime atsitiktiniy dydziy X',
i=12..,N sumos S,=X'+X*+...+X" vidurkis ES,, 0 sumos
dispersija DS, . CRT tvirtina, kad, jei $iy atsitiktiniy dydziy aukStesnés eilés
centriniai momentai tenkina gana bendras salygas (zr. Kubilius, 1996), tai

démeny skaiciui didéjant juy sumos skirstinys arté¢ja | normalyji skirsting, t. Y.

S, —ES
p{M<xJ:(D(X), kai N — oo, (1.2)

/DS,

XZ

Ga x e[-oo,0], d(X) :%ie_zdx yra standartinio normaliojo atsitiktinio
dydzio pasiskirstymo funkcija. IS ¢ia iSplaukia, kad Siy atsitiktiniy dydziy
aritmetinio vidurkio skirstinys taip pat konverguoja su tikimybe 1 | normalyji
skirstini démeny skaiciui be galo did¢jant.

Atskiru atveju, jei atsitiktiniai dydziai yra vienodai pasiskirst¢ su

vidurkiais g ir dispersijomis o, tai
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: X—p _
lim P| == <x|=®(x), X €[—o0,00]. (1.3)

JN

(1.2) ir (1.3) aproksimacijy tikslumas priklauso nuo sumuojamy atsitiktiniy
dydziy skaiciaus ir pasiskirstymo funkcijos argumento Xx.
Konvergavimo greiti CRT nustato Beri-Eseno (angl. Berry-Esseen)

nelygybé

supp| ST #
O

X

<X |- D(x) < CJ% , (1.4)

JK

Ga p, =E[X — EX|3, 0.4097 <C <0.7056 — tam tikra konstanta (Kubilius,

1996). Neseniai patikslintas $ios konstantos virSutinio rézio ivertis dél vienodai
pasiskirs¢iusiy atsitiktiniy dydziy — C < 0.4784 (Korolev ir Shevtsova, 2012)
ir dél skirtingai pasiskirs¢iusiy atsitiktiniy dydziy — C < 0.5600 (Shevtsova,
2010).

(1.2) ir (1.3) aproksimacijy santykinis tikslumas mazéja, pasiskirstymo
funkcijos argumentui x didé¢jant absoliutiniu didumu. Tai reiskia, kad Si
aproksimacija netaikytina labai maZoms arba labai dideléms argumento X

reikSméms. Rekomenduojamas intervalas, kuriame atsitiktiniy dydziy vidurkio

skirstiniui galima taikyti normaliaja aproksimacija, apytiksliai lygus |x| < A- K<,
i 1 o e :
Cia O<a< > A>0 - tam tikri skaiiai, priklausantys nuo sumuojamy

atsitiktiniy dydziy.
Konvergavimo greiti ir normaliosios aproksimacijos tiksluma galima
vertinti, apskaiCiavus sumuojamuy atsitiktiniy dydziy treciuosius momentus,

pasinaudojant Beri-Eseno teorema.
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Reikia pazyméti, kad atitinkamas aproksimacijas taip pat galima taikyti

2

statistiky (pvz., Hotelingo, y“ statistika) skirstiniams, kurie apskaiCiuojami,

pasinaudojant normaliuoju désniu ir aproksimuojant tuos skirstinius > arba
FiSerio skirstiniais.

DSD ir CRT taip pat galioja daugiamaciu atveju. Reikia pazymeéti, kad
daugiamaciu atveju dar néra gauti jvertiniai, analogiski Beri-Eseno teoremai
(1.4), taip pat néra zinomi analogiski Beri-Eseno teoremos pavidalo rezultatai
Fiserio skirstinio atveju, tatiau yra nustatytos Beri-ESeno jvertiniai z* skirstinio
atvejui (Bentkus ir kt., 1996).

CRT placiai taikoma tikimybiniams-statistiniams uzdaviniams spresti
technikoje, biologijoje, sociologijoje, susijusiems su didelio skai¢iaus mazy
veiksniy jvertinimu. Taciau reikia pazymeéti, kad statistiniai finansiniy rinky bei
informaciniy srauty telekomunikacijy ir kompiuteriy tinkluose tyrimai rodo, kad
tokiems srautams gali biiti netenkinamos CRT salygos, 1§ kuriy iSplaukia
normalioji aproksimacija. Mat tokiy modeliy atsitiktiniai dydziai gali neturéti
dispersijos (Kabasinskas ir kt., 2009; Kaklauskas, Sakalauskas, 2009). Pastaruoju
atveju taikoma apibendrinta CRT, kurioje atsitiktiniy dydziy vidurkis
konverguoja 1 «-stabilyji désni, « € (O, 2], pasizymintj Pareto savybe, t. y. jO
nuokrypiy tikimybés asimptotiSkai yra apraSomos laipsniniu  désniu

(Sakalauskas, 2013):

Sia savybe pasinaudojama modeliuojant fraktalinius procesus, daZnai
pasitaikanc¢ius finansuose, versle, informacijos tinkluose ir pan. (Rachev, Xin,

1993).
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1.5. Statistiniy modeliy parametry vertinimas

Markovo grandinés Monte-Karlo metodas daznai taikomas tikimybiniy
statistiniy modeliy parametry jvertiniams gauti. MCMC metodas taip pat
daznai pritaikomas konstruojant EM algoritmus, taikomus jvertiniams
apskaiciuoti didziausio tikétinumo (zr. 1.5.1 skyrelj) arba Bajeso metodais (Zr.
1.5.2 skyreli). EM algoritmas atlickamas $iais zingsniais (Archambeau ir kt.,
2003; Boyles, 1983; Wu, 1983):

E-Zingsnis: logaritminés tikétinumo funkcijos salyginio vidurkio

apskaiciavimas

L(6')=ElogL(x'|o))

M-zZingsnis: tikétinumo funkcijos salyginio vidurkio maksimizavimas
6" —>maxL(0').
4

IS kity stochastiniy optimizavimo algoritmy EM algoritmai iSsiskiria
santykiniu stabilumu ir maZesniu jautrumu pradiniy reik§miy parinkimui. Sie
algoritmai yra pritaikomi 2, 3 ir 4 skyriuose Monte-Karlo Markovo grandinéms

konstruoti.
1.5.1. Didziausio tikétinumo metodas

Statistikoje didziausio tikétinumo metodas (angl. maximum likelihood
method — MLM) — tai metodas, skirtas statistinio modelio parametrams vertinti.
Fiksuotai nepriklausomy vienodai pasiskirs¢iusiy duomeny imciai MLM
leidzia gauti modelio parametry rinkiniy reikSmes, maksimizuojancias
tikétinumo funkcija. Siuo metodu surandamos tokios parametry reikimés, su
kuriomis gaunamieji rezultatai tampa labiausiai tikétini duotajam modeliui (L1,
Stephens, 2003).
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Kuo imtis didesné, tuo labiau tikétina, kad didziausio tikétinumo metodu
gauti parametry jvertiniai mazai skirsis nuo tikryjy parametro reikSmiy. Esant
gana bendroms salygoms (Durrett, 2010; Owen, 2002) gauti jvertiniai yra:

v' pagristi (konverguoja pagal tikimybe | neZinomo ir vertinamo

parametro reikSme),

v' asimptoti$kai normalieji,

v' efektyvis (asimptoti$kai turi maziausia dispersija tarp visy galimy

nezinomo parametro jvertiniy).

Monte-Karlo metodo poziiiriu ypa¢ svarbios pirmosios dvi savybeés,
kadangi 1§ pagristumo savybés iSplaukia, kad S$ie ivertiniai, imties tiriui
did¢jant, konverguoja 1 vertinamo parametro reikSme¢, o asimptotinio
normalumo savybe¢ leidZia sukonstruoti nesudétingas taisykles gauto jvertinio
pasikliautiniesiems intervalams jvertinti, analogiskus (1.14), (1.21) ir (1.22)
(zr. 1.6 skyrely).

Tarkime, atsitiktinis vektorius X e R" yra aprasomas tikimybiniu tankiu

p(X‘H), gia @eR’ yra nezinomy parametry vektorius. Duota X

nepriklausomi vienodai pasiskirste atsitiktiniai dydziai

XY X2, XK, (1.5)

su tankio funkcija p(X‘H). Atsitiktinio dydzio tankio funkciju sandauga

vadinama tikétinumo funkcija

K .
L(o)=TTr(x o).
i=1
DidZiausio tikétinumo jver¢iais parenkamos tokios parametry 6
reikSmés, su kuriomis funkcija L(H) 1gyja didziausia reik§me, o pats parametry
@ ivertinys vadinamas didziausio tikétinumo jvertiniu (Owen, 2002).

Skai¢iavimams palengvinti funkcija L(8) logaritmuojama.
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Jei tikétinumo funkcija diferencijuojama, tai funkcijos —In L(H)

minimumas ieSkomas taip:

1) surandamos dalinés i$vestinés , 1=12,...,n;

dL(6)
de,

2) iSvestinés prilyginamos nuliui ir sprendziama lygc¢iy sistema

——=0, j=12,...n, (1.6)

su n lygéiy ir N nezinomyjy, kuri gana daznai turi vienintelj sprendini;

3) pasinaudojus (1.5) atsitiktiniy dydziy skirstinio parametry didziausio
tikétinumo ivertiniy asimptotiniu normaliSkumu apskai¢iuojami gauty
didziausio tikétinumo ivertiniy pasikliautinieji intervalai.

Parametry didZiausio tikétinumo ivertiniy apskai€iavimas, sprendziant
skaitmeniniais metodais (1.6), yra iteracinis procesas, kuriam reikia parinkti
pradines jvertiniy reikSmes, ir atlikti tam tikra iteracijy kieki, kol gretimy
iteraciju jverCiai pradés skirtis pakankamai mazai. Didziausio tikétinumo
metodo realizavimas Markovo grandinés Monte-Karlo metodu yra tiriamas

kituose skyriuose.
1.5.2. Bajeso metodas
Tarkime, nezinomy parametry vektorius 6 yra pasiskirstgs pagal tam
tikra apriorinj skirstini p(H). 0 parametrams jvertinti dazniausiai naudojama

maziausia vidutiné kvadratiné paklaida (angl. minimum mean square error).

Tokiu atveju nezinomo parametro Bajeso {vertinys apskaiCiuojamas taip

(Berger, 1985):

0(x)=E(g]x)=[6- p(e]x)do. (1.7)
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Norint jvertinti 6 parametrus pagal (1.7) formulg, reikia zinoti ju
aposteriorinj skirstinj arba jo tankio funkcija p(@\x). Pagal Bajeso formulg Sis

aposteriorinis tankis apskaic¢iuojamas taip:

p(6}x)= PXO)p(0) (1.8)

p(x)

Ve

Cla p(@) — Zinomas skirstinys, p(x|0) — 1imties tikétinumo funkcija,
p(x)= | p(x|0)p(6)d@ — apriorinis tankis (angl. prior predictive distribution).

Ivertiniy ir sprendimy teorijoje Bajeso metodas leidzia gauti ivertini arba
sprendimo taisyklg, minimizuojancia salyging nuostolio (rizikos) funkcijos
L(@, é) reikSme¢ (arba maksimizuojancia salyging naudingumo funkcijos
reikSme).

Nesunku pastebéti, kad jei

L(Q){OO’ Je|0:A9,
0, jeid=a,

tai Bajeso jvertiniai sutampa su didziausio tikétinumo jvertiniais (zr. 1.5.1
skyrelp).

Bajeso metodas leidzia tirti hipotezes, apskaiCiuoti jvykiy tikimybes.
Kadangi apie retai pasirodancius jvykius surinkta nedaug statistiniy duomenuy,
tai disertacijoje plétojami tikimybinio vertinimo metodai rety jvykiy

tikimybéms vertinti (zr. 3 skyriy).
1.6. Apytikslis integraly skai¢iavimas Monte-Karlo metodu
Tikimybiy teorijoje ir statistikoje daznai tenka apskaiCiuoti {vairiy

atsitiktiniy  dydziy bei vektoriy vidurkius, isSreiskiamus sudétingais

daugialypiais integralais. Panaudojant DSD ir CRT daugialypius integralus
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galima apskaiciuoti Monte-Karlo metodais. Sakykim, nagrinéjamas toks

daugialypio integralo apskai¢iavimo uzdavinys:

I= [u(z)p(z)dz, (1.9)
zeA
¢ia AcR® yra integravimo sritis (Borelio aibé), u(z) — integruojama
funkcija, p(z) — tankio funkcija, z =(z,,2,,...,2,).
Jei integravimo sritis sutampa su kintamyjy erdve R°, skai¢iuojamas

integralas

o0 O o0

1= [u(z)- p(z)dz=[[... [u(z,,2,.....2)- (20,2, 24 )d2,Z, ... Az, (1.10)

§Rd —00—00 —o0

Pazymésime, kad neneigiama funkcija p(Zl,Zz,...,Zd) galima laikyti

daugiamacio atsitiktinio vektoriaus tankio funkcija, jei tenkinama normavimo
salyga (Durrett, 2010):

00 00 o0

[p(z)z=[]...[p(z.2,.....2,)dz,dz,...dz, =1. (1.11)

§Rd —00—00 —o0

Tokiu biidu, galima nustatyti sarysj tarp daugialypio integralo (1.10) ir
funkcijos u vidurkio nuo atsitiktinio vektoriaus X =(X, X,,...,X,), jei

tenkinama (1.11) salyga,

I=Eu(X)=Eu(X,,X,,..., X, ). (1.12)

(1.10) integrala arba (1.12) vidurki galima {jvertinti statistinio
modeliavimo budu. Tegul Zzinomas budas atsitiktiniams vektoriams,

pasiskirs¢iusiems su tankio funkcija p(z,,z,,...,2,), generuoti, ir yra

sugeneruota tokiy vektoriy N tiirio imtis X', i=1,2,..., N bei apskaiciuotos
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pointegrinés funkcijos u(*) reiksmes u(X')=u(x!,X},...,X}), i=12,...,N.
Tuomet, pasinaudojus DSD ir CRT (zr. 1.4 skyrelj), (1.10) daugialypi integrala

apytiksliai galima apskaiciuoti taip:

L ==Y u(X ) =D u(X), X5, X). (1.13)

ApskaiCiavus imties dispersija

N .
DN ﬁ_ < (U(X | )_IN )2

ir padarius prielaida apie I, normalyjj skirstinj, galima jvertinti daugialypio

integralo 1— 24 lygmens pasikliautinojo intervalo jverti

D D
{IN — 1 WN Ly+n,- WN} (1.14)

¢ia 7, yra normaliojo skirstinio (arba t skirstinio, jei norima gauti tikslesnj
ivertj) S lygmens kvantilis, Be(0,1). Pasikliautinaja tikimybe B galima
patikslinti pasinaudojus Beri-Eseno nelygybe (1.4).

Gana daznai tenka apskaiciuoti jvertinius, kurie priklauso netiesiskai nuo

Monte-Karlo jvertiniy (1.13), pvz.:

| = —iln(Pi), (1.15)

i=1

P WZUI .— nepriklausomi vienodai pasiskirstg atsitiktiniai dydziai,

Eu; =1, N — Monte-Karlo imties dydis, K — koks nors skaicius. Norint
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ivertinti §i0S funkcijos pasikliautingji intervala, reikia zinoti jos imties

dispersija. I8 (1.15) iSplaukia lygybé

ﬁ:—iln(yi)—iln(l+MJ. (1.16)

H;

Pasinaudojus gerai Zinoma nelygybe

2

t
InL+t)—t/ <—,
I t)- <

ir (1.16) lygybe, galima gauti

L+ D In(u)+ S04
i=1l =1

A,

1&(P-p)
32;( p ] (1.17)

Jei imtis sudaryta i§ nepriklausomy atsitiktiniy dydziy ir EP, = 4, tai

nesunku isitikinti, kad dydis deSiniojoje Sios nelygybés puseéje kinta kaip
O(%j, kai imties tiris N didéja. IS Cia iSplaukia, kad (1.15) yra pagristas

1SraisSkos

vertinys (angl. consistent estimator), nes:

EL= —iln(,ui )+ o(%) . (1.18)

Panasiai i$ (1.17) ir (1.18) gaunama, kad (1.15) jvertinio dispersija yra lygi
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DL = iE(Pi—_f‘i)z+o(i). (1.19)

I ¢ia ir DSD gaunama, kad tikétinumo funkcijos Monte-Karlo (1.15) ivertinio

dispersija aproksimuojama taip:

DL ~ i(ﬂ—l} (1.20)

1,
Gia PL =—>u,’.
N4

Tad, atlikus nesudétingus pertvarkymus ir pasinaudojus asimptotiniu
Monte-Karlo jvertiniy normaliSkumu, (1.15) jvertinio 95% pasikliautinieji

rézial aproksimuojami taip:

[[_%. i(%—l} £+%- /i(%—l}] (1.21)

(1.9) integralo apskai¢iavima galimg suvesti | (1.12) integralo vertinima

aprasytuoju biidu jvedus pointegring funkcija

U(z,,2,,....24)=H(z,,2,,...,2,)-u(z,,2,,...,2,),

¢ia H (Zl, Z,,..s Zd) yra indikatoriné integravimo aibés funkcija:

1 z,z,,....7, € A
0, z,,z,,....2, ¢ A

Jeigu u(z,,z,,...,z,)=1, tai (1.9) integralo apskaitiavimas leidzia
tvertinti  atsitiktinio  vektoriaus, pasiskirs¢iusio su tankio funkcija

p(z,,2,,...,2,), patekimo { sritj A tikimybeg:
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(xeA)= [p(z)z=[[...[H(z.2,....2,)- p(2, 2,,....2, }dz,dz, .. .dz,
zeA —00—00 —o0
Vertinant §ia tikimybg statistinio modeliavimo biidu sugeneruojama
atsitiktiniy vektoriy, pasiskirs¢iusiy su tankio funkcija p(z,,z,,...,z,), tirio N
imtis ir nustatomas atsitiktiniy vektoriy, patekusiy i sriti A< R?, skai¢ius m.

Patikrinus (1.4) Beri-Eseno salyga, kuri nagrin¢jamu atveju atrodo taip
(Durrett, 2010):

gaunamas tikimybés Pr(x € A) jvertinys

M
Nl

ir pasikliautinasis intervalas

{ﬁ—nﬂ-,/w, ﬁ+nﬁ-w/w] (1.22)

¢ia 1- 24 pasikliovimo lygmuo.

Statistinio modeliavimo jvertiniy (1.15) ir (1.20) pasikliautinyjy intervaly
tyrimas rodo, kad Siu jvertiniy pasikliovimo intervalo ilgis yra atvirksciai
proporcingas VYN, &a N — imties tris. Taigi, norint sumazinti pasikliovimo
intervala du kartus, t. y. padidinti tiksluma du kartus, tenka generuoti keturis
kartus didesne¢ imtj ir t. t.

Statistiniy jvertiniy pasikliautinyjy intervaly vertinimas yra ne maziau
svarbus uzdavinys negu paciy jvertiniy apskaic¢iavimas. Labai daZnai statistinio
modeliavimo {jvertiniai turi buti gauti tam tikru tikslumu, pavyzdziui,

pasikliautinieji intervalai turi biiti reikiamo ilgio. Pasikliautinojo intervalo ilgis,
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kuris yra svarbiausias jvertinio tikslumo matas, gali biti reguliuojamas,
atitinkamai parenkant Monte-Karlo imties tari N. Tegu intervalo (1.14), (1.21)
arba (1.22) ilgis neturi virsyti &, £>0. I§ (1.22) iSplaukia iSraiSka imties

turiui, kuris biity pakankamas norimo ilgio pasikliautinajam intervalui gauti,

¢ia D, yra vertinamo atsitiktinio dydzio dispersija. Taciau pritaikyti Sig
formulg i§ anksto, reikalingam imties tiiriui apskaiciuoti ne visada jmanoma,
nes | ja ieina nezinoma imties dispersija D, .Taigi, generuojant atsitikting imtj,
galima rekurentiskai skaiciuoti sumas, jeinancias i imties vidurkj bei dispersija,

ir generavima nutraukti, pasiekiamus reikiama Monte-Karlo jvertiniy tiksluma.

1.7. Statistiniy hipoteziy tikrinimas

Tegu yra generuojama Markovo grandiné. Sugeneravus viena Sios
grandinés grandi Monte-Karlo metodu yra gaunama atsitiktin¢ imtis, kuri po to
yra apdorojama tikimybiniais statistiniais metodais. Vienas i§ uzdaviniy,
susijusiy su tokiu biidu gautomis imtimis, yra statistinés hipotezés apie keliu

Markovo grandziy skirtuma tikrinimas.

1.7.1. Statistiniy hipoteziy tikrinimo principai

Statistiniy hipoteziy tikrinimas — yra metodas, leidziantis patikrinti bei
pateikti tam tikras iSvadas, pasiremiant imties duomenimis. Statistiniai
Kriterijai, pirmakart pasitlyti D. Bernulio, o véliau ir K. Pirsono bei R. Fiserio,
vaidina lemiama vaidmen] statistiniy duomeny analizéje. Siame skyrelyje

aptariami pagrindiniai hipoteziy tikrinimo Zingsniai.
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1. Duomenys.

K

Tarkime, turime atsitikting imti X', X?,..., XX, kurios skirstinys

priklauso nuo parametro 6.

2. Statistiniy hipoteziy formulavimas.

Hipoteziy tikrinimas pradedamas iSkeliant prielaidas apie atsitiktiniy
dydziy tikimybini skirstini, priklausanti nuo neZinomy parametry. Viena i
galimy hipoteziy yra pagrindiné — nuliné hipotezé H,, 0 visos Kitos yra
alternatyvios hipotezés H,. Sprendimo tikslas yra nustatyti, ar hipotez¢ H,
gali biiti teisinga.

3. Statistinio kriterijaus sudarymas.

Iskélus Sias prielaidas, sudaromas statistinis Kkriterijus, pagal kuri
nustatoma ar stebéjimo duomenys nepriestarauja nulinei hipotezei. Tarkime,
reikia patikrinti nuling hipoteze H,: =6, su alternatyva H,: 6=4,.
Sudaroma imties duomeny funkcija — statistika H*, — kurios skirstinys
zinomas, kai H, teisinga. Statistiniai kriterijai daZniausiai konstruojami taip,
kad ju statistikos turéty normalyji, y°, Stjudento arba Fiserio pasiskirstymus.

4. Hipotezés priémimo/atmetimo taisykleé.

Statistikos H" galimy reikSmiy aibe Q suskaidome i dvi sritis Q, (kritiné
sritis) ir Q/Q,. Jei statistikos reik§mé patenka { sriti Q,, tai hipotezé H,
prieStarauja imties duomenims ir yra atmestina, o jei i sriti Q/Q, , hipotezé¢ H,
yra priimtina. Kad statistika nepatekty { kriting sritj, kai H, teisinga (pirmosios

risies klaida), parenkama maza salyginé tikimybé (Cekanavi¢ius, Murauskas,

2000):

PIH* €Q[H, =7,

¢ia y yra reikSmingumo lygmuo (klaidos tikimybé). Paprastai y parenkama

0,1; 0,05; 0,01.
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5. I§vada. Jei statistikos H" reik§mé priklauso atmetimo sri¢iai, tuomet

hipotez¢ H, nesuderinama su imties duomenimis. Tai reiskia, kad naudojant
parinkta statistinj kriteriju, kai = 0,05, vidutini§kai penkiais atvejais i$ Simto
klaidingai atmetama nuliné hipotezé. Tokiu atveju priimama alternatyva,

prieSingu atveju nulinei hipotezei neprieStaraujama.

1.7.2. Hipotezés apie vidurkiy vektoriy ir kovariacijy

matricy sutapima tikrinimas

Siame skyrelyje aptariamas hipotezés apie vidurkiy vektoriaus ir
kovariacijy matricos sutapimg tikrinimas, kuris toliau bus pritaikomas dviejy

Markovo grandziy skirtumui nustatyti. Sakykim, duota atsitiktiné imtis
X', X2, ..., X", kurios elementai yra pasiskirste pagal d-matj normaluyji désnj
su vidurkiy vektoriumi x ir kovariacijy matrica €. Jei kovariacijy matrica yra
Zinoma, priimama nuliné hipotezé H,: = x,, Kuri yra ekvivalenti kanoninei
formai H,:x=0. Alternatyvi hipotezé H,: u= 1. Siai hipotezei tikrinti yra
taikomas Hotelingo kriterijus (Anderson, 1958), kuris yra pasiiilytas
stochastiniame programavime statistinei hipotezei apie dviejy Monte-Karlo
im¢iy vidurkiy sutapima tikrinti (Sakalauskas, 2000, 2002).

Jei imties vidurkiy vektorius ir kovariacijy matrica yra nezinomi,

priimama nuliné hipotezé

HO:{”:%’ (1.23)

¢ia u, ir Q, yra zinomos reikSmés.

Nuliné hipotezé yra ekvivalenti kanoninei formai H,:
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u=0,
{Q _E (1.24)

nes galima pakeisti X,,...,X, = Y,,...,y, pagal y, =G(x, — ), ¢ia G yra

tokia matrica, kad GQ,G" = E. Alternatyvi hipotezé tvirtina, kad bent viena
(1.24) lygybiy yra neteisinga:

) HF My,
YlazQ,.

Taigi, (1.23) nuliné hipotezé yra ekvivalenti hipotezei, kurioje d-matés
sekos kiekvieno nepriklausomo atsitiktinio vektoriaus vidurkis lygus nuliui, o

kovariaciju matrica yra vienetiné (1.24).

Nulinei hipotezei patikrinti yra zinoma statistika (Anderson, 1958):

—2logA =

= N log0 + N0 ). [5 + (x - o X — ) |- N togis| - N -, (%)

N N
gia N-S =Y (x, —x)x, =x), N-x = x,, kai statistika
= j=1

4= —2logA

2d? +9d +11
acy

' BN(d +3) (1.26)

yra aproksimuojama 2 skirstiniu su plzéd(d +3) laisvés laipsniais

F>F, , () (Krishnaiah, 1984).

Tikslesné yra F aproksimacija, kai statistika

_ —2log4

F » (1.27)
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yra aproksimuojama Fiserio skirstiniu su p, ir p, laisvés laipsniais, ¢ia

p,+2 d®+6d*+11d +4 b P,

& C,-C*" %  6N?d+3) Lo P
1

P,

(1.26) ir (1.27) aproksimacijose nuliné hipotezé yra atmetama, jeigu
gauta reikSmé yra per didele, t. y. y* > ;(51(7), F>F, (¥) (Krishnaiah,
1984).

1.8. Skyriaus iSvados

Toliau pateikiama MCMC metodo analizinés apzvalgos santrauka ir
suformuluojamos prielaidos uzdaviniams spregsti, sukuriant adaptuota MCMC
metoda.

Statistikoje  MCMC metodas sudaro algoritmy klase¢ tikimybiniy
skirstiniy imitavimui, konstruojant Markovo granding, leidziancia gauti
reikiama skirstinj kaip grandinés pusiausvyros biisenos skirstini. Teorinj
Monte-Karlo metodo pagrinda sudaro DSD, CRT ir Beri-Eseno teorema. Nors
suvidurkinami atsitiktiniai dydziai gali buti pasiskirste labai jvairiai, juy
vidurkiy arba su vidurkiu susijusiy statistiky skirstiniai gali biiti pakankamai
gerai aproksimuojami vienmaciu arba daugiamaciu normaliuoju skirstiniu arba
Su juo susijusiais skirstiniais. Disertacijoje pasiiilytas metodas gauti iSraiskuy, {
kurias Monte-Karlo budu gauti jvertiniai jeina netiesiS$kai, asimptotiskai
nepaslinktuosius jvertinius (1.15) bei pasikliautinuosius intervalus (1.21).

Skaiciuojamuoju pozitriu MCMC metodas leidzia sprgsti lygtis, { kurias
leina sudétingi daugialypiai integralai, konstruojant Monte-Karlo imciy
Markovo granding. Sios lygtys daznai gali biti i§vedamos kaip bitinosios
kokio nors kriterijaus optimalumo salygos. Disertacijoje priimama, kad Siuos

kriterijus  aprasancios tikslo funkcijos yra tolydzios ir glodZiai
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diferencijuojamos, 0 MCMC metoda galima interpretuoti kaip tokios tikslo

funkcijos gradientinio optimizavimo metoda.

Naudojant MCMC metoda susiduriama su grandinés grandziy skai¢iaus
parinkimo ir Monte-Karlo imties turio atskirose grandyse reguliavimo
problemomis. Sprendziant grandziy skai¢iaus parinkimo problema disertacijoje
pasitilyta nutraukti grandinés generavima, jei imtys, gautos gretimose
grandyse, statistiSkai nesiskiria, pritaikius tam statistiniy hipoteziu apie Siy
iméiy skirtinguma tikrinimo metodus. Disertacijoje pasiiilyta reguliuoti Monte-
Karlo imties tiri pasinaudojus statistiniu kriterijumi apie dvieju Markovo
grandZiy Monte-Karlo im¢iy skirstiniy sutapima.

Kadangi skirstiniai daznai apraSomi parametry vektoriais bei matricomis,

tai hipotezés apie grandziu sutapima arba skirtuma gali bati tikrinamos

pasinaudojus statistiniais testais apie vidurkiy ir kovariacijy matricy sutapima.
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2 skyrius. DAUGIAMACIO ASIMETRINIO t SKIRSTINIO
PARAMETRU VERTINIMAS

2.1. Jvadas

Nors MCMC metodas yra taikomas labai placiai, galima iSskirti
pagrindines §io metodo ypatybes. Toliau disertacijoje sudaryti algoritmai
asimetrinio t skirstinio, Puasono-Gauso modelio ir daugiamacio « -stabiliojo
désnio parametrams vertinti adaptuotu MCMC metodu. Statistikos uzdaviniai,
i§spresti adaptuotu MCMC metodu, leidzia atskleisti Sias ypatybes, pritaikant
disertacijoje sudaryta metoda kitiems statistikos uzdaviniams spresti adaptuotu
MCMC metodu. Adaptuotas MCMC metodas pasizymi Monte-Karlo imties
turio parinkimo taisykle bei modeliavimo paklaidy ivertinimu statistiniu bidu
atskirose grandyse, atitinkamai reguliuojant Markovo grandziy Monte-Karlo
imciy tirj bei generuojama grandziy skaiciy.

MCMC metodas daznai taikomas hierarchiniy statistiniy modeliy tyrimui
(Bradley ir Thomas, 2000). Siame skyriuje nagriné¢jamas adaptuoto MCMC
metodo taikymas asimetrinio (daugiamacio) t skirstinio (angl. a skew t
distribution) parametrams vertinti didziausio tikétinumo metodu. Asimetrinis t
skirstinys apibréziamas hierarchiniu statistiniu modeliu per daugiamati
normalyji skirstini, kurio vidurkio vektorius yra taip pat pasiskirstgs pagal
normalyjj skirstinj, kai abiejy Siy skirstiniy kovariaciju matricos priklauso nuo
parametro pasiskirsc¢iusio pagal gama désni (Azzalini, Genton, 2008). Paprastai
tariant, tai yra normaliojo ir gama skirstiniy misinys. Pasinaudojant Siuo
apibrézimu asimetrinio t skirstinio tanki galima isreiksti daugiamaciu integralu.
Kadangi tokiu atveju tikétinumo funkcija irgi yra iSreiSkiama per daugiamacius
integralus, disertacijoje sukurtas MCMC algoritmas didziausio tikétinumo
ivertiniams gauti, parenkant Monte-Karlo im¢iy tiirj atskirose grandyse taip,
kad sumazéty bendras Monte-Karlo bandymuy skaicius ir nutraukiant grandziy
generavima, kai imtys dviejose gretimose grandyse statistiSkai nesiskiria.

Gauty ivertiniy pasikliautinieji intervalai nustatomi pasinaudojant Monte-Karlo
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ivertiniy asimptotiniu normaliuoju aproksimavimu, aptartu pirmame skyriuje.
Stabdant MCMC algoritma (zr. 2.4 skyrelj) yra tikrinama statistiné hipotezé
apie nykstamai maza skirtuma tarp dviejy gretimy Markovo grandziy iverciy
(zr. 1.7 skyrelj).

Daugiamatis asimetrinis t skirstinys yra dazniausiai taikomas analizuojant
skirstiniy, kurie iSsiskiria asimetriniais pavidalais, klases (Azzalini, Genton,
2008). Kita asimetrinio skirstinio savybé yra galimybé modeliuoti jvykiu
asimptotines tikimybes, aprasomas laipsniniais tikimybiniais désniais, t. V.
didelémis atsitiktinémis tikimybémis, parenkant gama skirstinio parametra,
vadinama formos parametru. Statistinéje literatiiroje yra pavyzdZiy, kur
asimetrinis t skirstinys taikomas biologiniuose tyrimuose, aptinkant infekciniy
ligy sukéléjus, ar faktiniy finansiniy rinky statistiniy savybiy prognozavimui
bei kitose srityse (Azzalini, Capitanio, 2003; Azzalini, Genton, 2008; Cabral ir
kt., 2008; Kim, Mallick, 2003; Panagiotelis, Smith, 2008; Wang, Chen, 2009).
Sio skyriaus rezultatai buvo publikuoti moksliniuose darbuose: Sakalauskas ir
kt. (2013, 2014); Sakalauskas ir Vaiciulyte (2010a, 2010b, 2011, 2012a,
2012b); Vaiciulyte (2012); Vaiciulyté (2014); Vaiciulyté ir Sakalauskas
(20114, 2011b).

2.2. Daugiamacio asimetrinio t skirstinio apibrézimas

Tegu X =(X,,X,,.,X,) - daugiamatis atsitiktinis vektorius,
pasiskirstes pagal normalyjj skirstini X ~ N(Z,Q) su tankiu
d 1 T -1
f(Xz,t,Q)=(t/z)z -|Qf 2 - - 2 on,

¢ia vidurkio vektorius z=(z,z,,.,z,) savo ruoZtu pasiskirstes pagal
daugiamati normalyji skirstini z~N ,u,z—t puserdvéje

W = {77 . (z — lu)z 0,nc R }, Q,® - teigiamai apibréztos kovariaciju
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matricos, o atsitiktinis dydis t pasiskirstes pagal gama désnj su parametru o
(Azzalini, Capitanio, 2003), t. y. su tankiu

f(tlo)=— e,

Taigi, atsitiktinio asimetrinio t skirstinio tankio funkcija galima iSreiksti

pavidalu:

p(X|1,Q,0,a,n)=2- j [ t(xz.t.Q) f(Zut,0)- f,(todzdt =
0 7:(z-p)>0
c 2 2ida
= .tZ %
'o[,,,(zl[,,poﬁd ‘Q‘% ‘@‘% -F[a) (2.1)
2

—t~[(x—z)T ~Q_1'[X—Z)+(Z—,u)T -®_1~(z—y)+1]

x e dzdt.

Daugiamati asimetrini t sKirstinj ST(,u, Q,0,a, 77) apibudinantys
parametrai yra
e 1 — vidurkio vektorius,
e (), ® —kovariacijy matricos,
e o —formos parametras,
e 77 —integravimo sriti W nusakantis parametras.

Si modelj galima interpretuoti statistiskai tokiu budu. PavyzdZiui, tegu
sritis W apraso arba biologinio uzkrato Saltinj, arba tarSos Saltinj, arba
investuotoju liikkesCiy sritj, ir pan., su kuriais yra susijusi ju tolesné atsitiktiné
sklaida, pasiskirs¢iusi pagal normalyji désni arba koki nors kita elipsini
skirstinj (Sakalauskas ir kt., 2013, 2014; Vaiciulyté, 2014). Paprastumo délei
disertacijoje nagrinéjama, kad $i sritis apraSoma tik vienu tiesiniu ribojimu,

taciau, bendru atveju, galima jvesti sriti, apribota keliais tiesiniais ribojimais.
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2.3. Didziausio tikétinumo funkcijos jvertiniai

Tegu X =(X* X2,..,X<) yra stebiniy matrica, &Gia X', i=LK, yra
nepriklausomi atsitiktiniai vektoriai, pasiskirst¢ pagal daugiamatj asimetrinj t

skirsting

X ~ST(1, 2,0, a,717),

kurio parametrai vertinami didZiausio tikétinumo metodu (1.5.1 skyrelis).

Pasinaudojant (2.1) logaritminé tikétinumo funkcija uzraSoma taip:

u,Q,@,a,n)):—iZi:In(E(f(X‘Z,G,Q))), 2.2)

L(1,2,0,0,17) = —Zilln(p(xi

¢ia vidurkiai skai¢iuojami pagal atsitiktinius dydzius Z ir G (zr. (2.17)), kuriy

bendras tankis:

2. f(z,t,0)- f,(tler) Jein-(z—u)>0,

0, jein-(z—u)<O.

f<z,t|u,a,a>={

Ga nc R,
Skirstinio parametry jvertiniai turi minimizuoti logaritming tikétinumo
funkcija:
L(1,©,©,a,7)—> min . (2.3)

Daugiamacio asimetrinio t skirstinio (2.1) parametry tikétinumo jvertiniai

A A

i, Q, 0, a, 7 gaunami prilyginus nuliui atitinkamas tikétinumo funkcijos

iSvestines ir i§sprendus gauta lygciu sistema (zr. 1.7.1 skyrelj), t. .
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5'.(/,!,9,@,&,77) :_iﬁp(xi,u,Q,@,a,n). 1

ou i-1 ou p( , ):
8L(/I,Q,®,0!,77)__iap(xi/”’Q’®’a’77)_ 1 -0
o0 = oQ p(X’ n)

) ! 0, (24)

00 = 00 p(x 7)
6L(/¢,Q,®,a,n)__iap(xlﬂanQa,U)_ 1 _

da = da p( ‘ : )_
6L(/¢,Q,®,a,n):_iap(xiMQ:(’D,%U)_ 1 -0

677 i=1 877 p( ! ) ) .

Atsizvelgiant | (2.1) tankio funkcijos pavidala, (2.4) sistemos pirmos trys
lygtys uzrasomos taip (2 priedas; Sakalauskas ir Vaiciulyte, 2010; Vaiciulyté ir
Sakalauskas, 2011a):

8p(><|ﬂ’9’®’“”7)=4-? [t-07(x=2)-F({z,t,Q)- (7,t,0)- (tlr )z,
8/1 0 77-(z-4)20

(XV‘Q@OW Zj | (—1 Q' +t-Q" - (x—-2)-(x-2) Q‘lj

0 n(z—u)=0

x f(Xz,t,Q)- f(z]u,t,0)- ,(tler)dzatt,

0 7-(z-u)=0

(XV’Q@“’? 2] | [Hotstota-me-wo)x
x £(X2,8,Q)- f(z]u,t,0)- 1, (t|er Jdzatt,

Kadangi diferencijuoti iSraiSkas su gama funkcija néra patogu, tai
pasinaudojant Oilerio formule, (2.1) asimetrinio t skirstinio tanki galima
iSreiksti integralu (1 priedas):
p(X1, 2,0, a,1)=

Zh(g“j 4 29)

o fof- {(X_ZJT'Q_l‘(X‘Z]+'(Z—u)T'®_1-(Z—ﬂ)+1}z+d

n-(z-p)
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Trumpumo délei viena i$ dauginamuyjy vardiklyje pazyméjus

A=(x—2)"- Q"' X—2)+(z—)" -O"-(z—p)+1,

ir i8diferencijavus (2.5) iSraiSka formos parametro ¢ atzvilgiu, gaunama
(Sakalauskas ir Vaiciulyte, 2011):

d-

Vo . 1 = |
,UvQ,QOC"?) f 2.1:0[(2+Ij(_2ln(A)+§‘a+2-i)dz

6p(x

oa (2= 11)20 pr ‘Q‘% ‘@)‘% 'A%*d
Paprastumo délei tariama, kad integravimo srityje esancio parametro
n, =1. Tuomet pasinaudojant  integravimo  Kkintamojo  Keitiniu
d-1
z, =1, —an -(Zr —,ur), (2.5) integralas suvedamas | pavidala, kuriame
=1

parametry 77, integravimo srityje jau nebéra. ISdiferencijavus gauta iSraiska

pagal parametrus 7, , gaunama:

Z,

op(Xu,Q,0,a,1) | fﬂl(jﬂj./\ d

on 120 ‘Q‘% ‘@‘% _A%“’”

dia A, =2-(z—p), - (@ (x-2)-07-(z—p)),, r=12,...,d=1, A, =0.
Vél pasinaudojant Oilerio formule, gautos skirstinio formos ir srities

parametry iSvestinés, sugriztant prie pradinio tankio pavidalo, uzraSomos Sitaip

(Vaiciulyté ir Sakalauskas, 2011b; Sakalauskas ir Vaiciulyte, 2012b):
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1
—In(A)+ )Y — |- f{Xz,t,Q) flz|u,t,0)- f (tja )dzdt,
n.(zju)zo EA ( | ) ( & ) 1(|0£)d (2.6)
2

fd-t-A- f(Xz,t,Q)- f(z]u,t,©)- £, (t}or Jdzt.

n-(z2—p)20

Trumpumo délei jvedus salygini tanki

2-f(xz,t,Q)- f(zu,t,0)- f,({)
p(X|1.Q.0,a.7)

f_(z,t|x,,u,Q,®,a,77):

tikétinumo funkcijos i§vestinés uzraSomos taip:

8L(,u,§;,®,0€,77) :—Z-ZK:E(t'Q_l (X' = Z)‘X i ,y,Q,@,a,ﬂ) ' (2.7)
u i1

oL(,Q,0,a,7)
oQ

K (2.8)
:—ZE(—%Q*H-Q‘“(Xi —z)-(X'=2)T-Q*

i=1

Xi,ﬂ,Q,G),a,nj,

L(1,Q,0,a,1)
00

3 [—%@‘l+t-®‘1-(z—y)-(z—y>T-@‘1

i=1

(2.9)

Xi,,tl,Q,@,OlJ]],

oL(1,Q,0,a7) & L > | |
g _—— X, gQ1 ’ ’ 1 .
oct LE A2 Xm0 | (210)
K
aL(u,ﬁé,(a,a,n):_z (t-AX',0,0.0,0.7). (2.11)
n i=1
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Pagal fiksuoto tasko metoda (angl. fixed-point iteration) parametry

iverCiai gaunami i$ lyg¢iy (Sakalauskas ir Vaiciulyte, 2012b):

%EK]E(t-(xi—z}xi,ﬂ,ﬁ,@,d,ﬁ)zo, 2.12)
i=1
Qzéie(t.(xi_z) (X'—z)TX‘,;},fz,@),&,ﬁ), (2.13)
i=1
2K Nl A A
@:E;E(t-(z—y) (z—p) X',y,Q,@,a,n), (2.14)
d-1 1
K- :
i=0 2'|+1
. & , (2.15)
K 1 A A
ZE(Zln(Aixuﬁ,Q,@,d,ﬁ]
i=1
1& NI
ﬁ:EZE(t-A‘X',,[J,Q,(D,o},ﬁ), (2.16)
i=1

A O (X —2)+(z—p) O (z—-4)+1,
A, =(@-p)-@* (X1 =2)-6"(z-p)),, r=12..,d-1A,=0.

Pasinaudojant  (2.7)—(2.11) iSvestinémis gaunamas gradientinio

nusileidimo metodas tikétinumo funkcijos optimizavimui:

aL k,Qk,Gk,ak, k
pr=p -, Lo T )
ou

k.aL(luk’Qk’(ak,ak’nk)'
oQ)

Qk+l:Qk—2'Q

QF, (2.17)

k’Qk’®k’ak’nk).
00

®k+l — @k _ 2 . G)k . aL(ILl G)k
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oa
K+l k—é/ .8L<ﬂk’Qk’®k’ak’nk)
77 77 n 677 ]
¢ia
1
é,,u: « i k k k k k ’
M E(X', 44, Q% 0% ", n")
i=1
ak
¢, = - ’
ZK:E(ln(;\ )X|’ﬂk'Qk,®k’ak’nkJ
i=1
4/77 =4

i§ kurio iSplaukia EM algoritmas, kurio realizavimas MCMC metodu pateiktas

2.4 skyrelyje.
2.4. Markovo grandinés Monte-Karlo algoritmas

Parametry jvertinius galima rasti iteraciniu budu, pritaikius EM algoritma
(zr. 1.5 skyreli), kai parinktos tam tikros pradinés reikSmeés, ir apskaic¢iuojant
Monte-Karlo metodu integralus, jeinancius i (2.12)—(2.16) lygtis.

Tegul yra duotas tam tikras vertinamy parametry pradinis artinys
1°,9°,0° a°,1°, kuriame yra sugeneruojama pradiné Markovo Monte-Karlo
grandis. Dabar tarkime, kad yra sugeneruota k Markovo Monte-Karlo
grandziy. Tegu k-taja imti sudaro N* nepriklausomy atsitiktiniy dydziy,

pasiskirs¢iusiy pagal gama ir normalyji désnius:

ak
G~ Gama(?j ’ (2.18)

P~ N(0.©"),

S7



S H + o, jeigu n-¢; >0,
1 =, jeigu n-@; <0,

Ga j=12,...,N* k=0,12,....

(2.12)—(2.16) lygtims spresti  pritaikomas Monte-Karlo metodas,
pasinaudojus EM algoritmu. Tuomet i§ (2.17) iSplaukia formulés (Vaiciulyté ir
Sakalauskas, 2011b)

k+1 k 1 : I\/lik
= + —_ i
WS (2.19)
2 & SF
Q== 2.20
2 & T
ekt = Rz;k, (2.21)
i=1 i
k+1 _ < 1
TRk .1 !
h** = L: 1 (2.22)
1 &QF
= EZ? ' (2.23)

¢ia pasinaudojama Monte-Karlo jverciais, apskaiCiuotais k-toje Markovo

grandyje, pasinaudojant (2.18) atsitiktine imtimi:

P! =%%f(xi\zpej,gk), (2.24)
Plr:%g( t(x'lz,.6, Q) (2.25)
Mﬁ:%_m (x'-z,)-6,-f(x'|z,6, ") (2.26)
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Sk=> (X' -z)(x'~z,] -6, f(xz,,6,9).  (227)

T,k:%i“(zj Nz, -w) G, 1(X|2,,6,9°),  (228)

Bﬁ:%_ %In(A")-f(Xi‘Zi,Gj,Qk), (2.29)
E

k 1 N i k i
BL = kZ( In(A%)- £(x'[z,,G,,0 )j , (2.30)
k 1 = k i k
Q= xdA G, f(x[z,,G6,,9") (2.31)
QL = Zl“(d A6, H(Xz, 6,0, (2.32)
o7 =L % t(x'lz,.6, ")

i T K i i ' (2.33)

N &

W2, ) @) (-2, (0) (2w,
= (A AL AY),

K= -, (@) (0 -2) @) 2 - reL2d-t,
A =0,1<ik<K.

Pazymima
1 & B 1 & QF 1 & PIf
he=—3$" 20 A b Kk _ + L
N¥ &, BL¥ N“ &, Q1 1 & D
bk:_ i k _ N i kK + ;
K ;(pik)z "X ;(pﬁ)z e P!

Pasinaudojant (2.2) ir (2.24) formulémis gaunamas logaritminés

tikétinumo funkcijos jvertinys:
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= —iln(ek). (2.34)

(2.34) yra pagristas tikétinumo funkcijos (2.2) ivertinys (zr. (1.19)).
(2.34) jvertinio 95% pasikliautinasis intervalas yra (zr. (1.21)):

.2 l[pr .2 |¥[pr
L N ;[sz —1},L +N- ;[P"z_l : (2.35)

Taigi, Monte-Karlo Markovo grandiné generuojama pagal (2.19)—(2.23)
formules tol, kol (2.35) pasikliautinojo intervalo ilgis tampa mazesnis uz
pasirinkta reikSme &, € >0, 0 statistiné hipotezé apie dvieju gretimy grandziy

parametry jverciy nykstamai maza skirtuma yra neatmetama:

’le+l — /Jk, Qk+l — Qk’ ®k+l — @k, ak+l — 6(k’ 77k+1 — 77k ) (236)

Alternatyvi hipotezé tvirtina, kad bent viena i§ (2.36) lygybiy yra neteisinga.

Vietoj hipotezés a“* =a* yra papras¢iau atitinkamai patikrinti hipoteze
h** =h*, patikrinant hipoteze apie imties vidurkio lygybe nuliui (Zr. 1.7.2
skyrel). Hipotezé 7' =7* yra suvedama { hipotezés apie (d —1)-macio
atsitiktinio vektoriaus lygybeg nuliui.

Taigi, (2.36) statistiné hipotezé atmetama, jeigu

k+1 k+1
" SHE ol oy ey ok @)

k+1 % 237
+tr(®k+1.(®k)‘l)_2.d]+r\|.K.w+N.K.qk.(nk)‘1.(qk)T>\{f5,p (2:37)

gia W, yra z: skirstinio kvantilis, p=d(d+3) laisvés laipsniais, & yra

reikSmingumo lygmuo. Priesingu atveju (2.36) hipotezé¢ neatmetama. Sudarant
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§i kriterijy atsizvelgta i tai, kad dar yra tikrinama hipotezé apie vieno vidurkio
vektoriaus ir dviejy kovariacijy matricy lygybe Zinomam vektoriui ir kitoms
dviem kovariaciju matricoms. Jei §i hipotezé neatmetama, tai Markovo
grandziy generavima galima nutraukti ir priimti paskutinéje iteracijoje gautus
vercius.

Generuojant pirmasias Markovo grandis néra svarbu apskaiciuoti Monte-
Karlo jvertinius labai tiksliai, nes pakankama tiksluma reikia pasiekti tik
paskutinése grandyse. Todél pasinaudojant tuo, jog (2.19)—(2.23) Monte-Karlo
ivertiniy iSraiSkose pasiskirstyma galima asimptotiSkai aproksimuoti
daugiamaciu normalivoju désniu, Monte-Karlo im¢iy tiiriui reguliuoti yra
ivedama taisyklé, analogiska taisyklei, taikomai stochastiniame programavime
(Sakalauskas, 2000):

k
N“I> Wy % (2.38)

¢ia v yra reikSmingumo lygmuo. Naudojantis martingaliniais metodais
(Polyak, 1987) galima parodyti, kad atitinkamai parinkus v galima uztikrinti
(2.19)—(2.23) ir (2.38) algoritmy konvergavima i (2.3) uzdavinio sprendima
(Sakalauskas, 2000). Siekiant iSvengti labai mazo arba labai didelio Monte-
Karlo imties tiirio, apskai¢iuojamo pagal (2.38) taisykle, jis yra ribojamas i$
apacios reiksme N . ir i§ virSaus reikSme N, . Siekiant sumaZinti laika,
sunaudojama Monte-Karlo im¢iy generavimui, imties generavima galima
nutraukti, kai (2.35) pasikliautinojo intervalo ilgis tampa maZesnis uz
pasirinkta reikSme, dar nepasiekus (2.38) reikSmés.

Nagrin¢jamo uzdavinio sprendimo algoritmas pateiktas 2.1 lenteléje.
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2.1 lentelé. Asimetrinio t skirstinio MCMC metodo tyrimo

statistinio modeliavimo algoritmas

Asimetrinio t skirstinio parametry vertinimo algoritmas

Tikslas: asimetrinio t skirstinio parametry jvertinimas MCMC metodu.

[éjimo parametrai: vidurkio vektorius £°, kovariacijy matricos Q° ir
®°, formos parametras «°, integravimo sriti nusakantis parametras 7°,
stebiniy skaicius K, pradinis minimalus ir maksimalus Markovo grandies

Monte-Karlo imties tiiriai N°, N N__, maksimalus grandziy skai¢ius K.

ISéjimo parametrai: logaritminés tikétinumo funkcijos L, skirstinio
parametry 1, Q, ®, a, 7 Monte-Karlo jverCiy sekos, kiekvienos grandies
pasikliautinojo intervalo ilgis cf, stabdymo statistika H ir imties tairis N.

1 Zingsnis. Priskiriamos pradinés parametry reikSmeés

2 zingsnis. Apibréziama skirstinio tankio funkcija per vienlypi integrala
(2.5)

3 zingsnis. Sugeneruojami K atsitiktiniai dydziai, pasiskirst¢ pagal gama
désni su parametru o

4 zingsnis. Sugeneruojamas atsitiktinis vidurkio vektorius z, pasiskirstes
pagal daugiamati normalyji skirstini

5 zingsnis. Sugeneruojamas atsitiktinis stebiniy vektorius X, pasiskirstes
pagal normalyji skirstinj, kurio vidurkis yra z

6 zingsnis. Sprendziamas minimizavimo uzdavinys (2.3)

7 zingsnis. Gaunami  didziausio  tikétinumo  parametry jveréiai

4,0,0,48,7 (212)-(2.16) ir apskaiiuojama minimali

tikétinumo funkcijos reikSme L
8 zingsnis. for iteracijy skaicius iter kinta nuo 1 iki k
9 Zingsnis. Ciklo kintamajam n priskiriamas 1
10 zingsnis.  Pasikliautinojo intervalo ilgiui cf priskiriamas 1
11 zingsnis. while N< N . (arba N<N_. ir cf >¢)

12 Zingsnis. for i kinta nuo 1 iki K
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Asimetrinio t skirstinio parametry vertinimo algoritmas

13 Zingsnis. Sugeneruojami atsitiktiniai vektoriai
pasiskirstg¢ pagal normalyji ir gama désnius
(2.18)
14 Zingsnis. Sumuojami integraly jvertiniai (2.24)—(2.33)
15 zingsnis.  Nustatomos tikétinumo funkcijos pasikliautinojo
intervalo (2.35) ilgis
16 zingsnis.  Kintamajam n priskiriama n+1 reik§mé ir ciklas
while vél kartojamas (11 Zingsnis)
17 zingsnis.  Gaunami Monte-Karlo jverciai (2.19)—(2.23)
18 Zingsnis.  Tikrinama stabdymo statistika (2.37)
19 zingsnis.  [vedamas imties tlirio reguliavimas (2.38)
20 zingsnis.  Pradiniam artiniui priskiriami gauti MCMC {verc¢iai
21 zZingsnis. Sudaromas masyvas duomenims iSvesti ir toliau

tesiamas iteracijy ciklas (8 Zingsnis)

2.5. Kompiuterinis modeliavimas

2.5.1. Skaitinis eksperimentas
Sudarytam algoritmui tirti atliktas eksperimentas. Pradinius duomenis

sudaré¢ K =100 dvimaciy atsitiktiniy vektoriy, sugeneruoty pagal asimetrinj t

skirstini ST(z, ©Q, ®, e, i) (2r. 3 prieda) su 3iais parametrais:

1 161 0,27 3,67 0,86
d=2, u= , Q= , O= , a=52, n=045L
2 027 29 0,86 2,55

Palyginimui su programos MathCad paprograme Minimize() buvo

apskaiciuoti didziausio tikétinumo jverciai:
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. (0,98 o 0,96 0,23 6 2,68 0,67 ._3084. H-0506. (2.39
= y = y = y o= y s — , . .
"=\ 2,26 0,23 2,78 067 105 4 (2.39)

Sugeneruota k =100 Markovo grandziy pagal (2.19)-(2.23), (2.38)

iSraiSkas paémus tokias pradines reik§mes:

W =154, Q°=15-0, 0°=15-0, a"=d, n°=7.

Siekiant iSvengti mazy imties tirio reikSmiy, jis buvo ribojamas:
N“>500. Iméiy generavimas buvo nutraukiamas, nepasiekus imties tiirio
reikSmés, apskaiciuotos pagal (2.38) taisykleg, jei (2.35) pasikliautinojo
intervalo ilgis tapdavo mazesnis uz reikSme¢ £ =0,5 arba € =0,2.

2.1-2.4 paveiksluose pavaizduotos asimetrinio t skirstinio vertinimo
nagrinéjamu  MCMC algoritmu charakteristiky  priklausomybés nuo

sugeneruoty Markovo grandZiy skaiciaus.

380 380 7

360 360

340 340
L* 320 & 320

300 - 300

280 280

260 - ‘ : 260

1 10 0 30 40 50 60 70 20 o0 100 1 10 0 30 40 30 60 0 80 o0 100
k k
(a) (b)

2.1 pav. Tikétinumo funkcija L

15 1.6

: 14
134 12 -
11 1

'k
ot 0.9 of* 08

0.6
0.7 04
0.5 02

03

(a) (b)

2.2 pav. Pasikliautinojo intervalo ilgis cf ¢
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10000 10000

—testas —1testas

1000 \ 1000

— kaitineé reik§me — kritiné reikime

2.3 pav. Stabdymo statistika H*

1000000 1000000

100000 . A 100000

10000 10000 +

M 1000

.4
N 1000 - —— Nrealus :
100 : 100 1
|[ —— N spéjamas
10 4 10 f
! ¥
1 T 1
1 10 20 30 40 30 60 70 80 90 100 1 10 20 30 40 30 60 i) 80 o0 100
ik k

2.4 pav. Imties tiiris N*

Grafikuose (a) pavaizduotos priklausomybés, kai  reikiamas
pasikliautinojo intervalo ilgis £=0,5, o grafikuose (b) — kai pasikliautinojo
intervalo ilgis £ =0,2. 2.1 pav. pastebima, kad tikétinumo funkcija mazéja tol,
kol pasiekiama didziausio tikétinumo uzdavinio (2.3) sprendiniy zona. Tam
reikia sugeneruoti mazdaug 5-10 Markovo grandis. 2.2 pav. pavaizduotas
pasikliautinojo intervalo ilgis grandinés pradzioje yra didelis, o po to sumazéja
iki reikiamos reikSmés & . Atitinkamai nutraukimo kriterijus (2.3 pav. testas)
mazéja tol, kol pasiekiama nutraukimo kritiné reik§mé. Siame grafike
pavaizduota kritiné reiksmeé yra ;(,f skirstinio su p =10 laisvés laipsniais 0,99-
kvantilio reikSmé. 2.4 pav. pateikta imties tario, apskai¢iuoto pagal (2.38)
taisykle (pazymétas N spéjamas), priklausomybé. Pavaizduotas realus imties
turis (pazymétas N realus) yra gautas nutraukus imties generavima taip, kad

(2.35) pasikliautinojo intervalo ilgis nevirSyty pasirinktos kritinés reik§més ¢ .
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Algoritmo nutraukimo salygos (a) atveju pradéjo galioti po k=38

iteracijy. Gautos Sios parametry reikSmés:

113 154 0,64 2,52 016
M= , Q= , O= , a=4,79, 1n=058(2.40)
2,34 0,64 38 016 0,97

(b) atveju, kai pasikliautinasis intervalas mazesnis, nutraukimo salygos
patenkintos po k = 43 iteraciju.

Galima matyti, kad stochastiniu algoritmu gauti (2.40) iverciai yra artimi
(2.39) iverc¢iams, gautiems analiziniu biidu.

Jeigu Monte-Karlo imties tiiris nebiity reguliuojamas pagal (2.38) taisykle
ir pasirinktas lygus N =10000, kai &=0,5, tai konvergavimas biity pasiektas
po k =8 iteraciju.

Bendras Monte-Karlo im¢iy tiris, reikalingas sustojimo salygoms
patenkinti, (a) atveju yra 11 245, kai paskutiniojoje grandyje buvo sugeneruota
4 782, (b) atveju tam reikia 501 545, kai paskutiniojoje grandyje buvo
sugeneruota 29 434, dydzio imtis. Taikant Siam uzdaviniui standartini MCMC

metoda su fiksuota imtimi, tai viso biity reikéje 7-4 000=28 000 (kitu atveju
42-30000=1260000) Monte-Karlo bandymy uzdaviniui i§spresti arba bty

teke nutraukti skaiiavimus anks¢iau dar nepasiekus sprendiniy reikiamu
tikslumu. Tokiu bidu adaptuotas MCMC algoritmas leido 2,5 Kkarto

sutrumpinti skai¢iavimus.

2.2 lentelé. Asimetrinio t skirstinio standartinio ir adaptuoto

MCMC algoritmy palyginimas

) ) Paskutiniosios
& Iméiy taris k . . « | BendrasN
iteracijos N

reguliuojamas 8 4782 11 245
0,5

fiksuotas 7 4 000 28 000

reguliuojamas 43 29 434 501 545
0,2

fiksuotas 42 30000 1260 000
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2.5 paveiksluose pavaizduotos suvidurkintos uzdavinio charakteristiky
priklausomybés priklausomai nuo sugeneruoty Markovo grandziy skaiciaus,

kai £=0,5. Vidurkinimas buvo atliekamas pagal 20 algoritmo realizaciju.

Sustojimo salygos buvo patenkintos visose realizacijose.

Tikétinumo funkcija Stabdymo statistika
380 10000
360 1000 testas
340 — kiting reikéme
IF 320 HE 100
300
280 10 e N~
260 : L
oo 200 300 400 50 60 70 S0 90 10E 1 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
E k

Pasikliautinojo intervalo ilgis

1.3 100000
13 10000
11 /
2 1000 j
-y
ef® 09 1 N ] —— Nrealus
09 100
8 I | o
05 10 N spejamas
03 1
1 10 20 30 40 50 60 70 &0 o0 100 1 10 20 30 40 50 60 70 g0 o0 100
k k

2.5 pav. Suvidurkintos asimetrinio t skirstinio vertinimo MCMC algoritmu

charakteristikos

Bendru atveju, nagriné¢jamos statistinio modelio parametry vertinima
MCMC metodu, galima nagrinéti kaip stochastinio netiesinio tikétinumo
funkcijos (2.2) optimizavimo uzdavini (2.3). Kadangi sukurtas MCMC
algoritmas stochastinio optimizavimo poziliriu yra stochastinio gradientinio
nusileidimo metodas (2.17), galima pasinaudoti teoriniais rezultatais
(Sakalauskas, 2000), i kuriy seka, kad §is algoritmas konverguoja su tikimybe
1 1 stochastinio optimizavimo uzdavinio sprendini, o imties tlris auga
apytiksliai kaip geometriné progresija.

Tokiu budu, priklausomybés 2.1-2.5 patvirtina $ias teorines iSvadas apie
sukurto metodo konvergavima ir racionaly Monte-Karlo bandymuy skai¢iaus
parinkima, vertinant nagrin¢jamo statistinio modelio parametrus, nes imties

turis grandinés pradzioje biina nedidelis, ir tik galimy sprendiniy zonoje jis
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padidé¢ja iki imties tiOrio, pakankamo ivertinti tikétinumo funkcijos
pasikliautingji intervala reikiamu tikslumu. IS pateikty priklausomybiy matyti,
jog grandinés pradzioje Sis intervalas yra didelis, o po to sumaZz¢ja iki
reikiamos reik$§més (0,5 arba 0,2).

Prielaidai apie adaptuotu MCMC metodu gauty statistiky asimptotinj
pasiskirstyma optimaliame taSke pagal vienmati arba daugiamati normalyji
désnj patikrinti buvo atliktas skai¢iavimo eksperimentas. Siam eksperimentui
buvo sugeneruota M =100 imciy, kuriy kiekviena sudaré K =100 asimetrinio
t skirstinio reikS§miy, ir pasinaudojus MathCad integraly apskai¢iavimo
programa, buvo analitiskai rasti asimetrinio t skirstinio parametrai kiekvienali
Imc¢iai. Pasalinus imtis su singuliariais kovariacijy matricu Q, ® jverciais,
gautos 77 imtys, kuriy kiekvienai buvo sugeneruota tario N =2000
nepriklausomy Monte-Karlo im¢iy (2.18), ir apskai¢iuota (2.37) stabdymo
statistika bei kitos adaptuoto MCMC metodo statistikos. Gauty imcéiy
histogramos pavaizduotos 2.6 pav.

Statistiniai > ir Kolmogorovo-Smirnovo kriterijai nepriestaravo su
reikSmingumu 0,05 padarytai prielaidai apie asimptotini (2.37) stabdymo
statistikos pasiskirstyma pagal y, désnj su p =10 laisvés laipshiais. Kartu su
(2.37) stabdymo statistika buvo apskaiciuotos statistikos, skirtos atskiroms
(2.36) hipotezéms patikrinti, kuriy histogramos taip pat pavaizduotos 2.6 pav.
Statistiniai y* ir Kolmogorovo-Smirnovo kriterijai nepriestaravo prielaidai

apie Siy statistiky asimptotini pasiskirstyma pagal ;(5 désni su atitinkamu

laisvés laipsniu ir reikSmingumu 0,001-0,05.
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Tikslo funkcija Pasikliautinojo intervalo ilgis

30

Stabdymo statistika W statistika
35 35
30
25
20
15
10

4 8 12 16 20 >20 05 1 15 2 25 3 35 >35

Q statistika O statistika

40

n statistika

2.6 pav. Stabdymo statistiky tyrimas
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2.5.2.  Australijos sporto instituto duomenys

Algoritmas testuojamas pasinaudojus tarptautine Australijos sportininky
duomeny baze, kuri yra daznai naudojama statistiniams skai¢iavimams atlikti
(Smyth, GK, 2011; Cook ir Weisberg, 1994). Kiekvienai duomeny — kiino
masés indeksas (BMI), kiino riebaly masé (Bfat), odos rauksliy skaicius (ssf) ir
liesa kiino masé (LBM) — porai (4 priedas) jvertintas dvimatis asimetrinio t
skirstinio modelis (Sakalauskas ir Vaiciulyte, 2012b; Vaiciulyte, 2012). Gauti

asimetrinio t skirstinio parametry jverciai pateikti 2.3 lenteléje.

2.3 lentelé. Asimetrinio t skirstinio jverciai

(BMI, Bfat) | (BMI, ssf) | (BMI, LBM) | (Bfat, ssf) | (Bfat, LBM) | (ssf, LBM)

i 19,60 20,87 19,76 13,52 12,08 59,35
£, 16,42 57,62 53,08 55,86 54,77 54,86
QO 33,33 10,58 15,59 19,90 97,81 344,53
Q, 79,21 66,55 43,86 89,18 135,81 94,65
Q,, 312,15 | 891,75 204,12 414,36 440,01 26,00
0, 99,93 1,88 42,12 24,68 519,00 1086
0, 56,09 61,09 37,83 186,20 23,60 14,53
0, 31,49 1987 33,98 1405 1,07 11,79

b 12,70 3,05 6,62 2,33 11,23 1,93

i 51519 | 699,95 529,98 663,27 634,54 826,50

2.7 pav. pavaizduotas 100 motery asimetrinio t skirstinio tankio
pavirSiaus ploto ir kontiiro linijos bei duomeny sklaidos diagrama. Pateikti
grafikai vaizdziai iliustruoja asimetrinio t skirstinio tankio asimetrija ir

pasiskirstymo ypatybes.
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ssf

LBM

2.7. pav. Asimetrinio t skirstinio tankio pavirSiaus ploto, konttiro linijos bei

duomeny sklaidos diagrama

2.5.3. Finansiniy duomeny tyrimas

Daugelis statistiniy iSvady grindziamos prielaida, kad stebimas atsitiktinis
dydis turi normalyji skirstinj (vienas i$ placiausiai matematinéje statistikoje
naudojamy skirstiniy). Zinoma, tariant, jog stebimas atsitiktinis dydis turi
normalyji skirstinj, matematiniame modelyje ignoruojama tai, kad stebimas
atsitiktinis dydis gali igyti labai dideliy arba labai mazy reikSmiy
(Cekanavi¢ius, Murauskas, 2002). Taigi vertinant ekonominius rodiklius
normaliojo skirstinio tankio funkcija néra geriausias variantas ir gana daznai
netinka ekonominiy rodikliy analizei (Kabasinskas ir kt., 2009). Beje, siame
désnyje neatsizvelgiama i asimetrija tarp investuotoju likesciy (tikimybé gauti

pelng) ir rezultaty. Investuotojas siekia, kaip galima daugiau Zinoti apie
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investavimo alternatyvas, ta¢iau tai ne visada jmanoma. Sj skirtuma geriau
atspindi asimetrinis t skirstinys, nes jame duomenys apraSomi normaliuoju
skirstiniu su atsitiktiniu  vidurkiy vektoriumi 1ir atsitiktine dispersija,
atsizvelgiant | asimetrija ir dideles atsitiktines reikSmes.

Toliau pateikiamas pavyzdys, kuriame asimetrinis t skirstinys
nagrinéjamas ekonominés situacijos kontekste, skirstiniy parametrais apraSant
investuotoju nuotaikas ir apsisprendimus, ir pavaizduojant investuotoju
ltkesc¢iy srities kitima kriziniu ir po Kriziniu laikotarpiu (Sakalauskas ir kt.,
2013, 2014; Vaiciulyte, 2014).

Dvimacio asimetrinio t skirstinio parametry vertinimas atlickamas
pasinaudojus imoniy reitingy duomenimis, t. Y. nagrinéjamos sveikatos
apsaugos industrijai priklausanciy atskiry sektoriy imoniy kiekvienos akciju
pardavimo dienos kainos (Close) ir pardavimo apimtis (Volume) nuo 2007 iki
2011 mety. Stebima, kaip imoniy duomeny asimetrinio t skirstinio parametrai
kinta kiekvienais metais ir pagal tai aptariami investuotojy lukesciai.

Duomenys. Disertacijoje tiriamos 130 JAV imoniy finansiniai duomenys
imti i§ http://finance.yahoo.com/, apima laikotarpi nuo 2007 iki 2011 mety. Tai
ekonominio nuosmukio, kuris prasidéjo 2007 m. pabaigoje, laikotarpis. 2008
m. biidingos itin ryskios likvidumo problemos, 2009 m. pabaigoje sunkmetis
igijo kita pobiuidi, o 2011 metai laikomi sunkmecio pabaiga. Buvo sudaryta
dvimaté imtis su Close ir Volume duomenimis ir apskaiciuoti Sios imties
asimetrinio t skirstinio modelio parametrai disertacijoje aprasytu metodu.

Tyrimo rezultatai. 2.8 pav. nubraizytos asimetrinio t skirstinio tankio
kontiiro linijos rodo duomeny poros Close ir Volume sklaida kiekvienais
metais. Pasinaudojus statistine asimetrinio t skirstinio interpretacija (zr. 2.2
skyreli), galima pavaizduoti investuotojy liikesCiy srit;, kuria sudaro
asimetrinio t skirstinio tankio integravimo pusplokstumé, pazyméta
raudonomis rodyklémis. 2008 metais pastebimas investuotojy lukescCiy srities
sumazéjimas, atspindintis realia ty mety situacija: investuotoju pasitikéjimas
buvo sumazéjes. Po krizés — 2009 m. — jis iSaugo ir vél priartéjo prie 2007 m.

ribos.
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2.8 pav. 2007-2011 mety akciju kainos (Close) ir pardavimo apimties

(Volume) duomeny asimetrinio t skirstinio tankio kontiiro linijos

Kaip parodé¢ rezultatai 2.8 pav., ekonomin¢ krizé turéjo itakos
investuotojy liikkesciy kitimui. Gautame reitingy duomeny skirstinyje pav. 2.8
pavaizduota investuotojy liikes¢iy sritis atspindi ju nuomong apie tikétinus
imoniy rezultatus. Sis pavyzdys parodo, kad sudarytas modelis tinka finansiniy

duomeny modeliavimui.
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2.6. Skyriaus iSvados

Analiziniai ir skaitiniai tyrimai leidzia tvirtinti, kad disertacijoje sudarytas
adaptuotas MCMC algoritmas gali bati pritaikytas asimetrinio t skirstinio
parametrams vertinti norimu tikslumu. Parodyta, kad Sis metodas realizuoja
logaritminés tikétinumo funkcijos stochasting gradienting paieSka, vykdant ja
,.fiksuoto tasko* (,,paprastos* iteracijos) arba EM algoritmo pavidalu. Sukurtas
metodas pasizymi Monte-Karlo imties trio parinkimo taisykle bei
modeliavimo paklaidy jvertinimu statistiniu bidu atskirose grandyse. Tokiu
biidu adaptuotas MCMC algoritmas sutrumpina skai¢iavimy apimti mazdaug
2,5 karto. Sukurtas metodas leidzia | optimizuojamus parametrus ivesti ir
formos bei integravimo srities parametrus, kurie jvertinami taip pat
stochastiniu algoritmu. Sukurtas algoritmas buvo pritaikytas Australijos sporto
instituto duomeny ir finansiniy 2007-2011 mety JAV imoniy duomeny
analizei. Atlikti eksperimentai patvirtino, kad metodo skaitinés savybés atitinka
teorini modeli. Bendru atveju $is algoritmas yra naudingas stochastinio
pobiidZio sistemy tyrimui ir kitiems statistikos uzdaviniams sprgsti MCMC

metodu.
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3 skyrius. DAUGIAMATIS RETU IVYKIU TIKIMYBIU
VERTINIMO PUASONO-GAUSO MODELIS

3.1. Ivadas

Siame skyriuje nagrinéjamas adaptuotas MCMC algoritmas, taikomas
dazniy statistikos iSvadoms gauti Bajeso metodu. Darbai, akcentuojantys
prielaidas, kuriomis remiasi Bajeso teorija, yra apraSyti autoriy: Besag (1989),
Fishman (2003), Gamerman (2006), ir kt. Bajeso metodas plac¢iai taikomas
tvairiems sprendimo priémimo uzdaviniams sprgsti bei verslo ar finansiniy
rodikliy vertinimui (Bradley ir Thomas, 2000; Clayton ir Kaldor, 1987; Chen,
2009; Liseo ir Loperfido, 2003; Tsutakawa ir kt. 1985). Bajeso analizé
pirmiausia  priklauso nuo modelio apriorinio skirstinio parametry
pasiskirstymo. Sis skirstinys gali biti neparametrinis arba parametrinis ir
priklausyti nuo nezinomy parametry, kurie savo ruoztu gali buti sudaryti
keliais lygiais. Sis parametry ir aprioriniy skirstiniy nuoseklumas ir sudaro
hierarchini modeli. Hierarchija turi kokiame nors taske baigtis (sustoti), darant
prielaida, kad visi likusieji pirminiai parametrai jau yra zinomi. Empirinis
Bajeso (EB) metodas naudoja stebéjimuy duomenis tam, kad biity galima
ivertinti $Siuos modelio parametrus, ir tada tgsia procesa taip, lyg visi apriorinio
skirstinio parametrai biity jau zinomi (Tanner ir Wong, 1987). EB metodas nuo
Bajeso metodo skiriasi tuo, kad apriorinio skirstinio parametrai yra jvertinami
pasinaudojus duomeny imtimi.

Nors 1§ principo EB gali biti jgyvendinamas hierarchiniams modeliams,
turintiems bet koki lygiy skaiCiy, tam, kad biity paprasciau, pateikiamas
metodas, skirtas dviejy lygiy modeliui.

Disertacijoje, pasinaudojus Puasono-Gauso modeliu, konstruojamas
adaptuotas MCMC algoritmas, skirtas keliy rety jvykiy tikimybéms vertinti.
Rety ivykiy tikimybiy vertinimo uzdaviniai iSkyla, nagringjant draudiminius

ivykius (skirtingy automobiliy rasiy avariju skai¢iy ir pan.), susirgimy arba

75



mirties atvejus populiacijose ir pan. Aposteriorinis jvykiu dazniy skirstinys yra
sudaromas Bajeso metodu (zr. 1.5.2 skyrelj).
Tegu Y — atsitiktinis dydis, kurio igyjamos reikSmés yra 0 ir 1.

Disertacijoje taikoma nagrinéjamo jvykio tikimybés P logit transformacija:

p=In——. (3.1)

su tikimybémis P=P(Y =1)e(01), P(Y =0)=1-P (Altaleb ir Chauveau,
2002; Pearce, 2006). Pasinaudojant (3.1), tikimybé per transformacija p

iSreisSkiama taip:

B 1
l1+e”

P (3.2)

Vieno jvykio tikimybés vertinimo empiriniu Bajeso metodu algoritmas
buvo sudarytas Tsutakawa ir kt. (1985), iskélus aprioring prielaida, kad logit
transformacijos yra pasiskirs¢iusios pagal normalyji skirstini. Sis algoritmas
buvo nagriné¢jamas autoriy: Jakimauskas ir Sakalauskas (2012), Sakalauskas
(2010), Bradley ir Thomas (2000), Berger (1985) bei kt. Toliau disertacijoje
nagrinéjamas Sio algoritmo apibendrinimas daugiamaciu atveju ir pasitlytas
pradiniy reik§miy parinkimo biidas daugiamaciam Puasono-Gauso modeliui.
Skyriuje gauti rezultatai buvo publikuoti Siuose moksliniuose leidiniuose:
Sakalauskas ir Vaiciulyté (2012c), Sakalauskas ir Vaiciulyté (2013), Vaiciulyté
ir Sakalauskas (2014).

3.2. Puasono-Gauso modelis
Sakykim, turime K populiacijy aibe C =(cl,c2,...,cK), i-oje populiacijoje
¢ yra I, individy, i=12,...,K. Tarkime, kad populiacijose gali jvykti M

kazkokiy ivykiy (susirgimai, mirtys, draudiminiai ivykiai ir pan.)
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m_
1" =

1, jei jindividui jvykom jvykis,
0, prieSingu atveju;

clam=12...,.M, je c¢'. Tikslas yra jvertinti jvykiy tikimybes

P" = P(Yim =Z|;‘J,

jec'

kai Y™ yra m-tojo jvykio pasirodymy skaiCius i-toje populiacijoje,
i=12,...,.K, m=1,2...,.M.

Y_m
Dél dideliy populiacijuy dydZio |, skirtumy paprastas santykinis jvertinys I'—

ne visada leidzia patikimai jvertinti jvykiy tikimybes (Clayton ir Kaldor, 1987).
Todél disertacijoje nagrinéjamas keliy rety ivykiy tikimybiu empirinis Bajeso
Puasono-Gauso modelis, leidziantis jvertinti koreliacinius sarySius tarp
skirtingy 1vykiy dazniy.

Empiriniame Bajeso metode laikoma, kad m-tojo ivykio i-tojoje

populiacijoje skaicius Yim pasiskirstgs pagal Puasono désni su parametru A" :

Y," ~Pois(A"), A" =1,-P", (3.3)

Tikimybe, kad Yim igis tam tikra reikSme, lygi (Aksomaitis, 2000):

Puasono-Gauso modelyje priimama, kad ivykiy tikimybiy logit
transformacija p" =logit P™ populiacijose yra pasiskirs¢iusi pagal daugiamati
normalyji skirstini su parametrais £, {2 (Bradley ir Thomas, 2000; Tsutakawa

ir kt., 1985):
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P~ N(,Q), (3.4)

t.y. p" skirstinio tankis

oo™, 11,0)= expl-(pr - 2] Q;(p(” ~ 1) ,

a-(2x)?

1=12,...K,m=12..M.

Pasinaudojant (3.2) formule ir (3.3) aproksimacija, tikimybiy P"

ivertiniai apskai¢iuojami per (1.8) aposteriorinius tikimybiy tankius

= .
p( Y): '[01+ e*P{“ lr;!: f(Y| ’l+ e*pim
Bi (/’llQ)

Jg (or, s, Q!

(3.5)

éia

B,(1, Q)= TIM[ f(Yﬂ I‘_ﬁ,m jg (or . Hpr,

Zom=1 1+e

i=12,...K,m=12.. M.
Taikant Bajeso metoda statistikoje daznai tenka minimizuoti tam tikras
funkcijas, iSreikStas per aposteriorinio tankio integrala. Nagrin¢jamu atveju

nezinomi parametrai g, {2 vertinami didziausio tikétinumo metodu (Bradley ir

Thomas, 2000; Tsutakawa ir kt., 1985). Nesunku jsitikinti, kad logaritminé

tikétinumo funkcija, atmetus narius, nepriklausanc¢ius nuo modelio parametry,

yra

L(.0)=-Y In(p(R"}¥ )=
. | ) (3.6)
=2 '”( JTIf (Yim’ o jg(p!“ , MQ)dpimj == In(B, (1, ),

Zom=l l+e i=1
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kurig minimizavus gaunami parametry g, Q jvertiniai.

3.3. Didziausio tikétinumo funkcijos iSvestinés

(3.6) tikétinumo funkcija yra analiziné funkcija, t. y. diferencijuojama be

galo daug karty pagal parametrus u, Q. Nesunku jsitikinti, kad $ios funkcijos

pirmos eilés i§vestinés yra:

(1, Q) & zgl(p‘m _ﬂ)lnﬁ (Yim’1+lei"i“ )g(pim’ﬂ’g)jpim 3.7)
ou ) i=1 B, (:U'Q) ,
oL(u,Q)
o
Kf (Q‘l - (p" - u)p! - u)TQ‘l)lM! fﬂYi”‘,Hle‘_pim jg(pim,u,ﬁ)dp{“ (38)
> B,(1,Q) |

Prilyginus nuliui (3.7) ir (3.8) isvestines, gaunamos lygtys, Kkurias

iSsprendus gaunami Puasono-Gauso modelio parametry jverciai:

T,Oim IM[ f[Yim’ Iipim }g( im’f[l’ﬁ)jpim (3.9)

T(pim - /Al pim - /})TIM[ f(Yim’ Ii_pim Jg (pim ' /},Q)jpim

P o m1 (3.10)
ik 2 i.0) |

kurios bus pritaikytos EM algoritmui sudaryti.
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3.4. Puasono-Gauso modelio parametry jvertiniai

Pasinaudojant (3.9), (3.10) lygybémis galima sudaryti ,,fiksuoto tasko*

metoda parametry u, QQ didziausio tikétinumo jvertiniams rasti, statistikoje dar

vadinama EM algoritmu (zr. 1.5 skyrelj):

w1 -, 1+e™” (3.11)
# _Kizzl: Bi(,uk,Qk) ’
T m K m Kk " M m i m k k m
TS G e )Hf(Yi ’1+ep”jg(p' OB )
Q - Ké Bl(luk’Qk)

Kadangi yra nagrin¢jamos rety ijvykiy tikimybés (Pim ~ O), 0
logit P™ ~ N(z,€2), galima daryti prielaida, kad $ios tikimybés yra apytiksliai
pasiskirs¢iusios pagal log-normalinj désni. Pasinaudojant Sia prielaida, (3.11) ir

(3.12) lygybése galima paimti tokj euristini pradinj taska (,uo, Q° ):

1= In(P)—EQO, (3.13)

zK}P-l-(Yi—|iF>)-(Yi—|iP)T-\11-1
Q° =In| = +11, (3.14)

(%)

YE Y Sy

Ga P=|=— L = | w-Diag(P), Y =(¥Y?...Y"),
22 2
i=1 i=1 i=1

i=12,..., K.
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3.5. Markovo grandinés Monte-Karlo algoritmas

(3.13), (3.14) ,.fiksuoto tasko* algoritma galima realizuoti adaptuotu

MCMC metodu. Tegu sugeneruota k Markovo grandziy ir kiekvienoje

apskaiciuoti jveréiai £/, Q°, paémus (3.13) ir (3.14) pradines reiksmes. Taigi,

kiekvienoje grandyje generuojami atsitiktiniai daugiamaciai

pasiskirste pagal normalyji désnj (Zr. 1.3.2 skyrely),

Pl ~ N, Q) j=1...,N¥,

vektoriai,

¢ia N* yra imties tiris k-toje Markovo grandyje. Siekiant i§vengti skai¢iavimo

problemy, galinCiy atsirasti del labai mazy tarpiniy rezultaty reikSmiy,

skaiCiuojant integralus pagal (3.5)—(3.12) formules ivedama pagalbiné funkcija

ri(pim):ln{ﬂfi(\(i 1+e"j Hf( 1+e )}:

B M Ii(e‘p‘m—e‘”m) no 1+
- exp{m; (1+ e XI+ e )+ Y Ir{1+ e J}

Apskai¢iuojamos sumos:
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5.k — Nzk r-i (plTj)

it1+e

, (3.20)

=Pl

kuriomis pasinaudojama apskaiciuojant pagal (3.13) ir (3.14) kitos iteracijos

modelio parametry jvertinius

1 &0,
k+1
=— ) =, 3.21
p = Zl 5 (3:21)
1 &S/
Q== = 3.22
LE (3.22)
ir tikétinumo funkcijos jverting
K E_k
L (1, Q)=->" In(N_I"J . (3.23)
i=1
Tikétinumo funkcijos dispersija aproksimuojama taip (zr. (1.21)):
K[ k. N
DL =)’ %—1 : (3.24)
= (Bik)
Naudojantis (3.5), populiacijose galima jvertinti ivykiy tikimybes:
’p‘ik,m
P =5 (3.25)
Algoritmo stabdymui jvestas Kriterijus
1 .
72 — 2
K= (By) (3.26)
‘QkJrl
(_ InW+ tr(QM (o )1)F (0 = T (@) (0 = )= M )
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skirtas patikrinti hipotezei apie vidurkiy ir kovariaciju matricy sutapima
dviejose gretimose iteracijose: 1" = 1, Q' =Q* (zr. (1.25), (1.27)).
Sis kriterijus, apskaigiuotas tikétinumo funkcijos maksimumo taske, yra

M(M +

pasiskirstes pagal FiSerio désni su p = 3) laisvés laipsniais, jei imties

taris yra pakankamai didelis (1.7 skyreli; Krishnaiah, 1984).
Algoritmas stabdomas, jei stabdymo Kkriterijus neprieStarauja hipotezeli

apie vidurkiy ir kovariaciju matricy sutapima dviejose gretimose iteracijose:

HY<F,,, (3.27)

tikétinumo funkcijos pasikliautinojo intervalo ilgis yra mazesnis uz pasirinkta

maza reikSme ¢, £ >0:

(3.28)

0 kovariacijy matricy jvertis néra singuliarus. Cia F

5, Ir 7, yra atitinkami

Figerio ir normaliojo skirstinio kvantiliai, O, — pasikliovimo lygmuo.
Vienmacio empirinio Bajeso modelio singuliarumo salygos buvo istirtos
Sakalausko (2010) ir Jakimausko (2014). Siekiant iSvengti singuliarumo
nagrinéjamu atveju, skai¢iavimai biidavo nutraukiami, kai kovariacijy matricos
jver¢io didziausios ir maziausios tikriniy reikSmiy santykis virSydavo
pasirinkta kriting reikSme, kuri paprastai bina 10-30 (Lin ir Zhu, 2004).
Disertacijoje $i reikSmé pasirinkta lygia 10. Pastaruoju atveju reikéty taikyti
analizés metodus, atsizvelgiancius | kovariacinés matricos singuliaruma, kuris
disertacijoje nenagrinéjamas.

Jei nors viena stabdymo salyga néra tenkinama, generuojama nauja
Monte-Karlo imtis. Imties tiri galima reguliuoti pagal taisyklg, analogiska
(2.40) taisyklei:
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k
N V-F

k+1
N> o o

(3.29)

¢ia F, = — FiSerio skirstinio kvantilis, v — pasikliovimo lygmuo. Sios taisyklés
taikymas leidzia racionaliai parinkti Monte-Karlo imciy tiri Markovo
grandinéje ir kartu uztikrina (3.21) ir (3.22) seku konvergavima i (3.6)
tikétinumo funkcijos minimuma su tikimybe 1 (Sakalauskas, 2000).

Nagrinéjamo uzdavinio sprendimo algoritmas pateiktas 3.1 lenteléje.

3.1 lentelé. Puasono-Gauso modelio MCMC metodo tyrimo

statistinio modeliavimo algoritmas

Puasono-Gauso modelio parametry vertinimo algoritmas

Tikslas: MCMC metodu jvertinti nepalankiy jvykiy tikimybes.

léjimo  parametrai: populiacijuy skaiCius K, jose esanciy individy
skai¢ius |, tiriamy jvykiy skai¢ius M, vidurkio vektorius x°, kovariacijy
matrica Q°, pradinis minimalus ir maksimalus Markovo grandies Monte-

Karlo imties tiriai N°, N_., N __ . maksimalus grandZiy skai¢ius k.

ISéjimo parametrai: logaritminés tikétinumo funkcijos L, vidurkio
vektoriaus bei kovariaciju matricos, ivykiu tikimybiy iver¢iy sekos,
kiekvienos grandies pasikliautinojo intervalo ilgis cf, stabdymo statistika H ir
imties tiiris N.

1 Zingsnis. Priskiriamos pradinés parametry reikSmes
2 zingsnis. Generuojami atsitiktiniai daugiamaciai vektoriai, pasiskirstg
pagal normalyji skirstinj (3.4)
3 Zingsnis. Pagal Puasono désni sugeneruojamas jvykiu skaicius
populiacijoje (3.3)
4 zingsnis. Apibréziama logaritminé tikétinumo funkcija (3.6)
5 zingsnis. Sudaromas ciklas for iteraciju skaicius iter kinta nuo 1 iki k
6 Zingsnis. Ciklo kintamajam n priskiriamas 1
7 zingsnis.  Pasikliautinojo intervalo ilgiui cf priskiriama didelé

reik§mé
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Puasono-Gauso modelio parametry vertinimo algoritmas

8 Zingsnis. while n<N ir cf >¢
9 zingsnis. for i kinta nuo 1 iki K
10 Zingsnis. for m kinta nuo 1 iki M
11 zZingsnis. Apskaiciuojamos sumos (3.16)—(3.20)
12 zingsnis.  Kintamajam n priskiriama n+1 reik§mé
13 zingsnis.  Apskai¢iuojamas tikétinumo funkcijos pasikliautinojo
intervalo ilgis cf ir ciklas while vél kartojamas (8
Zingsnis)
14 zingsnis. for i kinta nuo 1 iki K
15 Zingsnis.  for m kinta nuo 1 iki M
16 zingsnis.  Apskai¢iuojami Monte-Karlo jverciai (3.21)-
(3.25)
17 Zingsnis. Tikrinama stabdymo statistika (3.27)
18 Zingsnis. [vedamas imties tiirio reguliavimas (3.29)
19 Zingsnis. Sudaromas masyvas duomenims iSvesti ir toliau tgsiamas

iteracijy ciklas (5 zZingsnis)

3.6. Kompiuterinis modeliavimas
3.6.1. Skaitinis eksperimentas

Sudaryto algoritmo elgsenos tyrimui atlikti eksperimentai su parinktais
pradiniais duomenimis (Sakalauskas ir Vaiciulyté, 2013) ir realiais
duomenimis (Vaiciulyté ir Sakalauskas, 2014).

Siame eksperimente sugeneruota imtis, sudaryta i§ K =10 populiacijy,
kuriose galéjo ivykti M =3 jvykial, kai jvykiy tikimybiy logit transformacija

pasiskirs¢iusi pagal daugiamatj normalyji skirstinj Su parametrais
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-3 025 0 0O
u=-41, 0= 0 025 0
-5 0 0 025

Sugeneruota k =100 Markovo grandziy pagal (3.15)—(3.20), (3.29)

iSraiSkas. Siekiant iSvengti labai mazy arba labai dideliy imties turio reikSmiy,

buvo taikomos ribos: 500< N* <17000.

Gautos modelio charakteristikos pateiktos 3.2 lenteléje.

3.2 lentelé. Skaitinio eksperimento Puasono-Gauso modelio

vercial

lteracija s " " fTiks I_q P_asi ki iauti_no_j 0 | n_1ti'es Stab_dymo

unkcija intervalo ilgis taris statistika
1 -2,92 —4,06 -5,14 —400,12 3,56 500 3,51
2 -2,91 4,07 -5,14 —427,64 2,65 500 0,37
3 -2,90 | -4,05 | -5,15 -424,93 2,01 1359 0,33
4 -2,91 —4,04 -5,13 —427,53 1,37 4122 0,28
5 -2,91 —4,04 -5,14 —426,53 0,75 13 602 0,17
6 -2,91 —4,04 -5,14 —426,59 0,75 14779 0,35
7 -2,91 —4,04 -5,13 —426,57 0,75 15 322 0,05
8 -2,91 —4,04 -5,14 —426,47 0,75 14 867 0,17
9 -2,91 —4,04 -5,14 —425,28 0,75 13 098 0,14
10 -2,91 —4,04 -5,13 —425,74 0,75 14131 0,08

3.1 pav. pavaizduotos priklausomybés nuo generuoty grandziy skaiciaus,
kai pasikliautinojo intervalo ilgis nevirSija &=0,75. Sprendinys pradéjo
konverguoti jau po k=5 iteracijy. 3.1 pav. pastebima, kad tikétinumo

funkcijos reikSmé mazéja, kol pasiekiama wuzdavinio sprendiniy zona.

k

Analogiskai algoritmo stabdymo Kriterijus mazeéja tol, kol pasiekiama

5.p
nutraukimo kritin¢ reik§me 1, ¢ia F; =~ yra FiSerio skirstinio su p=9 laisvés

laipsniais 0,95-kvantilio reiksmé. Grafike pateikta imties tiirio priklausomybé

apskai¢iuota pagal (3.29) taisykle (pazymétas N spéjamas). Siame paveiksle
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pavaizduotas realus imties taris (pazymétas N realus) yra gautas nutraukus

imties generavima taip, kad (3.24) pasikliautinojo intervalo ilgis nevirSyty

pasirinktos kritinés reikSmés & =0,75. IS pateikty priklausomybiy matyti, jog

grandinés pradzioje pasikliautinasis intervalas yra didelis, o po to sumazéja iki

reikiamos reikSmeés ¢.

Ik

Tiketinumo funkcija

20 30 40 30 60 70 80 90 100

Pasikliautinojo intervalo ilgis

2,89
-2,805 |
29
k. |
uk, 200
2,91 -

-2,915

-2.92

20 30 40 30 60 70 80 90 100

k

Vidurkis 1

20 30 40 50 60 70 80 S0 100

Stabdymo statistika

(¥}

—testas
1.5 4 .. .
— kritiné reikimé
HE 1
0,5

1 10 20 30 40 50
k
Imties tiris
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100

1000000 - —— ; P
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100000 | .'\-‘"l"/‘\«’: R YAl Ve VYA WiV VO N a) v\’f\i"v
10000 ;" A e
N* 1000 / ——Nrealus
100 {
10 - N spéjamas
1
1 10 20 30 40 S0 60 70 80 90 100
k
Vidurkis 2
-4,02
10 20 30 40 S50 60 70 80 S0 100
-4,03
-4,04

k ’ NWW\/\/,W\/\M
luz 4.05

-4,06 J

-4,07

Vidurkis 3

k
5,11
1 10 20 30
5,12
,w’f3 5.13
5,14
5,15

40 50 60 70 80 S0 100

3.1 pav. Skaitinio eksperimento Puasono-Gauso modelio vertinimo MCMC

algoritmu charakteristikos
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3.6.2. Socialiniy duomeny tyrimas

Disertacijoje modeliuojami 2003 m. Lietuvos gyventoju savizudybiy
(suic) ir nuzudymuy (hom) duomenys, gauti i§ Lietuvos sveikatos apsaugos
ministerijos Higienos instituto (5 priedas). Nagrinéjami M =2 jvykiai
populiacijy aibéje sudarytoje i§ K =60 savivaldybiy. Pradiniai parametrai
apibréziami pagal (3.13) ir (3.14) formules:

(-177 o (008 o
Huisi =| _g 95" s =1 0,03 006)
(-7.20 o _[008 0
Hom =| _gg5 | w1003 007"
(-888 o (010 o
Hmoen =| _ggo|" “Tmen Tl 002 0,08)°

Pasinaudojus aprasytu Puasono-Gauso modelio MCMC algoritmu

sugeneruota 100 Markovo Monte-Karlo grandziy ir jvertintos nepalankiy
ivykiy — suic ir hom tikimybés P", kai Y, yra m-tojo stebinio pasirodymy
skai¢ius, 1=1,2,...,60 irm=1, 2.

Gautos modelio charakteristikos pateiktos 3.3 lenteléje. 5 priede pateikti
disertacijoje gauti vyry suic ir hom tikimybiy iver¢iai P, -10° ir P__-10° ir

hom

palyginimui Sakalausko (2010) ijver¢iai P, ,-10° ir P, ,-10°, gauti
neatsizvelgiant 1 koreliacija tarp Siy ivykiu. Ivedus koreliacija yra gaunama
mazesn¢ tikétinumo funkcijos reik§meé. Kadangi gauti {verciai yra skirtingi,

galima daryti iSvada, kad koreliacija ivesti butina.
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3.3 lentelé. Socialiniy duomeny Puasono-Gauso modelio

[verciai

suic vidurkis | hom vidurkis | Koreliacija T'ketlm.l.mo
funkcija
LI 7,79 -9,26 0,34 3444176
gyventojai
Vyrai -7,25 -8,80 0,40 1608939
Moterys -8,89 -9,83 0,24 1835223

3.2-3.6 pav. pavaizduotos priklausomybés nuo generuoty grandziy
skaiCiaus, gautos tiriant vyry duomenis, kai pasikliautinojo intervalo ilgis

nevirsija ¢ =0,2 (grafikai (a)) ir, kai nevirsija £ =0,1 (grafikai (b)).

1608030 1608030

1608938 1 1608938,
1608938 1 1608938,
I¥ 1608938 + IF 1608933, Nl'\’\ A, - A N
——— Joassss. | VVVV\NVWW WWWW
1608038 T 1608838
1608038 + U
1 10 0 X 4 50 6 70 80 S0 100 1608937,
1 10 20 30 4 50 60 TO B 90 100
k
i
() (b)
. . . . - k
3.2 pav. Puasono-Gauso modelio tikétinumo funkcija L

03 0.3
0,25 0,25
: M 02
of* 015 + ef* 0.15

0.1 1 0.1+
0,05 + 0,05
0 o

1 10 (1] o 40 50 &0 7O 80 o0 100 1 10 20 30 40 50 60 0 B0 o0 100
k k

(@) (b)

3.3 pav. Puasono-Gauso modelio pasikliautinojo intervalo ilgis cf
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3.4 pav. Puasono-Gauso modelio stabdymo statistika H
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3.5 pav. Puasono-Gauso modelio imties thris N
03 0.4 4
045 A=W D:[ﬁ \
4 M D:?;S ! M\w
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035 1 0.34
0,32
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3.6 pav. Puasono-Gauso modelio vyry suic ir hom koreliacijos jvertis r*

3.2 pav. pastebima, kad maziausia tikétinumo funkcijos reik§mé pasiekta
jau pirmose iteracijose. 3.3 pav. pavaizduotas pasikliautinojo intervalo ilgis
priklausomai nuo grandziy skaiciaus. I§ pateikty priklausomybiy matyti, jog

grandinés pradZzioje pasikliautinasis intervalas yra didelis, o po to sumaz¢ja iki

k
reikiamos reik§més (0,2 arba 0,1). Algoritmo stabdymo Kkriterijus H (3.4

s,p

pav. testas) maz¢ja tol, kol pasiekiama nutraukimo kritin¢ reikSme 1, ¢ia F, |
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yra Fiserio skirstinio su p=5 laisvés laipsniais 0,95-kvantilio reik§mé. 3.5
pav. pateikta imties tiirio, apskaiiuoto pagal (3.29) taisykle (pazymétas N
spéjamas), priklausomybé. Siame paveiksle pavaizduotas realus imties tiris
(pazymétas N realus) yra gautas nutraukus imties generavima taip, kad (3.24)
pasikliautinojo intervalo ilgis nevirSyty pasirinktos kritinés reikSmés &. 3.6
pav. pateiktas Puasono-Gauso modelio vyry suic ir hom koreliacijos jvertis.
Algoritmo stabdymo salygos (a) atveju patenkintos po k =16 iteracijy, 0
jei pasikliautinasis intervalas mazesnis, t. y. (b) atveju — po k =66 iteraciju.
Disertacijoje atliktas tyrimas siekiant palyginti sukurto MCMC algoritmo, Kkai
imties tiris reguliuojamas, efektyvuma su standartiniu algoritmu, kuriame
visose iteracijose imties thris yra fiksuojamas. 3.4 lentelé¢je pateikti
skai¢iavimy rezultatai, gauti kai Monte Karlo imties tiiris yra reguliuojamas
pagal (3.29) taisykle ir, kai Sis turis yra fiksuotas. Algoritmy efektyvumas
lyginamas pagal imties turi reikalinga uZdavinio konvergavimo salygoms

patenkinti.

3.4 lentelé. Puasono-Gauso modelio standartinio ir adaptuoto

MCMC algoritmy palyginimas

) ) Paskutiniosios
& Im¢éiy taris k . " « | Bendras N
iteracijos N

reguliuojamas 16 705 10 109
0,2

fiksuotas 23 700 16 100

reguliuojamas 66 1976 74 367
0,1

fiksuotas 70 2 000 140 000

Jeigu Monte-Karlo imties turis nebiity reguliuojamas pagal (3.29) taisykle
ir pasirinktas pavyzdziui N =2000, tai konvergavimas biity pasiektas tik po
k=70 iteraciju. Bendras Monte-Karlo im¢iy tiris, reikalingas sustojimo
salygoms patenkinti, (a) atveju yra 10 109, kai paskutiniojoje grandyje buvo
sugeneruota 705, (b) atveju tam reikia 74 367, kai paskutiniojoje grandyje
buvo sugeneruota 1 976 dydzio imtis. Jei buty taikytas Siam uzdaviniui

standartinis MCMC metodas su fiksuota imtimi, tai viso biity reikéje
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23-700=16100 (kitu atveju 70-2000=140000) Monte-Karlo bandymy
uzdaviniui iSspresti arba biity teke nutraukti skai¢iavimus anksiau ir
nepasiekus sprendiniy reikiamu tikslumu. Tokiu biudu adaptuotas MCMC

metodas leido beveik dvigubai sutrumpinti skai¢iavimy apimt;.

3.7. Skyriaus iSvados

Disertacijoje sudarytas adaptuotas MCMC algoritmas, skirtas keliy rety
ivykiy tikimybéms vertinti empiriniu Bajeso metodu. Algoritmas pasizymi
statistiniu stabdymo kriterijumi ir imties tirio reguliavimu. Pasiiilytas pradiniy
reikSmiy parinkimo biidas ir jvesta modifikuota tikétinumo funkcija, tuo
siekiant iSvengti jos labai mazy arba labai dideliy reik§miy. Taip pat, siekiant
iSvengti modelio singuliarumo, Monte-Karlo grandys yra sustabdomos, jei
logit transformacijos kovariacijos matricos apibréztumo santykis virsija kriting
reikSmg (disertacijoje pasirinkta kritiné reikSmé lygi 10). Atlikus skai¢iavimus,
gaunami modelio nezinomy parametry ir tikimybiy atskirose populiacijose
iverciai. Sudarytas algoritmas buvo pritaikytas 2003 m. Lietuvos savizudybiy
ir nuzudymy skai¢iaus duomeny analizei. Sio algoritmo palyginimas su
standartiniu fiksuotos imties MCMC algoritmu parodé, kad jis leidzia gauti
rety jvykiy tikimybiy Bajeso jverCius reikiamu tikslumu per mazesnj grandziy
skai¢iy. Atliktas eksperimentas parodo, kad adaptuotas MCMC metodas leido
beveik dvigubai sutrumpinti skai¢iavimus. Sudarytas algoritmas gali biti

taikomas ir kitokiy socialiniy bei medicininiy duomeny analizei.
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4 skyrius. STABILIOJO SIMETRINIO VEKTORIAUS
SKIRSTINIO PARAMETRU VERTINIMAS

4.1. Ivadas

Normalusis skirstinys yra vienas placiausiai naudojamy skirstiniy
matematingje statistikoje, daznai taikomas verslo ir ekonomikos duomeny
analizei. Taciau finansiniai duomenys neretai pasizymi asimetrija, ekscesu ir
dideliais nuokrypiais, todél normalusis skirstinys ne visuomet tinkamas —
pavyzdziui, akcijy graza ar rizikos faktoriai gali nebiti pasiskirste pagal
normalyji skirstinj (Kabasinskas ir kt., 2009; Belovas ir kt., 2006). Todél
normalieji skirstiniai keic¢iami bendresniais — stabiliaisiais modeliais, kurie vis
placiau taikomi verslo, draudimo, finansiniy rinky modeliavimui (Rachev ir
Mittnik, 2000; Kabasinskas ir kt., 2012; Sakalauskas ir kt., 2013, 2014). Taciau
ju taikyma praktikoje riboja tai, jog stabiliyju skirstiniy pasiskirstymo bei
tankio funkcijos negali buti iSreiSkiamos per elementarigsias funkcijas,

iSskyrus keleta atskiry atveju, pvz., Kosi ir Levi désniai. Taip pat stabiliyjy

skirstiniy tankio funkcijos, kai a:§ ir B=-1, gali bati iSreiSkiamos

modifikuota Beselio funkcija K, (x), o kai « :g, a :E — Vitakerio funkcija
3

W, , (x) arba hipergeometrines funkcijas (Janicki ir Weron, 1993; Rachev ir

N | =
o

Mittnik, 2000; Belovas ir kt., 2006). Beje, stabilieji skirstiniai neturi baigtinés
dispersijos (iSskyrus normalyji atveji, kai stabilumo parametras o =2).
Daugiamaciy stabiliyju désniy parametry vertinimas statistiniais metodais ir
iSkilusios su tuo problemos aptariami $iuose moksliniuose darbuose: Press
(1972), Rachev ir Xin (1993), Cheng ir Rachev (1995), Nikias ir Shao (1995),
Ravishanker ir Qiou (1999), Nolan (2001), Nolan ir kt. (2001). Siame skyriuje
nagrin¢jamas stabiliojo simetrinio vektoriaus, iSreiSkiamo per atsitikting

vektoriy, pasiskirsCiusi pagal normalyji skirstini, ir o -stabiliuosius dydzius,
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skirstinio parametry vertinimas didziausio tikétinumo metodu, taikant MCMC
algoritma. Sio skyriaus rezultatai buvo publikuoti moksliniuose darbuose
(Sakalauskas ir kt., 2013, 2014; Sakalauskas ir Vaiciulyté, 2014; Vaiciulyté ir
Sakalauskas, 2014).

Disertacijoje naudojama Zolotariovo stabiliojo skirstinio tankio iSraiska
(BomorapeB, 1983). Atsitiktinis dydis X pasiskirstes pagal stabilyji désni
S, (0', B, y), jei jo charakteringoji funkcija:

(1)
(2)

(1) exp{—|a~49|a(1—i,b’sgn(9)tan(%)j+iue}, jeigu @ € (0;1) U (1;2], (4.1)

o

(2) exp{— o6 (1+ 25 In|6)| sgn(&)) + i,ué’}, jeigu a =1,
T

CialfeRir
1, jei >0,
sgn(@) =< 0, jei =0,
-1, jei €<0.

Vienmatis (4.1) atsitiktinis stabilusis dydis yra apraSomas keturiais

parametrais: stabilumo « e (0;2], asimetrijos ge[-11], mastelio o >0,

poslinkio z e R*'. Stabilumo indeksas « yra esminis modeliuojant finansines

sekas, 0 mastelio (sklaidos) parametras o stabiliuoju atveju gali biiti taikomas
rizikai matuoti. Atsitiktiniai dydZiai, kurie yra stabilis fiksuoto skaiCiaus
atsitiktiniy démeny sudéties atzvilgiu, vadinami ¢ -stabiliaisiais.

Vienmaciu atveju yra Zinoma, kad
S=S,-S,,
cia
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S, — stabilusis atsitiktinis dydis, kurio asimetrijos parametras =1, o
formos parametras «, <1;

S, — kitas stabilusis atsitiktinis dydis, kurio asimetrijos parametras 5 =0,
o0 formos parametras «, ;

S — stabilusis atsitiktinis dydis, kurio asimetrijos parametras =0, 0
formos parametras o =¢, -«, (Rachev ir Mittnik, 1993; Ravishanker ir Qiou,

1999).
Taikant §i biida paprastai parenkama, kad S, bty atsitiktinis dydis,

pasiskirstgs pagal normalyji désni, t. . alzg ir a,=2. Atsitiktinis

stabilusis dydis, kai «, <1, 0 =1, yra vadinamas subordinatoriumi ir jis

visada jgyja tik teigiamas reikSmes (Rachev ir Mittnik, 1993; Ravishanker ir
Qiou, 1999). Pritaikius §i metoda daugiamaciu atveju gaunamas Su
priklausomomis komponentémis  atsitiktinis  vektorius, kuriuo galima
modeliuoti duomenis su didelémis dideliy reikSmiy tikimybémis (Nolan, 2007;
Sakalauskas ir Vaiciulyté, 2014).

Taikant §1 metoda galima gauti daugiamat] stabilyji simetrini vektoriy

(Rachev ir Mittnik, 1993; Ravishanker ir Qiou, 1999):

X:,u+\/S—1-SZ, (4.2)

cia
S, — subordinatorius su parametru o ,
s, — atsitiktinis vektorius, pasiskirstes pagal normalyji désni N(0,Q2),

4 — atsitiktinis vidurkio vektorius.
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4.2. Didziausio tikétinumo metodu gaunami jvertiniai

Disertacijoje nagrinéjamas stabilaus atsitiktinio dydzio apibendrinimas
daugiamaciu atveju. (4.2) stabilyji vektoriy apibiidina parametrai: stabilumo
indeksas ¢, vidurkio vektorius u ir kovariacijy matrica Q. Siame skyrelyje
nagrinéjamas §iy parametry vertinimas didziausio tikétinumo metodu (zr. 1.5.1
skyrel}).

Tegul X :(Xl, X?,.., XK) yra nepriklausomy d -madiy stabiliyjy
vektoriy imtis. Sios imties tikétinumo funkcija uZzrasoma taip (Ravishanker ir
Qiou, 1999):

K
a j B
T T )
oy W |
x‘t“ gyi )% - 3;1 dy,ds;,
i S.2

Ivedus keitinj

logaritming¢ tikétinumo funkcija yra:
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L(X,1,Q,a)= %In|Q| - i In(ﬁ B(x Y Zi,y,Q,a)- expi-z, }dyidziJ , (4.3)

i=1

2-a 2-a

2-ad
2

Q‘l(Xi —,u) A

2-ta(yi) '\/@.ta(yi)g .

B(X‘,yi,zi,y,Q,a):exp _4

Norint rasti daugiamacio ¢« -stabilaus désnio parametry u, Q jvercius

didziausio tikétinumo metodu, reikia iSspresti Sia lygciu sistema (zr. 1.5.1

skyrelj):
oL(X, 1,0 a)__iaf(xi,u,g,a)_ 1 o
ou & ou f(Xi,,u,Q,a)_ ’
aL(x,y,Q,a)__iaf(xi,y,g,a)_ 1 o
QG oQ f(X'0,Qa)

Pagal fiksuoto taSko metoda parametry jverciai gaunami i$ lygciy:

K Xi
>
fi= g (4.4)
2
Q:%g(xuﬂ)(?‘—ﬂfg, (45)
Cia
2—-a
A 2l za .
g(X,,&,Q,a)z [ : B(X Y, z,,[z,Q,a)-exp{— z}dydz, (4.6)
Oota(y)
o 1
f(x,[z,fz,a)z Il B(X .2, 04,0, a)-exp{— z}dydz . (4.7)
00
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Monte-Karlo metodu apskaiciavus (4.6), (4.7) integralus (zr. 1.6 skyrelj),
galima taikyti EM algoritma (4.4), (4.5) lygtims iSspresti (Zr. 1.5 skyreli).

Vertinant parametra « galima naudoti tokj pat metoda kaip ir antrame
skyriuje: rasti tikétinumo funkcijos integralini pavidala, priklausant; nuo
formos parametro, tada diferencijuojant pagal ta parametra gauti lygtis, kurios
analogiskos (2.4) ir (2.6) lygtims. Bet Siame skyriuje remiamasi tuo, jog, esant
fiksuotiems 1, QQ, formos parametro jvertj galima gauti, sprendziant vieno
kintamojo minimizavimo uZdavinj. Sis baidas detaliau aptariamas kitame

skyrelyje.
4.3. Markovo grandinés Monte-Karlo algoritmas

Daugiamacio stabiliojo simetrinio vektoriaus parametry jvertiniams gauti
gali buti pritaikomas EM algoritmas, apskaic¢iuojant Monte-Karlo metodu
(4.3), (4.6), (4.7) integralus, jeinancius | jvertiniy iSraiSkas.

° ir sugeneruota

Tegul parinktos kurios nors pradinés reik§més 1°, Q°, o
k Markovo grandziy bei kiekvienoje grandyje apskaiGiuoti jverciai

1, QF o Tegu

Y, ~U(0,1),

Z;~ —In(YJ. ) 4.8

gia j=1 2,...,N, N — yra Monte-Karlo imties tiris k-toje grandyje.

Apskai¢iuojamos sumos:

k

Pik:ﬁle(xi’Yj’ij“k’Qk’ak)’ (4.9)
i :ﬁ (B(X',Y;,Z;, 4, e, (4.10)
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Vi = 1 NT_) B(X',Y,,Z,, 15, Q" a"), (4.11)
2—ak 2

k l N a i k k k

W = ; t (Y) (X 1Yj’zjuu 59 ,CZ) ) (412)

kurios reikalingos jvertiniams apskaic¢iuoti Kitoje iteracijoje pagal (4.4) ir (4.5)
bei EM algoritma:

‘leJrl — i 1K . i ’ (4.13)
5.

i=1 I

Qk+1:%i(xi_ﬂkxxi_ﬂk)T;, (4.14)

Tada logaritminés tikétinumo funkcijos Monte-Karlo jvertinys yra:

L :—iln(Pik). (4.15)

Tikétinumo funkcijos 95% pasikliautinasis intervalas (zr. (1.21)):

PP* <, Pp*

k 2 k < i k_'_i kN0
{L _W\/N ;W K,L N\/N iZl:(Pik)z K]. (4.16)

Parametro o reik§mé gaunama sprendziant (4.15) tikétinumo funkcijos
vienmacio minimizavimo pagal o uzdavini. Siam vienmaé¢iam minimizavimo
uzdaviniui i§spresti buvo taikomas aukso pjavio metodas (Ciegis, Bida, 1997).

Monte-Karlo Markovo grandinés generuojamos pagal (4.13), (4.14)

formules tol, kol pasiekiamas norimo tikslumo (4.16) pasikliautinasis
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intervalas ir statistiné hipotezé apie (4.4), (4.5) lygybes neatmetama. Pastarajai

hipotezei tikrinti naudojamas kriterijus (Anderson, 1958; zr. 1.7.2 skyrelj):

Hk:—K X
1& WS
K.Zﬂ: pk)2

—

‘Qkﬂ d
x| —1In W+ (ﬂk+l —/Jk)T _(Qk+l)—1 '(/Jk+1 _ﬂk)+Z(Qk+l '(Qk)_l)i,i _dJ

Gerai zinoma, kad imties turiui didéjant, (4.17) stabdymo Kkriterijaus
skirstinys artéja { y, skirstinj su p= %d(d +3) laisvés laipsniais (Krishnaiah,

1984). Todél stabdymo statistiné hipotezé pagal (4.17) kriterijy yra atmetama,

jei
H* > Y (4.18)

gia W;, — yra y. skirstinio kvantilis, § — pasikliovimo lygmuo. Jei §i

hipotezé yra neatmetama ir (4.16) pasikliautinojo intervalo ilgis tampa
mazesnis uz pasirinkta reikSm¢ &, &£>0, tai Monte-Karlo grandinés
generavima galima nutraukti ir priimti paskutingje iteracijoje gautus ivercius.

Jei nors viena stabdymo salyga néra tenkinama, generuojama nauja
Monte-Karlo imtis. Imties tiir; galima reguliuoti pagal taisykle (Sakalauskas,
2000):

Nk
N > o ¥, ., (4.19)
Gia atskiru atveju v gali sutapti su &. Sios taisyklés taikymas leidZzia
racionaliai parinkti Monte-Karlo im¢iy tarj Markovo grandinéje ir kartu
uztikrina (4.13) ir (4.14) sekuy konvergavima i (4.3) tikétinumo funkcijos
minimuma su tikimybe 1 (Sakalauskas, 2000).
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Nagrinéjamo uzdavinio sprendimo algoritmas pateiktas 4.1 lenteléje.

4.1 lentelé. Stabiliojo vektoriaus MCMC metodo tyrimo

statistinio modeliavimo algoritmas

Stabiliojo simetrinio vektoriaus skirstinio parametry vertinimo algoritmas

Tikslas: stabiliojo vektoriaus skirstinio parametry jvertinimas MCMC
metodu.

léjimo parametrai: stabilumo indeksas «°, vidurkio vektorius ° ir

kovariacijy matrica Q°, stebiniy skai¢ius K, pradinis minimalus ir

maksimalus Markovo grandies Monte-Karlo imties tiriai N°, N N

min? max !
maksimalus grandziy skaicius K.

Iséjimo parametrai: logaritminés tikétinumo funkcijos L bei skirstinio
parametry «,u, Q  iverCiy sekos, kiekvienos grandies pasikliautinojo

intervalo ilgis cf, stabdymo statistika H ir imties tris N.
1 Zingsnis.  Priskiriamos pradinés parametry reikSmeés
2 zingsnis. Apibréziama logaritminé tikétinumo funkcija (4.3)
3 zingsnis.  Sugeneruojami atsitiktiniai vektoriai (4.8)
4 Zingsnis. SprendZiamas vienmatis minimizavimo uzdavinys parametro
o verciul ir minimaliai tikétinumo funkcijos reikSmei rasti.
5 zingsnis.  for iteraciju skaicius iter kinta nuo 1 iki k
6 zZingsnis. Ciklo kintamajam n priskiriamas 1
7 Zingsnis. (4.16) pasikliautinojo intervalo ilgiui cf priskiriamas 1
8 zingsnis.  while N< N (arba N< N ir cf > ¢)
9 zingsnis. Sugeneruojami atsitiktiniai vektoriai Y ir Z (4.8)
10 zZingsnis. for i kinta nuo 1 iki K
11 Zingsnis. Apskai¢iuojamos sumos (4.9) — (4.12)
12 zingsnis.  Apskai¢iuojamas (4.16) pasikliautinojo intervalo
ilgis cf

13 zingsnis.  Kintamajam n priskiriama n+1 reikSmé ir ciklas

while vél kartojamas (8 Zingsnis)
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Stabiliojo simetrinio vektoriaus skirstinio parametry vertinimo algoritmas

14 zingsnis.  Gaunami parametry jverciai (4.13)—(4.14)

15 zingsnis.  Tikrinama stabdymo statistika (4.18)

16 zingsnis.  Ivedamas imties ttrio reguliavimas (4.19)

17 zingsnis.  Pradiniam artiniui  priskiriami gauti Monte-Karlo
[verciai

18 Zingsnis. Sudaromas masyvas duomenims iSvesti ir toliau

tesiamas iteracijy ciklas (5 Zingsnis)

4.4. Kompiuterinis modeliavimas
1. Eksperimentas. Modeliuoti duomenys

Algoritmo elgsenos tyrimui buvo atlikti eksperimentai su parinktais
pradiniais duomenimis ir realiais duomenimis. Pirmame eksperimente buvo
sugeneruota K =50 dvimaciy atsitiktiniy vektoriy su S$iais pradiniais

duomenimis:

1
d=2, =125, u= , Q= 367086 .
2 086 255

Toliau buvo sugeneruota pagal (4.13), (4.14), (4.19) iSraiskas k =50

Markovo Monte-Karlo grandziy, paémus pradines reikSmes:

=114 O°=09-Q.

Siekiant iSvengti labai mazy arba labai dideliy imties tiirio reik§miy, buvo
taikoma riba N*>500, ir generavimas buvo nutraukiamas, kai (4.3)
tikétinumo funkcijos (4.16) pasikliautinojo intervalo ilgis tapdavo mazesnis uz
pasirinkta reik§me¢ &=0,5. Stabdymo taisyklés pasiektos po k =3 iteraciju.

Gauti Sie jverciai:
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0,90 5,26 2,45
a=097, u= : Q= )
2,32 2,45 3,88

L=23242, H =0,46.

4.1 pav. pavaizduotos priklausomybés nuo generuoty grandziy skaiciaus,

kai pasikliautinojo intervalo ilgis nevirsija £ =0,5.

Tikétinumo funkcija Stabdymo statistika
238
236 10
234 1 4 . —1testas
232 4

IF ;;D HE — kiting reikéme
4357 0,1 ~
' \ N~ N~

228 oo AN AMAAA
226 1 1 w v vv Al v v v
224 4 . . 0,001

10 20 30 10 50 10 20 30 40 50

k k
Pasikliautinojo intervalo il gis Imties tiris
11 - 10000000 - A
1 \ 1000000 o e NSNS e
08 100000 el
0% - 10000
- Tk ]
¢ 07 \ N 1000+

3:§ 100 =——Nrealus
I 10
04 1 — N spéjamas
03 ! ! .

10 20 30 40 50 10 20 30 40 50

k k

Parametro @ vertis

i \d
& 09 /J

4.1 pav. Skaitinio eksperimento « -stabiliojo désnio vertinimo MCMC

algoritmu charakteristikos

Stabdymo statistikos testas parodo (4.17) stabdymo statistikos kitimo
priklausomybe, &ia kritiné reikimé yra ., skirstinio su p=5 laisves
laipsniais 0,999-kvantilio reiksmée. Pateiktame imties tiirio, reguliuojamo pagal
(4.19) taisykle (pazymétas N spéjamas), grafike pavaizduotas N realus

apskaiCiuotas taip, kad (4.16) pasikliautinojo intervalo ilgis nevirSyty
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pasirinktos kritinés reik§més. Sios priklausomybés iliustruoja sudaryto

algoritmo konvergavima i (4.3) uzdavinio sprendin.

2. Eksperimentas. Trijy jmoniy finansiniai duomenys

Disertacijoje sudarytas algoritmas istestuotas su triju telekomunikaciniy
imoniy AT&T, BellSouth ir CenturyLink akcijy duomenimis nuo 2012-01-20
iki  2012-04-01 paimtais i§ http://finance.yahoo.com/ (Vaiciulyté ir
Sakalauskas, 2014).

Nagrinéjama K =50 trimaciu vektoriy su $iais pradiniais duomenimis:

30,609 0,58 0,089 0,689
d=3 a=125 u=|25266, Q=|0,089 014 0174].
28,154 0,689 0174 1,246

Pasinaudojus aprasytu « -stabiliojo désnio MCMC algoritmu sugeneruota
k =50 Markovo Monte-Karlo grandziy.

4.2-4.6 pav. pavaizduotos priklausomybés nuo generuoty grandziy
skaiCiaus, kai pasikliautinojo intervalo ilgis nevirSija £=0,2. Tikétinumo
funkcija (4.2 pav.) mazéja tol, kol pasiekiama didziausio tikétinumo uzdavinio
sprendiniy zona. 4.3 pav. pavaizduota stabdymo statistikos kritiné reiksmé yra
2, skirstinio su p=9 laisvés laipsniais 0,999-kvantilio reik§mé (lygi 27,88).
44 pav. N realus yra gautas nutraukus imties generavima taip, kad
pasikliautinojo intervalo ilgis nevir§ytu pasirinktos kritinés reikSmés & =0,2.
N spéjamas imties tiris, apskaiCiuotas pagal (4.19) taisykle. Siekiant iSvengti
labai mazy arba labai dideliy imties ttrio reikSmiy, buvo taikoma riba
N* >500 ir algoritmo stabdymo salygos patenkintos po k =28 iteraciju.

Gauti Sie jverciai:
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30,676 0,226 0,037 0,273
o =1,538, M =|25265| Q=0037 0,049 0,072,
38,154 0,273 0,072 0,449

L=-2,42, H =12,929844.

10000000 I
200 1000000
250 100000 ]lh\ —testas

200 10000 v — kritiné reikdmé
150 1000
I* HY
100 1o
r
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3 r \./V""V A
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T

i 1 2 30 40 30 - 1 10 2 30 10 50
k k
4.2 pav. Tikétinumo funkcija L 4.3 pav. Stabdymo statistika H*

1000000 N S
——Nrealus f\ \ I\

100000

40 50 1 10 20 30 40 30
k k

4.4 pav. Pasikliautinojo intervalo

I ‘ 4.5 pav. Imties tiiris N*
ilgis cf

k

4.6 pav. ¢ -stabiliojo désnio parametro « ivertis

4.2 lenteléje pateiktas fiksuotas ir pagal (4.19) taisykle reguliuojamas
Monte Karlo imties tiiris reikalingas algoritmo stabdymo salygoms patenkinti,

kai pasikliautinojo intervalo ilgis lygus £ =0,2 ir ¢ =0,1. Jeigu Monte-Karlo
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imties tiiris buty pasirinktas fiksuotas, tai konvergavimas biity pasiektas po
k =29 iteraciju. Bendras adaptuoto MCMC algoritmo Monte-Karlo iméiy
taris, reikalingas sustojimo salygoms patenkinti, yra 32 346, kai paskutiniojoje
grandyje buvo sugeneruota 1 646 dydzio imtis. Taikant Siam uzdaviniui
standartini MCMC metoda su fiksuota imtimi, tai 1§ viso bity reikéje

29-2000=58000 Monte-Karlo bandymu uzdaviniui iS§spresti arba buity teke

nutraukti skaiiavimus ankséiau, t. y. dar nepasiekus sprendiniy reikiamu

tikslumu.

4.2 lentelé. 3-macio stabiliojo vektoriaus standartinio ir

adaptuoto MCMC algoritmy palyginimas

) i Paskutiniosios
& Im¢éiy taris k . . « | Bendras N
iteracijos N

reguliuojamas 28 1646 32 346
0,2

fiksuotas 29 2 000 58 000

reguliuojamas 28 6478 88 004
0,1

fiksuotas 30 7 000 210000

Jeigu Monte-Karlo imties tiiris nebiity reguliuojamas pagal (4.19) taisykle
ir pasirinktas lygus N =7000, kai ¢£=0,1, tai konvergavimas biity pasiektas po
k =30 iteraciju. Tokiu atveju i$ viso biity reikéje 30-7 000= 210000 Monte-
Karlo bandymu uzdaviniui iSspresti. Taikant adaptuota MCMC metoda,
bendras Monte-Karlo im¢iy turis, reikalingas sustojimo salygoms patenkinti,
yra 88 004, kai paskutiniojoje grandyje buvo sugeneruota 6 478 dydzio imtis.
Tokiu btudu adaptuotas MCMC metodas leido dvigubai sutrumpinti

skai¢iavimus.
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3. Eksperimentas.

Penkiy jmoniy finansiniai duomenys

Analogiskai atliktas tyrimas ir su 5 imoniy akcijy kainomis: AT&T,
BellSouth, CenturyLink, CBS ir Sprint (Vaiciulyté, Sakalauskas, 2014).

Sudarytu adaptuotu ¢ -stabiliojo désnio MCMC algoritmu nagriné¢jamos

K =50 tiario vektoriy imtys dviem atvejais:

(a) kai pasikliautinojo intervalo ilgis nevir§ija £ =0,2;

(b) kai pasikliautinojo intervalo ilgis nevirsija ¢ =0,1.

Algoritmo stabdymo salygos (a) atveju patenkintos po k =12 iteraciju, o

jei pasikliautinasis intervalas mazesnis, t. y. (b) atveju — po k = 23 iteracijy.

4.7-4.11 pav. pavaizduotos priklausomybés nuo sugeneruoty k =100

Markovo grandziy skai¢iaus (@) atveju ir imties tiiriui taikoma riba N* >500.
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200

4.7 pav. Tikétinumo funkcija L*
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1 10 20 30 40 30 &0 0 30 90 100

k

4.11 pav. «-stabiliojo désnio parametro ¢ jvertis

4.3 lentel¢je pateiktas fiksuotas ir pagal (4.19) taisykle reguliuojamas
Monte Karlo imties tiiris reikalingas algoritmo stabdymo salygoms patenkinti.
Jeigu Monte-Karlo imties taris nebiity reguliuojamas pagal (4.19) taisykle ir
pasirinktas lygus N =3000, kai ¢£=0,2, arba N =12000, kai £=01, tai
konvergavimas biity pasiektas po k =19 iteraciju. Bendras Monte-Karlo im¢iy
turis, reikalingas sustojimo salygoms patenkinti, (a) atveju yra 16 904, kai
paskutiniojoje grandyje buvo sugeneruota 2 519, (b) atveju tam reikia 156 567,
kai paskutiniojoje grandyje buvo sugeneruota 11 724 dydzio imtis. Taikant
Siam uzdaviniui standartini MCMC metoda su fiksuota imtimi, tai i$ viso biity
reikéje 19-3000=57000 ir kitu atveju 19-12000=228000 Monte-Karlo
bandymuy uZdaviniui iSspresti arba biity teke nutraukti skaiciavimus anksciau,
dar nepasiekus sprendiniy reikiamu tikslumu. Pastebima, kad adaptuotas

MCMC algoritmas leido 1,5-3 kartus sutrumpinti skai¢iavimus.

4.3 lentelé. 5-macio stabiliojo vektoriaus standartinio ir

adaptuoto MCMC algoritmy palyginimas

) ) Paskutiniosios
& Iméiy taris k . , « | Bendras N
iteracijos N

reguliuojamas 12 2519 16 904
0,2

fiksuotas 19 3000 57 000

reguliuojamas 23 11724 156 567
0,1

fiksuotas 19 12 000 228 000
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4.5. Skyriaus iSvados

Skirstiniy, susijusiy su ¢ -Stabiliaisiais, tarp ju tokiy kaip daugiamaciais
stabiliaisiais simetriniais skirstiniais, tyrimai yra $iuo metu aktualiis, kadangi
jie daznai pasitaiko analizuojant verslo bei finansy duomenis ir informacinius
srautus kompiuteriy tinkluose. Disertacijoje sudarytas statistinis stabiliyju
simetriniy vektoriy adaptuotas MCMC tyrimo algoritmas, kuris leidzia jvertinti
Siy vektoriy skirstiniy parametrus, pasinaudojant didZiausio tikétinumo
metodu. «-stabiliojo désnio parametry jvertinimo MCMC algoritmas
stabdomas pagal statistini kriterijy, imties tairis yra reguliuojamas. Sukurtas
algoritmas iStirtas telekomunikaciniy bendroviy akciju duomenimis nuo 2012-
01-20 iki 2012-04-01. Sio algoritmo palyginimas su standartiniu fiksuotos
imties MCMC algoritmu parodé¢, kad jis leidzia gauti «-Stabiliojo désnio
ivertinius reikiamu tikslumu per mazesnj grandziy skai¢iy. Atlikto testo atveju
adaptuotas MCMC algoritmas leido mazdaug du kartus sumazinti skaic¢iavimo

apimti.
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REZULTATAI IR ISVADOS

1. Disertacijoje sudaryti ir istirti Markovo grandinés Monte-Karlo adaptavimo
metodai.

2. Pasitlytos taisyklés Monte-Karlo imciy tirio reguliavimui Markovo
grandyse, jvertiniy tikslumo vertinimui ir Markovo proceso grandinés
stabdymui.

3. Sudarytas algoritmas asimetrinio t skirstinio parametrams vertinti adaptuotu
MCMC metodu. Parodyta, kad S$is metodas realizuoja logaritminés
tikétinumo funkcijos stochasting gradienting paieSka, vykdant ja EM
algoritmu. Atlikti eksperimentai su Australijos sportininkiy duomenimis ir
sveikatos industrijai priklausan¢iy jmoniy finansiniais duomenimis
patvirtino, kad metodo skaitinés savybés atitinka teorini modelj. Algoritmas
gali baiti pritaikytas stochastinio pobiidzio sistemy tyrimui MCMC metodu.

4. Sukonstruotas adaptuotas MCMC algoritmas, skirtas keliy rety jvykiuy
tikimybéms vertinti empiriniu Bajeso metodu. Pasiiilytas pradiniy reik§miy
parinkimo biidas daugiamaciam Puasono-Gauso modeliui. [vesta
modifikuota tikétinumo funkcija, siekiant iSvengti jos labai mazy arba labai
dideliy reik§miy. Sukurtas modelis pritaikytas socialiniy duomeny analizei.

5. Sukonstruotas statistinis stabiliyjuy simetriniy vektoriy skirstiniy parametry
tyrimo adaptuotas MCMC algoritmas. Sis algoritmas pritaikytas
telekomunikaciniy bendroviy akciju duomeny modeliui sudaryti. Sudarytas
modelis gali biiti taikomas akciju rinky duomeny analizei.

6. ISnagrinétos MCMC metodo asimetrinio t skirstinio, Puasono-Gauso modelio
ir stabiliojo désnio parametry vertinimo skaitmeninimo problemos, kurios yra
budingos daugeliui MCMC metodo taikymo uzdaviniy. Tokiu biidu gauti
rezultatai gali biiti sekmingai pritaikyti ir kitiems statistikos uzdaviniams
spresti adaptuotu MCMC metodu.

7. Statistinio modeliavimo biidu iStirtas MCMC algoritmy efektyvumas. Atlikti
algoritmy elgsenos tyrimai parode, kad adaptuotas MCMC algoritmas leidzia
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gauti nagrin¢jamy skirstiniy parametry jvertinius per mazesni grandziy

skaiCiy ir mazdaug du kartus sumazinti skaiciavimy apimtj.
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PRIEDAI
1 Priedas. Asimetrinio t skirstinio tankio funkcija

Pasinaudojant gama funkcija

I'(z)= TtH -e’'dt
0
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2 Priedas. Asimetrinio t skirstinio tankio funkcijos iSvestinés parametry

atzvilgiu
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(Petersen ir Pedersen, 2006). Kadangi
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3 Priedas. Sugeneruota dvimaciy atsitiktiniy vektoriy imtis

X, | 1,502 | 1,029 | 3,181 | 1,125| -2,059 | 2,013 | 1,811 | 1,254 | 0477 | 1,052
X, | 0184 | 2,114 | 4,022 | 3,354 | 1,051 | 2,329 | 4,832 | 2,214 | 2,339 | 3,356
0528 | 1522 | 0498 -0,112| 3134 | 0158 | 4501 | 1,043| 2,346 | 1,475
1,338 | 3252 | 3002 3731| 3,164| 3540 | -0368| 2,526 | 5603 | 1,489
2,487 | 1,927 | 2,707 | 1425| 2,030 | 1,460| 1,452| 1,076| 2330| 1,485
1,405 | 4982 | 0698 2501| 2575| 2458| 2579 | 2978 | 1,684 | 1,551
3251 | 3251 | 0935| 2839| 1924| 2349| 2682| 1,247| 0875| 2,238
3,338 | 3,559 | 3426| 2984 2279 2691| 1,516 | 3,531 | 2,660 | 2,340
1,128 | 0,904 | 3662 | 07360| 1,647| 0580 | 0,765| 1,222 | 1,409 | 1,448
4500 | 3,191 | 4395| 2179 | 1928 | 1365| 2870| 2507 | 1,633 | 3,421
2,079 | 0878 | 2,357 | 3,408| 2946 | 2040| 1,764| 0812| 0,825]| 1,725
2,680 | 2,498 | 2834 3176 | 1951 | 3474| 2168| 2,199 | 1,693 | -1,401
0339 | 1,778 | 1,202 | 3.844| 07214| 1130| 3,732 | 2,815| -0449 | 2,328
2,335 | 2499 | 2159 | 4583 | 3814 2412| 5489 | 2971 | 2,558| 0,182
0469 | 1,792 | 3566 | 1841 -0317| 0928 | 0493 | 3470 | 1,474| 2,184
3421 | 4242 ] 3051| 5823| 3962 4084| 2629| 0558| 2,199 | 3,582
2,341 | 1,836 | 1533| 1533| 1979 | 1774| 1,379| 1,323| 0978| 1,69
3247 | 1,901 | 1,961 | 1,856 | 27349 | 3,065| 1,913 | 0594 | 1,493 | 2,389
1,273 | 1605| 0376 | 2047 | 1,838| 0876| 2,006| 3408| 1,036| 1,350
2,363 | 2,996 | 2594 | 2931 2152 -1,316 | 2,589 | 4,913 | 2,810 3,960
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4 Priedas. Australijos sportininkiy duomenys

Kiano Kiano Liesa _ Kino Kiano Liesa _

e | masés riebaly ktino Ugis Nr | masés riebaly ktino Ugis

indeksas masé masé (Ht) indeksas masé masé (Ht)

(BMI) | (Bfat)% | (LBM) (BMI) | (Bfat)% | (LBM)
1 20,56 19,75 63,32 195,9 30 20,81 21,47 52,78 179,7
2 20,67 21,3 58,55 189,7 31 20,17 20,12 52,72 180,9
3 21,86 19,88 55,36 177,8 32 23,06 17,51 61,29 179,5
4 21,88 23,66 57,18 185 33 24,4 23,7 59,59 178,9
5 18,96 17,64 53,2 184.,6 34 23,97 22,39 61,7 182,1
6 21,04 15,58 53,77 174 35 22,62 20,43 62,46 186,3
7 21,69 19,99 60,17 186,2 36 19,16 11,29 53,14 176,8
8 20,62 22,43 48,33 173,8 37 21,15 25,26 47,09 172,6
9 22,64 17,95 54,57 1714 38 214 19,39 53,44 176
10 19,44 15,07 53,42 179,9 39 21,03 19,63 48,78 169,9
11 25,75 28,83 68,53 193,4 40 21,77 23,11 56,05 183
12 21,2 18,08 61,85 188,7 41 21,38 16,86 56,45 178,2
13 22,03 23,3 48,32 169,1 42 21,47 21,32 53,11 177,3
14 25,44 17,71 66,24 1779 43 24,45 26,57 54,41 174,1
15 22,63 18,77 57,92 177,5 44 22,63 17,93 55,97 173,6
16 21,86 19,83 56,52 179,6 45 22,8 24,97 51,62 173,7
17 22,27 25,16 54,78 181,3 46 23,58 22,62 58,27 178,7
18 21,27 18,04 56,31 179,7 47 20,06 15,01 57,28 183,3
19 23,47 21,79 62,96 185,2 48 23,01 18,14 57,3 1744
20 23,19 22,25 56,68 177,3 49 24,64 26,78 54,18 173,3
21 23,17 16,25 62,39 179,3 50 18,26 17,22 42,96 168,6
22 24,54 16,38 63,05 175,3 51 24,47 26,5 54,46 174
23 22,96 19,35 56,05 174 52 23,99 23,01 57,2 176
24 19,76 19,2 53,65 183,3 53 26,24 30,1 54,38 172,2
25 23,36 17,89 65,45 184,7 54 20,04 13,93 57,58 182,7
26 22,67 12,2 64,62 180,2 55 25,72 26,65 61,46 180,5
27 24,24 23,7 60,05 180,2 56 25,64 35,52 53,46 179,8
28 24,21 24,69 56,48 176 57 19,87 15,59 54,11 179,6
29 20,46 16,58 41,54 156 58 23,35 19,61 55,35 171,7
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Kiano Kiano Liesa _ Kino Kiano Liesa _
e | maseés riebaly kiino Ugis Nr | masés riebaly ktino Ugis
indeksas masé masé (Ht) indeksas masé masé (Ht)
(BMI) | (Bfat)% | (LBM) (BMI) | (Bfat)% | (LBM)
59 22,42 14,52 55,39 170 90 25,36 20,86 56,58 167,9
60 20,42 11,47 52,23 170 91 22,12 19,64 56,01 177,5
61 22,13 17,71 59,33 180,5 92 21,25 17,07 46,52 162,5
62 25,17 18,48 61,63 173,3 93 20,53 15,31 51,75 172,5
63 23,72 11,22 63,39 173,5 94 17,06 11,07 42,15 166,7
64 21,28 13,61 60,22 181 95 18,29 12,92 48,76 175
65 20,87 12,78 55,73 175 96 18,37 8,45 41,93 157,9
66 19 11,85 48,57 170,3 97 18,93 10,16 42,95 158,9
67 22,04 13,35 51,99 165 98 17,79 12,55 38,3 156,9
68 20,12 11,77 51,17 169,8 99 17,05 91 34,36 148,9
69 21,35 11,07 57,54 174,1 100 | 20,31 13,46 39,03 149
70 28,57 21,3 68,86 175
71 26,95 20,1 63,04 171,1
72 28,13 24,88 63,03 172,7
73 26,85 19,26 66,85 175,6
74 25,27 19,51 59,89 171,6
75 31,93 23,01 72,98 172,3
76 16,75 8,07 45,23 171,4
77 19,54 11,05 55,06 178
78 20,42 12,39 46,96 162
79 22,76 15,95 53,54 167,3
80 20,12 9,91 47,57 162
81 22,35 16,2 54,63 170,8
82 19,16 9,02 46,31 163
83 20,77 14,26 49,13 166,1
84 19,37 10,48 53,71 176
85 22,37 11,64 53,11 163,9
86 17,54 12,16 46,12 173
87 19,06 10,53 53,41 177
88 20,3 10,15 51,48 168
89 20,15 10,74 53,2 172
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5 Priedas. 2003 m. savizudybiy ir nuzudymuy tyrimai Lietuvoje

Savivaldybés Vsyk“‘ suic | hom | Pug-10° | Py 10° | Pyje s -10° | Py 1-10°
Akmenés r. 13920 10 3 71,13 14,96 79,32 14,99
Alytaus r. 15741 12 1 71,31 15,10 81,06 14,20
Alytaus m. 34085 17 3 72,91 15,28 61,65 14,00
Anykséiyr. 16099 19 4 70,01 14,83 103,87 15,23
Birstono 2467 4 0 71,07 14,96 99,45 14,53
Birzyr. 16462 12 5 73,24 15,29 79,20 15,58
Druskininky | 11543 | 8 1 70,69 14,94 78,98 14,41
Jonavos r. 24587 16 6 70,34 15,14 73,09 15,48
Joniskio . 14815 15 2 71,02 15,22 94,10 14,59
Jurbarko r. 17627 20 2 70,71 15,07 101,85 14,45
Kalvarijyr. 6556 9 ? 71,07 15,13 103,99 15,04
Kaunor. 39525 18 7 72,89 15,36 57,70 15,03
Kauno m. 167308 85 27 72,40 15,02 54,08 15,19
Kazly Ridos 7037 2 1 71,22 15,01 68,86 14,65
Kédainiy . 30590 31 5 69,33 14,77 96,57 14,82
Kelmés r. 19334 20 2 70,37 14,86 96,32 14,37
Klaipédosm. | 88308 45 16 70,48 15,40 56,58 15,49
Neringos 1212 1 0 71,25 15,04 87,42 14,60
Klaipédos r. 22598 17 3 71,01 14,82 79,47 14,54
Palangos m. 8062 8 0 70,70 15,02 91,42 14,24
Kretingos r. 21776 26 1 71,72 14,81 107,07 13,92
Kupiskio r. 11366 11 1 71,44 15,01 91,17 14,42
Lazdijuy r. 12788 14 4 72,68 15,33 97,73 15,42
Marijampolés | 33536 30 6 71,60 14,99 88,33 15,00
Mazeikiy r 31594 37 6 70,02 15,02 108,12 15,10
Moléty r. 11899 15 2 69,65 14,77 105,57 14,74
Pagégiy 5770 | 10 1 70,73 14,92 114,79 14,71
Pakruojo r. 13855 11 2 72,02 15,26 82,95 14,64
PanevéZior. 20587 24 1 70,77 15,16 104,83 13,97
Pasvalio . 16365 13 4 71,21 15,17 82,62 15,22




Savivaldybés Vsykru suic | hom | Pyg-10° | Py 10° | Pyje s -10° | Py 1-10°
Plungés r. 20967 18 3 71,43 15,01 85,91 14,62
Prieny . 16714 15 0 72,45 15,46 88,13 13,82
Radviliskio r. 24469 25 3 70,77 14,95 96,40 14,45
Raseiniy r. 20562 21 4 69,48 14,81 95,75 14,99
Rokiskio r. 19442 21 7 70,76 14,82 99,13 16,14
Sakiy r. 18271 17 1 73,33 15,37 90,05 14,08
Saldininkyr. | 18534 | 15 3 71,80 14,98 83,20 14,75
Silalés r. 15183 15 2 71,23 15,19 92,87 14,57
Silutés . 26257 22 1 70,73 14,94 84,51 13,72
Sirvinty r. 9392 10 3 70,53 14,85 94,82 15,24
Skuodo r. 12099 11 1 71,46 15,05 88,54 14,38
Svenéioniy r. 15174 7 1 69,05 14,70 66,78 14,23
Tauragés r. 24604 19 3 70,14 15,23 80,46 14,44
Telsiy r. 26855 22 7 70,71 14,94 83,28 15,71
Trakyr. 17400 14 3 71,84 15,01 83,05 14,81
Ukmerges . 22335 23 3 72,43 15,22 96,59 14,56
Utenos r. 23205 29 0 69,96 15,42 111,32 13,54
Varénos r. 14611 25 1 69,74 14,91 134,16 14,26
Vilniaus . 43452 23 8 74,27 15,33 61,96 15,16
Vilniaus m. 246412 | 110 22 72,63 15,68 47,50 12,03
Siauliy m. 60221 43 14 66,89 14,39 74,21 16,26
Siauliy r. 24563 20 3 71,74 15,28 83,07 14,45
Rietavor. 5044 13 1 70,38 14,89 141,06 14,75
Zarasyr. 10498 6 1 71,28 15,32 74,57 14,46
Visagino 13653 4 2 73,86 15,46 60,78 14,65
Ignalinos . 10578 14 0 70,28 15,03 107,42 14,11
Kai$iadoriy r. 18366 13 1 70,45 14,83 77,66 14,08
Elektrény r. 13644 17 4 70,42 14,80 106,13 15,37
Panevéziom. | 53913 26 9 69,39 14,92 57,25 14,98
Vilkaviskior. | 23786 21 3 69,95 14,77 87,40 14,48
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