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1. BENDROJI DARBO CHARAKTERISTIKA

1.1. TYRIMU SRITIS

Darbo tyrimy sritis yra didelio matavimo dideliy populiacijy duomenu
tyrybos (data mining) metodai ir algoritmai.

Efektyvus informacijos, slypin¢ios duomenyse, atskleidimas ir
panaudojimas yra svarbiausias konkurencingumo didinimo veiksnys
Siuolaikingje dinamiSkoje tyrimuy ir verslo aplinkoje. Duomeny tyryba (DT) yra
Siuolaikiné informacijos analizés sritis, atsiradusi duomeny baziy technologijy,
dirbtinio intelekto ir statistinés duomeny analizés sankirtoje. DT yra labai plati
sritis, apimanti daug metody, algoritmy bei taikomyjy programiniy sistemy. Jei
iprasti duomenuy analizés metodai padeda atskleisti tiriamy kintamyjy
priklausomuma, tai DT wunikali tuo, kad analizés rezultatas yra naujuy
priklausomybiy, kurios buvo, ar net nebuvo, itariamos egzistuojant, radimas.
Siuolaikinés DT technologijos pagrindas yra $ablony (pattern), atvaizduojanéiy
daugiabriaunius duomeny tarpusavio santykius, koncepcija.

Galima iSskirti pagrindinius veiksnius, 1 kuriuos atsizvelgiama
sprendziant DT uzdavinius:

» tenka apdoroti didelio kiekio jvairialyte informacija,

» analizés rezultatai gali biiti teikiami placiam vartotojuy, turinciy skirtingy
poreikiy, ratui.

DT metodams, pritaikomiems prognozavimui ir sprendimy pri€émimui,
budingos dvi fazés: pirmojoje, pasinaudojant sukaupty duomeny imtimi,
atskleidziamos duomeny struktiiry savybés ir parengiamos taisyklés, kuriomis
pasinaudojama antrojoje faz¢je prognozuojant ir priimant sprendimus. Didelé
metody ir algoritmy ivairové atskleidzia duomeny tyrybos sudétinguma ir
leidzia jos technologijas pritaikyti j{vairiose nagrinéjamose situacijose. Daznai
DT uzdaviniui iSspresti taikomi keli metodai i§ eilés ar net sudétingi ju
deriniai. UZzdaviniy bei metody ivairove papildo grupé duomeny tyrybos

algoritmy. N¢é vienas 1§ ju néra universalus ar nepriekaiStingas. Parenkant
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algoritmus atsizvelgiama | ju operacini ir logini sudétinguma, sugaiStama
analizei kompiuterio laikg bei atminti, analizés patikimuma.

Zinios, atskleidziamos DT metodais bei technologijomis, formaliai
pateikiamos prielaidy (hipoteziy) apie duomeny modelius arba modeliy
parametry jverciy pavidala: pvz., reikia jvertinti, ar duomenys yra tendenciju
susidaryti panaSiy objekty klasteriams arba grupéms, ar tam tikri pozymiai yra
tarpusavyje susije, ar duomenis galima pateikti sutrauktu pavidalu,
neprarandant esminés informacijos ir pan. Sprendziant DT wuzdavinius,
dazniausiai pritaikomi Sie metodai: klasterizavimas, daugiamatis skaliavimas,
klasifikavimas, atraminiy vektoriy masinos (support vector machines),
regresin¢ analizé ir krikingas, pagrindiniy komponenciuy metodas (Principal
Component Analysis), ir kt. (zr., pvz., Nisbet ef al. (2009), Ye (2003)).

Bajeso sprendimy teorija yra placiai tatkoma duomeny tyryboje, kuomet
informacija apie parametrus gali biiti nusakoma tam tikru tikimybiniu
skirstiniu. Sia teorija besiremiantys metodai pasizymi daugeliu privalumy (Zr.,
pvz., DeGroot (1970), Carlin, Louis (1996), Diuk, Samoilenko (2002), Rossi et
al. (2003), Diaconis (2009), Press et al. (2007), Richey (2010)), lyginant su
klasikiniais (,,frequentist”) metodais. Vis délto, Sie metodai pradéti placiau
taikyti tik pastaraisiais deSimtmeciais daugiausiai dé¢l dvieju priezas¢iy. Viena
i§ daznai nurodomy priezasiy yra tai, kad jie gali nebiti objektyvis, t.y., jei
statistiniai skai¢iavimai nebus atlikti kruopsciai patikrinus ir jvertinus i§ anksto
numanomas nagrin¢jamojo objekto savybes, tai gali padaryti subjektyvia jtaka
rezultatams. Kita svarbi prielaida Bajeso metodams vystyti yra sparti
kompiuterinés technikos plétot¢e mazdaug nuo 1980 mety, nes Bajeso

metodams net ir gana paprastais atvejais reikia nemazy skai¢iavimy.

1.2. PROBLEMOS AKTUALUMAS

Didelio duomeny rinkinio apdorojimas, sprendziant pakankamai tiksliai ir
pakankamai greitai {vairius uzdavinius, yra vienas i§ pagrindiniy duomeny

tyrybos uzdaviniy. Vienas i$ sprendimo biidy yra naudoti naSesn¢ aparating ar
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programing {ranga, taciau $is sprendimo biidas praktikoje ne visada prieinamas.
Kitas sprendimo btidas — pakeisti pradini duomeny rinkini maZesniu, pagal
galimybes i§laikant pradines duomeny rinkinio savybes.

Dideliy populiacijuy didelio matavimo duomeny tyrybos uzdaviniai daznai
iSkyla biometrikoje, medicinoje, draudime, tinkly analizéje ir pan. Pvz., rety
ivykiy didelése populiacijose (pvz., tam tikros ligos tikimybiy, mirciy,
savizudybiy ir t.t.)) vertinimo problema yra aktuali statistinéje
epidemiologijoje, draudimo srityje adekvatus draudiminiy jvykiy tikimybiy
vertinimas gali duoti Zymuy praktinj efekta ir leisti tiksliau planuoti sagnaudas.

Pastaruoju metu néra visuotinai pripaZintos metodologijos daugiamaciy
neparametriniy hipoteziy testavimui bei dideliu populiaciju duomeny modeliy
parametry  vertinimui. Tradiciniai metodai  testuojant  daugiamates
neparametrines hipotezes remiasi empirine charakteringgja funkcija,
neparametriniais pasiskirstymo tankio iver¢iais ir glodinimu, daugiamaciais
neparametriniais Monte-Carlo  testais, 1ir klasikinémis vienmatémis
neparametrinémis statistikomis, naudojamoms duomenims, projektuotiems i
kryptis, rastas tikslinio projektavimo (projection pursuit) metodu. Sudétingesni
metodai remiasi Vapnik-Chervonenkis teorija, tolydZia funkcionaline centrine
ribine teorema ir dideliu nuokrypiy tikimybiy nelygybémis (zr. Marcoulides,
Hershberger (1997), Hirukawa (2012)). Pastaruoju metu pradéti placiai taikyti,
ypac praktiniuose uzdaviniuose, Bajeso metodai ir Markovo grandiniy Monte-
Carlo metodai (zr. Andrieu et al. (2003), Berg (2004), Asmussen, Glynn
(2007), Sakalauskas, Vaiciulyté (2012), Vaiciulyte, Sakalauskas (2011)).

Todel empirinio Bajeso metody ir algoritmy tyrimas bei taikymas
neparametriniy hipoteziy testavimui didelio matavimo duomenims bei dideliuy
populiaciju statistiniy modeliy parametry vertinimui yra aktuali teoriné ir

praktiné duomeny tyrybos problema.
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1.3. TYRIMU OBJEKTAS

Darbo tyrimy objektas yra duomenuy tyrybos empiriniai Bajeso metodai ir
algoritmai, taikomi didelio matavimy skaiciaus dideliy populiaciju duomeny

analizei.

1.4. TYRIMU TIKSLAS IR UZDAVINIAI

Darbo tyrimy tikslas yra sudaryti metodus ir algoritmus dideliy populiacijy
neparametriniy hipoteziy tikrinimui ir duomeny modeliy parametry vertinimui.

Siam tikslui pasiekti yra sprendZiami tokie uzdaviniai:

1. Sudaryti didelio matavimo duomeny skaidymo algoritma.

2. Pritaikyti didelio matavimo duomeny skaidymo algoritma neparametri-
néms hipotezéms tikrinti.

3. Pritaikyti empirini Bajeso metoda daugiamaciy duomenuy komponenciuy
nepriklausomumo hipotezei tikrinti su skirtingais matematiniais modeliais,
nustatant optimaly model; ir atitinkama empirini Bajeso jvertini.

4. Sudaryti dideliy populiaciju rety ivykiy dazniy vertinimo algoritma
panaudojant empirini Bajeso metoda palyginant Puasono-gama ir Puasono-
Gauso matematinius modelius.

5. Sudaryti rety 1vykiu logistinés regresijos algoritma panaudojant empirini

Bajeso metoda.

1.5. MOKSLINIS NAUJUMAS

Darbo metu gauti Sie nauji rezultatai:

1. Didelio matavimo duomeny binarinio skaidymo metodas, paremtas
erdvés skaidymu, naudojamu duomenuy klasifikavime, kuris jgalina atlikti
didelio matavimo duomeny skaidyma, pritatkoma duomenuy grupavimui bei
neparametriniy hipoteziy tikrinimui.

2. Naujas metodas didelio matavimo nekoreliuoty duomenu pasirinkty

komponenciy nepriklausomumo tikrinimui.
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3. Naudojant skirtingus matematinius modelius parengtas naujas metodas
parenkant dideliy populiaciju rety ivykiu optimaly modeli ir atitinkama
empirin Bajeso jvertin;. Pateikta nesinguliarumo salyga Puasono-gama

modelio atveju.

1.6. PRAKTINE DARBO REIKSME

Darbo metu gauti Sie praktiniai rezultatai:

1. Sudarytas ir iStirtas didelio matavimo duomeny skaidymo algoritmas,
pritaikytas MII sukurtoje programingje irangoje daugiamaciy Gauso miSiniy
klasifikavimui.

2. Sudarytas skaitmeninis algoritmas didelio matavimo nekoreliuoty
duomeny pasirinkty komponenciy nepriklausomumo tikrinimui, kurio galia yra
didesné, palyginti su klasikiniu komponenciy nepriklausomumo tikrinimo
algoritmu.

3. Darbe sudaryti skaitmeniniai maksimalaus tikétinumo algoritmai vertinti
keliy Puasono-gama ir Puasono-Gauso empiriniy Bajeso modeliy parametrus,
kuriy buvo pritaikyti medicininiy ir sociologiniy duomeny analizei. Pateikta ir

iStirta nesinguliarumo salyga Puasono-gama modelio atveju.

1.7. DARBO REZULTATU APROBAVIMAS

Tyrimy rezultatai buvo pristatyti ir aptarti Siose nacionalinése ir

tarptautinése konferencijose:

1. Jakimauskas, Gintautas. Gamma and logit models in empirical bayesian
estimation of probabilities of rare events / STOPROG 2012: Stochastic
programming for implementation and advanced applications: international

workshop, July 3-6, 2012, Neringa, Lithuania.

2. Jakimauskas, Gintautas; Sakalauskas, Leonidas. Empirical Bayesian

estimation for Poisson-gamma model // 24th Mini EURO conference on
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continuous optimization and information-based technologies in the

financial sector (MEC EurOPT 2010), Vilnius

3. Gurevicius, Romualdas; Jakimauskas, Gintautas; Sakalauskas, Leonidas.
Empirical Bayesian estimation of small mortality rates // Sth international
Vilnius conference [and] EURO-mini conference "Knowledge-based
technologies and OR methodologies for decisions of sustainable
development" (KORSD-2009): September 30 — October 3, 2009, Vilnius,

Lithuania.

4. Sakalauskas, Leonidas; Jakimauskas, Gintautas; SuSinskas, Jurgis.
Analysis of medical data by empirical Bayes method // Computer data
analysis and modeling: complex stochastic data and systems: Ninth

international conference: Minsk, September 7-11, 2010.

5. Radavicius, Marijus; Jakimauskas, Gintautas; SuSinskas, Jurgis.
Empirical Bayes testing goodness-of-fit for high-dimensional data //
Computer data analysis and modeling: complex stochastic data and

systems: Ninth international conference: Minsk, September 7-11, 2010.

6. Radavicius, Marijus; Jakimauskas, Gintautas; SuSinskas, Jurgis. Testing
of independency for high-dimensional data // Computer data analysis and
modeling: complex stochastic data and systems: Eighth international

conference: Minsk, September 11-15, 2007.

7. Radavicius, Marijus; Jakimauskas, Gintautas; SuSinskas, Jurgis.
Clustering and Testing in High-Dimensional Data, The 8th Tartu

Conference on Multivariate Statistics, Tartu, 26-29 June 2007.

8. Jakimauskas, Gintautas; SuSinskas, Jurgis. Testing independence of high-
dimensional random vectors, Nordic Conference on Mathematical

Statistics 2008, Vilnius, 16-19 June 2008.
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1.8. DARBO REZULTATU PUBLIKAVIMAS

Tyrimy rezultatai publikuoti Siuose moksliniuose leidiniuose:

Recenzuojamuose Lietuvos ir uzsienio leidiniuose:

1. G. Jakimauskas. Efficiency analysis of one estimation and clusterization
procedure of one-dimensional Gaussian mixture // Informatica, ISSN

0868-4952, 8(3), 1997, p. 331-343.

2. G. Jakimauskas, R. Krikstolaitis. Influence of projection pursuit on
classification errors: computer simulation results // Informatica, ISSN

0868-4952, 11(2), 2000, p. 115-124.

3. G. Jakimauskas, R. Krikstolaitis. Bootstrap methods in selection of the
discriminant subspace // Lietuvos matematikos rinkinys. Lietuvos

matematiky draugijos darbai, ISSN 0132-2818, T. 40, 2000, p. 281-286.

4. G. Jakimauskas. Procedure of the removal of the outliers from the sample
satisfying the multidimensional Gaussian mixture model // Lietuvos
matematikos rinkinys. Lietuvos matematiky draugijos darbai, ISBN 9986-
680-16-6, T. 42, 2002, p. 523-528.

5. Jakimauskas, Gintautas; Radavi¢ius, Marijus; SuSinskas, Jurgis. A simple
method for testing independence of high-dimensional random vectors //
Austrian journal of statistics, ISSN 1026-597X, Vol. 37, no. 1, 2008, p.
101-108.

6. Jakimauskas, Gintautas. Efficient algorithm for testing goodness-of-fit for
classification of high dimensional data // Lietuvos matematikos rinkinys.
Lietuvos matematiky draugijos darbai, ISSN 0132-2818, T. 50, 2009, p.
293-297.

7. Jakimauskas, Gintautas; SuSinskas, Jurgis. Application of the empirical

Bayes approach to nonparametric testing for high-dimensional data //
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Lietuvos matematikos rinkinys. Lietuvos matematiky draugijos darbai,

ISSN 0132-2818, T. 51, 2010, p. 402-407.

8. Jakimauskas, Gintautas; Sakalauskas, Leonidas. Empirical Bayesian
regression model for estimation of small rates // Lietuvos matematikos
rinkinys. Lietuvos matematiky draugijos darbai, ISSN 0132-2818, T. 53,
ser. A, 2012, p. 42-47.

Recenzuojamuose tarptautiniy konferencijy darbuose:

1. Gurevicius, Romualdas; Jakimauskas, Gintautas; Sakalauskas, Leonidas.
Empirical Bayesian estimation of small mortality rates // 5th international
Vilnius conference [and] EURO-mini conference "Knowledge-based
technologies and OR methodologies for decisions of sustainable
development" (KORSD-2009): September 30 — October 3, 2009, Vilnius,
Lithuania. Vilnius: Technika, ISBN 9789955284826, 2009, p. 290-295.

2. Jakimauskas, Gintautas; Sakalauskas, Leonidas. Empirical Bayesian
estimation for Poisson-gamma model // 24th Mini EURO conference on
continuous optimization and information-based technologies in the
financial sector (MEC EurOPT 2010). Vilnius: Technika, ISBN
9789955285984, 2010, p. 254-257.

3. Jakimauskas, Gintautas. Gamma and logit models in empirical Bayesian
estimation of probabi-lities of rare events / STOPROG 2012: Stochastic
programming for implementation and advanced applications: proceedings
of international workshop, July 3-6, 2012, Lithuania. Vilnius: Technika,
ISBN 9786099524146, 2012, p. 43-48.

4. Radavicius, Marijus; Jakimauskas, Gintautas. Robust projection pursuit //
Computer data analysis and modeling: complex stochastic data and
systems: proceedings of the Seventh international conference: Minsk,
September 6-10, 2004. Vol. 1. Minsk: Publishing centre BSU, ISBN 985-
445-492-4, 2004, p. 114-117.
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5. Radavicius, Marijus; Jakimauskas, Gintautas; SuSinskas, Jurgis. Testing
of independency for high-dimensional data / Computer data analysis and
modeling: complex stochastic data and systems: proceedings of the Eighth
international conference: Minsk, September 11-15, 2007. Vol. 1. Minsk:
Publishing centre BSU, ISBN 9789854765082, 2007, p. 174-177.

6. Radavicius, Marijus; Jakimauskas, Gintautas; SuSinskas, Jurgis.
Empirical Bayes testing goodness-of-fit for high-dimensional data //
Computer data analysis and modeling: complex stochastic data and
systems: proceedings of the Ninth international conference: Minsk,
September 7-11, 2010. Vol. 1. Minsk: Publishing center BSU, ISBN
9789854768472, 2010, p. 199-202.

7. Sakalauskas, Leonidas; Jakimauskas, Gintautas; SuSinskas, Jurgis.
Analysis of medical data by empirical Bayes method // Computer data
analysis and modeling: complex stochastic data and systems: proceedings
of the Ninth international conference: Minsk, September 7-11, 2010. Vol.
1. Minsk: Publishing center BSU, ISBN 9789854768472, 2010, p. 203-
206.

1.9. DISERTACIJOS STRUKTURA

Disertacija sudaro 5 skyriai, literatiiros sarasas ir priedai.

1-asis skyrius yra jvadinis. Jame pateikiama disertacijos tyrimy sritis,
problemos aktualumas, tyrimy objektas, tyrimy tikslas ir uzdaviniai, mokslinis
naujumas, praktiné darbo reikSmé bei darbo rezultaty aprobavimas ir
publikavimas.

2-ajame skyriuje pateikiamas didelés apimties ir didelio matavimo duomeny
skaidymo algoritmas ir juo paremtos procediiros pritaikymas klasifikavimo
procediiros skai¢iavimy laiko sumazinimui. Kiti §ios procediiros taikymai yra
pateikiami sekanciame skyriuje, o jos aprasSymas patogumo délei iSskirtas {

atskira skyriy, taip pat priede pateikiamas algoritminis procediiros apraSymas.
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Siuo algoritmu paremta viena i§ procediiry i§ 1992—1995 metais MII sukurtos
programinés jrangos daugiamaciy Gauso miSiniy klasifikavimui.

3-ajame skyriuje pateikiami 2-ajame skyriuje apraSyto didelés apimties ir
didelio matavimo duomeny skaidymo algoritmo taikymai.

3-i0jo skyriaus 1-ajame skyrelyje pateikiama procedira duomenuy modelio
verifikavimui. Sio skyrelio pagrindiniai rezultatai buvo pateikti zurnale Liet.
mat. rink. LMD darbai — Jakimauskas (2009).

3-iojo skyriaus 2-ajame skyrelyje pateikiama procediira neparametriniam
didelio matavimo atsitiktiniy vektoriy nepriklausomumo testavimui. Sio
skyrelio pagrindiniai rezultatai buvo pateikti Zurnale Austrian Journal of
Statistics — Jakimauskas, Radavicius, SuSinskas (2008).

3-i0jo skyriaus 3-ajame skyrelyje pateikiama procediira naudojanti empirini
Bajeso metoda, kuri leidzia gauti efektyvesnius hipoteziy tikrinimo kriterijus
uzdaviniams pateiktiems pirmuose dviejuose skyreliuose. Sio skyrelio
pagrindiniai rezultatai buvo pateikti zurnale Liet. mat. rink. LMD darbai —
Jakimauskas, SuSinskas (2010).

4-ajame skyriuje pateikiami empirinio Bajeso metodo taikymai rety dazniy
populiacijose analizei.

4-ojo skyriaus l-ajame skyrelyje nagrin¢jamas rety ivykiy modeliavimas
naudojant empirinj Bajeso metoda. Sio skyrelio pagrindiniai rezultatai buvo
pateikti Vilniuje vykusios KORSD-2009 tarptautinés konferencijos darbuose —
Gurevicius, Jakimauskas, Sakalauskas (2009). Naudojami Lietuvos Higienos
instituto pateikti duomenys.

4-o0jo skyriaus 2-ajame skyrelyje nagrinéjami Puasono-Gauso ir Puasono-gama
modeliai empiriniame Bajeso mazy tikimybiy vertinime. Sio skyrelio
pagrindiniai rezultatai buvo pateikti Neringoje vykusios STOPROG-2012
tarptautinés konferencijos darbuose —Jakimauskas (2012). Siame skyrelyje
naudojami duomenys i$ Lietuvos Statistikos departamento duomeny bazés.
4-0jo skyriaus 3-ajame skyrelyje pateikiamas modifikuotas regresinis empirinis
Bajeso jvertis mazy tikimybiy vertinimui. Sio skyrelio pagrindiniai rezultatai

buvo pateikti Zurnale Liet. mat. rink. LMD darbai — Jakimauskas, Sakalauskas
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(2012). Siame skyrelyje taip pat naudojami duomenys i§ Lietuvos Statistikos
departamento duomeny bazés.
S-ajame skyriuje pateikiami rezultatai ir i§vados.

Pabaigoje pateikiamas literatiiros sarasas ir priedai.
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2. DUOMENU SUTRAUKIMAS DUOMENU TYRYBOJE

Duomeny tyryba (data mining) yra Siuolaikiné informacijos analizés sritis,
atsiradusi duomeny baziy technologijy, dirbtinio intelekto ir statistinés
duomeny analizés sankirtoje. Duomeny tyryba yra labai plati sritis, apimanti
daug metody, algoritmy bei tatkomyjy programiniy sistemy.

Didelio duomeny rinkinio apdorojimas, sprendziant pakankamai tiksliai ir
pakankamai greitai jvairius uzdavinius, yra vienas i§ pagrindiniy duomeny
tyrybos uZzdaviniy, diegiant interaktyvias analitinio apdorojimo sistemas
(OLAP — on-line analytical processing). Apibréziant terming ,,didelis duomeny
rinkinys®, reikia atsizvelgti { turimos aparatinés (hardware) ir programinés
(software) irangos naSuma, taip pat | sprendziama uzdavini, nes
sudétingesniems duomeny modeliams realizuoti net ir palyginti nedidelé
duomeny apimtis gali sudaryti rimty problemy.

Vienas 1§ sprendimo biudy yra naudoti naSesng aparating ar programing
franga, taciau $is sprendimo biidas praktikoje ne visada prieinamas. Kitas
sprendimo biidas — pakeisti pradini duomenuy rinkini maZesniu, pagal
galimybes iSlaikant pradines duomeny rinkinio savybes. Trivialus Sio
sprendimo biido pavyzdys yra atsitiktinis maZesnés apimties duomeny imties
iSrinkimas. Taciau §iuo atveju, sprendziant analizés uzdavinius, atitinkamai
padidéja parametry jverciy dispersija, i ka biitina atsizvelgti. Im¢iy metodai yra
labai placiai taikomi tais atvejais, kai duomeny rinkimo sanaudos yra didelés
(pvz., demografinéje statistikoje, 1ikin¢je statistikoje, sociologiniuose
tyrimuose ir pan.).

Tarkime, kad yra pateiktas didelis duomeny rinkinys, ir reikia pakeisti §i
duomeny rinkini maZesniu, maksimaliai iSlaikant pagrindines duomeny
rinkinio savybes ir panaudojant informacija i§ visy duomeny rinkinio elementy.
Pradinio duomeny rinkinio pakeitimui mazesniu yra naudojami (vairls
metodai, kuriuos galima suskirstyti 1 dvi grupes — skaidymo (partitioning) ir
hierarchiniai (hierarchical) metodai (Zhou, Sander, 2003). Skaidymo

algoritmai suskaido duomeny rinkini i klasterius, hierarchiniai algoritmai
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pateikia hierarching klastering struktiira, taCiau neapibrézia paciy klasteriy
iSreikStiniu pavidalu.

Pastaruoju metu daznai naudojamas DuMouchel et al. (1999) pasiilytas
duomeny sutraukimo (data squashing) metodas. Sis metodas siekia sutraukti
(squash) duomenis tokiu budu, kad statistiné analizé, atlickama naudojant
sutrauktus duomenis, duoty kiek jmanoma panasesnius rezultatus, kaip ir
naudojant visa duomeny rinkinj. Tokiu biidu duomeny analiz¢ galima atlikti su
sutrauktais duomenimis [prastais metodais ir gauti Zymiai tikslesnius
rezultatus, nei naudojant panasaus dydzio iSrinkta atsitikting imtj. Straipsnyje
Madigan et al. (2002) pateikiamas pavyzdys, kaip logistinés regresijos
uzdavinyje su 750000 stebéjimu sutrauktas (squashed) duomenuy rinkinys su
8443 stebéjimuy davé apie 500 karty mazesn¢ viduting regresijos koeficienty
paklaida, palyginti su atsitiktinai iSrinktu rinkiniu 1§ 7543 stebéjimy. Minétame
straipsnyje naudojamas tikétinumo funkcija paremtas duomeny sutraukimas
(likelihood-based data squashing), kuris skiriasi nuo DuMouchel (2002)
pasiiilyto duomenuy sutraukimo tuo, kad duomenys nebiitinai skaidomi pagal
staciakampi tinkleli (rectangular grid), ir suskaidymai gali buti nereguliarts.

Vienas i§ placiai naudojamy metody klasifikavime ir regresin¢je analizéje
yra CART (classification and regression tree) metodas (zr., pvz. Hastie et al.
(2001), nuoroda i laisvai prieinama paskutinés versijos (2013 m.) *.pdf faila:

http://www-stat.stanford.edu/~tibs/ElemStatLearn/printings/ESLII _printl0.pdf).

Siame metode nagrinéjama erdvés sritis (daugiamatis sta¢iakampis
gretasienis) yra pazingsniui skaidoma 1 padalijimus, kol patenkinama tam tikra
sustojimo salyga. Naudojant grafy teorijos savokas, CART metodo atlieckamus
zingsnius galima pavaizduoti kaip med; (tree), prasidedanti 1§ Sakninés
virSiinés (root node), 18 kurio tam tikros virSinés (node) konkreCiame
zingsnyje iSeina dvi ar daugiau krastiniy (edges), besibaigianciy atitinkamomis
vir§tinémis. Jei kiekviename Zingsnyje padalijimo elementas skaidomas | dvi
dalis (binary partitions), tai turime binarinio medZio (binary tree) metoda. Sis

metodas daugiausia taikomas (kaip galima sprgsti i§ jo pavadinimo)
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klasifikavimui ir regresinei analizei. Kaip pavyzdi pateiksime iliustracija 18
aukSciau minéto *.pdf failo, p. 306 (Zr. Pav. 2.1).

Panagrinésime CART algoritmo modifikacija, skirta greitam didelés
apimties daugiamaciy duomeny grupavimui. Sis uzdavinys atitinka algoritmo
pritaikyma regresinei analizei, tik naudojamas didelis padalijimu skaicius, ir
taikomas pats paprasCiausias skaidymas, kad maksimaliai bity sutrumpintas

skai¢iavimy laikas. Tikslas yra pritaikyti grupuotus duomenis Gauso miSiniy

Ra tq
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Rs
ta Ry
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FIGURE 9.2. Partitions and CART. Top right panel shows a partition of a
two-dimensional feature space by recursive binary splitting, as used in CART,
applied to some fake data. Top left panel shows a general partition that cannot
be obtained from recursive binary splitting. Bottom left panel shows the tree cor-
responding to the partition in the top right panel, and a perspective plot of the
prediction surface appears in the bottom right panel.

Pav. 2.1. CART procediiros pavyzdys
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klasifikavimo proceduros tam tikrame etape, kad biity sumazintas bendras
skai¢iavimy laikas.

Tarkime, kad nagrinéjame imtj X", kurios ilgis yra N. Jei N yra pakankamai
didelis, pvz. N=2000 (programinis apribojimas N=10000), nagrin¢jama imti
galima sugrupuoti ir gauti trumpesng imti X, 7, kur NGrp gerokai maZesnis
uz N (pvz. NGrp gali biiti apie 150). Tuomet pirmieji klasifikavimo procediiros
veiksmai atlickami su pradine imtimi X", toliau pagrindiniai skai¢iavimai
atlieckami su grupuota imtimi XGrpNGr” (atlickama daug cikly pridedant nauja
klasterj, panaikinant tam tikra klasteri, naudojant tam tikra EM algoritmo
iteracijy, tikrinant modelio adekvatuma ir t.t.). Kuomet Sie skai¢iavimai
baigiami, griztama prie pradinés sekos X" ir atliekami galutiniai skai¢iavimai ir
patikslinimai su visa seka. Zinoma, labai svarbu, kad grupavimo procedira
veikty kaip galima greiCiau, nes tik tada galima tikétis bendro klasifikavimo
procediiros sunaudojamo laiko sumaz¢jimo.

1991-1993 metais MII buvo sukurta programiné iranga daugiamaciy Gauso
misiniy klasifikavimui. Si programiné jranga buvo sukurta uzsakius Maskvos
CEMI (Centralnyi Ekonomiko-Matematicheskyi Institut), kur ji buvo
kruops€iai testuota ir kaip vienas i§ punkty buvo jjungta { bendrovés Stat-
Dialogue sukurta programing iranga Class Master, kuri véliau buvo platinama
kaip komerciné programiné iranga. Vienas i§ naudojamy originaliy algoritmy
MII pateiktoje programingje irangoje yra didelio matavimo binariné duomeny
skaidymo procediira, §iuo atveju naudojama kaip duomenuy grupavimo

procediira, siekiant sumazinti visos klasifikavimo procediiros naudojama laika.

2.1. MATEMATINIS ALGORITMO APRASYMAS

Tegul X = (X(1),...,X(N)) tam tikra steb&jimy erdvéje RY imtis, t. y.

X(j) =X, X, () X, () €RY, =12, N.
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Taip pat naudosime imties steb¢jimy pasikartojimy skaiciy (kas daznai
pasitaiko praktiniuose uzdaviniuose) g;, j=1, 2, ... , N, t.y. steb¢jimas X(y)
pasikartoja g; karty. Jei pasikartojimy néra, tai tiesiog priskiriamos reikSmeés
g=1j=12,..,N.

Tarsime, kad turime d-mat; staciakampi gretasieni S, nusakoma
atitinkamais kiekvienos aSies intervalais [a;, b;], i=1, 2, ... , d, (ji galima
parinkti laisvai, ta¢iau rekomenduojama ji parinkti kaip galima mazesni, pvz.,
pagal minimalias ir maksimalias reikSmes kiekvienoje aSyje), toki, kad visi

steb¢jimai telpa 1 §i staCiakampi gretasieni:
a, < X,(j)<b, i=12,..d, j=12,.,N.

Procediiros tikslas yra skaidyti minétaji d-mati staiakampi gretasieni i
rinkinius d-maciy sta¢iakampiy gretasieniy (kuriy kiekviename yra bent vienas
imties X taskas) S(k) = {Si(1), Sk(2),..., Si(k)}, k=1.2,....kmax k,, <N (pagal
apibrézima S(1) = S), taip, kad kiekviename zingsnyje & minimizuotume imties
X grupavimo paklaida. Yra i§ anksto nustatomas maksimalus skai¢ius M,
M > 1, kuris yra dvejeto laipsnis , t.y. M €{2,4,8,16,...}, kuris nusako, 1 kiek
daliy maksimaliai galima suskaidyti kiekvieng asi (pvz., M = 256).

Kiekvienam uzbaigtam zingsniui k pazymékime grupavimo taskus

N
ZIX(l)eSk(j) g X(I)
Zk(]) = =1 N N J = 1,2,...,k,

2 lxes, (@
I=1

ir bendra imties grupavimo paklaida po k-tojo Zingsnio

k k N
E;f = EIE(X,S(k)) = ZEf(j,X,S(k)) = ZZIX(Z)eSk(j) qr | X (D) _Zk(j) \2 .
J=1 j=11=1
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Be to, baigiant £ zingsni, i§ anksto apskaiciuojami (k+1) Zingsnio bendros
imties grupavimo paklaidos sumazéjimai. Po viena parenkamas staciakampis
gretasienis Sy(m), m =1,2,....k, rinkinio tvarka yra pakeiCiama taip, kad Sis
staCiakampis gretasienis buty paskutinis rinkinyje. Pirmuosius /A-1

staCiakampius gretasienius pazymékime

{851 (D, 881 (25, S (k= D} = {85 (1), $"(2),.... S (k =D} ,

kadangi jie tiek k£ zingsnyje, tiek k+1 zingsnyje lieka tokie patys. Paskutinis
rinkinio stadiakampis gretasienis S;"(k)suskaidomas i du — S/(k) ir
S/V(k+1) (dalijant atitinkamos aSies krasting i dvi lygias dalis) pagal
kiekvieng asj v = 1,2,...,d. Kiekvienas i§ abiejy gauty staciakampiy gretasieniy
yra ,,apkarpomas* pagal visas aSis, t.y., jei padalijus pusiau vienoje puséje néra
né vieno stebéjimo, ta pusé¢ atmetama (jei reikia, atmetimas atlickamas keleta

karty). Tuo budu, kiekvienam m = 1,2,...,k, gauname rinkinius

~ ~

S™(k+1) ={S (1), 81 (2)se s Sy (K= 1), 87 (), S (k+ 1)}, v=12,....d .

Atitinkamai kiekvienam rinkiniui apskaiciuojamas grupavimo paklaidos
sumaz¢jimas, pasinaudojant tuo, kad reikia skaiCiuoti tik S;"(k) grupavimo

paklaidos sumaz¢jima. Tuo budu, kiekvienam m = 1,2,....k, gauname reikSmes

N(k+1,m,v)=
= E; (k,X,S;'(k)) - (E;

+1

(k,X,S" (k) + E2 (k,X, 8" (k+1))),v=12,....d,

ir apskaiCiuojame

v¥=v*(k+1,m)=argmax A*(k +1,m,v).
v=1,2,..d
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Pav. 2.1.1: Skaidymo procediiros pavyzdys

Tuo budu, prie§ atlikdami k+1 Zingsni, Zinome kad k+1 Zingsnyje skaidyti
reikés (jei Sis zingsnis bus atlieckamas) rinkinio S(k) staciakampi gretasieni
S,(m*) pagal asi v*. Todél paprastumo délei §i staCiakampi gretasieni

perkeliame { paskuting vieta, t. y. pakeistas rinkinys bus

S, =1{5.(1),S,(2),...,S,(m*=1),S,(m*+1),S, (m*+2),...,S (k),S, (m*)}

Po to sekanciu zingsniu apskai¢iuojame

m* =m* (k +1) = argmax A*(k + Lm,v*(k +1,m)).
m=1,2,....k
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Kaip iliustracija pateiktas skaidymo procediros pavyzdys (zr. Pav. 2.2.1).
Sioje iliustracijoje parodyta skaidymo procedira po tam tikro tarpinio
zingsnio, kuomet duomenys yra dvi standartizuotos imtys (sujungtos {
vieng), i§ kuriy pirmoji tenkina trijy komponenciy dvimati Gauso miSiniy
modelj, o antrosios imties skirstinys yra dvimatis standartinis Gauso. o taip
pat iSsaugome (kadangi kitu Zzingsniu daugumos dydziy nereikés
perskaiciuoti) atitinkamus jau apskaiCiuotus dydzius {v*(k+1,m),m =12,....k}
ir {Nk+1l,myv*(k+1,m),m=12,.,k}.

Algoritmas baigiamas, kai visi staCiakampiai gretasieniai suskaidomi iki
maziausio dydzio, nusakomo parametru M. Pastebésime, kad maksimalus
zingsniy skaiCius ky.x gali buti mazesnis uz N, priklausomai nuo imties,
parinkto pradinio sta¢iakampio gretasienio S ir parametro M. Algoritma galima
pabaigti ir anksCiau, jei pasiekiamas norimas padalijimy skaiius k, arba

pasiekiama norima normuota vidutiné imties grupavimo paklaida.

2.2. MODELIAVIMO REZULTATAI

Pirmiausia panagrinésime atveji, kuomet taSkai yra tolygiai pasiskirstg

vienetiniame d-maciame kube.

—dim=10 —dim=9 ——dim=8 dim=7 ——dim=6
09 - —dim=5 ——dim=4 —dim=3 dim=2 -

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

Pav. 2.2.1. Normuotos vidutinés paklaidos kitimas priklausomai nuo

matavimo tolygaus skirstinio atveju
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Palyginsime atskiry realizacijy normuotos vidutinés paklaidos (pagal
auki¢iau pateiktus pazyméjimus (E7/N)Y?) kitima priklausomai nuo
grupuotos imties ilgio k=1,2,...,N, (nagrinétos fiksuoto ilgio N = 2000
atsitiktinés sekos) esant skirtingiems erdvés matavimams (Zr. Pav. 2.2.1).

Toliau panagrinésime atveji, kuris yra kaip tik tinkamas nagriné¢jamos
procediiros pritaikymui (Zr. Pav. 2.2.2). Nagrinésime taSkus vienetiniame d-
maciame kube (imties dydis N =2000), kuriy nedidel¢ dalis (nagrin¢jamu
atveju 3 proc.) yra tolygiai pasiskirst¢ vienetiniame d-maciame kube, o kiti

taSkai gaunami modeliavimui taikant d-mat; Gauso miSiniy model; 1§ triju

00 |~
0.8 1 ) .
. .. c::.° .
074 ° *}
. ¢ 5.'.. .
06 f - S

0.2
01— L
0 o T

0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Pav. 2.2.2. Gauso miSinio i§ trijy komponenciy pavyzdys, kai d = 2.
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komponenciy (lygiomis tikimybémis) su vienetinémis kovariacinémis
matricomis, padaugintomis 1§ konstantos ¢ =0.02, o komponenc¢iy vidurkiai
yra (0.5-0.15, 0.5-0.1, 0.5, 0.5, ... , 0.5), (0.5, 0.5+0.2, 0.5, 0.5, ... , 0.5),
(0.5+0.15, 0.5-0.1, 0.5, 0.5, ..., 0.5).

1 —dim=10 —dim=9 ——dim=8 dm=7 ——dim=6 | |
09 f+--—-——-—"-—"-"""“"“"-"—"-"—"—————+ —dim=5 ——dim=4 ——dim=3 dim=2 dim=20 |- -
o8] —dim=40 — dim=60 dim=80 dim=100 o
0.7

800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

Pav. 2.2.3. Normuotos vidutinés paklaidos kitimas priklausomai nuo

matavimo Gauso miSinio i$ trijy komponenciy atveju

0.25 1
—dim=10 ——dim=9 ——dim=8 dim=7 ——dim=6

—dim=5 ——dim=4 —dim=3 dim=2
024-------- -1

0.1

0.05 -

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Pav. 2.2.4. Normuotos vidutinés paklaidos kitimas (kai £ = 1,2,...,500)

priklausomai nuo matavimo Gauso miSinio i8 trijy komponenciy atveju
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Siuo atveju taip pat pateiksime atskiry realizacijy normuotos vidutinés
paklaidos (E}/N)"? kitima priklausomai nuo grupuotos imties ilgio
k=1,2,..,N, N=2000, esant skirtingiems erdvés matavimams (zr. Pav. 2.2.3—
2.2.4).

IS gauty rezultaty matome, kad nagriné¢jamu atveju normuota vidutiné
paklaida pirmiausia gerokai sumaz¢ja po pirmyuy padalijimy (tai lemia
skirtingy dideliy klasteriy atskyrimas, zr. Pav. 2.2.3), po to paklaidos mazéjima
lemia atskiry tasky atskyrimas, kuris baigiasi mazdaug intervale nuo & =150
iki k=250 (zr. Pav. 2.2.4), o po to yra tik nedidelis daugiau maziau tolygus

normuotos vidutinés paklaidos maz¢jimas (zr. Pav. 2.2.3).

2.3. ISVADOS

Sutraukiant didelius duomeny rinkinius bei siekiant i§saugoti pagrindines
duomeny rinkinio savybes ir panaudojant informacija 1§ visu duomeny rinkinio
elementy, daznai naudojami skaidymo algoritmai. I§ darbe gauty tyrimo
rezultaty galima padaryti iS§vada, kad sudaryta skaidymo procediira labiausiai
tinka duomenims su iSreikSta klasterine struktiira. Atlikus palyginti nedidelj
zingsniy skaiCiy galima Zymiai sumazinti prading normuotos vidutinés
paklaidos reikSmg iki tokio lygmens, kad, viena vertus, gauname gerokai
trumpesng grupuota duomenuy seka, antra vertus, §i normuotos vidutinés
paklaidos reikSme leidZia pakankamai tiksliai atlikti skai¢iavimus su grupuota

seka (vietoje pradinés sekos), taip sumazinant skaic¢iavimy laika.
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3. SKAIDYMO PROCEDURA DUOMENU MODELIO
VERIFIKAVIMUI

Siame skyriuje nagrin¢jamas ankstesniame skyriuje sudarytos skaidymo
procediiros  taikymas duomenuy modelio  verifikavimui, pozymiy
nepriklausomumo tikrinimui ir hipoteziy apie duomeny poslinki tikslinimui
empiriniu Bajeso metodu.

SprendZiant duomeny tyrybos uzdavinius su didelio matavimo duomenimis
tiesiogiai taikyti dauguma statistiniy metody yra praktiSkai nejmanoma dél
labai didelés skaiiavimy apimties. Pvz., naudoti iprasta Gauso miSiniy modelj
duomeny klasifikavimui esant dideliems matavimams néra galimybiy dél
didelio parametry skaiCiaus ir jver¢iy paklaidy, kurios sparciai auga, didé¢jant
matavimo skaic¢iui. Taciau yra galimybé taikyti §§ modeli duomenims,
suprojektuotiems { nedidelio matavimo poerdvy, jei projektuojant i §i poerdvi
neprarandama informacija apie aposteriorines tikimybes. Tikrinant pozymiu
nepriklausomuma didelio matavimo duomenims, klasikiniy jver¢iy paklaidos
spariai didéja augant duomenuy matavimui, todél praktikoje dazniausiai
apsiribojama zymiai paprastesniais koreliacinés analizés metodais. Vis délto,
jei duomenys yra nekoreliuoti, tenka ieskoti metody, kurie galéty pakankamai
efektyviai iSspresti pozymiu nepriklausomumo uzdavini tokio tipo duomenims.

Nagrin¢jant duomeny modelio verifikavima (goodness-of-fit) galima
panaudoti tam tikra tiesiogini metoda patikrinti modelio adekvatuma. Tarkime,
kad d-mateje erdveje turime nepersikertancias aibes Ay, 4;. ... , Ay, It ZInomos
tikimybés d-maciam atsitiktiniam dydZiui su Zinomu skirstiniu (atitinkanciu
tikrinama modelj) patekti i Sias aibes, t.y., p1 = P(4y), p» = P(4y), ... , px =
P(4;). Zinoma, svarbu paimti aibes taip, kad tikimybiy suma biity artima
vienetui. Tuomet nagrinéjant duomenuy modelio verifikavima d-maciams
duomenims X" = (X;, X5, ... , Xy), kuriy ilgis yra N, galima lyginti tikimybes p,
D2, ..., Pr su atitinkamomis empirinémis tikimybémis q,, g», ... , qi, kur g; yra

imties X" taSky, patekusiy aibg 4;, skaiCius, padalintasiS N ,j =1, 2, ... k.
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Pateiksime pavyzdi, kuris gerai atspindi pasirinkta metoda. Nagrinésime
atveji, kai matavimas d = 2. Tarkime, kad turime Cauchy skirstini (jo
komponentés yra nekoreliuotos, taciau priklausomos) ir jo realizacija, N =
1000 (zr. Pav. 3.1). Kai kurie Sios realizacijos elementai igyja dideles
absoliutines reikSmes. Pav. 3.2 pateikta dalis realizacijos, kai reikSmés
kiekvienoje asyje moduliu nevirsija 100, o Pav. 3.3 palyginimui pateikta ta pati
realizacija, kurios antrosios komponentés indeksai yra sumaiSyti atsitiktine
tvarka (kas neturéty pakeisti skirstinio, jei komponentés buity nepriklausomos).
Kaip matome, sumaiSius antrosios komponentés indeksus, pasikeicia skirstinys
(atsiranda charakteringas ,.kryZius®) ir atsiranda galimybe¢ tikrinti komponenciy

nepriklausomumo hipoteze lyginant abiejy realizacijy skirstinius.
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Pav. 3.1. Cauchy skirstinio pavyzdys, kai d = 2.
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Pav. 3.2. Cauchy skirstinio pavyzdys, kai d = 2 (parodytos tik reikSmés,

moduliu nevirsijanc¢ios 100 kiekvienoje asyje).

Pastaruoju metu néra visuotinai pripazintos metodologijos didelio matavimo
daugiamaciy neparametriniy hipoteziy testavimui. Tradiciniai metodai
testuojant  daugiamates neparametrines hipotezes remiasi empirine
charakteringgja funkcija (Baringhaus, Henze, 1988), neparametriniais
pasiskirstymo tankio jverciais ir glodinimu Bowman, Foster (1993), Huang
(1997), daugiamaciais neparametriniais Monte-Carlo testais, Zhu, Neuhaus
(2000), Bajeso metodu ir Monte-Carlo Markovo grandiniy metodu, Verdinelli,
Wasserman (1998), ir klasikinémis vienmatémis neparametrinémis
statistikomis, naudojamomis duomenims, projektuotiems i kryptis, rastas

duomeny tyryboje naudojamu tikslinio projektavimo (projection pursuit)
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Pav. 3.3. Cauchy skirstinio realizacija, atsitiktine tvarka sumaiSius antrosios
komponentés indeksus, kai d = 2 (parodytos tik reik§més, moduliu

nevirsijanc¢ios 100 kiekvienoje aSyje).

metodu Zhu et al. (1997), Szekely, Rizzo (2005). Sudétingesni metodai remiasi
Vapnik-Chervonenkis teorija, tolydzia funkcionaline centrine ribine teorema ir
dideliy nuokrypiy tikimybiy nelygybémis Vapnik (1988), Bousquet et al.
(2004).

Straipsnyje Jakimauskas et al. (2008) buvo pasiilyta efektyvi, paremta
duomenimis ir skaiCiavimuy prasme procediira neparametriniam didelio
matavimo atsitiktiniy vektoriy nepriklausomumo testavimui. Si procedira

paremta randomizacija ir saviranka (bootstrap), specialia ankstesniame
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skyriuje apraSyta pazingsnine duomeny skaidymo procediira ir y>-tipo
statistika. Straipsnyje Jakimauskas (2009) S§i procediira buvo pritaikyta
testuojant tikslinio projektavimo metode tikrinama hipotezg, teigiancia, kad
papildomoje erdvéje R™ yra standartinis Gauso skirstinys, o erdvéje R* yra
daugiamatis Gauso miSinys tam tikram skaiciui k. Straipsnyje Jakimauskas,
Susinskas (2010) buvo pasiiilytos statistikos, kurios turi didesng galia palyginti
su y-tipo testinémis statistikomis, ir kurios paremtos neparametriniais
didZiausio tikétinumo ir empiriniais Bajeso verciais pagalbiniame miSiniy

modelyje.

3.1. MODELIO ADEKVATUMO TESTAVIMO ALGORITMAS
DIDELIO MATAVIMO DUOMENU KLASIFIKAVIMUI

3.1.1. Tikslinio projektavimo metodas

Tikslinis projektavimas (projection pursuit) naudojamas duomeny tyryboje
tirlamy pozymiy skaiiui sumazinti (Zr., pvz. Friedman, Tukey (1974),
Aivazyan et al. (1983)).

Tegul X = X" yra dydZio N imtis, tenkinanti matavimo d Gauso miSiniy
modelj (tegul matavimas d yra didelis) su pasiskirstymo funkcija (p.f.) F.

Kadangi erdvés matavimas yra didelis, natiiralu projektuoti imti X 1
matavimo k (k= 1, 2, ...) tiesinius poerdvius naudojant tikslinio projektavimo
metoda (zr., pvz., Friedman (1987)) Aivazyan (1996). Jei standartizuotos
projektuotos imties papildomoje erdvéje yra standartinis Gauso, §is tiesinis
poerdvis H vadinamas diskriminantiniu poerdviu. Pvz., jei turime ¢ Gauso
miSinio komponenc¢iy su lygiomis kovariacinémis matricomis, tuomet
diskriminantinio poerdvio matavimas yra g—1.

Turint diskriminantinio poerdvio iverti, Zymiai lengviau atlikti klasifikavima
naudojant suprojektuota imti (Zr. pvz., Jakimauskas, Krikstolaitis (2000a,
2000b)), .

Pazingsniné procediira, kuri taitkoma standartizuotai im¢iai, yra tokia (k= 1,

2,..., kol diskriminantinio poerdvio hipotez¢é yra patenkinta tam tikram k):
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1. Geriausio matavimo k tiesinio poerdvio radimas tikslinio projektavimo
metodu (Zr., pvz., Behboodian (1970), Rudzkis, Radavicius (1997), (1999),
Radavicius, Jakimauskas (2004)).

2. Gauso miSiniy modelio ivertinimas i§ imties, suprojektuotos { matavimo
k tiesini poerdvi (Zr., pvz., Hasselblad (1966), Behboodian (1970), Everitt,
Hand (1981), Rudzkis, Radavicius (1995), Jakimauskas (1997), Jakimauskas
(2002)).

3. Ivertinti modelio adekvatuma (goodness-of-fit) ivertinto matavimo d
modelio, laikant, kad pasiskirstymas papildomoje erdvéje yra standartinis
Gauso. Jei testas nepatenkinamas, padidinamas k& ir einama { Zingsnj 1.

Problemos, susijusios su pirmu ir antru zingsniais, nagrinéjamos minétuose
straipsniuose. Jei naudojame plaiai priimtus metodus treCiame Zingsnyje,
problema yra tam tikro neparametrinio tankio jvercio lyginimas su tam tikru
parametriniu tankio jverc¢iu didelio matavimo erdvéje. Problemos, susijusios su
didelio matavimo duomenimis, daznai vadinamos didelio matavimo
prakeiksmu (curse of dimensionality), zr., pvz., Hastie et al. (2001)). Kaip
alternatyvy metoda naudosime Monte-Carlo metoda ir specialia duomeny
skaidymo procediira. Tiksliau, i§ naujo generuosime turima imtj laikydami, kad
papildomoje erdvéje skirstinys yra standartinis Gauso. Testinei statistikai
naudosime apjungta imtj ir kiekviename padalijimo elemente suskai¢iuosime
taSky (t.y. imties elementy) skaiiy, priklausan¢iy pradinei imciai ir
priklausanc¢iy generuotai imciai. Testin¢ statistika parenkama taip, kad jei
hipotezé yra teisinga, testinés statistikos skirstinys silpnai priklausyty nuo
matavimo d ir nuo pasiskirstymo tiesiniame poerdvyje. Testinis kriterijus
gaunamas modeliuojant pakankamai dideli skai¢iy (pvz., 100 ar 1000)
nepriklausomy generuoty imc¢iy kurioms hipotezé yra teisinga, ir palyginant
testinio kriterijaus reikSme su i§ anksto nustatytu lygiu.

Kriterijjaus galia remiasi silpna testinio kriterijjaus priklausomybe nuo
matavimo d ir nuo skirstinio tiesiniame poerdvyje. Efektyvumas skai¢iavimy
prasme remiasi labai efektyvia binarine duomenuy skaidymo procedira ir

paprastu testings statistikos skaic¢iavimu.
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Pateiksime kai kuriuos modeliavimo rezultatus. Naudojami metodai gali
buti pritaikomi ir kitose situacijose, pvz., testuojant didelio matavimo

atsitiktiniy vektoriy nepriklausomuma.

3.1.2. Projektuoty duomeny adekvatumo testavimas

Tarkime, kad turime standartizuota matavimo ¢ Gauso miSiniy modelj su
p.f. F. Pazymékime Fy matavimo d Gauso miSiniy modelio, kurio
pasiskirstymas papildomame matavimo d—k poerdvyje yra standartinis Gauso,
p.f. (priminsime, kad & yra tiesinio poerdvio, gauto tikslinio projektavimo

metodu, matavimas). Nagrinésime miSinio modelj
Ep) =(1_p)FH +pF, pe(oa l)a

dviejy populiaciju Qy ir Q su p.f. Fjy ir F, atitinkamai. Fiksuokime p ir tegul ¥
yra atsitiktinis vektorius su p.f. F,. Tegul #(Y) yra populiacijos Q salyginé
tikimybé su salyga 7, t. y.

. L ym
=PI = (= ), ()

Cia fir fy; yra atitinkamai p.f. F ir F}; pasiskirstymo tankiai.

Tegul Xy yra dydzio M n.v.p. atsitiktiniy vektoriy 1§ Q4 , nepriklausanciuy
nuo X, imtis. Apjungta imtis Zymima Y, o Z(j), j = 1, 2, ... , N+M, yra
atitinkama populiacijos Q2 indikatoriy seka. Tegul P= {P;, k=0, 1, ... , K}, Py
= RY yra erdvés RY padalijimy seka, priklausoma nuo Y ir tegul {4, k=0, 1,
... , K} yra atitinkamy c-algebry, generuoty Siy padalijimy, seka. Skai¢iavimy
prasme efektyvus P pasirinkimas binarinis pakoordinatinis padalijimas
minimizuojant kiekviename zingsnyje viduting kvadrating paklaida padalijimo

elementuose. Natiiralus testinés statistikos pasirinkimas yra y*-tipo statistika

T,=K(Z,-p)’, p=NIN+M),

A

kur  E  yra vidurkis pagal Y empirinji pasiskirstyma = F,
0Z, =E(Z|4,), ke{l,2,...K}.
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3.1.3. Kompiuterinio modeliavimo rezultatai

Kompiuteriniam modeliavimui buvo parinkta M = N, ir kriterijaus statistika

s _Si=(k-D

_ Jk=1,2,...,K,
k-
kur
k
Sk :L (nj’k —mj’k)za k= 17 25 tee K’
2N H

Wt ir, atitinkamai, mj’k, yra imties elementy skaiCius (atitinkamai, imties Xy
elementy skaiCius) j-tajame padalijimo P, elemente.

Buvo padaryta prielaida, kad diskriminantiné erdvé Zinoma tiksliai (néra
paklaidy randant geriausia tiesini poerdvi). Buvo generuojamos 100
nepriklausomy realizacijy. Buvo gautos testinés statististikos minimalios ir
maksimalios reikSmes atitinkamoms apjungtoms realizacijoms. Taip pat buvo
gautos testinés statististikos minimalios ir maksimalios reikSmés atmetus 5
proc. didziausiy ir 5 proc. maziausiy reikSmiy. Matavimas buvo parenkamas
iki 100, dazniausiai 10. Diskriminantinio poerdvio matavimas buvo
parenkamas intervale 1-4 (Sis matavimas priklauso nuo misinio komponenciy
skai¢iaus ir jo parametry), ir buvo naudojamas atitinkamas tiesiniy poerdviy

matavimy intervalas.

20
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Pav. 3.1.1. Statistikos 7} minimumy ir maksimumy elgesys

(modelis 1, projekcija | £ = 1 matavimo poerdvy).
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Pav. 3.1.2. Statistikos 7; minimumy ir maksimumy elgesys

(modelis 1, projekcija | k£ = 2 matavimo poerdvi).

Modelis 1. Pav. 3.1.1 ir Pav. 3.1.2 pateikiamos minimalios ir maksimalios
testines statistikos reikSmeés (taip pat reikSmés atmetus 5 proc. didziausiy ir 5
proc. maziausiy reikSmiy) pavyzdZiui su 3 Gauso miSinio komponentémis
desimtmatéje erdvéje su komponenciy vidurkiais (-4, -1, 0, ..., 0), (0, 2, 0, ...
, 0), 4, -1, 0, ..., 0) ir vienetinémis kovariacinémis matricomis (modelis 1).
Zinoma, §iuo atveju diskriminantinio poerdvio matavimas lygus 2. Pav. 3.1.1
(atitinkamai, Pav. 3.1.2) buvo projektuojami deSimtmaciai duomenys {
vienmat] (atitinkamai, dvimatj) poerdvi.

Modelis 2. Pav. 3.1.3 ir Pav. 3.1.4 pateikiamos minimalios ir maksimalios
testinés statistikos reikSmeés (taip pat reikSmes atmetus 5 proc. didZiausiy ir 5
proc. maziausiy reikSmiy) pavyzdziui su 2 komponenciy Gauso miSiniu
deSimtmatéje erdveéje su nuliniais komponenciy vidurkiais ir diagonalinémis
kovariacinémis matricomis su diagonaliniais elementais (10, 1, 1, ..., 1) ir (1,
10, 1, ..., 1), atitinkamai (modelis 2). Siuo atveju diskriminantinio poerdvio
matavimas lygus 2. Pav. 3.1.3 (atitinkamai, Pav. 3.1.4) buvo projektuojami

deSimtmaciai duomenys i vienmatj (atitinkamai, dvimati) poerdvi.
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20

Pav. 3.1.3. Statistikos 7; minimumy ir maksimumy elgesys

(modelis 2, projekcija i k£ = 1 matavimo poerdvi).

Pav. 3.1.4. Statistikos 7; minimumy ir maksimumy elgesys

(modelis 2, projekcija i k£ = 2 matavimo poerdvi).

Rezultatai parodé¢, kad yra labai silpna priklausomybé nuo parinkto misinio
modelio ir erdvés matavimo. Testinés statistikos, atmetus 5 proc. didziausiy ir
5 proc. maziausiy reikSmiy, maksimumas yra tinkamas kriterijus priimti ar

atmesti nagrinéjama hipotezg.
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3.2. DIDELIO MATAVIMO DUOMENU KOMPONENéIU
NEPRIKLAUSOMUMO TESTAVIMAS

3.2.1. Duomeny komponenc¢iy nepriklausomumo testavimas

Masy tikslas yra pateikti santykinai paprasta, priklausoma nuo duomeny ir
skai¢iavimy prasme efektyvia procediira komponenciy nepriklausomumo
testavimui, kuomet erdvés X matavimas d yra didelis.

Tegul X = (X(1),..,X(N)) yra n.v.p. atsitiktinio vektoriaus X su
pasiskirstymo funkcija (p.f.) F' erdvéje RY stebéjimy imtis. Nagrinésime tam
tikry F' savybiy testavima. Tegul #y ir €, yra dvi nepersikertancios d-maciy
skirstiniy klasés.

Nagrinékime neparametrinés hipotezés testavimo problema:
H:Fe®, prie§ A:Fe¢F, (1)

Dvieju komponenéiy X, eR" ir X,eR*, d; + d, =d;, X=(X,X))),

nepriklausomumo testavima atitinka
7, ={G:G(x)= G (x)-G,(x,),x = (x,,x,), x, eR" , x, e R" }, (2)

kur G, ir G, yra marginaliniai G skirstiniai, atitinkantys komponentes X ir X>.

Procediira remiasi Vapnik ir Chervonenkis idé¢ja vertinant nuokrypi tarp
empirinio ir tikrojo skirstinio panaudoti nuokrypi tarp dvieju nepriklausomy
empiriniy skirstiniy (Vapnik, Chervonenkis (1981)) ir gerai Zinoma modelio
adekvatumo testavimo problema kaip klasifikacijos problemos interpretacija
(Zr., pvz., Hastie et al. (2001)), specialia pazingsnine duomeny padalijimo
procediira, randomizacija ir saviranka (bootstrap), nuoseklaus testavimo
elementais. Vertinant procediiros efektyvuma naudojamas Monte-Carlo
metodas.

Siuo metu néra visuotinai pripazintos metodologijos didelio matavimo

daugiamaciy neparametriniy hipoteziy testavimui. Tradiciniai neparametriniy
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hipoteziy testavimo metodai remiasi empirine charakteringaja funkcija
(Baringhaus and Henze (1988)), neparametriniais tankio jverciais ir glodinimu
(Bowman, Foster (1993), Huang (1997)) bei klasikinémis vienmatémis
neparametrinémis statistikomis duomenims projektuotiems i kryptis gautas
tikslinio projektavimo (projection pursuit) metodu (Zhu et al., (1997), Szekely,
Rizzo (2005)).

Sudétingesné technika remiasi Vapnik-Chervonenkis teorija, tolydzia
funkcionaline centrine ribine teorema ir dideliy nuokrypiy tikimybiy
nelygybémis (Vapnik (1998), Bousquet et al. (2004)). Pastaruoju metu, ypac
taikymuose, pla¢iai naudojami Bajeso metodas ir Markovo grandiniy Monte-
Carlo methodas (zr., pvz. Verdinelli, Wasserman (1998) ir ten esancias
nuorodas). Daugiamatés kopulos (copulas) taip pat yra tinkamas biidas
atspindéti statisting priklausomybe tarp atsitiktiniy vektoriy.

Nepriklausomumo testavimo kriterijy asimptotinés savybeés ir jy galingumas
buvo detaliai studijuojami (zr., pvz., Genest, Remillard (2004)). Taciau Sie
rezultatai tiesiogial nepritaikomi misy atveju, kadangi komponentés X; ir X,
yra didelio matavimo.

Didelio matavimo duomeny priklausomumo-nepriklausomumo struktiiros
nustatymui naudojama nepriklausomy komponenciy analizé (independent
component analysis (ICA)), pastaruoju metu iSvystytas pagrindiniy
komponenciy metodo ir projektavimo metodo papildymas, zr. Hyvarinen et al.
(2001), kur pateikiamas efektyvus metodas salyginio nepriklausomumo
testavimui. Susijusi tematika taip pat yra Szekely, Rizzo (2006), Polonik
(1999), L.-X. Zhu, Neuhaus (2000) darbuose.

Skyrelyje 3.2.2 pateikiama neparametrinés hipotezeés testavimo procediira
(zr. Radavicius, Jakimauskas, SuSinskas (2007)). Kitame skyrelyje pateikiami
Monte-Carlo modeliavimo rezultatai ir baigiamosios pastabos (Zr. Jakimauskas

et al. (2008)).
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3.2.2. Statistinis testas

Testiné statistika. Tegul #=¢,UF,. Tarkime, kad atvaizdavimas
¥:F > F, yratoks, kad ¥, = {G € F: ¥(G) = G}. Duotam F e ¥, pazymékime
F, =¥(F). Nepriklausomumo hipotezei F, =F, - F, .

Nagrinékime dvieju populiacijy Qy ir Q2 miSiniy modeli

F,=({(-p)Fy+pF, 0<p<l,

su p.f. Fy ir F, atitinkamai. Fiksuokime p ir tegul ¥ = Y, yra atsitiktinis
vektorius (a.v.) su misinio skirstiniu. Tegul (Y ) yra populiacijos (2 salyginé

tikimybé¢ su salyga ¥, t. y.

P
pf(V)+ (1= p)F,(Y)

2(Y)=P[Q|Y]=

Cia f'ir f;; yra pasiskirstymo tankiai (o-baigtinio mato  atzvilgiu) atitinkamai
FirF H-
[veskime nuostoliy funkcija L(F; Fo) = E(«(Y) — p)*. Aisku, kad

L(F, Fy) =0 tada ir tik tada kai F=Fy,

kadangi salyginé tikimybé z(Y) lygi tikimybei p tada ir tik tada kai F' = Fy,.
Tegul X = (X¥(1), ..., X*(M)) yra n.v.p. a.v. Qy imtis, nepriklausoma

nuo X. Apjungta imtis Zymima
Y =X X = (X(1), ..., XV, X, ..., X))

o Z(t)=1{t< N},t=1,..N + M, yra atitinkama populiacijos Q indikatoriy seka.

Tegul ®={P,k=0,1,..,K},P=R*,P_ cP,k=12..,K, yra erdves R’
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padalijimy seka, priklausanti nuo Y, ir tegul {4, k=0,1,...,K} yra
atitinkama o-algebry seka, generuota Siy padalijimy.

Skai¢iavimy prasme efektyvus @ pasirinkimas yra pazingsninis binarinis
pakoordinatinis padalijimas, kiekviename Zingsnyje minimizuojant viduting
kvadrating paklaida imties Y elementams padalijimy aibése. Kaip alternatyva
galéty biiti padalijimas i aibes su mazdaug lygiu imties Y elementy kiekiu.

Taip apibrézus nuostoliy funkcija L(F, Fj), natiiralus testo statistikos

pasirinkimas yra y’-tipo statistika

T,=E(Z, -p), p=

N+M’ ()

kur E yra vidurkis pagal empirinj imties Y pasiskirstyma F , o

zZ,=E(Z|a),

kur ke{l,2,..,K}. SkaiCius k£ gali buti laitkomas glodinimo parametru. Jis
charakterizuoja, kokio smulkumo yra padalijimas. Taip pat nagrinésime (3)

Versija su svoriais

T, =E(Z, - p)'W,, (4)

kur W, yra tam tikra 4-iSmatuojama svorio funkcija. Pasirinkus
W, =[S Y|/(p(1- p)) ant padalijimo aibés SeP,, gauname L, atstuma tarp
stebety ir tikétiny daznumy teisingai hipotezei H.

Kadangi optimali k& reikSmé neZinoma, nagrinésime tokj testo statistikos

apibrézima:

I'=max(T, —a,)/b,, (%)

ko<k<K
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kur k,>1, a; ir b, yra centravimo ir mastelio parametrai, kurie yra atskirai
apibréziami.

Pastaba. Kadangi kriterijaus kritinée sritis turi forma ¢, ={T >c¢,}, kur c, yra
kritiné¢ reik§me, atitinkanti reikSmingumo lygi o, nattralu iSreiks$ti ¢ kaip
pazingsning testavimo procediira:

Zingsnis 1: Priskiriame k = ko — 1.

Zingsnis 2: k+1—>k;jet k> K, tada STOP, kitu atveju skaiciuoti T}.

Zingsnis 3:Jet T} > a; + c,b;, atmetame hipotezg H, ir STOP, kitu atveju
einame prie Zingsnio 2.

Nulinés testinés statistikos pasiskirstymas. Tegul 7:7 — I yra atsitiktinis
I={l; 2 .. N+ M} perstatymas su lygiomis tikimybémis, o Y’ yra
atitinkamas Y perstatymas. Bet kuriai statistikai & pazymékime &', jei S§i
statistika skai¢iuojama i§ randomizuotos imties Y'. Atskiru atveju, X, = (Y*(1),
Y'(2), ... ; YY(N)). Jei hipotezé H yra teisinga, Y' = Y pagal pasiskirstyma.

Todel galima nagrinéti salygini randomizuotos testinés statistikos 7

pasiskirstyma, kai duota imtis Y, tam, kad ivertintume pradinés testinés
statistikos 7} savybes.

Fiksuokime imt Y. Padalijimui P, = {S, ,S, ,...,S, , } apibréZkime
n(k) = (m(k)seeesr, (k)= (1S, AY |, j =1, )

(k) = v, (k) ()= (1S, O X |, j = Lod, Sk =1, K.

kaip J; matavimo vektorius, t.y. stebéty Y ir X elementy dazniy vektorius.
Tuomet Z; =vi(k)/n,(k) padalijimo aibé&je Sj; . Kadangi diskretus a.v. v* (k)
turi daugiamati hipergeometrini skirstini su parametrais N + M, n(k), N,
salyginis 7 * skirstinys turint duota imtj Y ir padalijimg P, priklauso nuo Y tik
per padalijimy aibiy n(k), k = 1,...,K, dydzius. Tai duoda pagrinda apibrézti a;

ir b, formul¢je (5), analizuoti asimptotini statistikos 7' pasiskirstyma ir
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nagrinéti eksponentines dideliy statistikos T nuokrypiu nelygybes. Zemiau

pateiksime modeliavimo eksperimenta.

3.2.3. Nepriklausomumo testavimas

Tam, kad generuotume imti i§ Fy = F; - F,, naudosime savirankos
(bootstrap) metoda ir generuosime nepriklausomas realizacijas skirstinio
E,=¥(F)=F-F, kur E yra F;,i=1; 2, empirinis skirstinys.

Tegul X yra nepriklausomi stebéjimai su daugiamaciu Student’o skirstiniu
su m laisvés laipsniy. Nors X komponentés yra nekoreliuotos, jos yra
priklausomos. Kadangi X konverguoja pagal pasiskirstyma i standartini Gauso
vektoriy, kai m — oo, komponenciy priklausomumas beveik iSnyksta dideliems
m. Statistikos 7} centravimo ir mastelio parametrai skaiiuojami naudojant
Gauso skirstinio aproksimacijas. Tarkime, kad M = N ir J; = k + 1. Tuomet

standartizuotos y’-tipo statistikos 7. (3) ir L, atstumas 7® (4) su svorio

funkcija W, =| S Y|, atitinkamai, turi pavidala

>

2 TE T ©)

=

Lok g e 2v,(k))

r

noy TP —=2N .
Tk(z) _ kz—\/ﬁ’ Tk(Z) — IZ:(;(H/ (k)— 2V/(k))2, , (7)

Nagrinésime testing statistika 7 (5), paremta (6). Palyginus su (7), ji
priskiria didesnius svorius padalijimo aibéms su mazesniu imties elementy
skai¢iumi. Pagal modeliavimo rezultatus galima pasitlyti &y = 10 ir K = (M +
N)/10 kaip tinkama pasirinkima 7; maksimizavimo intervalui [k, K]. Kritiné
reikSmeé c, Siai testo statistikai parenkama taip, kad generuoty imciy dalis
kurioms teisinga nulin¢ hipotez¢ yra atmetama, nevirSyty duoto reikSmingumo

lygmens a, pvz., & = 0.05. Konstantos ¢, radimui naudojamas Monte-Carlo
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metodas. Rezultatai rodo, kad pla¢iame matavimy, imties dydziy, nulinio
skirstinio intervale testings statistikos elgesys yra labai panaSus (zr. Pav. 3.3.1
ir Pav. 3.3.2, Pav 3.3.5). Taip pat procediira buvo pritaikyta modelio
adekvatumo testavimui, kuomet nagrinéjami daugiamaciai Gauso miSiniai.
Pasirinkimas ¢y o5 = 2.7 yra daugeliu atvejy tinkamas.

Kompiuterinis modeliavimas buvo atliktas parinkus d < 20, 200 < N, M <
1000, ir m = 1; 2, ... ; 7; 25; 100. Nepriklausomuy komponenciy X; ir X,
matavimai d, ir d,, atitinkamai, buvo parinkti dviem budais. Pirmu atveju d, =
d, = d/2, o antru atveju d, = 1, d, = d — 1. Paprastai generavimy skaicius R =
1000. Zemiau pateikiami rezultatai kai d = 2; 10 ir N = M = 1000.

Trumpumo dé¢lei, testiné procediira 7 (5) vadinama JRS testu. Procediiros
galia buvo lyginama su klasikiniu Blum-Kiefer-Rosenblatt testu (trumpumo
delei, BKR testu, zr. Blum et al. (1961)), kuris remiasi kriterijumi, paremtu

Cramer-Von Mises tipo testine statistika nepriklausomumo testavimui:

Gy =N [ [(F(u,v) = E@)E,(v) dF (u,v). (8)

BKR
RY R%2

Cia F yra empiriné komponentés X;, paremtos imtimi X (i = 1; 2),

pasiskirstymo funkcija.

Pav. 3.2.1. Statistikos T, maksimumas, minimumas ir dvipusiai 0.9 lygio

pasikliovimo lygmenys imciai i§ Cauchy skirstinio (m = 1) ir atitinkamiems

kontroliniams duomenims; d = 20, d; = d, = 10, N = 1000.
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Pav. 3.2.2. Statistikos T; maksimumas, minimumas ir dvipusiai 0.9 lygio

pasikliovimo lygmenys imciai 1§ Student’o skirstinio (m = 3) ir atitinkamiems

kontroliniams duomenims; d =10, d, =1, d, =9, N =1000.

Significance level 0.02

power
1.07
09 +—s—e BKRO2d -+ —t—+* BKR10d
¥—3—% JRS02d +—+—+ JRS10d
0.8
0.7 7]

0.2
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0.0
T — T T
2 2 4 g [ 7
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Pav 3.2.3. BKR testo galios funkcijos matavimams d =2 ("BKR02d’) ir
d =10 CBKR10d’) ir atitinkamos JRS testo galingumo funkcijos
(’JRS024d’ ir ’JRS10d’); reikSmingumo lygis o = 0.02.
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Significance level 0.05

power
1.07
%4 +—e & BKRO2d -+~ —*—* BKR10d
L H*—x%-x% Jpsoed +—+—+ JRS10d
0.8

2 3 4 5 6 7

Pav 3.2.4. BKR ir JRS testy galios funkcijos, reikSmingumo lygis a = 0.05.

Significance level 0.1

power
1.0
%l +—%—% BKROZd  + —+—* BKR10d
~ H-% % JRSD2d  +—+—+ JRS10d
0.8

Pav 3.2.5. BKR ir JRS testy galios funkcijos, reikSmingumo lygis a=0.1.
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JRS testo galia lyginama su BKR testo galia. Tam, kad ivertintume
nepriklausomumo testy galios funkcijas buvo atliktas Monte-Carlo
modeliavimas su R = 1000 realizacijy. Rezultatai pateikti Pav. 3.2.3, 3.2.4 ir
3.2.5 reikSmingumo lygiams o = 0.02; 0.05; 0.1 ir matavimams d =2 ir d = 10
sud, =d, =d/2. JRS testo galia nezymiai maz¢ja did¢jant matavimui d, ir, kai
d =10, ji yra artima BKR testo galiai kai d = 2. BKR testo galia kai d = 10 yra
labai maza.

Monte-Carlo modeliavimy rezultatai rodo, kad pasiiilyta procediira yra gana
perspektyvi. Si procediira pralenkia klasikini Blum-Kiefer-Rosenblatt testa
netgi mazo matavimo duomenims. Kritiné reikSmé c, mazai priklauso nuo
matavimo d ir padalijimo procediiros ir gali biti dar sumaZinta pridéjus

papildomus reikalavimus padalijimo procediirai.
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3.3. HIPOTEZIU APIE DIDELIO MATAVIMO ATSITIKTINIO
VEKTORIAUS VIDURK] TIKRINIMAS TAIKANT EMPIRIN]
BAJESO METODA

3.3.1. Empirinio Bajeso metodo taikymas tikrinant hipotezes

Ankstesniuose skyreliuose naudojama  -tipo statistika neatsizvelgia i sekos
elementy, patekusiy i atskiras padalijimo aibes, pasiskirstyma. Kai kuriais
atvejais (pvz., kai skirstiniai didesn¢je erdvés dalyje sutampa, o ryskiai skiriasi
tik nedidel¢je erdvés dalyje) didelis nereikSminguy nuokrypiuy skaicius gali
uzmaskuoti palyginti nedidele dali reikSmingy nuokrypiy ir taip sumazinti
hipotezés tikrinimo efektyvuma. Yra gana paprastas buidas — iSmesti dalj (pvz.,
ketvirtadal}) maZiausiy absoliutiniu dydZiu nuokrypiy ir hipotezés tikrinimui
naudoti tik didZiausius absoliutiniu dydZiu nuokrypius. Sis paprastas bidas,
nepaisant privalumy, turi ir viena trilkuma — statistikos pasiskirstymas esant
teisingai hipotezei stipriai priklauso nuo tikrinamo skirstinio. Pateiksime
(pasiremdami Jiang, Zhang (2009) darbu) metoda, kuris hipotezés tikrinimui
naudoja empirini Bajeso metoda.

Tegul X = (X(1), ... ,X(N)) yra dydzio N atsitiktinio vektoriaus (a.v.) X su
skirstiniu P erdvéje R? n.v.p. stebéjimy imtis. Nagrinésime neparametrines P
savybes tuo atveju, kai stebéjimy matavimas d yra didelis.

Straipsnyje Jakimauskas et al. (2008) buvo pateikta paprasta, paremta
duomenimis ir skai¢iavimy prasme efektyvi procediira didelio matavimo
duomeny neparametriniam testavimui. Si procediira remiasi randomizavimu ir
saviranka (bootstrap), specialia pazingsnine duomeny skaidymo procedira ir
y’-tipo statistikomis. Siame skyrelyje bus pateikta efektyvesné uz y’-tipo
statistika testin¢ statistika, paremta neparametriniu didziausio tikétinumo
tver€iu (nonparametric maximum likelihood (NML)) ir empiriniu Bajeso (EB)
tver¢iu papildomame misiniy modelyje.

Tegul @ ir @ yra dvi nesusikertancios matavimo d skirstiniy klases,

® =@ U@ . Nagrinekime neparametrinés hipotezés testavimo problema:
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H,:Pe® prieS§ H:Pe® (1)

Tarkime, kad egzistuoja tolydus atvaizdavimas W¥:®— @ toks, kad
® ={Pe®:¥(P)=P}. Galima paimti, pvz., ¥(P)=argmin,, p(Q,P), kur p
yra atstumas erdvéje @.

Tegul ® Zymi empirinj skirstinj, paremta imtimi X ir apibrézkime
® =W¥(P). Jei patenkinta nuliné hipotezé, empiriniai skirstiniai @ ir &,
dideliems N turéty buti artimi, nes jie abu yra aproksimacijos
to paties skirstinio Py. Todél bet kuris nukrypimo tarp @ ir @ matas gali biiti
paimtas kaip testiné statistika (1). Straipsnyje Jakimauskas et al. (2008) buvo
nagrin¢jamas Zemiau pateikiamas nukrypimo matas 75.

Generuokime dvi dydzio N nepriklausomas atsitiktines imtis Xp ir X, su

skirstiniais @ ir @ , atitinkamai. Tegul X Zymi apjungta Xp ir X, imti,

X'=Xp [|[Xo = {Xp(1), ... , Xp(N), Xo(1), ... , Xo(N)}.

Toliau, tegul § = {S}, k =1, ..., K}, yra X padalijimy seka su |§] = k
elementy, gaunama i§ tam tikro binarinio padalijimy algoritmo. I§ pradziy §, =
(X'}, o kai k =2, ..., K, kitas padalijimas S gaunamas i§ ankstesnio
padalijimo $;-; padalijus viena i§ padalijimo S;-; aibiy i du nesikertancius
poaibius.

Fiksavus padalijima §, ={S/, ..., }ir O € {P, 0}, apibrézkime

Y, =Y, (k)= (Y, (1), ., Y, (k) = (1 S* A X, |, j =L k) )

Todé¢l Y, yra matavimo k vektorius su j-aja komponente lygia X, elementy

skaiCiui aibéje S7, j=1,..., k. Apibrézkime
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n,=,-Y)/\Y,+Y, eR", 3)

¢ia veiksmai atliekami pakoordinaciui. Kuomet steb¢jimy skaicius Yp(j) + Yo())
kiekvienoje aibéje S}, j=1,..,k, yra didelis ir galioja nuliné hipotezé H,
vektoriaus 7 skirstinys gali biiti aproksimuojamas (k — 1)-maciu standartiniu
Gauso skirstiniu. Todél natiiralu naudoti y statistika |0|* kaip nukrypimo mata
tarp P ir P ir naudoti ja kaip testine statistika (1). Faktigkai, su statistika 170l

nuling hipotez¢
H!:En,=0, prieS H':En,#0,

Yra tikrinama (&ia 0, Zymi nulinj vektoriy erdvéje RY). Statistikos 7,
aproksimacin¢ kovariaciné matrica tuo tarpu priklauso nuo alternatyvos Hp.
Todél naudojama nuokrypi stabilizuojanti transformacija, ir gaunamas naujas

nuokrypio vektorius

+ L +Y,

n=yY,+Y, [arcsin( YPYPYO}—arcsin( 7 f D 4)
Be to, )(2 testas turi nedidele galia, kuomet 7 matavimas n yra didelis, o
kiekviena vidurkio 8 = En komponenté tik nedaug skiriasi nuo 0,, arba tik
nedidelis skaiCius &  komponenciy yra nenulinés. Kitame skyrelyje
panaudosime neparametrini maksimalaus tikétinumo jverti ir neparametrini
empirini Bajeso metoda, kad sukonstruoti galingesnj kriteriju testuoti hipotezes

H)ir H,.

3.3.2. Pagalbiné testavimo problema ir empirinis Bajeso metodas

Nagrinékime pagalbing testavimo problema:
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H!:En,=0, prieS H':En,#0,. 5)

kar n ~ M6, I,) ir 6eR" yra nezinomas vidurkiy vektorius. Taikant
(empirin}) Bajeso metoda, neZinomas parametras 6 laikomas atsitiktiniu.
Taigi, nagrinésime neparametrini Gauso misiniy modelj su mis$inio skirstiniu G

(zr. Radavicius, Jakimauskas, Susinskas (2007)):

n=60+z, O irz yra nepriklausomi, (6)
2~ MOy, 1), (7)
0~G, {6,i=1,2,...,n} yran.v.p. a.d. (8)

Bet kuriam v> 0, Zymésime x, (y | G) posteriorini &, v-momenta su salyga

=y
G :cov(ylG)) 9
1,(y1G) 207 |G) ()]
0,(y1G) = [u'p(y —u)dG(u), 120. (10)
R

Cia ¢ zymi standartinj Gauso tankj. Homogeniskumo hipotezé (5) tvirtina,
kad faktiSkai néra jokio miSinio, o G yra i1Ssigimgs skirstinys taSke 0. Kadangi
E|7[*=nE6 +n, nulinés hipotezés H{ testavimo kriterijus gali biiti paremtas

funkcionalo jverciu:

1 = 16(G) = [u?dG(u) = 6. (11)
R
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Alternatyvos tiesioginiam iverciui (4, 7 =n"'|n[* -1 yra neparametrinis

didziausio tikétinumo ivertinys (nonparametric maximum likelihood estimator

(NMLE))

(f)a = 1(Gypp)s (12)

ir neparametrinis empirinis Bajeso ivertinys (nonparametric empirical Bayes

(NEB))

(ﬁZ)EB:%iﬂz(nj |GML)' (13)

j=l
Cia G=G,; yra NMLE miSinio skirstinio G. Gauso miSiniams jis

egzistuoja ir yra stipriai pagristas (strongly consistent), zr., pvz., van de Geer

(2003)). Taip pat nagrinésime NEB statistika

N 1 A
(;ulz)EB :;Zﬂlz(ﬂj |G (14)

J=1

kuri yra paslinktas link 0 funkcionalo g, {vertis.
Jiang, Zhang (2009) parod¢, kad parametro & NEB jvertis

0=(u(n;1Gy), j=12,....n)

asimptotiskai pasiekia vidutinés kvadratinés paklaidos R, minimuma

separabiliy statistiky klas¢je, jei

(logn)’* min(y/logn, [|0]I,.) = o(nR)).
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Taip pat jie parodé modeliavimo biidu, kad tam tikrais atvejais 6 gerokai
lenkia kitus Zinomus jver¢ius, jskaitant ir James—Stein jvertj. Kadangi 6 yra
invariantiSkas poslinkio atzvilgiu, tai rodo, kad kriterijus (5) testavimui
paremtas statistika (/1) ;, gali biiti galingesnis, ypa¢ artimoms alternatyvoms.
Asimptotinés (i), savybés gali biiti i§vestos i§ [§— @ savybiu. Kitame
skyrelyje nagrinésime statistikos (/;)z; savybes baigtinéms imtims ir
pateiksime kai kuriuos modeliavimo rezultatus tam tikroms natiiralioms

alternatyvomes.

3.3.4. Modeliavimo eksperimentas

Nagrinésime tris skirstinio &, alternatyvas:
(al) 6. =au;, u;~ MO, 1),
(a2) 6 =az-1), z;~®(1/2, 1),
(@3) G =a(-1y -1{i<m}, 1<m<n.

Ivairioms parametry a, n ir m kombinacijoms buvo atliktas modeliavimas su
1000 nepriklausomy realizaciju (zr. Jakimauskas, SuSinskas (2010)).

Parametras a > 0 nusako testavimo problemos sudétinguma. Modeliavimo
rezultatai rodo tam tikra NEB testo galios padidéjima, palyginti su x> testo

galia. Pav. 3.3.1-3.3.3 pateikiami tipiniai rezultatai. Cia pateikiami galios
grafikai testinei statistikai (/7). ir y° testinei statistikai priklausomai nuo

parametro a, pateiktas atvejis, kai n =50 ir m = 8.
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Pav. 3.3.1. Testy galia alternatyvai (al).

100 7

——EB

an +-

chi square

Pav. 3.3.2. Testy galia alternatyvai (a2).

100 7

chi square

Pav. 3.3.3. Testy galia alternatyvai (a3).

61



NML jvertis G,,, skai¢iuojamas naudojant EM algoritma Gauso miSiniui su

1§ anksto nurodytais ir fiksuotais miSinio komponenciy centrais (Zr., pvz.,
Jiang, Zhang (2009)). Komponenciu skai¢ius m = 15. Tai reiSkia, kad faktiskai

NMLE su apribojimais pakeiéia G, .

3.4. ISVADOS

Pateiktas duomeny skaidymo procediiros pritaikymas duomeny modelio
verifikavimui leidzia panaudoti metoda patikrinti modelio adekvatuma, kuris
mazai priklauso nuo duomenuy dimensijos ir kurio efektyvumas remiasi
subalansuoty daugiamatés erdveés srities suskaidymo rinkiniy seka. Svarbu tai,
kad $iy subalansuoty rinkiniy seka (priklausanti nuo turimy duomeny ir nuo
tikrinamo duomeny modelio) gaunama paprastu biidu, be papildomai
nurodomy parametry.

Nagrin¢jant modelio adekvatumo testavimo algoritma didelio matavimo
duomenims, tenkinantiems daugiamat; Gauso miSiniy modelj, rezultatai
parodé, kad yra labai silpna priklausomybé nuo parinkto miSinio modelio ir
erdvés matavimo. Testinés statistikos, atmetus 5 proc. didziausiy ir 5 proc.
maziausiy reikSmiy, maksimumas yra tinkamas kriterijus priimti ar atmesti
nagrin¢jama hipotezg.

Nagrin¢jant didelio matavimo duomenuy komponenciy nepriklausomumo
testavimo algoritma, Monte-Carlo modeliavimy rezultatai rodo, kad pasiiilyta
procediira yra pakankamai efektyvi. Si procediira pralenkia klasikinj Blum-
Kiefer-Rosenblatt testa didesnio matavimo duomenims. Kritiné reikSmé c,
mazai priklauso nuo matavimo d ir padalijimo procediros ir gali buti dar
sumazinta pridéjus papildomus reikalavimus padalijimo procedirai.

Taikant empirini Bajeso metoda testuojant didelio matavimo duomeny
komponenciy nepriklausomuma, pradiné didelio matavimo duomeny testavimo
problema suvedama i papildoma testavimo problema. Nuliné hipotez¢ H gali
buti performuluota kaip G = d, kur G yra apriorinis nezinomy parametry 6;, i =

1, ..., n, skirstinys, o J, yra iSsigimegs skirstinys taske 0. Tod¢l bet kuris
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nukrypimo matas tarp J, ir skirstinio G NMLE jveréio G,, gali biti
naudojamas testavimui, pvz., x* testas arba neparametrinis tikétinumo santykio
kriterijus. Modeliavimo bidu buvo nagriné¢jamos baigtiniy imc¢iu savybés
testui, paremtam NEB statistika /. Modeliavimo rezultatai rodo NEB testo
privalumus, palyginus su y° testu. Kadangi NMLE jver¢io G,, skai¢iavimas

yra iteracinis ir uzima daug laiko, rezultatai gali priklausyti nuo skai¢iavimo

metodo iteracijy skaiciaus.
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4. RETU DAZNIU ANALIZE NAUDOJANT EMPIRIN] BAJESO
METODA

Nagriné¢kime rety ivykiu didelése populiacijose (pvz., tam tikros ligos
tikimybiy, mir¢iy, savizudybiy ir t.t., tikimybiy) vertinimo problema.
Atitinkamy 1vykiy skaicius priklauso nuo populiacijos dydZio ir nuo atskiro
tvykio tikimybeés. Klasikinis dazniy jvertis daZnai yra netinkamas, nes turi per
dideles paklaidas. Padarysime prielaida, kad ivykiy skai¢ius populiacijoje turi
Puasono skirstini su tam tikrais parametrais. Pastebésime, kad tokia
aproksimacija yra pakankamai tiksli dideléms populiacijoms ir mazoms, bet ne
pernelyg mazoms, tikimybéms.

Empiriniame Bajeso vertinimo metode daroma prielaida, kad jvykiy
tikimybés populiacijose yra atsitiktinés ir turi tam tikra skirstini. Gerai Zinoma
(zr., pvz., Clayton, Caldor (1987), Meza, (2003), Sakalauskas, Vaiciulyté
2012), kad nezinomy tikimybiuy Bajeso iverciai turi gerokai mazesn¢ viduting
kvadrating paklaida palyginti su paprastais santykinés rizikos jverciais.

Bajeso statistiniy sprendimy teorija yra taikoma tais atvejais, kuomet
informacija apie parametrus gali buti nusakoma tam tikru tikimybiniu
skirstiniu. Sia teorija naudojantys metodai turi visa eil¢ privalumy (zr., pvz.,
DeGroot (1970), Carlin, Louis (1996)), lyginant su klasikiniais (,, frequentist )
metodais. Vis délto, Sie metodai pradéti pladiau taikyti tik prie§ kelis
deSimtmecius. Viena 1§ daZnai nurodomy priezas¢iy yra tai, kad jie yra gali
nebiiti objektyviis — wvisi statistiniai skaiCiavimai turéty buti atliekami
kruops¢iai patikrinus ir jvertinus i§ anksto numanomas nagriné¢jamojo objekto
savybes, o tai gali padaryti rezultatus tokius, kokius juos noréty matyti
konkrecia problema nagrin¢jantis statistikas. Bet viena 1§ svarbiausiy
priezascCiy, vis délto, yra staigus kompiuterinés technikos vystymasis mazdaug
nuo 1980 mety. Bajeso metodams net ir atrodyty paprastais atvejais reikia

nemazy skai¢iavimy, pvz. sudétingy integraly skai¢iavimy ir pan.
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Naudojant klasikinius metodus (zr., Carlin, Louis (1996)), tam tikros
statistikos d rizika vertinant nezinoma parametra € yra funkcija nuo nezinomo

parametro (¢ia / yra nuostoliy funkcija, o f— imties skirstinys)
R(0,d) = E y,[1(0,d(X))] = Il(é’,d(X))f(X |0)dX .

Naudojant Bajeso metoda, tam tikros statistikos d rizika vertinant

nezinoma parametra € yra vienas skaicius (¢ia 7 yra apriorinis skirstinys)
p(,d(X)) = Egy [I(0,d (X )] = [1(6,d(X)) p(6| X)dO,

kur

_SX[9)x(0)
p(HIX)——m(X)

>

m(X) = [ f(X |w)z(u)du.

Bajeso rizika, laikant kad statistika d yra i§ tam tikros klasés D,

apibréziama kaip riziky apatinis rézis
p (m)=inf p(7,d(X)).

Kiekviena statistika ', kurios rizika lygi Bajeso rizikai, vadinama Bajeso
tverciu skirstiniui 7.

Jei nuostoliy funkcija yra kvadrating, gausime vidutini kvadratini
nuokrypi. Klasikiniu atveju vidutinis kvadratinis nuokrypis duotai parametro

reikSmei 6 yra
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E  [l(0,d(X))] = Ex‘g[(e,d(X))z]d: MSE,(0).

Bajeso metodo atveju rizika duotam aprioriniam skirstiniui 7 yra
E,.[1(6.d(X))] = E,,[(6,d(X))'] = MSE, (X).

Taip pat naudojama preposterioriné rizika
E, [1(6,d(X))] = Eg,x[(H,d(X))z]d: MSE,

kuriai galioja lygybeés

MSE, . =E [MSE,(0)],

MSE, . =E [MSE, (X)].

Vienas i§ Bajeso metodo privalumy yra tai, kad rizika yra vienas skaicius
(priklausantis nuo imties), o tuomet, kaip taisyklé egzistuoja optimali statistika.
Klasikiniu atveju nagrin¢jamy statistiky klasei tenka jvesti tam tikrus
apribojimus, kad nagrin¢jamoje statistiky klas¢je egzistuoty optimaliu
procediira.

Bajeso metodas taip pat turi ir trikuma, kadangi tenka daryti prielaida apie
konkretaus apriorinio skirstinio egzistavima ir, be to, laikyti ji yra Zinomu. Sia
problema i§ dalies galima iSspresti naudojant empirini Bajeso (EB) metoda.
Empirinio Bajeso metodo atveju stebéti duomenys naudojami jvertinti
apriorinio skirstinio parametrus (parametrinis EB metodas), arba {jvertinti
apriorinio skirstinio forma (neparametrinis EB metodas). Yra bendra nuomong,

kad jei nagriné¢jamame uzdavinyje (daugelyje praktiniy uzdaviniy)
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parametrams galima priskirti tam tikra tikimybini skirstini, tokie metodai yra

visiSkai priimtini ir naudingi.

4.1. RETU [VYKIU MODELIAVIMAS NAUDOJANT EMPIRIN]
BAJESO METODA

Pagrindinis atvaizdavimo zemélapyje tikslas yra aprasyti geografinius
skirtumus tarp ligos ar mirties tikimybiy ir parodyti, kad tam tikri {vykiai gali
buti 1S dalies nulemti rizikos faktoriy, kurie turi erdving struktira. Jei
neatsizvelgsime 1 skirtinga populiaciju dydi, netiksliai gautas santykinés
rizikos (relative risk (RR)) ivertis, paremtas tik keliais atvejais, gali lemti
didelius nuokrypius zemeélapyje ir dominuoti jo vaizda. Todél erdvinés
informacijos tinkamai analizei pla¢iai naudojamas Bajeso metodas, kadangi jis
gali ivertinti atskiry ivykiu tikimybes ne tik 1§ nagrinéjamos populiacijos
duomeny, bet ir i§ kity populiacijy duomeny (Zr. Tsutakava et al. (1985),
Knorr-Held, Rasser (1999), Bradley et al. (2000), Leite et al. (2000), Quigley
et al. (2007), ir t. t.). Kaip yra parodyta, empiriniai Bajeso jverciai turi gerokai
mazesnj vidutini kvadratini nuokrypi palyginti su RR jverciais (zr. Clayton,
Kaldor (1987), Meza J.L. (2003), ir t.t.). Paprastai stebimi dydziai rizikos
atvaizdavimuose yra dydziai su Puasono skirstiniu, priklausanciu nuo jvykio
tikimybés ir stebéjimy intervalo kiekvienoje populiacijoje. Empiriniam Bajeso
mazy populiacijos tikimybiy vertinimui reikalingas apriorinis populiacijos
rizikos skirstinys. Buvo naudojami keletas aprioriniy skirstiniy, tarp ju gama,
lognormalusis skirstinys, taip pat neparametriniai skirstiniai. Kol kas apriorinio
skirstinio pasirinkimas buvo daugiausiai paremtas loginiais samprotavimais
(Zr. Yasui et al. (2000), Vaurioa, Jankala (2006) , ir t. t.).

Nagrinésime empirinio Bajeso vertinimo technika Puasono-Gauso
modeliui, kuomet apriorinis logity skirstinys yra Gauso su parametrais,
vertinamais didziausio tikétinumo (maximal likelihood (ML)) metodu (Zr.
Tsutakava et al. (1985), Sakalauskas (1995)) Pateiksime aprioriniy parametry
vertinimo nesinguliarumo salygas ir nagrinésime paprasta iteracini algoritma

apriorinio skirstinio vertinimui (Zr. GureviCius, Jakimauskas, Sakalauskas
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(2009)). Kadangi empirinis Bajeso metodas naudojant Puasono-Gauso modeli
atskiria skirtingas vykiy populiacijose tikimybes, nors ivykiy skaicius skiriasi
nedaug, apraSysime klasterizavimo algoritma, panaudojant; S§ia savybe.
Naudosime Lietuvos 2003-2004 mety mirtingumo duomenis (zr. Sakalauskas,
Jakimauskas, SuSinskas (2010)), kad ivertintume nezinomas mirtingumo

tikimybes ir parodytume galimybg pritaikyti pateikiama metoda.

4.1.1. Puasono-Gauso modelis
Nagrinékime aibe A =(4,4,,...4¢) 1§ K populiacijy, kur kiekviena
populiacija 4; susideda 1SN, individy. Tarkime, kad tam tikri jvykiai (pvz.,
mirtis ar liga ar kiti ivykiai) gali atsitikti stebimoje populiacijoje. Miisy tikslas
yra vertinti nezinomas jvykiy P; tikimybes , kuomet yra stebimas jvykiuy
skai¢ius v; , j=1K, populiacijose. Kadangi paprastai santykinés rizikos jvertis

% daugeliu atveju negali biiti naudojamas de¢l dideliy skirtumy tarp
j
populiacijy dydZziy N,, taikysime empirinj Bajeso metoda.
Paprastai daroma prielaida, (zr. Bradley et al. (2000), Tsutakava (1985),
Clayton, Kaldor (1987), ir t. t.), kad jvykiu skaiCius ¥; turi Puasono skirstinj su

parametrais A;=N;-P;:

Y.
2, A
[ A)=e (;j)!, j=1...K. (1)

Nagrinésime modelj, kuriame logitai

a;=In Pj (2)

yra Gauso atsitiktiniai dydziai su parametrais o . Todél logity skirstinio

tankis yra
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g(ajaﬂao-):T~ 3)

Tuomet tikimybés P; vertinamos kaip salyginés tikimybés su salyga, kad

u, o 1gyja duotas reikSmes:

0 1 N ;
J._ o f[Y ]—O! Jg(as H, O-)da

P 1+e T1te
- 5,0n.) ’ @
kur
© N
D](ﬂsa)zj._wf[Y]5]+ej_a Jg(a,ﬂ,G)da (5)

yra j-tosios populiacijos, j=1,K , jvykiu skaiCius.
Naudojant empirini Bajeso metoda nezinomi parametrai u, o vertinami

didziausio tikétinumo metodu (Zr. Tsutakava et al. (1985), Bradley et al.
(2000)). Po tam tikry pertvarkymuy gauname S$io pavidalo logaritming
didziausio tikétinumo (maximum likelihood (ML)) funkcija:

K - N . K
L(u,6)=—zln[f_ f[y,.,—-f_a]gm,ﬂ,a)da}—zln(D_,-ma)), (6)
j:1 0 l +e ]:1
Kuri yra minimizuojama, kad gauti parametry u, o jver¢ius

L(,u, a)—) min .
u,o
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4.1.2. Didziausio tikétinumo funkcijos iSvestinés ir fiksuoto tasko lygtis

ML funkcija (6) yra diferencijuojama parametry atzvilgiu ir jos dalinés

iSvestinés turi pavidala:

© g— N;
aL( O') K I—oo ao_zlu : f[Yla 1 + e]_a Jg(aaﬂvo-)da
=Y oY : (7)
H Jj=1 J ﬂ,O')
0 —_ P N :
oL(.0) K .[_OO [1 - (ao-é”) ].f(yj,l_l_eja]g(a,,u, o)da
ﬂ’a - . . 8
e o ; D, (i0) (8)
Prilyginus nuliui pirmasias i§vestines
6Lg; a) 0, (9)
angG) —0 (10)
18 (7), (8) gauname ““fiksuoto tasko” lygtis x ir & ML jverc€iy skai¢iavimui:
K J._ af YJ’ ._a g(aa M, O-)da
1 © l+e 11
e D (u,0) ’ (1)
j=l A
o N;
K J_ (a - ,u)z f(YJ’ j_a Jg(aa M, O-)da
2 1 o l+e
ot=— Do) : (12)
j=1 jH-o
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Pastebésime, kad $iy lyg€iy sprendinys egzistuoja, tik kai patenkintos tam
tikros salygos. Parametro o ML jvercio nesinguliarumo salyga (t. y., o2>0) po
tam tikros (6), (7), (8) analizés gali biiti nusakoma $ia teorema.

Teorema (Sakalauskas, 1995). Lygciy sistemos (11), (12) sprendinys

egzistuoja, jei

K K
D =N PP (13)
=

J=1

Priesingu atveju ML jvertis turi tokj pavidalq:

e, (14)
c=0, (15)
kur
K K
P:ZYJ./ZNJ. (16)
j=1 =1

Kaip seka 1§ salygos (13), singuliarumas daugiausiai atsiranda mazose
populiacijose. Taigi Si salyga gali buti naudojama parinkti populiacijy su
mazomis tikimybémis aibes.

Nesunku pastebéti, kad singuliarumo atveju (ty. o=0) ivykiy

populiacijose tikimybés nekinta ir yra tos pacios visoje populiacijoje

P=P. (17)

Atitinkama ML funkcijos reikSme turi pavidala:
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K
L(w#,0)= Y (N; - P=¥,-In(N ;- P))=
=1

~

K
=>Y;-(I-In(N;-P)). (18)
j=1

4.1.3. Gauso skirstinio aprioriniy parametry vertinimas ,,paprasty
iteracijy“ metodu

ML funkcijos savybiu tyrimas parinkus ivairius populiacijy dydzius ir
tvairy (vykiy skai¢iy leidzia padaryti iSvada, kad pakankamai dideléje
minimumo tasko aplinkoje $i funkcija yra unimodaliné su vienu minimumo
tasku. Taigi, tarkime, kad patenkinta nesinguliarumo salyga (13). Tuomet
lygciy sistemos (9), (10) ar (11), (12) sprendinys gali buiti randamas skaitiniais
metodais. Pvz., ,,paprasty iteraciju metodas (zr. Kantorovitch, Akilov (1982))
gali biiti pritaikytas iSspresti Sias lygtis, kad gauti parametry x4 ir ¢ ML

(vercius:
0 ) Nj
Je L afly;, . lgla. . 0)da
Heyl = Es - I+e R (1 9)
Ko Dj(ﬂaa)
0 5 Nj
1 & le(a_ﬂt) f(Yj’ 4o ]g(a,,u,,O',)da
Mg 20
Ot K ; Dj (/u’ O_) ( )
Startinis taSkas naudojant (19) ir (20) gali buti parinktas kaip
1 ¢k
= L @21)
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o = X (@) -, 22)

kur

Parametry u, o> ML jverciai taip pat gali buti randami kintamos metrikos

metodu (zr. Dennis and Schnabel (1996)), ML funkcijos gradientui vertinti
naudojant pradini taska (21), (22) ir i8raiskas (7), (8).

Pastebésime, kad visi integralai formulése (5), (6), (7), (8), (11), (12), (19),
(20) gali buti skai¢iuojami naudojant Hermit’o-Gauso kvadratiirines formules
(Zr. Abramovich, Stegun (1968)) arba naudojant kitas skaitinio integravimo
formules.

Paprastai ML funkcijos integravimas ir minimizavimas gali biiti atlickamas
naudojantis atitinkamomis matematiniy programy MATHCAD, MAPLE, ir t. t.

funkcijomis.

4.1.4. Taikymai skirti duomeny analizei

Pateiktas metodas buvo panaudotas analizuoti 2003—2004 mety nuzudymuy
ir savizudybiy mirtingumo Lietuvoje duomenis (visi ivykiai populiacijoje,
vyrai ir moterys atskirai). Skaitinis integravimas ir ML funkcijos
minimizavimas buvo atlieckamas su programa MATHCAD ir programavimo
kalba Pascal. Siy duomeny analizés rezultatus naudojant Puasono-gama modelj

zr. Jakimauskas, Sakalauskas (2010).

Nesinguliarumo salygos (13) tyrimo ir empirinio Bajeso ivykiu tikimybiy

vertinimo rezultatai pateikti Lentelése 4.1.1, 4.1.2.
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i(Yj—Nj-P)z/iY,- P*10° 7 o

= =
AllSuic 14255.1/1434=9.941 | 41.656 | -7.652 | 0.281
AllHom 453.3/325=1.395 9.440 | -9.260 | 0.136
MenSuic 9484.2/1199=8.297 |74.582 | -7.707 | 0.288
MenHom 356.0/232=1.534 | 14.431| -8.840 | 0.159
WomenSuic | 692.9/256=2.705 | 13.952 | -8.826 | 0.371
WomenHom |  76.8/100=0.768 5450 | -9.817 | 0.000

Lentelé 4.1.1. Savizudybiy (suicide)/nuzudymuy (homicide) mirtingumo 2003

metais Lietuvoje tikimybiy empirinis Bajeso vertinimas.

K K
> -N;-PP Y,
j=1 J=1

P*10°

U o
AllSuic 15421/1381 40.334 | -7.652 0.278
AllHom 287/294 8.587 | -9.260 0.000
MenSuic 11889/1124 70.337 | -7.707 0.305
MenHom 313/200 12.515 | -8.840 0.234
WomenSuic 1573.2/257 14.075 | -8.826 0.257
WomenHom 84.1/93 5.093 | -9.817 0.000

Lentelé 4.1.2. Savizudybiu (suicide)/nuzudymu (homicide) mirtingumo 2004

metais Lietuvoje tikimybiy empirinis Bajeso vertinimas.
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n suicides in Lithuania at 2003

Pav. 4.1.1. Santykinés savizudybiy tikimybes.

Man suicides in Lithuania at 2003 by empirical Bajes

Pav. 4.1.2. Savizudybiy tikimybiy jverciai, gauti empiriniu Bajeso metodu.

Tokiu biidu, apriorinio skirstinio singuliarumas, t.y. nuliné¢ aprioriné
dispersija buvo stebima tik su kai kuriais atskirais atvejais (motery saviZzudybés
2003 m. ir 2004 m., ir visos savizudybés 2004 m.)

Pav. 4.1.1, 4.1.2 atvaizduotos santykinés nuzudymy ir savizudybiy
tikimybés, ivertintos naudojant empirini Bajeso metoda. Matome, kad
empirinis Bajeso vertinimas jgalina pastebéti tam tikrus erdvinius nuzudymy

pasiskirstymo populiacijose efektus.

75



4.2. GAMA IR LOGIT MODELIAI EMPIRINIAME BAJESO MAZU
TIKIMYBIU VERTINIME

Nagrin¢jama mazy tikimybiy didelése populiacijose (pvz., tam tikros ligos
tikimybiy, mir€iy, savizudybiy ir t.t.,, tikimybiy) vertinimo problema.
Nagrinékime du nezinomy tikimybiy pasiskirstymo modelius: tikimybés turi
gama skirstinio modeli (modelis (A)), arba tikimybiy logitai turi Gauso
skirstini (modelis (B)). Parinkome realius duomenis i§ Lietuvos Statistikos
departamento duomenu bazés (Zr. http://www.stat.gov.lt/) — darbingo amziaus
asmenys, pirma karta pripazinti neigaliaisiais pagal administracing teritorija
(Lentele M3140706), 2010 metai (teritorijy skaicius K = 60). Be to, naudojami
vidutinio metinio gyventojy skai¢iaus duomenys pagal administracing teritorija
(Lentele M3010211). Buvo gauti pradiniai parametrai naudojant paprastas
iteracines procediiras modeliams (A) ir (B). Antrame etape buvo atlikti ivairiis
testai naudojant Monte-Carlo modeliavima (naudojant modelius (A) ir (B))
keiCiant viena pasirinkta parametra ir skai¢iuojant maksimalaus tikétinumo
(maximum likelihood (ML) ivercius atskirai imant modelj (A) ir modelj (B).
Pagrindinis tikslas buvo parinkti tinkamiausia model; ir duoti rekomendacijas
naudoti gama ar logit modelj Bajeso vertinimui.

Rezultatai rodo, kad Monte-Carlo modeliavimas jgalina parinkti tinkamesni
vertinimo modelj.

Padarysime prielaida, kad ivykiu skai¢ius populiacijoje turi Puasono
skirstini su tam tikrais parametrais. Pastebésime, kad tokia aproksimacija yra
pakankamai tiksli dideléms populiacijoms ir mazoms, bet ne pernelyg mazoms,
tikimybéms.

Empiriniame Bajeso vertinimo metode daroma prielaida, kad ivykiy
tikimybés populiacijose yra atsitiktinés ir turi tam tikra skirstini. Gerai Zinoma
(zr., pvz., (Clayton, Caldor, 1987), (Meza, 2003)), kad nezinomy tikimybiy
Bajeso verciai turi gerokai mazesn¢ viduting kvadrating paklaida palyginti su
paprastais santykings rizikos iverciais.

Nagrin¢kime du nezinomy tikimybiy pasiskirstymo modelius: tikimybeés

turi gama skirstini su formos (shape) parametru v>0 ir mastelio (scale)

76



parametru o> 0 (modelis (A)), arba tikimybiy logitai turi Gauso skirstini su
vidurkiu z ir dispersija o (modelis (B)).

Pradiniame etape buvo parinkti realtis duomenys i§ Lietuvos Statistikos
departamento duomenu bazeés (Zr. http://www.stat.gov.lt/) — darbingo amziaus
asmenys, pirma karta pripazinti neigaliaisiais pagal administracing teritorija
(Lentele M3140706), 2010 metai (teritorijy skai¢ius K = 60). Be to, buvo
naudojami  vidutinio metinio gyventoju skaiiaus duomenys pagal
administracing teritorija (Lentele M3010211). Buvo gauti pradiniai parametrai
(naudojant Zemiau apraSyta paprasta iteracing procediira) modeliams (A) ir (B).
Antrojo etapo metu buvo atlikti jvairts testai naudojant Monte-Carlo
modeliavima (naudojant modelius (A) ir (B)) keiCiant viena pasirinkta
parametra ir skaiciuojant maksimalaus tikétinumo (maximum likelihood (ML)
tverCius atskirai imant model; (A) ir modeli (B). Pagrindinis tikslas buvo
parinkti tinkamiausia modeli ir duoti rekomendacijas naudoti gama ar logit

modeli Bajeso vertinimui.

4.2.1. Matematiniai modeliai

Tegul turime K populiacijy 4, 4, ... , Ak, susidedanciy, atitinkamai, 18
N, ir tam tikri jvykiai (pvz., mirtis ar tam tikra liga) gali jvykti Siose

populiacijose. Mes stebime jvykiy skai¢iy {V;} =V, j=1,2, ..., K.
Padarykime prielaida, kad ivykiuy skai¢iy lemia nezinomos tikimybés
Ay =4,7=1,2, ..., K, kurios yra lygios visiems individams i§ tos pacios
populiacijos. Tada jvykiy skaiCius {Y;} yra nepriklausomy atsitiktiniy dydziy
(nad) {Y;} =Y, j=1, 2, ... ,K, su binominiu skirstiniu (atitinkamai, su

parametrais (4;, N)),j =1, 2, ... , K), imtis. AiSku, kad,

EY,= AN, j=1,2,... K (1)

Paprastai daroma prielaida (Zr., pvz., (Tsutakawa et al., 1985), (Clayton,
Caldor, 1987)), kad a.d. {Y;} turi Puasono skirstin] su parametrais AN, j =1,
2,..., K,
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P{Y =m}=h(m, AN ),m=0,1,..;j=12,.., K, (2)

kur

h(m,z):eZ%, m=0,1,..., z>0, 3)

Padarius tokia prielaida, taip pat galioja (1).

Nagrinésime matematini modelj, darydami prielaida, kad nezZinomos
tikimybés {A4;} yra nepriklausomi vienodai pasiskirst¢ (n.v.p.) a.d. su
pasiskirstymo funkcija F 1§ tam tikros klasés F Misu tikslas yra gauti
nezinomy tikimybiy {ij} tverCius 1S stebeéty jvykiy skaiCiaus {Y;}, darant
prielaida, kad Fe F.

Padarykime prielaida, kad {4;} yra n.v.p. gama a.d. su formos (shape)
parametru v > 0 ir mastelio (scale) parametru o > 0, t.y. pasiskirstymo

funkcija (p.f.) F turi pasiskirstymo tanki

a-(a-x)"

o) e ™, 0< x<oo, 4)

f)=fxv,a)=

Tuomet EA, = v / @, ir DA, = v / &. Be to,

Y +v
N +a’

J

E(4,|Y,=Y)= j=12,...K. (5)

Pazymékime §i modeli modeliu (A).
Nepriklausomai nuo {4;} skirstinio, galime naudoti vidutinés santykinés

rizikos (mean relative risk (MRR)) jverti
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/TMRR — Z[;;:]Yk , (6)
Zk:l Nk

Ir tokiu atveju laikome, kad {1} = 2", j=1,2,..., K. Taip pat galime naudoti

santykinés rizikos (relative risk (RR)) {verti {1} =", j=1,2, ..., K, kur

Y,
MR:V»’, j=12,..,K. (7)

’ J
Nagrinésime empirini Bajeso jvert] {/{j}, kuris yra tam tikras
kompromisas tarp vidutinés santykinés rizikos jvercio {1} ir santykinés
rizikos ivercio {/TI.RR}. Sis jvertis gaunamas i§ (5) naudojant parametry (v,4)
vercius.
Kaip alternatyva nagrinésime Bajeso iverti {/Tj} , kuris gaunamas padarius

prielaida, kad nezinomos tikimybés yra n.v.p. a.d., tokie, kad jy logitai

A
—m, j=1,2,...,K 8
a,=In—"=> J (8)

J

yra n.v.p. Gauso a.d. su vidurkiu g ir dispersija o*. Pazymékime §{ modelj
modeliu (B). Siuo atveju salyginis {4} vidurkis turi tokia forma (Zr.
(Sakalauskas (1995), Gurevicius et al., (2009)):

< N,
L ot
E(4, Y, =) =="° e : ©)
D,(u,07)
2 i N 2
D,(u,0%) = [h(Y,,—)p(x; 1,57 )dx. (10)
b 1+e™
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Nagrinéjant modelj (A), atitinkama maksimalaus tikétinumo funkcija turi

toki pavidala:

& LY, +v)
L,(v,a)= ;(m o)

+vln(a)—(Y_/+V)ln(Nj+a)+YJ.1nN‘/.j (11)

Modelio (B) atveju, atitinkama maksimalaus tikétinumo funkcija turi toki

pavidala:
L,(10")= 3 (In D, (1,0)) (12)

Maksimalaus tikétinumo jver¢iai {£;} ir {Z;} gaunami maksimizuojant
(11), atitinkamai (12), ir pakeiCiant parametry reikSmes formuléje (5) ar (10)
reikSmémis (v',a") ar (x',(c)?) . Praktikoje naudojami apytiksliai jverciai {/?:/.}

ir {4}, gaunami skaitiniais metodais (paprastai iteracinémis procedtromis)

apytiksliy parametry reikSmiy (v,4), atitinkamai (,6%), radimui.

4.2.2. Modeliavimo rezultatai

Kaip pradinius duomenis {Y;} modeliavimui parinkome realius duomenis
1§ Lietuvos Statistikos departamento duomeny bazés — darbingo amziaus
asmenys, pirma karta pripazinti neigaliaisiais pagal administracing teritorija
(Lentele M3140706), 2010 metai (teritorijyu skai¢ius K = 60), i§ viso 9
duomeny rinkiniai:

1 — I8 viso (15432 atvejai)

2 — Tuberkuliozé (399)

3 — Piktybiniai navikai (2706)

4 — Psichikos ir elgesio sutrikimai (1303)

5 — Nervy sistemos ligos (1501)

6 — Kraujotakos sistemos ligos (3525)

7 — Jungiamojo audinio ir skeleto-raumeny sistemos ligos (2566)
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8 — Traumos, apsinuodijimai (1116)

9 — Kitos priezastys (2316)

Taip pat buvo naudojamas vidutinis metinis gyventojy skaiCius pagal
administracing teritorija (Lentele M3010211); 1§ viso gyventoju skaiius visose
administracinése teritorijose lygus 3286820.

Pradiniame etape realiis imties duomenys buvo {vertinti tieck modeliu (A),
tieck modeliu (B), t. y. gauname startinius jvercius {ij}o ir {i}}o.

Modelio (A) atveju startinius jvercius gauname pasinaudoje iteracine

procediira (zr. (Clayton, Caldor, 1987)) naudodami apibrézima

o =Lt i-12,.. K (13)
7 N, +a
ir dvi lygtis:
v 1 &=
—=—Y90, 14
. KZ (14)
ir
v._ 1 §(1+ﬂ)(é_i)2. (15)
«> K-173 N,/ «a

IS (14) ir (15) gauname « kaip kvadratinés lygties Sakni ir po to gauname v
naudodami (15). Iteraciné procediira startuoja nuo {4}, = {4}, tada i§ (14) ir
(15) gauname (v, a )y, i$ (13) gauname {éj}l, irt. t.

Cia pateikiama Puasono-gama modelio (modelio A) nesinguliarumo
salyga, gaunama analogiSkai, kaip ir Puasono-Gauso modelio (modelio B)

nesinguliarumo salyga (Sakalauskas, 1995, zr. pragjusio skyrelio formulg (13)).
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Jei §i salyga nepatenkinta, ieSkant maksimalaus tikétinumo funkcijos

maksimumo, a,v — w©,

Vi - (7S p. (16)

nezinomy tikimybiy empiriniai Bajeso iver€iai artéja prie konstantos
{4,3=10,} > {2"™*, o maksimalaus tikétinumo funkcijos maksimumas néra
pasiekiamas.

Maksimizuojant maksimalaus tikétinumo funkcija (11) reikia rasti tokias
parametry reik8mes (v',¢"), kurioms maksimalaus tikétinumo funkcijos
iSvestiné tiek pagal v, tiek pagal «, lygi nuliui. Prilyginus iSvesting pagal o

nuliui, gauname lygti

f.

1 Y +v e ]
_Z il
K733 N +a K

j J

Il

- >0, (17)

j=1

SIS

o prilyging iSvesting pagal v nuliui, gauname lygti

! +K1na—iln(N/.+a):0. (18)
vV+s j=1 ’

DM~

}f

1 s=0

~.
1

Padauging (18) lygti i§ ¢, ir ja pertvarkius, gausime

Y;-1 1

oS Ja)=0. 19
oy agln(HNj/a) 0 (19)

o

5=

<.
I

< |
M-

Kuomet v,a -, v/a=P-(1+o(1/v)), pasinaudoj¢ formulémis 1/(1+x)=1-

x+O(?) ir In(1+4x) = x—x*/2+0(x"), kai x — 0, i (19) gausime, kad
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Y-l

K K
im o2 i (ﬁz Z(l—s/v)—az(N,/a—Nf/zaz)], (20)
V,—®© V,o—>0 1% : :

v — = —
via=P(1+o(1/v)) via=P(4o(1/v)\ =1 s=0 J=

—_

arba, pasinaudojus aritmetinés progresijos formule, suprastinus narius, ir

padauginus i§ 2 oP”
) aL , K K K K
lim 202 (a%“) = —Z;Yj(Yj -+ Z}(Nj .P)? = Zlyj - Z‘;(sz —(N;-P)"). (21)
} Jj= J= J= Jj=

v/a=P-(1+o(1/v))

Taigi, jei stebimas jvykiy skaicius {Y;} =Y, j =1, 2, ..., K, populiacijose
Ay, Ay, ... , Ax, susidedanCiy, atitinkamai, 1§ N;, j=1, 2, ... , K, individy,

patenkina nesinguliarumo salyga

M=

K
;-

J=1 J

(¥} - (N;-P))<0, (22)

J

Il
—

tuomet egzistuoja maksimalaus tikétinumo funkcijos (11) maksimumas tam
tikriems baigtiniams « ir v, kadangi, kaip nesunku isitikinti, pakankamai
mazoms « ir v reikSméms maksimalaus tikétinumo funkcijos iSvestiné pagal v
yra didesné uz 0.

Modelio (B) atveju buvo naudojama iteraciné procediira (Zr. Gurevi€ius
et al. (2009)), kuri naudoja ML jverdio i§vestines. Siuo atveju iteraciné

procediira startuoja nuo (z, 6°)o = (1, (6°)o), kur

1
=—>1 , 23
H szlnl—/lfR 23)
1 & A ’
Vo= In—— 11 | . 24
@ K,,(nl—ﬂ,fm ﬂo] .
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I8 (1, 0%); = (14, (0)), mauji parametrai (1, &)y = (U1, (0°);e1) gaunami
naudojant Sias formules (skai¢iavimams buvo naudojami skaitiniai metodai i$

(Abramovich, Stegun (1968)):

N
[xh(Y,, [ oo 5 (07), )dx
+e

1 K
i = 2 > (25)
He = D,((0%))
T 2 N 2
e Jmm) WY 0( 4s(07) ) 6
(@)= 2 D (.(c%),) '

Turint startini iverti, buvo modeliuojamos atsitiktinés realizacijos
naudojant Monte-Carlo metoda (paprastai 100 nepriklausomy realizaciju),
naudojant modeli (A) ir modeli (B). Kiekvieno modelio atveju, generuotoms
realizacijos buvo skaiCiuojamas jvertis {){/}, vertis {/T/,}, po to — parametry
iverGiai (v,a) ir (%,6%), atitinkamai, ir atitinkamos ML funkcijos reikSmés
L,(0,&) It Lg(ii,5%).

IverCiams {ij} ir {Z_} rasti buvo pritaikytas paprastas optimizavimo

algoritmas. Tegul turime startinj iverti, pvz., {/fj}o, ir atitinkamus parametrus

(v, a)o. Sukonstruojame dydzio m x m staiakampg gardele (buvo parinktas
m = 5) su gardelés Zingsniais A, ir h, ir centru taSke (v, «a ). Modeliui (A)
buvo parinkta 4, = 0.1 parametrui v, ir s, = 100.0 parametrui « . Atitinkamai,
modeliui (B) buvo parinkta #; = 0.001 parametrui &, ir 4, = 0.001 parametrui
o. lteracijos iverciui {/fj.} , atitinkamai jverciui {/Tj} , rasti atlickamos
skai¢iuojant ML funkcijos reikSmes gardelés taSkuose. Jei maksimali reikSme
néra gardelés centre, paslenkame gardelg taip, kad maksimali reikSmé biity

naujos gardelés centre, ir suskai¢iuojame ML funkcijos reik§mes naujos

gardelés taskuose. Jei maksimali reikSmé yra gardelés centre, sumaziname
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gardelés zingsnius (buvo parinkta /Ay/1.1 ir hy/1.1 modelio (A) atveju, ir
h/1.15 ir hy/1.15 modelio (B) atveju) ir pakartojame procediira naujoje
gardelé¢je. Buvo parinktas toks sustojimo kriterijus: maksimalus iteracijuy

skaiCius 100 arba abiejy parametry iSvestinés mazesnés kaip 0.02.

1 50 99 148 197 246 295 344 393 442 491 540 589 638 687 736 785 834 883 932 981

Pav. 4.2.1. ML funkcijy skirtumai L,— Lp , generavimas su modeliu (A),

duomeny rinkinys nr. 1.

1 50 99 148 197 246 295 344 393 442 491 540 589 638 687 736 785 834 883 932 981

Pav. 4.2.2. ML funkcijy skirtumai L, — Lp , generavimas su modeliu (B),

duomeny rinkinys nr. 1.
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100

80 —o— Preferred model (A) \)‘N’X
—o— Preferred model (B \/\ o~
70 ® f\w
—o— Degenerate case \\ W&/ \/ ;,
A

0.0001 0.0002 0.0003 0.0004 0.0005 0.0006

Pav. 4.2.3. Modeliy (A) ir (B) efektyvumas, generavimas su modeliu (A), ant x
aSies v/a reikdmes, fiksuota reik¥mé v/ = 32/(64000)°.

100
. vg\d m

80

70 —o— Preferred model (A)

60 —o—Preferred model (B)
—o— Degenerate case

0.0001 0.0002 0.0003 0.0004 0.0005 0.0006 0.0007 0.0008 0.0009

Pav. 4.2.4. Modeliy (A) ir (B) efektyvumas, generavimas su modeliu (A), ant x

asies v/a reikimes, fiksuota reiksmé v /o = 4/(8000).

Rezultatai rodo, kad daugumai duomeny rinkiniy 1-9 realizacijy
(generuoty su modeliu (A), ir generuoty su modeliu (B)) paprastai Lgz(i,5%) >

Ly(V,G) .
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Rezultatai duoda ML funkciju palyginima naudojant skirtingus
generavimo modelius ir skirtingus vertinimo modelius (1000 nepriklausomy
realizacijy). Cia pateiksime tik rezultatus duomeny rinkiniui nr. 1 (Zr. Pav.
4.2.1-4.2.2). Siam duomeny rinkiniui vertinimas su modeliu (B) yra labiau
tinkamas (preferable), nei duomenims, generuotiems su modeliu (A). Kalbant
apie kitus duomeny rinkinius, rezultatai rodo, kad mazesniems duomeny
rinkinio dydziams modelis (B) tampa dar labiau tinkamas.

Sprendziant modelio (A) ar modelio (B) tinkamuma, daug kas priklauso
nuo pradiniy modelio parametry. Tai buvo patikrinta generuojant
nepriklausomas realizacijas su jvairiomis parametry reikSmeémis. Pateiksime
modeliavimo rezultatus (zr. Pav. 4.2.3) reikSmiy aibei o= (1280, 14080,
15360, ... 39680) su vienodais intervalais ir fiksuota reikSme
v/at = 32/(64000)%. Kiekvienai parametry (v, «)) porai buvo generuotos 100
nepriklausomy realizacijy. Pav. 4.2.3 aSyje x turime v/a reikSmes. Pav. 4.2.4
pateikti modeliavimo rezultatai reikSmiy aibei v=(0.5¢, 0.6 %, 0.7, ...,
12.0a116) su tokiais a;, kad buty fiksuota reikSme v/ o = 4/(8000)°. Abiem
atvejais atitinkamai y aSyje pateikta (procentais) tinkamiausio vertinimo
modelio dalis ir i$sigimusiy atvejuy skaiCiaus dalis (Zr. (GureviCius et al.
(2009)).

Rezultatai rodo, kad Monte-Carlo modeliavimo metodas leidzia nuspresti,

kuris vertinimo modelis yra tinkamesnis.
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4.3. MODIFIKUOTAS REGRESINIS EMPIRINIS BAJESO I[VERTIS
MAZU TIKIMYBIU VERTINIMUI

Nagrinésime papildomo regresijos kintamojo prid¢jimo prie logit modelio
efektyvuma nagrin¢jant mazy tikimybiy didelése populiacijose problema.
Nagrinékime du nezinomy tikimybiy pasiskirstymo modelius: tikimybeés
pasiskirsc¢iusios pagal gama skirstini (modelis (A)), arba tikimybiy logit’ai turi
Gauso skirstini (modelis (B)). Modifikuotame modelyje B naudosime
papildoma regresijos kintamaji Gauso skirstinio vidurkiui (modelis BR).

Naudosime realius duomenis i§ Lietuvos Statistikos departamento duomeny
bazés (zr. http://www.stat.gov.It/)

Pagrindiniai duomenys yra — darbingo amziaus asmenys, pirma karta
pripaZinti neigaliaisiais pagal administracing teritorija (Lentele M3140706),
2010 metai (teritorijy skai¢ius K = 60).

Be to, naudosime vidutinio metinio gyventoju skai¢iaus duomenis pagal
administracing teritorija (Lentele M3010211).

Papildomas regresijos kintamasis paremtas Siais duomenimis — ligoninése
gydyty ligoniy skai¢ius (Lentel¢ 3140312), 2010 metai.

Buvo gauti pradiniai parametrai naudojant paprastas iteracines procediras
modeliams (A), (B) ir (BR). Antrame etape buvo atlikti jvairls testai naudojant
Monte-Carlo modeliavima (naudojant modelius (A), (B) ir (BR)). Pagrindinis
tikslas buvo parinkti tinkamiausia model; ir duoti rekomendacijas naudoti
gama ar logit model; (su ar be papildomu regresijos kintamuoju) Bajeso
vertinimui. Rezultatai rodo, kad Monte-Carlo modeliavimas jgalina parinkti

tinkamesn] vertinimo modelj.

4.3.1. Matematiniai modeliai

Tegul 1vykiy skaiCius {Y;} yra nepriklausomy atsitiktiniy dydziy (a.d.)
{Y;} =Y, j=1,2, ..., K, subinominiu skirstiniu (atitinkamai, su parametrais

(4, N),j=1,2, ..., K), imtis. Aisku, kad,
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EY,= AN, j=1,2,... K (1)

Daznai daroma prielaida (Zr., pvz., (Tsutakawa et al., 1985), (Clayton,
Caldor, 1987)), kad a.d. {Y;} turi Puasono skirstin] su parametrais AN, j =1,
2,.., K,

P{Y, =m}=h(m,,N,),m=0,1,..; j=1,2,... K,

kur

h(m,z)ze’zz—, m=0,1,..., z>0,
m!

Padarius tokia prielaida, taip pat galioja (1).

Nagrinésime matematini modeli, laikydami, kad neZinomos tikimybés
{4} yra nepriklausomi vienodai pasiskirst¢ (n.v.p.) a.d su pasiskirstymo
funkcija F i§ tam tikros klasés F. Miisy uzdavinys yra rasti nezinomy tikimybiy
tvercius {ij} 1§ stebimo (vykiy skaiCiaus {Y;}, laikant, kad F'e F.

Padarykime prielaida, kad {4;} yra n.v.p. gama a.d. su formos (shape)
parametru v > 0 ir mastelio (scale) parametru o > 0, t.y. pasiskirstymo

funkcija (p.f.) F turi pasiskirstymo tanki

a-(a-x)"

e, 0<x<o.
I'(v)

f)=flxv,a)=

Tuomet EA;=v / a,ir DA4,= v/ o . Be, to,

Y +v
N +a’

J

E(,|Y,=Y)= j=12,.. K. (2)

Pazymékime §i modeli modeliu (A).
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Empirinis Bajeso ivertis {ij} , kuris yra tam tikras kompromisas tarp
vidutinés santykinés rizikos ivercio (mean relative risk estimate (MRR)) {2}
ir santykinés rizikos jver¢io (relative risk estimate (RR)) {1} gaunamas i§ (2)
naudojant parametry (vercius (v,q) .

Kaip alternatyva nagrinésime empirini Bajeso jvert] {/Tj} , kuris gaunamas

padarius prielaida, kad neZinomos tikimybés yra n.v.p. a.d., tokie, kad ju

logitai

J

A .
H :1329---5K
) J

a. =In
1 .
J

yra n.v.p. Gauso a.d. su vidurkiu z ir dispersija o®. Pazymékime § modelj
modeliu (B).

Be to, veskime papildoma regresijos kintamaji Z;, laikydami, kad = g
N =+ wZ, j=1,2, .., K Pazymékime §] modeli modeliu (BR). Sis
kintamasis laikomas neatsitiktiniu, todé¢l visos formulés modeliui (B) galioja
taip pat ir modeliui (BR).
Modelio (B) ir modelio (BR) atveju salyginis {4;} vidurkis turi tokig forma:

o oy
E(A |Y =Y)==2"¢ ° , (3)
=) D,(u,0%)
2 T N 2
D,(,0°) = [ MY, ——)p(x; p1,07)d.
S +e
Nagrinéjant modelj (A), atitinkama ML funkcija turi toki pavidala:
L(v,a)= i(ln F(;C( +)V) +vin(a)— (Y, +v)In(N, + &)+, In ij (4)
Jj=1 |4 ’
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Modelio (B) ir modelio (BR) atveju, atitinkama ML funkcija turi toki
pavidala:

LB(,u,az)z.ZI::(lnDj(y,az)) (5)

ML jver¢iai {i;} ir {i;} gaunami maksimizuojant (4), atitinkamai (5), ir
pakeiCiant parametry reikSmes formulése (2) ar (3) reikSmémis (v',a") ar,
atitinkamai (x",(c")?). Praktikoje naudojami apytiksliai jverciai {1} ir {1}
gaunami naudojant skaitinius metodus (paprastai iteracines procediras) tam,

kad rastume apytiksles parametry (v,4), atitinkamai, (7,6%), reikSmes.

4.3.2. Kompiuterinio modeliavimo rezultatai

Kaip pradinius duomenis {¥;} modeliavimui parinkome realius duomenis
i§ Lietuvos Statistikos departamento duomeny bazés — darbingo amziaus
asmenys, pirma karta pripazinti nejgaliaisiais pagal administracing teritorija
(Lentele M3140706), 2010 metai (teritorijy skaicius K = 60), viso 9 duomeny
rinkiniai:

1 — IS viso (15432 atvejai)

2 — Tuberkuliozé (399)

3 — Piktybiniai navikai (2706)

4 — Psichikos ir elgesio sutrikimai (1303)

5 — Nervy sistemos ligos (1501)

6 — Kraujotakos sistemos ligos (3525)

7 — Jungiamojo audinio ir skeleto-raumeny sistemos ligos (2566)

8 — Traumos, apsinuodijimai (1116)

9 — Kitos priezastys (2316)

Taip pat buvo naudojamas vidutinis metinis gyventojy skaiCius pagal
administracing teritorija (Lentelée M3010211), i§ viso gyventoju skaicius visose

administracinése teritorijose lygus 3286820.
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Papildomas regresijos kintamasis buvo paremtas Siais duomenimis —
ligoninése gydyty ligoniy skaiCius pagal administracing teritorija (Lentele
3140312), 2010 metai. Kintamasis Z;, j=1, 2, ... ,K, buvo sukonstruotas
padalijus ligoninése gydyty ligoniy skai¢iy i§ gyventoju skaiCiaus kiekvienoje

administracingje teritorijoje.
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Pradiniame etape realiis imties duomenys buvo ivertinti naudojant modeli
(A) ir model; (B), t.y. buvo gauti startiniai jverciai {/7:/.}0 ir {/T/}O. Modelio
(BR) atveju startinis parametras z.; =0. Detaliau apie startiniy parametry

gavima 7zr. Jakimauskas (2012).
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(B).
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Turint startinius jvercius, buvo generuojamos atsitiktinés realizacijos
naudojant Monte-Carlo metoda (paprastai 100 nepriklausomuy realizacijy),
naudojant modelius (A), (B) ir (BR). Kiekvieno modelio atveju buvo
apskaiciuoti jverciai {ij} , {/Tj} , 1r atitinkamos ML funkcijos reikSmeés L,v,4),
Lg(fi,6%) ir L,,(11,6°). Detaliau apie panaudota optimizavimo algoritma Zr.
Jakimauskas (2012).

Pagrindinis tikslas buvo palyginti modelio (BR) efektyvuma su modelio
(B) efektyvumu lyginant ML funkciju Lg(#,62) ir L, (@,6°) skirtumus.
Rezultatai rodo, kad kai kuriems duomenu rinkiniams $is skirtumas yra
pakankamai didelis, kad buty pasirinktas modelis (BR) vietoje modelio (A),
nors modelis (A) yra labiau tinkamas uZz modelj (B). Zemiau pateikiami kai

kurie modeliavimo rezultatai.
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4.4. ISVADOS

Empirinio Bajeso metodo Puasono-Gauso modelio atveju yra Zinoma
(Sakalauskas (1995)) Sio modelio singuliarumo salyga. Darbe nustatyta
singuliarumo salyga Puasono-gama modelio atveju.

Darbe atliktas kompiuterinis eksperimentas nustatant, kokia itaka
parametry vertinimui turi modelio parametry arté¢jimas prie singuliarumo,
generuojant duomenis pagal Puasono-gama modelj, o vertinimui naudojant
tiek Puasono-Gauso modelj, tieck Puasono-gama modeli. Taip pat istirta, kokia
itaka generuoty duomeny modelio parametrai turi parenkant tinkamiausia
modelj. Nustatyta, kad, mazéjant parametrui, kuris nusako vidutini stebimuy
ivykiuy skaiCiy, tinkamesnis yra Puasono-gama modelis, o didéjant Siam
parametrui, nuo tam tikros jo reikSmeés, tinkamesnis yra Puasono-Gauso
modelis.

Sudaryti skaitiniai algoritmai kad biity galima apskaiiuoti empirinio
Bajeso metodo parametrus Puasono-Gauso, tiek Puasono-gama modelio atveju.
Monte-Carlo metodu atliktas didziausio tikétinumo funkcijos reikSmiy
palyginimas Puasono-Gauso ir Puasono-gama modeliy atveju, naudojant tiek
generuotus duomenis, tiek realius duomenis 1§ Statistikos departamento
duomeny bazés.

Pritaikius empirini Bajeso metoda sudarytas Puasono-Gauso regresinis
modelis, kuris buvo pritaikytas realiems duomenims 1§ Statistikos
departamento duomeny bazés tirti, ir parodytas jo efektyvumas, kuomet
tinkamai parinktas regresijos kintamasis leidZia Zymiai padidinti didziausio
tikétinumo funkcijos reikSme.

Naudojant tiek realius duomenis i§ Statistikos departamento duomeny
bazés, tiek ir modeliuotus duomenis, buvo parodyta, kad panaudojus Monte-
Carlo modeliavima, keiciant pasirinktus parametrus ir skai¢iuojant
maksimalaus tikétinumo {ver€ius minétiems modeliams galima parinkti
tinkamiausia model; (Puasono-Gauso, Puasono-gama, arba Puasono-Gauso
regresini) ir pateikti rekomendacijas naudoti konkrety model; vertinant

empiriniu Bajeso metodu.
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5. REZULTATAI IR ISVADOS

Sprendziant darbe suformuluotus uzdavinius, gauti Sie nauji rezultatai:

1. Sudarytas didelio matavimo duomenuy binarinio skaidymo metodas,
paremtas erdvés skaidymu, naudojamu duomeny klasifikavime, igalinantis
efektyviai atlikti didelio matavimo duomeny skaidyma.

2. Sukurtas naujas metodas tikrinti didelio matavimo nekoreliuoty duomeny
pasirinkty komponenciy nepriklausomuma, naudojant didelio matavimo
duomeny binarinio skaidymo metoda.

3. Naudojant skirtingus matematinius modelius sudarytas naujas metodas
parenkant dideliy populiacijy rety (vykiy optimaly empirinio Bajeso modelj ir
atitinkama empirini Bajeso jvertj.

Darbe gauti Sie praktiniai rezultatai:

1. Sudarytas ir iStirtas didelio matavimo duomeny skaidymo algoritmas,
leidziantis pagreitinti klasifikavimo algoritmus, nesumazinus klasifikavimo
tikslumo.

2. Sudarytas ir iStirtas didelio matavimo duomeny komponenciy
nepriklausomumo hipotezés tikrinimo algoritmas.

3. Sudarytas ir iStirtas rety dazniy tikimybiy vertinimo empirinio Bajeso
algoritmas, parenkant optimaly dideliu populiaciju rety ivykiy modeli,
pritaikytas Lietuvos gyventoju socialiniy-medicininiy rodikliy analizei.

Gauti rezultatai ir atlikti tyrimai leidZia padaryti Sias i§vadas:

1. Darbe sudaryta binariné skaidymo procedira labiausiai tinka
duomenims su iSreikSta klasterine struktiira. Atlikus palyginti nedidel; Zingsniy
skai¢iy galima Zzymiai sumazinti prading normuotos vidutinés paklaidos
reikSme iki tokio lygio, kad, viena vertus, gauname gerokai trumpesng
grupuota duomeny seka, antra vertus, S$i normuotos vidutinés paklaidos
reikSmé leidzia pakankamai tiksliai atlikti skaiiavimus su grupuota seka
(vietoje pradinés sekos), taip sumazinant skai¢iavimy laika.

2. Nagrin¢jant modelio adekvatumo testavimo algoritmas didelio matavimo
duomenims, rezultatai parodé, kad yra labai silpna priklausomybé nuo parinkto

misinio modelio ir erdvés matavimo. Testinés statistikos, atmetus 5 proc.
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didziausiy ir 5 proc. maziausiy reikSmiy, maksimumas yra tinkamas kriterijus
priimti ar atmesti nagriné¢jama hipotezg.

3. Nagrin¢éjant didelio matavimo duomeny komponenciy nepriklausomumo
testavimo algoritma, Monte-Carlo modeliavimy rezultatai rodo, kad pasiiilyta
procediira yra tinkama didelio matavimo duomenims. Si procediira pradeda
lenkti klasikini Blum-Kiefer-Roselblatt testa palyginti nedidelio matavimo
duomenims. Kritin¢ reikSmé c, mazai priklauso nuo matavimo d ir padalijimo
procediiros ir gali buti dar sumazinta prid¢jus papildomus reikalavimus
padalijimo procedurai.

4. Taikant empirini Bajeso metoda testuojant didelio matavimo duomeny
komponenciy nepriklausomuma, pradiné didelio matavimo duomeny testavimo
problema suvedama i papildoma testavimo problema. Nuliné hipoteze H gali
buti performuluota kaip G = d, kur G yra apriorinis nezinomy parametry 6;, i =
1, . .., n, skirstinys, o J, yra iSsigimgs skirstinys taske 0. Tod¢l bet kuris
nukrypimo matas tarp d, ir skirstinio G didZiausio tikétinumo jveréio G,, gali
buti naudojamas testavimui, pvz., x> testas arba neparametrinis tikétinumo
santykio kriterijus. Modeliavimo biidu buvo nagrinéjamos baigtiniy imciy
savybés testui, paremtam neparametrine empirine Bajeso statistika /s .

Modeliavimo rezultatai rodo neparametrinio empirinio Bajeso testo
privalumus, palyginus su 5 testu. Kadangi didziausio tikétinumo jveréio G,
skai¢iavimas yra iteracinis ir uzima daug laiko, rezultatai gali priklausyti nuo
skai¢iavimo metodo iteracijy skaiciaus.

5. Suformuluota Puasono-Gauso modelio, naudojant empirini Bajeso
metoda, nesinguliarumo salyga ir pateiktas ,paprasty iteracijy® iteracinis
metodas jver€iy skaiciavimui. Pateiktas metodas buvo pritaikytas socialiniy ir
medicininiy duomeny analizei, parodant jo paprastuma ir pritaikomuma.

6. Nustatyta Puasono-gama modelio singuliarumo salyga ir sudarytas
skaitinis algoritmas empirinio Bajeso jver¢iams gauti.

7. Nagriné¢jant Puasono-gama ir Puasono-Gauso modelius empiriniame

Bajeso mazy tikimybiy vertinime, panaudojus Monte-Carlo modeliavima,
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keiCiant pasirinktus parametrus ir skai¢iuojant maksimalaus tikétinumo
tverCius (atskirai imant Siuos modelius, taip pat pasitlyta Puasono-Gauso
model] su papildomu regresijos kintamuoju) galima parinkti tinkamiausia
modelj ir tokiu budu pateikti rekomendacijas parinkti tinkamiausia modeli

Bajeso vertinimui.
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PRIEDAI
PRIEDAS 1. NAUDOJAMU STATISTINIY DUOMENU SARASAS

Skyrelyje 4.1 buvo naudojami 2003-2004 mety nuzudymy ir savizudybiy mirtingumo Lietuvoje
duomenys (zr. Lent. 1 - Lent. 4, visi jvykiai populiacijoje, vyrai ir moterys atskirai, pagal
administracing teritorija. Duomenis pateiké Lietuvos Higienos institutas.

Skyreliuose 4.2 ir 4.3 modeliavimui buvo naudojami realiis duomenys i§ Lietuvos Statistikos
departamento duomeny bazés — darbingo amziaus asmenys, pirma karta pripazinti nejgaliaisiais pagal
administracing teritorija (Lentelé M3140706), 2010 metai (teritoriju skai¢ius K = 60), i§ viso 9
duomeny rinkiniai (zr. Lent. 5, ¢ia Lietuvos Respublikos ir 10 apskri¢iy duomenys pateikti tik aisSkumo
délei, jie skai¢iavimuose nenaudojami):

1 — I8 viso (15432 atvejai) (I$ viso)

2 — Tuberkuliozé (399) (A15A19)

3 — Piktybiniai navikai (2706) (C00C97)

4 — Psichikos ir elgesio sutrikimai (1303) (FOOF99)

5 — Nervy sistemos ligos (1501) (G00G99)

6 — Kraujotakos sistemos ligos (3525) (I00199)

7 — Jungiamojo audinio ir skeleto-raumeny sistemos ligos (2566) (M0O0M99)

8 — Traumos, apsinuodijimai (1116) (S00T98)

9 — Kitos priezastys (2316) (Kita)

Taip pat buvo naudojamas vidutinis metinis gyventojy skaifius pagal administracing teritorija
(Lentelé M3010211), i§ viso gyventoju skaiCius visose administracinése teritorijose lygus 3286820.
Skyrelyje 4.3 buvo naudojamas 2010 metais ligoninése gydyty ligoniy skaicius pagal administracing
teritorija (Lentelé M3140312), (Zr. Lent. 6.).
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Gyv.sk. Suic Hom.
Lietuvos Respublika 3442501 1434 2010
Alytaus apskritis 185574 89 98
Alytaus m. sav. 32132 13 5
Alytaus r. sav. 71100 22 6
Druskininky sav. 25116 10 10
Lazdijy r. sav. 26647 16 26
Varénos r. sav. 30579 28 51
Kauno apskritis 693794 254 200
BirStono sav. 5383 5 8
Jonavos r. sav. 52282 30 11
KaiSiadoriy r. sav. 37338 16 60
Kauno m. sav. 371292 102 16
Kauno r. sav. 83420 25 15
Kédainiy r. sav. 65273 33 18
Prieny r. sav. 35190 17 35
Raseiniy r. sav. 43616 26 37
Klaipédos apskritis 383597 135 196
Klaipédos m. sav. 190906 45 20
Klaipédos r. sav. 46708 17 22
Kretingos r. sav. 45953 26 24
Neringos sav. 2518 1 21
Palangos m. sav. 17606 8 23
Skuodo r. sav. 25245 12 44
Silutés r. sav. 54661 26 42
Marijampolés apskritis 187172 93 160
Kalvarijos sav. 13710 10 14
Kazly Ridos sav. 14856 3 17
Marijampolés sav. 70414 33 27
Sakiy r. sav. 38289 22 39
Vilkaviskio r. sav. 49903 25 63
Panevézio apskritis 296341 141 199
Birzy r. sav. 34949 18 9
Kupiskio r. sav. 24302 11 25
Panevézio m. sav. 118208 38 62
PanevéZio r. sav. 42987 28 32
Pasvalio r. sav. 34442 18 33
Rokiskio r. sav. 41453 28 38

(tesinys kitame puslapyje)

Lentelé 1. Gyventoju skai¢ius, bendras savizudybiy (Suic.) ir nuzudymy (Hom.) skai¢ius

pagal administracing teritorija, 2003 metai.
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(tesinys)

Gyv.sk. Suic Hom.
Siauliy apskritis 365621 178 211
Akmenés r. sav. 29698 12 4
Joniskio r. sav. 31561 16 12
Kelmés r. sav. 40353 22 19
Pakruojo r. sav. 29069 14 31
Radviliskio r. sav. 51482 33 36
Siauliy m. sav. 131948 50 54
Siauliy r. sav. 51510 31 55
Tauragés apskritis 133101 73 130
Jurbarko r. sav. 37199 24 13
Pagegiy sav. 12134 11 30
Silalés r. sav. 31340 18 41
Tauragés r. sav. 52428 20 46
TelSiy apskritis 178639 106 165
Mazeikiy r. sav. 66935 41 28
Plungés r. sav. 44130 22 34
Rietavo sav. 10569 14 56
TelSiy r. sav. 57005 29 47
Utenos apskritis 182104 98 260
AnykSciy r. sav. 34268 20 7
Ignalinos r. sav. 22357 15 59
Moléty r. sav. 24774 19 29
Utenos r. sav. 49604 32 50
Visagino sav. 28710 6 58
Zarasy r. sav. 22391 6 57
Vilniaus apskritis 836558 267 391
Elektrény sav. 28623 18 61
Salgininky r. sav. 38752 17 40
Sirvinty r. sav. 19898 15 43
Svengioniy r. sav. 32528 9 45
Traky r. sav. 37127 18 48
Ukmergés r. sav. 47854 27 49
Vilniaus m. sav. 541330 137 53
Vilniaus r. sav. 90446 26 52

Lentelé 1. Gyventojy skaicius, savizudybiy (Suic.) ir nuzudymy (Hom.) skaiéius

pagal administracing teritorija, 2003 metai (lentelés pabaiga).
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Vyrai Suic. Hom. Moterys Suic. Hom.
Lietuvos Respublika 1607616 1199 232 1834903 256 100
Alytaus apskritis 88768 76 10 96806 13 7
Alytaus m. sav. 15741 12 1 16391 1 1
Alytaus r. sav. 34085 17 3 37015 5 3
Druskininky sav. 11543 8 1 13573 2 0
Lazdijy r. sav. 12788 14 4 13859 2 0
Varénos r. sav. 14611 25 1 15968 3 3
Kauno apskritis 320119 203 50 373675 51 20
Bir§tono sav. 2467 4 0 2916 1 0
Jonavos r. sav. 24587 16 6 27695 14 3
KaiSiadoriy r. sav. 18366 13 1 18972 0
Kauno m. sav. 167308 85 27 203984 17 10
Kauno r. sav. 39525 18 7 43895 4
Kédainiy r. sav. 30590 31 5 34683 1
Prieny r. sav. 16714 15 0 18476 2
Raseiniy r. sav. 20562 21 4 23054 5 0
Klaipédos apskritis 180312 130 22 203285 22 7
Klaipédos m. sav. 88308 45 16 102598 8 4
Klaipédos r. sav. 22598 17 3 24110 5 1
Kretingos r. sav. 21776 26 1 24177 3 0
Neringos sav. 1212 1 0 1306 0 0
Palangos m. sav. 8062 8 0 9544 1 0
Skuodo r. sav. 12099 11 1 13146 1 1
Silutés r. sav. 26257 22 1 28404 4 1
Marijampolés apskritis 89186 79 13 97986 14 3
Kalvarijos sav. 6556 2 7154 1 0
Kazly Ridos sav. 7037 1 7819 1 0
Marijampolés sav. 33536 30 6 36878 3 0
Sakiy r. sav. 18271 17 1 20018 5 2
Vilkaviskio r. sav. 23786 21 3 26117 4 1
Panevézio apskritis 138135 107 27 158206 38 9
Birzy r. sav. 16462 12 5 18487 6 0
Kupiskio r. sav. 11366 11 1 12936 4 2
PanevéZio m. sav. 53913 26 9 64295 12 3
PanevéZio r. sav. 20587 24 1 22400 4 0
Pasvalio r. sav. 16365 13 4 18077 5 0
Rokiskio r. sav. 19442 21 7 22011 7 4

(tesinys kitame puslapyje)

Lentelé 2. Gyventojy skai¢ius, savizudybiy (Suic.) ir nuzudymy (Hom.) skaiCius pagal lyti ir

administracing teritorija, 2003 metai.
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(tesinys)

Vyrai Suic. Hom Moterys Suic. Hom.
Siauliy apskritis 171177 144 29 194444 34 12
Akmenés r. sav. 13920 10 3 15778 2 1
Joniskio r. sav. 14815 15 2 16746 1 1
Kelmés r. sav. 19334 20 2 21019 2 3
Pakruojo r. sav. 13855 11 2 15214 3 0
Radviliskio r. sav. 24469 25 3 27013 8 2
Siauliy m. sav. 60221 43 14 71727 7 4
Siauliy r. sav. 24563 20 3 26947 11 1
Tauragés apskritis 63184 64 8 69917 9 4
Jurbarko r. sav. 17627 20 2 19572 4 0
Pagégiy sav. 5770 10 1 6364 1 2
Silalés r. sav. 15183 15 2 16157 3 0
Tauragés r. sav. 24604 19 3 27824 1 2
TelSiy apskritis 84460 90 17 94179 16 5
Mazeikiy r. sav. 31594 37 6 35341 1
Plungés r. sav. 20967 18 3 23163 0
Rietavo sav. 5044 13 1 5525 0
TelSiy r. sav. 26855 22 7 30150 7 4
Utenos apskritis 85932 87 9 96190 1 7
Anyks$¢Eiy r. sav. 16099 19 4 18187 1 1
Ignalinos r. sav. 10578 14 0 11779 1 1
Moléty r. sav. 11899 15 2 12875 4 1
Utenos r. sav. 23205 29 0 26399 3 2
Visagino sav. 13653 4 2 15057 2 1
Zarasy r. sav. 10498 6 1 11893 0 1
Vilniaus apskritis 386343 219 47 450215 48 26
Elektrény sav. 13644 17 4 14979 1 1
Salgininky r. sav. 18534 15 3 20218 2 3
Sirvinty r. sav. 9392 10 3 10506 5 0
Svengioniy r. sav. 15174 7 1 17354 2 4
Traky r. sav. 17400 14 3 19727 4 0
Ukmergeés r. sav. 22335 23 3 25519 4 0
Vilniaus m. sav. 246412 110 22 294918 27 15
Vilniaus r. sav. 43452 23 8 46994 3 3

Lentelé. 2. Gyventojy skaicius, savizudybiy (Suic.) ir nuzudymy (Hom.) skaicius pagal lytj ir

administracing teritorija, 2003 metai (lentelés pabaiga).
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Gyv.sk. Suic Hom.
Lietuvos Respublika 3423841 1381 294
Alytaus apskritis 183829 101 12
Alytaus m. sav. 32127 22 3
Alytaus r. sav. 70288 25 4
Druskininky sav. 24952 17 1
Lazdijy r. sav. 26295 18 1
Varénos r. sav. 30167 19 3
Kauno apskritis 688584 250 60
BirStono sav. 5343 4 1
Jonavos r. sav. 52346 17 6
KaiSiadoriy r. sav. 37048 22 0
Kauno m. sav. 366486 93 28
Kauno r. sav. 84336 40 7
Keédainiy r. sav. 64853 34 9
Prieny r. sav. 34901 20 2
Raseiniy r. sav. 43271 20 7
Klaipédos apskritis 382714 128 33
Klaipédos m. sav. 189477 41 17
Klaipédos r. sav. 47420 19 1
Kretingos r. sav. 46064 23 5
Neringos sav. 2731 0 0
Palangos m. sav. 17607 3 3
Skuodo r. sav. 25025 9 1
Silutés r. sav. 54390 33 6
Marijampolés apskritis 186078 87 12
Kalvarijos sav. 13644 12 0
Kazly Ridos sav. 14875 6 1
Marijampolés sav. 70120 28 6
Sakiy r. sav. 37907 15 3
Vilkaviskio r. sav. 49532 26 2
Panevézio apskritis 293769 124 25
Birzy r. sav. 34627 17 5
Kupiskio r. sav. 24038 10 1
Panevézio m. sav. 116920 43 9
PanevéZio r. sav. 43147 18 5
Pasvalio r. sav. 34087 14 1
Rokiskio r. sav. 40950 22 4

(tesinys kitame puslapyje)

Lentelé. 3. Gyventoju skaicius, savizudybiy (Suic.) ir nuzudymy (Hom.) skaicius

pagal administracing teritorija, 2004 metai.
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(tesinys)

Gyv.sk. Suic Hom.

Siauliy apskritis 362415 184 32
Akmenés r. sav. 29288 25 4
Joniskio r. sav. 31334 20

Kelmés r. sav. 39934 29 1
Pakruojo r. sav. 28819 23 5
Radviliskio r. sav. 51041 23 4
Siauliy m. sav. 130600 41 9
Siauliy r. sav. 51399 23 3
Tauragés apskritis 132105 69 1
Jurbarko r. sav. 36828 18 8
Pagégiy sav. 12008 10 0
Silalés r. sav. 31165 17 2
Tauragés r. sav. 52104 24 1
TelSiy apskritis 177575 76 26
Mazeikiy r. sav. 66571 26 10
Plungés r. sav. 44030 24 6
Rietavo sav. 10498 5 0
TelSiy r. sav. 56476 21 10
Utenos apskritis 180045 92 9
AnykS¢iy r. sav. 33873 28 3
Ignalinos r. sav. 21803 8 1
Moléty r. sav. 24405 15 0
Utenos r. sav. 49208 22 2
Visagino sav. 28767 6 2
Zarasy r. sav. 21989 13 1
Vilniaus apskritis 836727 270 74
Elektrény sav. 28468 12 1
Salgininky r. sav. 38546 22 5
Sirvinty r. sav. 19782 4 3
Svengioniy r. sav. 32176 15 6
Traky r. sav. 37063 25 5
Ukmergés r. sav. 47443 29 6
Vilniaus m. sav. 541180 123 40
Vilniaus r. sav. 92069 40 8

Lentelé. 3. Gyventojy skaicius, savizudybiy (Suic.) ir nuzudymy (Hom.) skaicius

pagal administracing teritorija, 2004 metai (lentelés pabaiga).
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Vyrai Suic. Hom. | Moterys Suic. Hom.
Lietuvos Respublika 1598009 1124 200 1825912 257 93
Alytaus apskritis 87816 84 8 96013 17 4
Alytaus m. sav. 15734 18 2 16393 4 1
Alytaus r. sav. 33650 19 3 36638 6 1
Druskininky sav. 11474 14 0 13478 3 1
Lazdijy r. sav. 12595 16 0 13700 2 1
Varénos r. sav. 14363 17 3 15804 2 0
Kauno apskritis 317496 211 38 371088 39 22
BirStono sav. 2442 4 0 2901 0 1
Jonavos r. sav. 24635 15 4 27711
KaiSiadoriy r. sav. 18188 20 0 18860 2 0
Kauno m. sav. 164889 72 17 201597 21 11
Kauno r. sav. 40001 37 4 44335 3 3
Kédainiy r. sav. 30375 26 8 34478 8 1
Prieny r. sav. 16574 18 0 18327 2 2
Raseiniy r. sav. 20392 19 5 22879 1 2
Klaipédos apskritis 179716 105 27 202998 23 6
Klaipédos m. sav. 87483 33 15 101994 8 2
Klaipédos r. sav. 22963 15 1 24457 4 0
Kretingos r. sav. 21789 19 3 24275 4 2
Neringos sav. 1350 0 0 1381 0 0
Palangos m. sav. 8043 2 3 9564 1 0
Skuodo r. sav. 11989 8 0 13036 1 1
Silutés r. sav. 26099 28 5 28291 5 1
Marijampolés apskritis 88556 77 10 97522 10 2
Kalvarijos sav. 6524 12 0 7120 0 0
Kazly Rados sav. 7050 5 1 7825 1 0
Marijampolés sav. 33308 24 6 36812 4 0
Sakiy r. sav. 18083 13 2 19824 2 1
VilkaviSkio r. sav. 23591 23 1 25941 3 1
Panevézio apskritis 137017 98 20 156752 26 5
Birzy r. sav. 16340 13 5 18287 4 0
Kupiskio r. sav. 11253 9 1 12785 1 0
PanevéZio m. sav. 53329 28 7 63591 15 2
PanevéZio r. sav. 20685 13 4 22462 5 1
Pasvalio r. sav. 16199 14 1 17888 0 0
Rokiskio r. sav. 19211 21 2 21739 1

(tesinys kitame puslapyje)

Lentelé. 4. Gyventojy skaicius, savizudybiy (Suic.) ir nuzudymy (Hom.) skaicius pagal lyti ir

administracing teritorija, 2004 metai.
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(tesinys)

Vyrai Suic. Hom. | Moterys Suic. Hom.
Siauliy apskritis 169587 141 20 192828 43 1
Akmenés r. sav. 13702 18 4 15586 7 0
Joniskio r. sav. 14700 18 3 16634 2 3
Kelmés r. sav. 19127 24 1 20807 5 0
Pakruojo r. sav. 13733 19 2 15086 4 3
Radviliskio r. sav. 24262 15 1 26779 8 3
Siauliy m. sav. 59551 29 7 71049 12 2
Siauliy r. sav. 24512 18 2 26887 5 0
Tauragés apskritis 62716 57 6 69389 12 5
Jurbarko r. sav. 17447 16 5 19381 2 3
Pagégiy sav. 5712 7 0 6296 3 0
Silalés r. sav. 15090 13 0 16075 4 2
Tauragés r. sav. 24467 21 1 27637 3 0
TelSiy apskritis 83878 59 19 93697 17 7
Mazeikiy r. sav. 31362 16 8 35209 10 2
Plungés r. sav. 20930 22 4 23100 2 2
Rietavo sav. 5009 4 0 5489 1 0
TelSiy r. sav. 26577 17 7 29899 3
Utenos apskritis 84978 76 5 95067 16 4
Anyks¢iy r. sav. 15888 25 2 17985 3 1
Ignalinos r. sav. 10324 5 0 11479 3 1
Moléty r. sav. 11715 12 0 12690 3 0
Utenos r. sav. 22996 20 1 26212 2 1
Visagino sav. 13721 5 1 15046 1 1
Zarasy r. sav. 10334 9 1 11655 4 0
Vilniaus apskritis 386249 216 47 450558 54 27
Elektrény sav. 13557 10 1 14991 2 0
Salgininky r. sav. 18421 20 3 20125 2 2
Sirvinty r. sav. 9325 4 3 10457 0 0
Svengioniy r. sav. 15025 12 5 17151 3 1
Traky r. sav. 17350 21 4 19713 4 1
Ukmergés r. sav. 22139 25 3 25304 4 3
Vilniaus m. sav. 246191 96 21 294989 27 19
Vilniaus r. sav. 44241 28 7 47828 12 1

Lentelé. 4. Gyventojy skaicius, savizudybiy (Suic.) ir nuzudymy (Hom.) skaicius pagal lytj ir

administracing teritorija, 2004 metai (lentelés pabaiga).
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1 A15 €00 F00 GO0 100 MO0 S00

viso A19 Cco7 F99 G99 199 M99 T98 Kita
Lietuvos 1543 231
Respublika 2 399 | 2706 | 1303 | 1501 | 3525 2566 | 1116 6
Alytaus apskritis 769 30 130 73 92 164 136 63 81
Alytaus m. sav. 306 10 57 28 22 66 65 27 31
Alytaus r. sav. 139 4 17 18 13 27 32 10 18
Druskininky sav. 88 1 17 7 21 18 11 8 5
Lazdijy r. sav. 110 7 21 11 21 12 21 11 6
Varénos r. sav. 126 8 18 9 15 41 7 7 21
Kauno apskritis 3295 96 523 261 328 869 422 265 | 531
BirStono sav. 32 1 4 2 6 9 5 0 5
Jonavos r. sav. 210 14 37 12 12 66 26 11 32
Kaisiadoriy r. sav. 210 8 31 11 15 47 42 28 28
Kauno m. sav. 1698 39 257 150 157 493 198 135 | 269
Kauno r. sav. 475 10 70 30 68 123 45 36 93
Kédainiy r. sav. 302 6 59 29 22 54 59 28 45
Prieny r. sav. 181 11 32 15 28 49 15 8 23
Raseiniy r. sav. 187 7 33 12 20 28 32 19 36
Klaipédos
apskritis 1698 41 281 155 183 309 444 83 | 202
Klaipédos m. sav. 723 14 137 72 69 148 159 33 91
Klaipédos r. sav. 256 6 42 13 12 61 77 12 33
Kretingos r. sav. 182 3 33 16 13 40 46 11 220
Neringos sav. 10 0 1 0 1 2 4 2 0
Palangos m. sav. 86 0 19 6 4 16 26 0 15
Skuodo r. sav. 83 4 15 15 7 16 <] 5 13
Silutés r. sav. 358 14 34 33 77 26 124 20 30
Marijampolés
apskritis 778 31 92 99 65 179 112 74 | 126
Kalvarijos sav. 54 4 4 13 12 12
Kazly Riados sav. 66 5 13 9 8 12
Marijampolés sav. 300 4 45 40 28 74 39 21 49
Sakiy r. sav. 139 9 14 23 14 24 18 19 18
Vilkaviskio r. sav. 219 9 23 22 19 55 34 22 35
Panevézio
apskritis 1361 18 252 101 105 295 270 103 | 217
Birzy r. sav. 169 4 24 8 10 29 54 12 28
Kupi$kio r. sav. 116 2 24 9 9 21 20 12 19
Panevézio m. sav. 540 3 113 39 44 114 95 39 93
Panevézio r. sav. 214 5 40 14 18 54 38 18 27
Pasvalio r. sav. 134 2 23 9 11 26 34 7 22
Rokiskio r. sav. 188 2 28 22 13 51 29 15 28

(tesinys kitame puslapyje)

Lentelé. 5. Darbingo amziaus asmenys, pirma karta pripazinti nejgaliaisiais pagal administracing

teritorija, 2010 metai.

116



(tesinys)

IS viso | A15A19 | CO0C97 | FOOF99 | GOOG99 | 100199 | MOOM99 | S00T98 | Kita
Siauliy apskritis 1742 30 319 197 135 304 346 129 | 282
Akmenés r. sav. 143 2 22 36 10 17 20 9 27
Joniskio r. sav. 115 3 25 15 16 21 13 6 16
Kelmés r. sav. 166 3 32 15 9 31 29 14 33
Pakruojo r. sav. 184 5 32 22 17 23 49 18 18
Radviliskio r. sav. 259 8 47 23 25 31 56 17 52
Siauliy m. sav. 595 5 111 63 35 114 117 49 | 101
Siauliy r. sav. 280 4 50 23 23 67 62 16 35
Tauragés apskritis 532 17 99 46 46 108 77 41 98
Jurbarko r. sav. 152 5 35 16 29 20 13 25
Pagegiy sav. 55 1 8 7 9 9 1 15
Silalés r. sav. 113 5 20 9 24 14 12 23
Tauragés r. sav. 212 6 36 14 26 46 34 15 35
TelSiy apskritis 707 35 136 77 52 137 95 59 | 116
Mazeikiy r. sav. 276 12 61 10 24 58 40 22 49
Plungés r. sav. 156 7 30 26 7 35 16 17 18
Rietavo sav. 40 4 6 4 4 7 5 4 6
TelSiy r. sav. 235 12 39 37 17 37 34 16 43
Utenos apskritis 817 14 146 47 89 186 147 45 | 143
AnykS&iy r. sav. 149 2 21 10 27 28 22 12 27
Ignalinos r. sav. 100 1 17 12 8 19 25 4 14
Moléty r. sav. 112 7 11 8 15 24 24 6 17
Utenos r. sav. 222 1 40 8 17 53 44 14 45
Visagino sav. 132 2 42 2 11 32 18 4 21
Zarasy r. sav. 102 1 15 7 11 30 14 5 19
Vilniaus apskritis 3733 87 728 247 406 974 517 254 | 520
Elektrény sav. 123 2 28 8 14 24 18 14 15
Salgininky r. sav. 280 14 34 6 28 78 82 12 26
Sirvinty r. sav. 80 6 9 12 11 11 9 19
Svengioniy r. sav. 133 20 10 14 36 18 13 17
Trakyr. sav. 170 35 12 19 40 28 10 22
Ukmergés r. sav. 218 38 18 17 49 29 18 40
Vilniaus m. sav. 2257 36 483 162 262 595 265 129 | 325
Vilniaus r. sav. 472 14 84 22 40 141 66 49 56

Lentelé. 5. Darbingo amziaus asmenys, pirma karta pripazinti nejgaliaisiais pagal administracing

teritorija, 2010 metai (lentelés pabaiga).
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Vidutinis metinis gyventojy skai€ius

Ligoninése gydyty ligoniy skai€ius

Lietuvos Respublika 3286820 805994
Alytaus apskritis 170344 40077
Alytaus m. sav. 65242 16061
Alytaus r. sav. 30290 5509
Druskininky sav. 23676 5569
Lazdijy r. sav. 23973 6076
Varénos r. sav. 27163 6862
Kauno apskritis 656959 164204
BirStono sav. 5136 861
Jonavos r. sav. 50759 12686
KaiSiadoriy r. sav. 34918 9745
Kauno m. sav. 342768 88760
Kauno r. sav. 89729 19514
Kédainiy r. sav. 61034 14678
Prieny r. sav. 32548 8361
Raseiniy r. sav. 40067 9599
Klaipédos apskritis 371725 96814
Klaipédos m. sav. 180282 47132
Klaipédos r. sav. 51884 13720
Kretingos r. sav. 44563 11707
Neringos sav. 3766 589
Palangos m. sav. 17439 4642
Skuodo r. sav. 22793 5662
Silutés r. sav. 50998 13362
Marijampolés apskritis 176030 40082
Kalvarijos sav. 13035 2882
Kazly Ridos sav. 14005 3034
Marijampolés sav. 67378 16081
Sakiy r. sav. 35078 8211
Vilkaviskio r. sav. 46534 9874
Panevézio apskritis 274605 72271
Birzy r. sav. 31582 8395
Kupiskio r. sav. 22028 5977
Panevézio m. sav. 110493 29328
PanevéZio r. sav. 41869 9644
Pasvalio r. sav. 31287 8034
Rokiskio r. sav. 37346 10893

(tesinys kitame puslapyje)

Lentelé. 6. Vidutinis metinis gyventojy skaicius pagal administracing teritorija ir ligoninése

gydytu ligoniy skaicius pagal administracing teritorija 2010 metais.
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(tesinys)

Vidutinis metinis gyventojy skai€ius Ligoninése gydyty ligoniy skai€ius
Siauliy apskritis 335403 87946
Akmenés r. sav. 26234 8025
Joniskio r. sav. 28785 7847
Kelmés r. sav. 36191 9011
Pakruojo r. sav. 26151 6268
Radviliskio r. sav. 46703 11414
Siauliy m. sav. 123211 34766
Siauliy r. sav. 48128 10615
Tauragés apskritis 122729 29359
Jurbarko r. sav. 33646 8930
Pagégiy sav. 10937 2187
Silalés r. sav. 29097 6988
Tauragés r. sav. 49049 11254
TelSiy apskritis 168728 37685
Mazeikiy r. sav. 63471 13235
Plungés r. sav. 42421 10115
Rietavo sav. 9710 1996
TelSiy r. sav. 53126 12339
Utenos apskritis 165709 42368
Anyks¢iy r. sav. 30681 7823
Ignalinos r. sav. 19133 5453
Moléty r. sav. 22237 5572
Utenos r. sav. 46343 11643
Visagino sav. 27724 6385
Zarasy r. sav. 19591 5492
Vilniaus apskritis 844588 195188
Elektrény sav. 27273 6198
Salgininky r. sav. 36661 8257
Sirvinty r. sav. 18385 4517
Svengioniy r. sav. 29570 6973
Traky r. sav. 35438 9366
Ukmergés r. sav. 43926 11357
Vilniaus m. sav. 557126 129645
Vilniaus r. sav. 96209 18875

Lentelé. 6. Vidutinis metinis gyventojy skaiCius pagal administracing teritorija ir ligoninése

gydyty ligoniy skaicius pagal administracing teritorija 2010 metais (lentelés pabaiga).
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PRIEDAS 2. NAUDOJAMU ALGORITMU SARASAS
P.2.1. Skaitinio integravimo algoritmas naudojant Ermito polinomus

Tam, kad apskaiciuotume integralus, turin¢ius pavidala

1 w (z-a)

Mol M

kur fyra tam tikra duota funkcija, naudojama kvadratiiriné formulé, naudojanti Ermito polinomus (Zr.

Abramovich, Stegun (1968), lent. 25.10):

2
1 oo_(a) 1

o
WL e 27 f(z)dz= WL e 2of (a+oy)dy =

1 © ,Lz N 1 n
_ﬁ_[f Zf(a+oy)dy=—”§w[f(a+0\/5xi),

kur w; yra svoriai, x; yra mazgai (Ermito polinomo nuliai), o n yra parenkamas mazgy skaicius (zr. Pav.
5, kaip jie pateikti Abramovich, Stegun (1968). ). Buvo pasirinktas mazgy skaicius » = 20. Taigi,
wiy = 4.622436696006E-01;
wip =2.866755053628E-01;
wiz = 1.090172060200E-01;
wig = 2.481052088746E-02;
wys = 3.243773342238E-03;
wie = 2.283386360163E-04;
wi7 = 7.802556478532E-06;
wig = 1.086069370769E-07;
wig =4.399340992273E-10;
Wy =2.229393645534E-13;
o W; =Wy i41,1=1,2,..,10. Analogiskai,
x11 = 0.2453407083009;
x12 = 0.7374737285454;
x13 = 1.2340762153953;
x14=1.7385377121166;
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X5 =2.2549740020893;
X6 = 2.7888060584281;
x17=3.3478545673832;
X153 = 3.9447640401156;
X19 = 4.6036824495507;
X0 =5.3874808900112;

O X; = —X20-i+1 » i= 1, 2,,10

Table 25.10 ABSCISSAS AND WEIGHT FACTORS FOR HERMITE INTEGRATION

o« 2 p ki - oo T -
J cwe*‘C“f(x)dﬂl-":_El w; f{ai) |7 glx)ds = weetfg(x,)
- p _ =
Abscissas==x; (Zeros of Hermite Polynomials) Weight Factors=w;
2 5
ES w; wie; +X; Wy wmﬁ
n-2 rn-10
0. 70710 67811 Be548 (-1)8. 86226 92545 28 1, 46114 11826 bll 0.34290 13272 23705 (- 1)6,10862 63373 53 0. 68708 18539 513
1.03661 08297 89514 (- 1)2, 40138 61108 23 0.70329 63231 049
n=3 1.75668 36492 99882 - (- 2}3.3B743 94455 48 0, 74144 19313 436
0.00000 D0QOO 00000 ogl. 18163 53006 04 1,18l63 59006 037 2.53273 16742 32790 (- 3)1.34364 57467 81 0.B2066 61264 048
1. 22474 48713 91589 (-1)2.95408 97515 09 1,32393 11752 130 3,43615 91188 37738 (- 6)7.64043 28552 33 1, 02545 16913 657
n-d
0.52464 76232 75290 (-1)8, 04914 09000 55 1.05G96 44828 950 =12
1. 55068 01238 85785 5—2;8.13128 35447 25 1,24022 5Bl76 958 0.31424 02762 54359 (- 1)5, 70135 23626 25 0.62930 78742 &95
0.94778 B39L2 40164 (- 1)2,6D492 31026 42 0. 63962 12320 203
n=5 1.59768 26351 52605 (- 2)15.1607% 85615 BB 0, 66266 27732 669
0,00000 00000 00000 (-1)9.45308 72048 29 0,94530 37204 825 2.27950 70805 01060 (- 3)3.90529 0584& 29 0,70522 0366l 122
0. 95857 24646 13819 (-1)2.93619 32315 22 0. 98658 09967 514 3, 02063 70251 20890 (- 5)8, 57368 70435 BB Q. 78664 39394 633
2.02018 28704 56086 (-2)1.%9532 42059 05 1.18148 86255 260 3. 88972 48978 69782 (- 7)2,b5B5S 14843 56 0.98969 90470 923
n=6
0, 43607 74119 27617 &-1}7.24629 56522 44 0.87640 13344 362 n=16
1. 33584 90740 L3697 (-1)1.657067 32032 29 0.93558 05576 312 0.27348 10461 2815 (- 1)5, 07929 47901 66 0.54737 52050 378
2.35060 49736 74492 (-3)4.53000 99055 0% 1,13690 83326 745 0. 82295 14491 4466 - 1)2. 80647 45B52 B85 0, 55244 19573 675
1. 38025 85391 9888  {- 2)B. 38100 41398 99 0.5632L 78290 882
n=7 1,95178 79909 1625 (- 2)1.28803 11538 51 0.58124 72754 009
0.00000 00000 00000 (-1)8.10264 61755 68 0.81026 46175 568 2.54620 21576 4748 - 4)9,32204 00862 42 0.60973 62582 560
0.21628 78828 58965 (-1)4.25607 25261 01 0, 82868 73032 836 3.17699 91619 7996 (- 5)2.71186 00925 38 0,65575 56728 761
1. 67355 16287 67471 E—Z 5.45155 B2819 13 0, 89718 46002 252 3 Bp944 79048 6012 - 1%2. 32058 08448 65 U.73824 56222 717
2.65196 13568 35233 (-4)9,71761 24509 95 1.10133 07296 103 4.68873 89393 0582 (-10)2, 65480 74740 11 0.93687 44928 841
n=8
0.38118 69902 07322 ({-1)6. 61147 C1255 82 0. 76454 41286 517 n-20
1.15719 37124 46780 —1;2.07802 32581 49 0.79289 00483 364 0.24534 07083 009 1)4, 62243 66960 06 0.49092 15006 667
1, 98165 67566 956843 (-2)1.70779 83007 41 0. 86675 26065 634 0. 73747 27285 454 1)2, 86675 50535 28 49384 33852 771
2.93063 74202 57244 (-4)1.99604 07221 14 1.07193 01442 480 1. 23407 62153 953 1)1.09817 20602 00 0,49992 (8713 363
1.73853 77121 166 Z 50967 90271 175

n-9 7. 25497 40020 893
0. 00000 Q0000 Q0000 -1}7, 20235 21%60 61 72023 52156 06l 2.78880 60584 281 4)2, 28338 635601 63
0. 72355 10187 52838 -1)4, 32651 55900 26 73030 24527 451 3, 34785 45673 832 6)7. 80255 64785 32
1. 44855 32892 16668 {-2)8.84745 27394 38 76460 81250 946 2.94476 40401 156 7%1_05&05 93707 69

3)3.24377 33422 38 52408 03509 4B
54485 17423 6144
57526 24428 525

62227 86961 914

}2. 48105 20887 46

2. 24658 05845 31843 [(-3}4.94362 42755 37 0,84175 27014 787 4. 640368 24495 507 -10)4. 29934 09922 73 0,70433 2961l 769
3,19099 32017 81528 | -5)3,96069 77263 26 04700 35809 747 5. 38748 08900 112 (~13)2.22935 36455 31 89859 19614 532

Compiled from H. E. Salzer, R. Zucker, and R. Capuano, Table of the zeros
and weight factors of the first twenty Hermite polynomials, J. Research NBS
48, 111-116, 1952, RP2294 (with permission). .

Hoooo
coopoooooe

Pav. 5. Skaitinio integravimo, naudojant Ermito polinomus, koeficientai

(i§ Abramovich, Stegun (1968) — Table 25.10)

P.2.2. Gama funkcijos skai¢iavimas naudojant Hornerio schema

Tam, kad apskaic¢iuotume gama funkcijos reikSmg tam tikrame taske x, panaudota formulé (Zr.
Abramovich, Stegun (1968), sk. 6.1.36)

F'(x+1)=1+b-x+by - x-x+..+bg-x-x-x-x-x-x-x-x+&(x),0<x<1,

b, =-0.577191652;
b, = 0.988205891;
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b3 =-0.897056937,
by = 0.918206857;
bs =—0.756704078;
be = 0.482199394;
b;=-0.193527818;
bs = 0.035868343;

kur |&(x)|<3-1077, o taip pat panaudota lygybé I'(z+1)=z-T'(z), —o0 < z <. Polinomo

reik$me skaiciuojama panaudojant Hornerio schema

F(x+D)=(..((bg-x+b)x+by) - x+..+b) x+1.

P.2.3. Atsitiktiniy skaiCiy, tolygiai pasiskirs¢iusiy intervale [0,1] generavimo algoritmas

Atsitiktiniy skaiCiy, tolygiai pasiskirs¢iusiy intervale [0,1], realizaciju uy, uy, ... , u,, generavimui
panaudotas algoritmas i§ Aivazyan ef al. (1983).

Pazymékime M =2718281821. Tuomet
w=K -2, j=1,2,...,n,
kur

Ko = (r+ M) mod 2%,
K= (K - Mymod 2%, j=1,2, .., m,

o r — realizacijos numeris (naudojami nelyginiai numeriai » =1, 3, 5, 7, ..., tam, kad numerj ieinantis
daugiklis, kuris yra dvejeto laipsnis, nesusiprastinty su 2*%).

Kadangi $is algoritmas naudojamas kelis deSimtmecius nuo pirmyju dideliy kompiuteriy laiky,
jame pagal tuose kompiuteriuose naudojamy slankaus kablelio skai¢iy uzimama atminti naudojamas
modulis mod 2*°. Tam, kad $is algoritmas biity pritaikytas dabartiniams kompiuteriams (kuriuose
galima atlikti modulio operacijas iki mod 2*?, taip kad visi tarpiniai veiksmai su sveikais skai¢iais
duoty reiksmes i3 sveikyjy skai¢iy intervalo [-2%2... 2% —1]), buvo panaudoti papildomi dydziai ir
kintamieji. Taigi, tarkime, kad turime realizacijos numeri r (programiskai jis turi biiti sveikasis skaicius
i§ intervalo [-2"..2"° —1], pvz. Pascal kalboje — integer tipo, taigi nagrinégjamu neneigiamy

nelyginiy skai¢iy atveju — i$ aibés (1, 3, 5, ..., 32767)), ir apibréZkime kintamuosius

X]:O,

X2:0,
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X3=7r,

(programigkai jie turi biti sveikieji skai¢iai i§ intervalo [-2% ... 2*% — 1], pvz. Pascal kalboje — longint

tipo). Taip pat apibrézkime tokio pat tipo kintamuosius ¢, ¢,, ¢3, ir konstantas

=2,

v, = 17419,
yy = 12381,
Ls=32=2°

Lis=32768 =2",
Loy = 1048576 = 2%

Tuomet nuosekliai atlike veiksmus

Gi1=x1*y3t X y2t X3y,

=X 3t X3 )2,

q3 = X3° Y3,

X3 =gz mod Ls, @)
q>»=¢q, mod Ly + g3 div Ly,

X, = ¢y mod Lis,

¢1=qi mod Ls + g, div L,

X1 = (1 mod LS,

gausime, kad

K0=x1 '230+XQ'215+X3,

o toliau, nuosekliai kartodami veiksmus (1) ir naudodami vis besikeician¢ius kintamuosius xi, x;, X3,

pagal ta pacia formule, kaip ir K, gausime

I{j:xl '230+XZ'215+X3, ]: 1, 2, ey N

Programiskai,

u; =K 27 =(1073741824.0 - x,+32768.0 * x,+x3) / 34359738368.0, j=1,2, ..., n.
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PRIEDAS 3. ALGORITMINIS BINARINES DIDELIO MATAVIMO DUOMENU SKAIDYMO
PROCEDUROS APRASYMAS

P.3.1. Jvadas

Nagrinéjamo algoritmo (pazymékime ji A) aprasyme tam tikru pseudokodu naudosime
pazymeéjimus:

X — pradiné seka

g — pradinés sekos elementy pasikartojimy skaicius

dim — pradinés sekos matavimas

N — pradinés sekos ilgis

XGrp — grupuota seka

gGrp — grupuotos sekos elementy pasikartojimy skaicius

kGrp — grupuotos sekos elementy skaicius (be pasikartojimy)

NGrp — grupuotos sekos ilgis

maindone — valdymo parametras

P.3.2. Bendras algoritmo apraSymas
P.3.2.1. Algoritmo aprasymas bendriausiu lygiu

Bendriausiu lygiu algoritmas A i$skaidomas | tris dalis:

Al. Pradinis zingsnis. [vedami duomenys ir parametrai (tarp ju pradiné seka X, su elementy
pasikartojimy skai¢iumi q ir matavimu dim, kurios ilgis yra N), pagal juos atlickamas pirmasis
grupavimo zingsnis ir gaunama pirmoji grupuota seka XGrp su elementy pasikartojimy skai¢iumi
gGrp, kurios ilgis yra NGrp. Po to apskai¢iuojamas valdymo parametras maindone (jei jis lygus true,
tai procediiros pagrindiné dalis baigta ir pereinama prie baigiamojo zingsnio A3, o jei jis lygus false,
tai algoritmo pagrindiné dalis néra baigta, ir pereinama prie zingsnio A2).

A2. Pagrindiné algoritmo dalis. Tol, kol valdymo parametras maindone lygus false, atlickami

pagrindiniai algoritmo Zingsniai, po kiekvieno i$ jy grupuotos sekos ilgis padidéja vienetu:

While not maindone do
begin
A2.1. Pagrindinis algoritmo zingsnis. Po kiekvieno zingsnio grupuotos sekos ilgis NGrp

padidéja vienetu, ir i§ naujo apskai¢iuojamas valdymo parametras maindone.
end;

A3. Baigiamasis zingsnis. Jei reikia (tuo atveju, kai nurodoma, kad kiekvieno kvadratélio
didziausia krastiné turi skirtis nuo maziausios ne daugiau kaip nurodyta skaifiy karty), atlickami
papildomi skaidymai, ir juos pabaigus apskaic¢iuojama vidutiné grupavimo paklaida ir maksimali

grupavimo paklaida.
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P.3.2.2. Algoritmo pagrindiniy Zingsniy apraSymas

Pateiksime algoritmo A pagrindiniy zingsniy bendra aprasyma, kaip pavyzdi duodami nuorodas i

Pascal programavimo kalba parasSytos programos teksta.

Al. Pradinis zingsnis
Al.1. Konstanty nustatymas ir parametry nurodymas.

A1.1.1. Nustatomos konstantos RealNmax ir IntegerNmax, priklausancios nuo naudojamo
kompiuterio ir programinés jrangos, kurios nusako maksimalius atitinkamai realiy skaiiy ir sveiky
skai¢iy masyvy ilgius.

Al.1.2. Nurodomas parametras minNGrp (maziausias pakankamas grupuotos duomeny
sekos ilgis, t.y. kada jis pasiekiamas, procediira baigiama, iSskyrus tuo atveju, kai néra pasickta
pakankamai maza vidutiné kvadratiné grupavimo paklaida).

Al.1.3. Nurodomas parametras maxNGrp (grupuotos duomeny sekos ilgis, kuomet esant
mazesniam pradinés sekos ilgiui, grupavimas gali biiti neatlickamas, tokiu atveju perkopijuojant
prading seka X su elementy pasikartojimy skai¢iumi q | grupuota seka XGrp su elementy
pasikartojimy skai¢iumi qGrp) (zr. A1.4.1).

Al.1.4. Nurodomas parametras ForceGrp (jei jis lygus true, tai grupavimas atlickamas
priverstinai, o jei jis lygus false, tai grupavimas gali biti neatlickamas, tokiu atveju perkopijuojant
prading seka X su elementy pasikartojimy skai¢iumi q i grupuota seka XGrp su elementy pasikartojimy
skai¢iumi qGrp) (zr. A1.4.1).

A1.1.6. Nurodomas maziausias krastinés padalijimy skai¢ius minM ir didziausias kraStinés
padalijimy skaic¢ius maxM (abu jie yra dvejeto laipsniai, t. y. galimos reik§més yra i§ {1, 2, 4, 8, ...}).

A1.1.7. Nurodomas koks pradedant procediira turi bliti maziausias krastinés padalijimy
skai¢ius minresM ir koks procediiros veikimo metu turi biiti didziausias krastinés padalijimy skaiéius
maxresM (abu jie yra dvejeto laipsniai, t.y. galimos reik§més yra i$ {1, 2, 4, 8, ...}).

A1.1.8. Nurodomas koks turi biiti pabaigus procediira didziausias leidziamas santykis tarp
kvadratélio didziausios ir maziausios krastiniy resdifM ir didZiausias krastinés padalijimy skaiCius
maxresM (abu jie yra dvejeto laipsniai, t. y. galimos reikSmés yra i§ {1, 2, 4, §, ...}).

A1.1.9. Nurodomas valdymo parametras MSErrmode, kuris nurodo, ar skaiCiuojama
kvadratiné paklaida:

MSErrmode = O — kvadratiné paklaida neskaic¢iuojama;

MSErrmode = 1 —kvadratiné paklaida skai¢iuojama tik baigiant algoritma;
MSErrmode = 2 — kvadratiné paklaida naudojama parinkti kvadratélj;

MSErrmode = 3 —kvadratiné paklaida naudojama kvadratélio optimaliam skaidymui.

A1.1.10. Nurodomas valdymo parametras Exitmode, kuris nurodo algoritmo pabaigos
salyga priklausomai nuo tuo metu esancio grupuotos sekos ilgio NGrp ir atitinkamos kvadratinés
paklaidos sGrp (jei MSErrmode<=1 , tai Exitmode = 4):

Exitmode = 0-sGrp <= maxMSErr;
Exitmode = 1—-NGrp >= minNGrp or sGrp <= maxMSErr;

Exitmode = 2—-NGrp >= minNGrp and sGrp <= maxMSErr;
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Exitmode = 3 — (NGrp>=minNGrp and sGrp<=maxMSErr) or sGrp<=minMSErr;
Exitmode = 4 —-NGrp >= minNGrp.
Al.1.11. Nurodomas valdymo parametras Selectmode, kuris nurodo salyga kvadratélio
parinkimo skaidymui (jei MSErrmode>1 , tai Selectmode = 3):
Selectmode = 1 — parenkama pagal didziausia kvadratélyje esanti taSky skaiciy (su
pasikartojimais);

Selectmode = 2 — parenkama pagal didziausia kvadratélyje esantj tasky skaiciy (su

pasikartojimais) padauginta i§ kvadratélio diagonalés ilgio;
Selectmode = 3 - parenkama pagal maksimaly kvadratinés paklaidos sumazéjima;
Al1.1.12. Nurodomas valdymo parametras Splitmode, nurodantis kurios kvadratélio
krastinés parenkamos galimam skaidymui:

Splitmode = O - parenkama pirmoji krastiné su maksimaliu ilgiu;

Splitmode = 1 — parenkamos visos krastinés su maksimaliu ilgiu;

Splitmode = 2 — parenkamos visos leistinos (priklausomai nuo kity salygy) krastinés;

Splitmode = 3 - parenkamos visos galimos krastinés;

Al.1.13. Nurodomas valdymo parametras SplitFncNo, nurodantis, kaip parenkama
krastiné kvadratélio skaidymui (jei MSErrmode=3 , tai SplitFncNo = 4):

SplitFncNo = 1 — parenkama krastiné, kuriai gaunamas maziausias maksimalus i§
dviejy suskaidyty kvadratéliy tasky skaicius (su pasikartojimais);

SplitFncNo = 2 — parenkama krasting, kuriai gaunama maziausia suma, gaunama
padauginus kiekvieno i§ dviejuy suskaidyty kvadratéliy tasky skaiCiy (su pasikartojimais) i§ jo
maksimalaus krastinés ilgio;

SplitFncNo = 3 — parenkama krastiné, kuriai gaunama maziausia sumos, gaunamos
padauginus kiekvieno i§ dvieju suskaidyty kvadratéliy tasky skaiCiy (su pasikartojimais) i§ jo
diagonalés ilgio;

SplitFncNo = 4 — parenkama pagal maksimaly kvadratinés paklaidos sumazéjima;

Al.2. Masyvy sudarymas.

A1.3.1. I§ dim (dim - pradinés sekos matavimas) komponenciy sudaromas masyvas X
(kurio kiekviena komponenté yra real tipo masyvas ilgio N), kuriame bus talpinami pradinés sekos
taskai.

A1.3.2. Sudaromas masyvas g (integer tipo, ilgio N), kuriame bus talpinamas pradinés
sekos tasky pasikartojimy skaicius. Daznai visos $ios reik§Smeés yra lygios vienetui.

A1.3.3. Sudaromas masyvas qGrp (integer tipo, ilgio N), kuriame bus talpinamas
grupuotos sekos tasky pasikartojimy skaicius.

A1.3.4. Sudaromas masyvas kGrp (integer tipo, ilgio N), kuriame talpinamas grupuotos

sekos tasky skaicius (be pasikartojimy).
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A1.3.5. Is dim komponenciy sudaromas masyvas Ix (kurio kiekviena komponenté yra
integer tipo masyvas ilgio N), kuriame bus talpinami kvadratéliy krastiniy ilgiai maziausio galimo
kvadratelio atzvilgiu (dvejeto laipsniai, t. y. galimos reikSmés yra i§ {1, 2,4, 8, ... , maxM}).

A1.3.6. IS dim komponenciy sudaromas masyvas u (kurio kiekviena komponenté yra
integer tipo masyvas ilgio N), kuriame bus talpinamos kvadratéliy pirmosios virs§tinés koordinatés
(galimos reikSmeés yra i§ {0, 1,2, 3, , ... , maxM-1 }).

A1.3.7. 1§ dim komponenciy sudaromas masyvas uu (kurio kiekviena komponenté yra
integer tipo masyvas ilgio N), kuriame bus talpinamos kiekvieng pradinés sekos taska atitinkanciy
maziausiy kvadratéliy pirmosios vir§iinés koordinatés (galimos reik§més yra i§ {0, 1, 2, 3, , ... , maxM-
1}).

A1.3.8. Sudaromas masyvas multMs (integer tipo, ilgio dim), kuriame bus talpinami
papildomi daugikliai (dvejeto laipsniai, t. y. galimos reikSmés yra i§ {1, 2, 4, 8, ...}) maksimaliam
krastinés dalijimo skaic¢iui my maxM (pagal nutyléjima jie visi lygiis vienetui).

A1.3.9. Sudaromas masyvas kDF (integer tipo, ilgio N), kuriame bus talpinami indeksai,
nuo kuriy masyve Nums yra nuosekliai talpinami kvadratélyje esanciy tasky indeksai.

A1.3.10. Sudaromas masyvas Nums (integer tipo, ilgio N), kuriame bus talpinami tasky
esanciy kvadratéliuose indeksai.

A1.3.11. Sudaromas masyvas kNeighb (integer tipo, ilgio N), kuriame gali biiti talpinami
pradinés sekos tasky kaimyny skaiciai (vartotojo suskaiciuojami atskirai).

A1.3.12. Sudaromas masyvas sGrp (real tipo, ilgio N), kuriame bus talpinami kvadratéliy
grupavimo paklaidos sumaz¢jimo dydziai.

A1.3.13. Sudaromas masyvas kdsGrp (integer tipo, ilgio N), kuriame gali biiti talpinami
tarpiniai indeksai.

A1.3.14. Sudaromas masyvas ind (integer tipo, ilgio N), kuriame bus talpinami indeksai,
nusakantys, ar kvadratélis gali buti skaidomas (jei reikSmé didesné uz 0), ar ne (jei reik§mé lygi 0).

A1.3.15. Sudaromi masyvai X1 ir X2 (real tipo, ilgio dim), kuriame bus nurodomi
minimumai ir maksimumai pagal koordinaciy asis (visos duomeny sekos X reikSmés turés patekti { Sias
ribas).

A1.3.16. Sudaromas masyvas EX (real tipo, ilgio N), kuriame bus patalpinamos grupuotos
sekos reikSmés.

A1.3.17. Sudaromas masyvas tmpNums (integer tipo, ilgio N), kuriame bus talpinami
tasky, esanciy kvadratéliuose, tarpiniai indeksai.

A1.3.18. Sudaromas masyvas dimind (integer tipo, ilgio N), kuriame bus talpinami
indeksai, nusakantys, pagal kuri matavima turéty biiti skaidomas kvadratélis.

A1.3.19. Sudaromi masyvai nlpts, n2pts (integer tipo, ilgio N), kuriuose (jei
naudojamas parametras NFirst, nurodantis, kad pradingje sekoje, susidedancioje i§ dvieju seky, toks
yra pirmosios sekos ilgis) bus talpinami pirmosios ir antrosios seky tasky skaiciai (su pasikartojimais).
Taip pat sudaromas masyvas spts (real tipo, ilgio N), kuriame bus talpinamos atitinkamos chi-
kvadrat statistikos reik§més. Be to, sudaromas masyvas kdi fGrp (integer tipo, ilgio N), kuriame bus

talpinami tasky skai¢iy skirtumai (absoliu¢iu dydziu) tarp pirmosios ir antrosios sekuy.
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A1.3. Duomeny jvedimas.

A1.3.1. Patikrinus, ar sekos ilgis N nevirSija konstantos Nmax = RealNmax, o sekos
matavimas dim nevirSija konstantos dimmax = IntegerNmax, ivedama pradiné duomeny seka X su
elementy pasikartojimy skai¢iumi g.

A1.3.2. Ivedami parametry masyvai X1 ir X2, kuriuose nurodomi minimumai ir maksimumai

pagal koordinaciy asis (visos duomeny sekos X reikSmeés turi patekti | $ias ribas).

Al.4. Pradiniame zingsnyje atliekami skai¢iavimai.
Al.4.1. Duomeny sekos perkopijavimas ir i§é¢jimas i§ procediros, jei grupavimo atlikti

nereikia:

it (not ForceGrp and (N <= maxNGrp)) then

begin

< pradinés sekos X perkopijavimas grupuota seka XGrp>
maindone := true;

exit;

end;

A1.4.2. Maksimalaus galimo grupuotos duomeny sekos ilgio NGrp_max apskai¢iavimas,
naudojant maksimaly krastinés padalijimy skaiciy maxm.

A1.4.3. Maksimalaus galimo grupuotos duomeny sekos ilgio NGrp_resmax apskaiciavimas,
naudojant maksimaly krastinés padalijimy skai¢iy maxresM.

Al.4.4. Minimalaus galimo grupuotos duomeny sekos ilgio NGrp_resmin apskai¢iavimas,
naudojant minimaly krastinés padalijimy skai¢iy minresM.

Al.4.5. Minimalaus galimo grupuotos duomeny sekos ilgio NGrp_min apskaifiavimas,
naudojant minimaly krastinés padalijimy skaic¢iy minM.

A1.4.6. Parametry (ind, Ix, u) apskaiCiavimas, kai yra tik vienas taskas kvadratélyje.
Tai yra tarpiniai masyvai, kuriy ilgis NGrp. ind yra vienmatis masyvas, kuris nurodo, kvadratélio
statusa, jei reik§Smé lygi 0, tai kvadratélis negali buti daugiau skaidomas. Ix ir u yra kvadratéliy ilgiy ir
pirmy tasky koordinaciy matavimo dim masyvai (abiejy visos reikSmeés yra dvejeto laipsniai, t.y.
galimos reik§més yra i {1, 2,4, 8, ...})

A1.4.7. Kvadratéliy su koordinatémis (Ix, u) sumazinimas iki minimalaus dydzio, t.y.
pagal kiekviena koordinate kvadratéliai, jei reikia, sumazinami per pusg, kol kiekvienoje puséje yra
bent vienas sekos X taskas.

A1.4.8. Izoliuoty tasky atskyrimas, jei nurodomas parametras isolLevel > 0, kuris
nurodo kad tiek ar maziau kaimynu turintis kvadratélis (sekos X kaimyny skai¢ius, suskaiciuotas pagal
norima algoritma, patalpinamas | masyva kNeighb) laikomas izolivotu ir atlickamas priverstinis jo

skaidymas. Taip pat atlieckamas kvadratéliy papildomo skaiciaus (NGrpPlus) apskaiCiavimas.
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A1.4.9. I8¢jimo salygos (maindone) nustatymas:

maindone := false;

if NGrp + NGrpPlus >= NGrp_resmax then
maindone := true;

if NGrp + NGrpPlus >= maxNGrp then
maindone := true;

if NGrp_min = NGrp_max then
maindone := true;

A1.4.10. Vidutinio kvadratinio ir maksimalaus nuokrypiy (MSErr_min, maxErr_min)
apskaiciavimas

Al.4.11. Iséjimo salygos maindone nustatymas pagal nurodyta vidutinio kvadratinio
nuokrypio riba MSErr_min, pagal nurodyta pakankama grupuotos sekos ilgi minNGrp ir valdymo

parametrus MSErrmode ir Exitmode, taip pat jei suskaidyti visi kvadratéliai:

if ((MSErrmode > 1) and (Exitmode <> 4)) then
begin
SUmErr2 := sqr(MSErr_min);
case Exitmode of
O:if sumErr2 < maxErr2 then

maindone := true;

1:if ((sumErr2 < maxErr2) or (NGrp + NGrpPlus >= minNGrp)) then
maindone := true;

2:1F ((sumErr2 < maxErr2) and (NGrp + NGrpPlus >= minNGrp)) then
maindone := true;

3:1F (((sumErr2 < maxtErr2) and (NGrp + NGrpPlus >= minNGrp)) or
(sumErr2 < minErr2)) then
maindone := true;
end;
end
else
begin
if NGrp + NGrpPlus >= minNGrp then
maindone := true;
end;

i = 0;
for j:=0 to NGrp-1 do
if ind*[Jj] <> 0 then
Inc(i);
if i <1 then
maindone := true;

A1.4.12. Apskai¢iavimas pirmos ir antros seky tasky skaiCiaus (nlpts, n2pts) kai

pirmos sekos ilgis yra NFirst.

A2. Pagrindiné algoritmo dalis.
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A2.1. Radimas indekso i, kuriam grupavimo paklaidos sumazéjimas didziausias, naudojant
reik§mes i§ masyvo sGrp, arba, jei MSErrmode = 1, indekso parinkimas pagal valdymo parametra
Selectmode.

A2.2. Nustatymas parametro 1sPlus, ar kvadratélis turi biiti biitinai skaidomas

A2.3. Nustatymas parametro 1sSquare, ar kvadratélis yra tiksliai kvadratinés formos, t. y ar
jo krastinés lygios.

A2.4. Maksimalaus krastinés ilgio maxlen ir atitinkamos dimensijos indekso indmaxlen
nustatymas.

A2.5. Nustatymas indekso indsplit, pagal kuri bus skaidomas kvadratélis.

A2.6. Apskaiciavimas suskaidyto kvadratélio abiejy daliu kvadratiniy nuokrypiy MSErrl ir
MSErr2.

A2.7. Kvadratélio paruoSimas skaidymui, kad taskai pagal nurodyta asj i§ pradziy biity kairéje
puséje, o toliau bty desinéje puséje.

A2.8. Kvadratélio i§skaidymas i du (NGrp reik§mé padidéja vienetu) ir apkarpymas.

A2.9. Apskaifiavimas dviems naujiems kvadratéliams vidutinés kvadratinés paklaidos
sumazéjimo.

A2.10. Iséjimo salygos (maindone) nustatymas

A2.11. Apskai¢iavimas pirmos ir antros seky tasky skaiciaus (nlpts, n2pts) kai pirmos

sekos ilgis yra NFirst.

A3. Baigiamasis zingsnis.

A3.1. Gauty kvadratéliy ilgiausios krastinés dalijamos tol, kol patenkinama salyga, kad
santykis tarp kvadratélio didziausios ir maziausios krastiniy nevirSija resdifM. Atskiru atveju, jei
resdifM lygus 1, galy gale gauname visus ,,kvadratélius™ ar ,,kubelius*.

A3.2. Vidutinio kvadratinio ir maksimalaus nuokrypiu (MSErr_min, maxErr_min)
apskaiCiavimas.

A3.3. Apskaiciavimas pirmos ir antros seky tasky skai¢iaus (nlpts, n2pts), kai pirmos

sekos ilgis yra NFirst.
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