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Reziumeé

Disertacijoje nagrinéjamas dvimatis parabolinis uzdavinys su nelokaliosio-
mis integralinémis salygomis, Sio uzdavinio sprendimas baigtiniy skirtumy
metodu. Daugelis procesy veda prie neklasikiniy paraboliniy lygéiy, kurios
daznai buna su nelokaliosiomis krastinémis salygomis. Tokiy uzdaviniy spren-
diniai dazniausiai gali buti apskaiciuoti tik naudojantis skaitiniais metodais.
Atlikto darbo rezultatai papildo kity mokslininky gautus rezultatus spren-
dziant diferencialinius uzdavinius su nelokaliosiomis krastinémis sglygomis.

Disertacija sudaro jvadas, penki skyriai, bendrosios iSvados, literaturos sa-
rasas ir autorés publikacijy sarasas.

Ivadiniame skyriuje aprasyta tiriamoji problema ir temos objektas, iSana-
lizuotas temos aktualumas, isdéstyti darbo tikslai, nagrinéjami uzdaviniai,
naudojama metodika, mokslinio darbo naujumas ir gauty rezultaty reiksme,
pateikti ginamieji teiginiai ir darbo rezultaty aprobavimas bei aptarta diser-
tacijos struktura.

Pirmajame skyriuje iSnagrinétas dvimacio parabolinio uzdavinio su viena
krastine integraline salyga sprendimas baigtiniy skirtumy metodu. ISskirti-
niu uzdavinio bruozu yra nelokaliosios salygos pavidalas - Sia salyga ieSkomas
sprendinys konturiniame taske susiejamas su sprendinio integralu visa sri-
timi. Sprendinys ieskomas kintamyjy krypciy Peaceman-Rachford metodu.
Aprasomas sprendimo algoritmas ir jo ypatumai.

Antrajame skyriuje nagrinéjamas dvimacio parabolinio uzdavinio sprendi-
mas su dviem nelokaliosiomis integralinémis salygomis, naudojant kintamuyjy
krypc¢iy metoda.

Treciajame ir ketvirtajame disertacijos skyriuose nagrinéjamas tikriniy reiks-
miy uzdavinys. Treciajame skyriuje analizuojama spektro struktura diferen-
cialiniam operatoriui, o ketvirtajame - spektro struktura skirtuminiam ope-
ratoriui. Remiantis gautais spektro strukturos rezultatais, daromos iSvados
apie pirmajame skyriuje iSnagrinéto metodo stabilumg.

Penktajame skyriuje teoriskai pagrindziamas baigtiniy skirtumy metodas

stacionariam dvimadciam uzdaviniui.



Abstract

In the dissertation a two-dimensional parabolic problem with nonlocal in-
tegral conditions is investigated, solving this kind of problem by the finite
difference method. Many processes lead to non classical parabolic equations,
whichs are often with nonlocal boundary conditions. Solutions of such prob-
lems can usually be found using numerical methods. The results of this
dissertation supplement the work done previously by other researchers when
solving differential problems with nonlocal boundary conditions.

The dissertation consists of an introduction, five chapters, conclusions,
references and the author’s list of publications.

In the introduction the research problem and its subject are defined, the
goals and tasks of research are formulated, the methodology used, the sci-
entific novelty and significance of the results are presented, hypotheses and
approval of the work results, as well the structure of the dissertation, are
discussed.

In the first chapter, a finite difference method for solving a two-dimensional
parabolic equation with one integral boundary condition has been analyzed.
An exclusive point of this problem is the type of the nonlocal condition.
Employing this condition the solution at the contour point is associated with
integral in the whole domain. The solution was obtained by the alternating
direction Peaceman-Rachford method. The peculiarities of the numerical
algorithm are described.

In the second chapter solution of the two-dimensional parabolic problem
with two nonlocal conditions is analyzed.

In the third and fourth chapters of the dissertation, the eigenvalue problem
is investigated. In the third chapter, the structure of the spectrum for the
differential operator, and in the fourth chapter the structure of the spectrum
for the difference oprerator is analyzed. The results obtained on the structure
of the spectrum lead to conclusions about the stability of the method.

In the fifth chapter, the finite difference method for a stationary two-

dimensional problem is theoretically grounded.



Turinys

IVADAS 10
Problemos formulavimas . . . . . . . . . ... ... ... ... .. 10
Darbo aktualumas . . . . . . . . . ... ..o 10
Tyrimo objektas . . . . . . . ..o 17
Darbo tikslas ir uzdaviniai . . . . . . . . . . ... ... L. 17
Tyrimo metodika . . . . . . . .. ... 18
Darbo mokslinis naujumas ir jo reikSme . . . . . . . ... ... .. 18
Darbo rezultaty praktiné reikSme . . . . . . . ... ..o L. 19
Ginamieji teiginiai . . . . . . . .. 19
Darbo rezultaty aprobavimas . . . . . . . . ... ... ... ... 20
Disertacijos struktura . . . . . . ... ..o oL 21
Padéka . . . . . . .. 24

1 Kintamuyjy krypc¢iy metodas dvimatei parabolinei lygciai

su viena nelokaligja integraline sglyga 25
1.1 Paraboliniy lygciy su nelokaligja salyga sprendimas . . . . . . 25
1.2 Uzdavinio formulavimas . . . . . . . . .. . . ... .. ... 25
1.3 Skirtuminio uzdavinio formulavimas . . . . . . . . . . . . .. 26
1.4 Skirtuminiy lygéiy sistemos sprendimo algoritmas . . . . . . . 28
1.5 Skaitiniai rezultatai . . . . . . . ... ..o 31
1.6 Pirmojo skyriaus pastabos ir iSvados . . . . . . . . . .. ... 34

2 Dvimatés parabolinés lygties su dviem nelokaliosiomis

salygomis sprendimas baigtiniy skirtumy metodu 35
2.1 Uzdavinio formulavimas . . . . . . . . . . ... ... .... 35
2.2 Skirtuminis sprendimo metodas . . . . . ... ... ... .. 35
2.3 Skaitinis eksperimentas . . . . . . . . . . ... ... L. 39
2.4 Antrojo skyriaus pastabos ir isvados . . . . . . . . . ... .. 41

3 Tikriniy reikSmiy uzdavinys diferencialiniam operatoriui
su integraline salyga 43

3.1 Uzdavinio formulavimas . . . . . . . . . . . . . . . .. ... 43



3.2

Tikriniy reikSmiy analize . . . . . . . . . . . ... ... 45

4 Skirtuminiy schemy stabilumas dvimatei parabolinei lyg-

¢iai su integralinémis sglygomis 51
4.1 Tikriniy reikSmiy uzdavinys skirtuminiam operatoriui . . . . 51
4.2  Lokaliai vienmacio metodo formulavimas . . . . . . . . . .. 53
4.3 Matricos A spektro analizé . . . . . . .. .. ... 56
4.4 Skirtuminés schemos stabilumas . . . . . . . . . . ... ... 61
4.5 Skaitiniai rezultatai . . . . . ... 0oL 62
4.6 Ketvirtojo skyriaus pastabos ir iSvados . . . . . . . . . . .. 64

5 Dvimatés elipsinés lygties su nelokaligja sglyga sprendi-

mas 66
5.1 Dvimates elipsinés lygtys su nelokaliosiomis salygomis . . . . 66
5.2 Uzdavinio formulavimas . . . . . . . . . ... ... .. ... 67
5.3 Skirtuminis uzdavinys . . . . .. . ..o 67
5.4 Sprendinio paklaidos jvertis . . . . . . ... .. ... ... 71
5.5 Skaitiniai rezultatai . . . . . .. ... 73
5.6 Skaitiniai rezultatai sprendziant dvimatj parabolinj uzdavinj . 74
5.7 Penktojo skyriaus pastabos ir iSvados . . . . . . . . .. . .. 78
Ginamieji teiginiai ir bendrosios iSvados 80
Litaratura 81
Autorés publikacijos disertacijos tema 91
Lenteliy sarasas
o 1 1 _
L. 1llentele. h=,7=30. T=1 ... ... ... ... 32
2. 12lentele. y(x)=¢€"T=1 .. ... ... ... ... ... 32
R R |
3. 13lentele. h= 5, T =105 -« -« -« oo 32
4.  21lentele. . . . . .. 40
5. 22lentele . . . . . ..o 40
6. 23lentele. . . . . .. 40



2.4 lentele. uy(z,y,t) =€ oL 41
2.5 lentelé. us(x,y,t) = (2> +y*)t . . . ... 41
41 lentele. T =1, v(z) =a(z*—0.64) . . . ... ... ... 63
4.2 lentele. y(z) =a(x?* —0.64) . . . . .. ... 63
5.11lentele. py =1, s =3,V =V(uy) = V(ug) . ... ... 74
5.2 lentelé. h = 0.0008, V = V() — V() . ...... 74
5.3 lentele. gy =1, s =3,V =V(uy) = V(ug) .. ... .. 74
5.4 lentele. h = 0.0008, V = V(u) — V(us) .. ... ... 75
5.0 lentele. . . ..o 7



Ivadas

Problemos formulavimas

Diferencialiniy lygc¢iy plétra nuo XVII a. iki pat Siy dieny skatina fizikos,
mechanikos ir gamtos moksly raida, kadangi diferencialinés lygtys yra vie-
na iS gana placiai kitose mokslo srityse taikomy matematikos mokslo saky.
Kai kompiuteriai tapo lengviau prieinami mokslininkams (mazdaug nuo 1960
m.), buvo pradéta vis placiau naudotis skirtuminiais metodais, sprendziant
diferencialinius uzdavinius. Diferencialiniy lygciy sprendimas skaitiniais me-
todais Siuo metu yra viena aktualiausiy taikomosios matematikos plétros sri-
Ciy.

Per paskutiniuosius kelis deSimtmecius iSaugo poreikis rasti diferencialiniy
uzdaviniy su jvairiomis nelokaliosiomis salygomis sprendinius. Nelokalioji sg-
lyga apibrézia sarysj tarp sprendinio reikSmiy intervalo krastuose ir vidiniuose
taskuose, o jeigu vietoje krastiniy salygy yra duotos nelokaliosios salygos ir
jose yra krastinis taskas, tai tada turime nelokaligsias krastines salygas.

Disertacijoje nagrinéjamas dvimacio parabolinio uzdavinio su nelokalio-
siomis integralinémis krastinémis salygomis sprendimas baigtiniy skirtumy

metodu.

Darbo aktualumas

Vis dazniau matematiniai modeliai praktiniams uzdaviniams spresti yra suda-
romi naudojantis diferencialinémis lygtimis ir pastaruoju metu tokie uzdavi-
niai tampa vis sudétingesni. Vienas Sio sudétingumo rodikliy yra nelokaliosios
krastinés salygos. Diferencialiniy lygciy su nelokaliosiomis salygomis spren-
dimo skaitiniais metodais plétra smarkiai skatina ir Siuolaikiniai taikymai.
Nelokaliyjy krastiniy salygy terming vienas pirmyjy panaudojo N. I. Ton-
kinas 1977 metais [39]. Jis taip pat buvo vienas pirmyjuy, pradéjes siste-

mingai nagrinéti parabolines lygtis su nelokaliosiomis salygomis. Uzdavinyje
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nelokaliosios salygos atsiranda tada, kai funkcijos arba iSvestinés reiksSmeés
krastiniuose taskuose yra susijusios su jos reikSmémis srities viduje, arba,
paprasciau tariant, kada negalima tiesiogiai iSmatuoti duomeny nagrinéjamo
uzdavinio srities kraste. 1963 metais J. R. Cannon [9] suformulavo vienmatj
parabolinj uzdavinj su integraline salyga, kuris dabar ir yra vadinamas nelo-
kaliuoju uzdaviniu.

Didele jtaka susidoméjimui uzdaviniais su nelokaliosiomis krastinémis sa-
lygomis padaré A. V. Bitsadze ir A. A. Samarskis [5], parasydami darba,
kuriame nagrinéjamas elipsinis dvimatis uzdavinys su nelokaliosiomis krasti-
némis salygomis. Vieni pirmyjy darby, kuriuose nagriné¢jami uzdaviniai su
nelokaliosiomis salygomis buvo tokie: [22, 30, 55, 69, 78]. Gana placiai tokie
uzdaviniai buvo analizuojami elipsinéms lygtims [4, 32, 36, 37, 68, 70, 96] ir
parabolinéms lygtims [6, 12, 17, 23, 24, 28, 29, 40, 50, 53, 72, 98] bei kitoms
lygtims (hiperbolinéms, pseudoparabolinéms, paprastosioms diferencialinéms
lygtims).

Didelis susidoméjimas tokio tipo uzdaviniais yra ir Lietuvoje. Pirmieji
tokias problemas pradéjo nagrinéti M. Sapagovas ir R. Ciegis [68, 77, 78].
Dabartiniu metu Lietuvoje diferencialinius uzdavinius su nelokaliosiomis sa-
lygomis nagrinéja daugelis mokslininky: V. Buda, R. Ciegis, R. Ciupai-
la, F.Ivanauskas, J. Jachimaviciené, Z. Joksiené (Jeseviciiité), S. Peciulyte,
S. Roman, M.Sapagovas, S. Sajavicius, A. Stikonas, O. Stikoniené, N. Tu-
manova ir kiti [3, 7, 14, 15, 18, 19, 41, 42, 46, 47, 49, 61, 63, 64, 65, 66, 74,
75, 76, 86, 89, 91, 93, 94, 95|. Tai yra gana plati tyrinéjimo sritis ir dél to
diferencialiniai uzdaviniai su nelokaliosiomis sglygomis dar tikrai néra visiskai
iSsamiai iSnagrinéti.

Sioje disertacijoje nagrinéjamas dvimatés parabolinés lygties su nelokalio-
siomis integralinémis kraStinémis salygomis sprendimas skirtuminiais meto-
dais. Placiau aptarsime mokslinéje literaturoje kity matematiky atspausdin-
tus rezultatus.

Y. Lin, S. Xu ir H-M. Yin straipsnyje [54] analizavo iSreikstines ir neis-
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reikstines skirtumines schemas tokiam uzdaviniui

—Au=0 (z,y) € Q,
u(z,y,0) = p(z,y), (z,y) €,
u(e,yt) = [ Koy €nulendcdn. (o) € 02 x 0.7,

¢ia Qr = QA x (0,7), T >0,Q=1(0,1) x (0,1), p(x,y) #Z 0. Pagrindineé
prielaida yra, kad branduolys K (z,y, &, n) tenkina salyga

/\K(ﬂf,y,ﬁ,n) | dédn < p <1, (x,y)€ 0.

Darbe autoriai jrodeé, kad abi schemos isreikstiné ir neisreikstineé iSlaiko maksi-
mumo principo savybes ir sprendinio monotoniskuma, o visiSkai neisreikstine
schema dar yra ir grieztai monotoniska. Taip pat, jrodé, kad sprendziant
uzdavin] baigtiniy skirtumy metodu sprendiniy paklaida artéja i nulj, kai
t — oo. Disertacijos pirmajame skyriuje yra nagrinéjamas analogiskas uz-
davinys, su siek tiek supaprastina nelokaligja salyga, sio uzdavinio sprendi-
mui naudojamas kintamyju kryp¢iy metodas, kuris nebuvo naudojamas [54]
straipsnyje. Be to, disertacijoje branduoliui K (z,y,&,n) taikomi kur kas
mazesni apribojimai.

M. Sapagovo, G. Kairytés, O. Stikonienés ir A. Stikono straipsnyje [79]
nagrinéjamas kintamuyjy krypciy neisreikstinis metodas dvimatei parabolinei

lygciai staciakampeje srityje su Bicadzeés ir Samarskio nelokaliagja salyga

ou 0*u  O%u
a—az aZ"‘f(SC y,) tE(O,T),
ulxr ) (x7 t)? x 6 [07 L.T]?

u(z, L, t) = w.(x,t), x€l0,L,]
Y, t) = ve(y,t),  y €[0,L],
Y, ) — fyu(g Y, ) (y7t)7 Y € [07 Ll/]a

z,y,0) = u(z,y), (v,y)eD={0<x<L,,0<y<L,}

x,
0
U

u

(z,
(
u(
(L
(

Siame darbe yra gautos pakankamos stabilumo salygos sprendziant uzdavi-

nj Peaceman ir Rachford kintamyjy krypc¢iy metodu. Autoriai jrodé, kad
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kintamyjy krypéiy metodo stabilumui didele jtakg turi & ir v reikSmeés ne-
lokaliojoje krastinéje salygoje. Jeigu & yra fiksuotas dydis, tada kintamuyjy
krypc¢iy metodas yra stabilus pakankamai dideliam v reikSmiy intervalui.
Pirmajame disertacijos skyriuje nagrin¢jamas dvimatés parabolinés lygties
staciakampeéje srityje sprendimas analogisku kintamuyjy krypc¢iy metodu, kada
vienos staciakampio krastines taskuose yra duota integraliné salyga, kurios

bendrasis pavidalas:

u(z,0,1) //u &, m, 1)d&dn + pua(z, ), (1)

cia x € (0,1), ¢ € (0,T].

Naudojant kintamuyjy krypciy metoda, sprendziami du vienmaciai skirtu-
miniai uzdaviniai. Pirmasis gaunamas su klasikinémis krastinémis salygo-
mis, taigi jo sprendinys randamas pritaikius perkelties algoritmg. Antraji
skirtuminj uzdavinj reikia spresti su nelokaligja krastine salyga, susiejancia
sprendinj konturiniame taske su sprendinio reikSmémis visoje dvimatéje sri-
tyje, todél sis uzdavinys sprendziamas du kartus taikant perkelties algoritma:
pirmg kartg naudojamas jprastas perkelties algoritmas, o antrg kartg - jau
modifikuotas.

Metodika, kai du kartus taikomas perkelties algoritmas, pirma kartg buvo

panaudota R. Ciegio darbe [13], kuriame yra sprendziamas uzdavinys:

2
0 ou

- = Za—%(k (X t)a—xa — (X t)u—l—f(X t) (X,t) € @t,
u(07$27t) - :ul(x%t)? u(17x27t) - M2($27t)7 To € [07 1]7t > 07
U(.Tl, 07t) - /’Lo(t)ll’[/?)(:tl)? U(.Tl, 17t) - M4($17t)7 Ty € [07 1]7t > 07

u($17x270) = u0($17$2)7 ($17$2) S [07 1] X [07 1]7

1
/ / p(x1, xo)u(x1, To, t)dwoda, = M (1), te0,T],
0 0

Cia p1g(t) yra nezinoma funkcija. Pirmajame Disertacijos skyriuje §i R. Ciegio
metodika apibendrinta (1) nelokaligjai salygai. Dél sios nelokaliosios salygos

tenka papildomai spresti neaukstos eilés tiesiniy algebriniy lygciy sistema.
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2002 metais Y. Wang parasé darba [96], kuriame analizuojama elipsiné

lygtis su nelokaliosiomis krastinémis salygomis:

"0 ou
Lu =~ Z a—xi(aij(@a—%) = f(z,u), x€,

ij=1

U gn= /K(:c,y)u(y)dy.

Siame darbe iSnagrinétas ir atitinkamas tikriniy reik§miy uzdavinys bei jro-
doma skirtuminiy lygciy sistemos sprendinio egzistencija, iSanalizuota spren-
dinio paklaida tiesinéms ir silpnai netiesinéms lygtims.

Disertacijos antrajame skyriuje analizuojamas dvimatés parabolinés lygties
sprendimas staciakampéje srityje, kai nelokalioji integraliné krastine salyga
duota dviejy ar visy keturiy staciakampio krastiniy taskuose:

ou  O*u  Ju
a—@+a_:y2+f(xayat)7 ﬂf,yEQ, tE(O’T]’

wai)=/77@wh&WUQm¢M&m+ﬂ, r,yel', te(0,T],
Q

u(z,y,0) =p(z,y), =x,y€,

GiaQ={0<2x<1,0<y<1},'={y=00<2< 1y =1,
0<z<l;z=0,0<y<1;2z=1,0<y < 1}. Kad buty galima is-
spresti §j uzdavinj yra taikomas kintamuyjy krypc¢iy metodas ir sprendziami du
vienmagciai skirtuminiai uzdaviniai su nelokaliosiomis salygomis. Sprendziant
gautajj vienmatj uzdavinj yra sudaroma tiesine lygé¢iy sistema, ji gaunama is
nelokaliyjy salygy ir sprendziama Gauso eliminavimo metodu.

C. V. Pao darbe [58] pateikia keleta iteraciniy metody netiesinéms vien-
matéms reakcijos-difuzijos lygtims su nelokaliosiomis krastinémis salygomis

spresti:
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u — (D(z)u,), +w(z)u, = f(x, t,u), 0<x<l, t>0,

z
u(0,t) — apu,(0,t) = /KO u(z,t)dz + ¢°(t), >0,
0

z
u(l,t) + ayu, lt:/K1 u(z,t)dz + g'(t), t>0,
0

u(x,0)=V¥(x), 0<z<l,

dia D,w, f, K, g, U-tolygios funkcijos, o g, a; yra neneigiamos konstantos,
bei D(x) > 0. Autorius jrodé sprendinio egzistavima bei iSnagrinéjo spren-
dinio elgseng priklausomai nuo pradiniy ir krastiniy salygy.

R. Ciegis, A. Stikonas, O.Stikoniené, O.Subo¢ darbe [16] analizuoja uzda-

p($,b )—l—q(ﬂc u+ f(x,t,u), xe€(0,1), te(0,T],

/Boxtdf + fo(t), t€(0,T],

( /letdx + fi(t), te€ (0,77,

= up(x),

sprendimg. Straipsnyje surastos pakankamosios sprendinio egzistavimo ir vie-
naties salygos, bei gautos salygos, kada sprendinys yra neneigiamas ir stabilus
tolygioje normoje. Sio straipsnio tyrimo metodika ir rezultatai yra artimes-
ni, disertacijoje naudojamai metodikai ir rezultatams, nagrinéjant dvimates
parabolines lygtis, lyginant su kity autoriy darbais.

M. Sapagovas, T. Meskauskas, F. Ivanauskas darbe [83] nagrinéja skir-
tuminio operatoriaus spektra, kuris atitinka diferencialinj tikriniy reikSmiy

uzdavinj:
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d*u
@—F)\UZO, 0<z <1,

61u(0) — Jldzgvo) = vl/a(:v)u(:c)d:c,

du
d

Bhu(l) + o9 S) = vg/ﬁ(x)u(:c)d:c,

¢ia 0, 0,7 yra duotos konstantos, o «a(x), B(x)-duotos funkcijos. Autoriai
nustateé, kaip skirtuminiy schemy stabilumas priklauso nuo nelokaliyjy salygy
parametry.

TrecCiajame ir ketvirtajame disertacijos skyriuose yra analizuojami tikri-
niy reikSmiy uzdaviniai diferencialiniam operatoriui su integraline salyga ir
atitinkamai skirtuminiam opreatoriui su nelokaliaja krastine salyga. Ketvir-
tajame skyriuje skirtuminio operatoriaus spektro tyrimo rezultatai susiejami
su pirmajame skyriuje nagrinéjamos skirtuminés schemos stabilumu.

[vairiuose procesuose moksle atsiranda neklasikiniy diferencialiniy uzdavi-
niy, kuriuose nelokaliosios integralinés salygos yra papildomos salygos.

Paprastai, tokio tipo uzdaviniuose parabolinéje lygtyje yra nezinoma ar-
gumento ¢ funkcija, kuri turi buti rasta, kartu su lygties sprendiniu. Tokie
uzdaviniai yra vadinami atvirkstiniais paraboliniais uzdaviniais. Sie uzda-
viniai placiai nagrinéjami matematinéje literaturoje, juos nagrinéja taip pat
ir Lietuvos matematikai [51]. Kai kurie nagriné¢jami uzdaviniai parabolinei
lygéiai su nelokaligja integraline salyga irgi gali buti priskirti atvirkstiniams
paraboliniams uzdaviniams, tik nezinoma papildoma funkcija gali buti ne
lygtyje, o krastinéje salygoje.

Tokio tipo uzdavinys pirmag kartg buvo isSnagrinétas R. Cannon, Y. Lin,
A.Matheson straipsnyje [11]. Jie iSanalizavo dvimatés difuzijos lygties spren-
dimag baigtiniy skirtumy metodu, kai uzdavinio vienoje krastinéje salygoje
yra nezinoma funkcija pu(t), kuria taip pat reikia surasti. Dél Sios priezas-

ties yra formuluojama papildoma nelokalioji salyga, kuri jy analizuojamame
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uzdavinyje yra tokia

1 s(x)

//u(x,y,t)dxdy:m(t), 0<t<T.
0

0

Autoriai darbe pateikia ir skirtuminj metodg, kurio praktinio sprendimo re-
zultatai parodeé, kad sprendinio paklaida konverguoja i nulj mazinant zingsnj
h. Tokie uzdaviniai nagrinéjami ir kity autoriy darbuose. Lokaliai vienmatis
skirtuminis metodas bei kintamyjy krypc¢iy metodas tokio tipo uzdaviniams
nagrinéjamas R. Ciegio [12, 13] ir M. Dehghan [25, 26, 27] darbuose.
Analogiskas uzdavinys elipsinei lygé¢iai su papildoma integraline salyga ir
nezinomu parametru krastinéje salygoje yra isnagrinétas baigtiniy skirtumy
metodu penktajame disertacijos skyriuje. Disertacijoje pateikiamo sprendinio
radimo algoritmo esmé ta, kad du kartus sprendziamas paprastesnis uzdavi-
nys: pirmg kartg vietoje nezinomo parametro laisvai imant konstanta A, o
antrg karta \o. Si metodika yra pritaikoma ir sprendZiant analogiska para-

bolinj uzdavinj.

Tyrimo objektas

Disertacijos tyrimo objektas yra parabolinés diferencialinés lygtys su neloka-
liosiomis integralinémis salygomis, Siy uzdaviniy skirtuminés schemos, algo-

ritmai sprendiniams rasti.

Darbo tikslas ir uzdaviniai

Disertacijos tikslas — iSnagrinéti baigtiniy skirtumy metodg dvimatei para-
bolinei lygciai staciakampeéje srityje su integraline krastine salyga, sudaryti
skirtuminiy schemy realizavimo algoritma kintamyjy krypciy metodo pagrin-
du, iSnagrineéti Sio algoritmo stabiluma, atlikti skaitinj eksperimenta. Siekiant

numatyto tikslo, buvo sprendziami Sie uzdaviniai:

 iSnagrinéti dvimacio parabolinio uzdavinio su viena nelokaligja krastine
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salyga sprendimo algoritmg, kai nelokaliojoje salygoje yra dvilypis inte-

gralas;

 iSnagrinéti dvimateés parabolinés lygties staciakampéje srityje sprendimo
algoritma, kai nagrinéjamos srities krastuose yra duotos kelios nelokalio-

sios integralinés salygos;

o iStirti vienmaciy diferencialiniy lygciy sistemos su nelokaligja integraline

salyga spektro struktira;

 iSanalizuoti vienmaciy skirtuminiy lygciy sistemos su nelokaligja inte-
graline krastine salyga spektro struktura, panaudojant Siuos rezultatus

skirtuminés schemos stabilumui tirti;

e iSanalizuoti dvimacio elipsinio uzdavinio sprendimo algoritma, kai viena
krastiné salyga yra neisreikstiné ir dél Sios priezasties jvesta papildoma
nelokalioji integraliné salyga. Pritaikyti §j algoritma analogiskam para-

boliniam uzdaviniui.

Tyrimo metodika

Disertacijoje taikomi skirtuminiai metodai dvimaciy diferencialiniy uzdavi-
niy sprendimui, naudojant kintamyjy krypciy arba lokaliai vienmatj metoda.
Skirtuminés schemos stabilumui nagrinéti naudojama skirtuminio operato-
riaus su nelokaligja salyga spektro strukturos tyrimo metodika. Skaitinis

eksperimentas atliktas naudojant Matlab paketa.

Darbo mokslinis naujumas ir jo reikSmeé

Disertacijoje iSnagrinétas dvimacio parabolinio uzdavinio su nelokaliosiomis
integralinémis krastinémis salygomis skirtuminis (skaitinis) sprendimo algo-
ritmas. Atlikto darbo rezultatai papildo iki Siol kity mokslininky gautus

rezultatus analizuojant tokiy uzdaviniy sprendiniy radimo problema bei ga-
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li buti panaudoti sprendziant ir sudétingesnius neklasikinius diferencialinius
uzdavinius.

Pateiktas dvimateés parabolinés lygties su viena nelokaligja integraline sg-
lyga sprendimo skirtuminiu metodu algoritmas, kuris toliau darbe yra pri-
taikomas (pakoregavus), sprendziant analogiska uzdavinj, tik jau su keliomis
nelokaliosiomis krastinémis salygomis.

Daugelis mokslininky sprendzia diferencialinius uzdavinius su nelokalio-
siomis krastinémis sglygomis skirtuminiais metodais.ia¢iau tik nedaugelyje
darby aptinkama algoritmy, skirty spresti uzdavinius su integralinémis kras-
tinémis salygomis, kai nelokaliojoje krastinéje salygoje yra dvilypis integralas.

Sioje disertacijoje, siekiant iSanalizuoti nagrinéjamo diferencialinio uzda-
vinio, sprendziamo skirtuminiu metodu, stabiluma, yra istiriama skirtuminio
operatoriaus su nelokaligja salyga spektro struktura.

Pateiktas naujas uzdavinio sprendinio radimo algoritmas elipsinei ir para-
bolinei lygtims, kai vienoje is krastiniy uzdavinio salygy yra nezinoma funk-
cija ar parametras ir dél to uzdavinio formulavime atsiranda papildoma ne-

lokalioji salyga.

Darbo rezultaty praktiné reikSmeé

Disertacijoje gauti rezultatai gali buti panaudoti sprendziant daugiamacius
parabolinius uzdavinius su nelokaliosiomis salygomis arba uzdavinius su sudé-
tingomis krastinémis salygomis. Matematiniai tokio tipo uzdaviniy sprendi-
mo algoritmai svarbus sprendziant biochemijos, ekologijos, fizikos, medicinos

ir kity mokslo sri¢iy praktinius uzdavinius.

Ginamieji teiginiai

o Diferencialinio parabolinio uzdavinio su nelokaliosiomis integralinémis
salygomis sprendinio radimo algoritmas, sprendziant kintamyjy krypciy

metodu.

19



e Vienmaciy diferencialiniy ir skirtuminiy operatoriy su nelokaliosiomis

salygomis spektro struktura.

o Nagrinéjamo diferencialinio uzdavinio skirtuminiy schemy stabilumas.

Darbo rezultaty aprobavimas

Disertacijos rezultatai paskelbti penkiuose straipsniuose (1 ISI zurnale su cita-
vimo indeksu, 1 ISI proceedings, 2 recenzuojamuose zurnaluose, 1 preprintas,
1 straipsnis jteiktas j ISI Zurnala su citavimo indeksu). Autorés publikacijos
pateiktos sgrase "Autorés publikacijos disertacijos tema'.

Disertacijos rezultatai pristatyti siose mokslinése konferencijose:

« R. Ciupaila, K. Jakubéliené, M. Sapagovas. Alternating direction method
for the two-dimensional diffusion equation with nonlocal integral condi-

tion. MMA2009, Daugavpils, Latvia, 2009 m., May 27-30.

« R. Ciupaila, K. Jakubéliené, M. Sapagovas. Kintamujy krypciy metodas
dvimatei difuzijos lygciai su nelokaligja sqlyga. Lietuvos matematiky

draugijos 50-0ji konferencija, Vilnius, 2009 m., birzelio 18-19 d.

« R. Ciupaila, K. Jakubéliené, M. Sapagovas. Alternating direction method
for the two-dimensional diffusion equation with nonlocal integral condi-
tion. Differential equations and their applications dedicated to professor

M. Sapagovas 70th anniversary, Lithuania, Panevezys, 2009 m., rugséjo

10-12 d.

o M. Sapagovas, K. Jakubéliené. Alternating direction for the two- dimen-
sional parabolic equation with nonlocal integral condition. MMA 2010,

Druskininkai, Lithuania, 2010, May 26-29.

o M. Sapagovas, K. Jakubeéliené. Kintamuyjy krypciy metodas dvimatei pa-
rabolinei lygciai su integraline sqlyga Lietuvos matematiky draugijos 51-

oji konferencija, Siauliai, 2010 m., birzelio 17-18 d.
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M. Sapagovas, K. Jakubelienée. Two-dimensional parabolic equation with
nonlocal integral conditions MMA 2011, Sigulda, Latvija, 2011, May 25-
28.

o K. Jakubeéliene, M. Sapagovas. Dvimatés parabolinés lygties su nelo-
kaliosiomis integralinémis sqlygomis sprendimas. Lietuvos matematiky

draugijos 52-0ji konferencija, Vilnius, 2011 m., birzelio 16-17 d.

o M. Sapagovas, K. Jakubéliené. Stability of diference schemes for two-
dimensional parabolic equation with integral condition. MMA 2012, Tal-

lin, Estija.

o K. Jakubéliené. Tikriniy retksmiy uZdavinys skirtuminiam operatoriui
su integraline sqlyga. Lietuvos matematiky draugijos 53-0ji konferencija,

Klaipeda, 2012 m., birzelio 11 d.

Taip pat skaityti pranesimai Matematikos ir Informatikos instituto Skaicia-

vimo metody skyriaus seminaruose.

Disertacijos struktura

Disertacija sudaro jvadas, penki skyriai, iSvados ir literaturos sarasas. Sky-
riai yra suskirstyti j poskyrius. Disertacijoje naudojama numeracija "sky-
rius.teiginys', "skyrius.lentelé". Formuliy numeracija yra atskira kiekviename
skyriuje, tai yra "skyrius.numeris". Cituojant formule ar lentele is kito sky-
riaus bus papildomai nurodytas skyrius.

[vade aprasytas temos objektas, iSanalizuotas problemos aktualumas, is-
destyti darbo tikslai, uzdaviniai, tyrimy metodika, mokslinis darbo naujumas
ir gauty rezultaty reikSmeé, pateikti ginamieji teiginiai, darbo aprobacija ir
aptarta disertacijos struktura.

Pirmajame skyriuje suformuluotas dvimatis parabolinis uzdavinys stacia-
kampéje srityje, kai vienos staciakampio krastinés taskuose yra nelokalioji

integraliné salyga [81]:
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ou 0’u  0*u

E—%+a2+f(:cy,) r,yeQ={0<x,y<1}, 0<t<T,

u(z,y,0) =p(z,y), 0<z,y<1,

u(0,y,t) = m(y.t), 0<y<1l, 0<t<T,

u(l,y,t) = ua(y,t), 0<y<1l, 0<t<T,

u(z,1,t) = ps(x,t), 0<x<l, 0<t<T,

u(z,0,t) = v(x) //u(ﬁ,n,t)d{dn%—m(x,t), 0<z,y<l, 0<t<T.
0

Pateikiamas skaitinis Sio uzdavinio sprendimo algoritmas, kurio esmé ta, kad
du kartus pritaikius perkelties algoritmg yra sudaroma neaukstos eilés tiesi-
niy lygciy sistema, i kurios galima surasti trukstamas sprendinio reikSmes
krastiniuose taskuose. Pateiktas algoritmas pritaikomas sprendziant konkrety
pavyzdj, i skai¢iavimo rezultaty nagrin¢jama ~y(z) jtaka paklaidos dydziui.

Antrajame disertacijos skyriuje pritaikyti pirmojo skyriaus rezultatai spres-
ti sudétingesniam diferencialiniam uzdaviniui, kai visuose nagrinéjamos srities
konturo taskuose yra duota nelokalioji integraliné krastiné salyga [44]:

ou  J*u 82

o o2 g

u(z,y,0) = p(z,y), x,y€Q,

u(@,y,t) = //v(ﬂf,ﬁm)U(&n,t)dfdn+ po wy€Q, 0<t<T,

+ f(z,y,t), z,yeQ, 0<t<T,

<1 T'={y=0,0<2,y<ly=1,0<z,y<1

1 0 < x,y < 1}. Disertacijoje patelkta iSsami
sio uzdavinio sprendimo algoritmo analizé, kai pritaikius kintamyjuy krypciy
metodg yra sprendziamos paprastesnés skirtumineés lygtys su nelokaliosiomis
salygomis. Sis sprendimo algoritmas pritaikytas sprendZiant konkre¢ius pa-
vyzdzius, aptariama 7 funkcijos jtaka metodo stabilumui.

Treciajame skyriuje suformuluotas tikriniy reikSmiy uzdavinys diferencia-
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liniy lygciy sistemai su nelokaliosiomis integralinémis salygomis [45]:
dPu,
dx?

u;(0) = 0,

i=1,2,...,N—1,

2

-1

w;(1) = vih /uk

1

e
I

kad buty galima istirti skirtuminés schemos stabiluma, priklausomai nuo
funkcijos (x, &, n) savybiy. Tiriama Sio diferencialinio operatoriaus spektro
struktura.
Ketvirtame skyriuje nagrinéjamas analogiskas tikriniy reikSmiy uzdavinys

skirtuminiu atveju [82]:

Ujj—1 — 2Uij + Ujjpa

72
Ui = 0,

N N
uiy = v;h? Z Z PijWij-

i=0 j=0

[stirta skirtuminio operatoriaus spektro struktura ir skirtuminés schemos sta-
bilumas, priklausomai nuo funkcijos ~.
Paskutiniame disertacijos skyriuje suformuluotas dvimatis elipsinis uzda-

vinys su nelokaliaja salyga [43]:

— = Q= 1
oz T op Ty (wy)el={0<zy<l},
U(O, y - gO(y)7
u(l,y) = g:1(y),

¢ia @ - nezinoma konstanta. Suformuluotas skaitinis Sio diferencialinio uzda-
vinio sprendimo algoritmas, kuris pritaikytas analogisko diferencialinio uzda-

vinio nestacionariu atveju sprendimui.
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Disertacijos iSvadose apibendrinti tyrimy rezultatai.

Padéka

Nuosirdziai dékoju darbo vadovui prof. habil. dr. Mifodijui Sapagovui uz
vadovavimg disertaciniam darbui, skirtq laikg ir energijq, taip pat dékoju vi-
sam Vilniaus Universiteto Matematikos ir Informatikos instituto Skaiciavimo
metody skyriaus kolektyvui uzZ pastabas bei pagalbg rasant disertacijg, Kauno
Technologijos Universiteto Taikomosios matematikos katedros kolektyvui uz
moraling palatkymaq ir pagalbg. Aciu visiems artimiesiems ir draugams uz

pagalbg, palatkyma ir supratingumg.
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1 Kintamuyjy krypciy metodas dvimatei parabolinei lygciai su
viena nelokaligja integraline salyga

1.1 Paraboliniy lygciy su nelokaligja sglyga sprendimas

Siame skyriuje nagrinéjamas dvimacio parabolinio uzdavinio su nelokaliaja
salyga sprendimas. Pagrindiniai Sio skyriaus rezultatai yra isspausdinti [81]
straipsnyje.

Parabolinés lygtys su jvairaus tipo nelokaliosiomis sglygomis pastaruoju
metu yra intensyviai nagrinéjama sritis tiek diferencialiniy lygc¢iy teorijoje,
tiek skaitinéje analizéje. Straipsniuose [10, 12, 13, 27, 33, 41, 54, 79, 80, 90]
tiesinés ir netiesinés parabolinés lygtys su nelokaliosiomis salygomis spren-
dziamos baigtiniy skirtumy metodu.

Siame skyriuje nagrinéjamo dvimadio parabolinio uzdavinio specifika yra
ta, kad nelokaliojoje krastinéje salygoje ieSkomo sprendinio reikSme srities
konturo taskuose yra susieta su dvimaciu, sprendinio pagal visg sritj, integ-
ralu. Tuo musy tyrimai ir skiriasi nuo tyrimy anksciau iSvardintuose straips-
niuose, juose dvimaciy paraboliniy lygéiy su tokio tipo nelokaligja salyga

sprendimas baigtiniy skirtumy metodu yra gana mazai iSnagrinétas.

1.2 Uzdavinio formulavimas

Nagrinéjamas pradinis uzdavinys parabolinei lygéiai su integraline krastine

salyga:
ou *u  0O%u
E—%WLWJFJ[(%?JJ), z,y € Q, (1.1)
U((),y, ) Ml(yat)7 U(l,y,t> = MQ(Z/;t), (12)
u(z, 1,1) = ps(w,t), (1.3)

u(z,0,1t) //u &, m,t)dédn + pu(x,t), zely, (1.4)

u(z,y,0) = @(x,y), (1.5)
GiaQ={0<z,y<1},T={y=0,0<z <1}, 0t e (0,7T].
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Salyga (1.4) yra salygos

u(z,y,t) /K:cyfn) (& n,t)dédn, z,y €02 (1.6)

atskirasis atvejis. Straipsnyje [54] lygtis (1.1) su f = 0 ir integraline saly-
ga (1.6) sprendziama staciakampéje srityje baigtiniy skirtumuy metodu esant
prielaidai:

/ |K(z,y,&,n)|d¢dn < p < 1. (1.7)

Sio skyriaus pagrindinis rezultatas yra tas, kad parodoma, jog dvimatés pa-
rabolinés lygtys su (1.4) tipo nelokaligja salyga gali buti sékmingai spren-
dziamos racionaliuoju kintamuju krypc¢iy metodu ir tam tikslui salyga (1.7)

ne visuomet yra butina.

1.3 Skirtuminio uzdavinio formulavimas

IS pradziy nagrinékime kai kurias skirtuminiam uzdaviniui, gautam aproksi-
muojant diferencialinj uzdavinj (1.1), (1.2), (1.3), (1.5) su bendro pavidalo
nelokaliaja salyga (1.6), budingas savybes. Uzrasykime (1.1), (1.2), (1.3),
(1.5), (1.6) diferencialinio uzdavinio skirtumine schema, analogiskai kaip bu-

vo padaryta [54] darbe:

u?jfl — u?] _ A1U%+1 —I—AQUZ-JA + ;]&1’ (1.8)
T

ug;rl _ M?Ha (1.9)

ur]i;;l — M;+1’ (1.10)

ut = Mgﬁ-l’ (1.11)
~1N-1

wip =yl Z > o+ g st (1.12)
k=1 j=0

Pabandykime atsakyti j klausimg, kaip galima buty spresti skirtumine lygéciy
sistema (1.8)-(1.12).
Kai salyga (1.7) teisinga, lyg¢iy sistemos, uzrasytos (n+ 1)-ame sluoksnyje
Ayt = Fr
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matrica A - diagonaliai vyraujanti, todél sistema galima spresti daugeliu bu-
dy.

Kai (1.7) salyga néra teisinga, apie matrica A galima pasakyti tik tiek ,kad

 ji néra diagonaliai vyraujanti,

e ji neéra simetrine,

 apie Sios matricos tikrines reiksSmes literaturoje néra rezultaty.
Uzdavinj (1.1)-(1.5) spresime Peaceman ir Rachford kintamuyju krypciy me-
todu [59]. = 0,N, n =

0,1,2,....
i N lygiu daliy, intervala [0,7] - i M lygiy daliuy h = 1/N, o7 = T/M.

U(LUZ', yj7 tn)v i) J
M, t.y. intervala [0, 1], x aSyje ir atitinkamai y aSyje daliname

. no_
Ivedamas pazyméjimas u;; =

Atsizvelgiant j kintamyjy krypciy metodo pagrindine idéja, uzrasomi atskirai

du vienmaciai skirtuminiai uzdaviniai:

1
u%ﬂ —u" L
7_7/2 Al 1] + A2 z] + fzy y )= 17 N — 17 (113)

1 ntl
gy © =2, (1.14)
uht = (1.15)
ir
uﬂfl — un+% -
U — A Z*? + Ault I i =1,N—1,  (L16)
7/2
n+1 'ugl+17 (117)
N-1N-1
wt =R Y0 e gt gt i=TN -1 (L1g)
k=1 35=0
¢la
1, 1 # 0, N,
Pi =
1/2, i=0,N,
. ul 1]—2u —I—quJ
Aujy = 12 )
ur. | — 2u + u?
n 1,7—1 z]+1
Aguj; = h2

27



Lygybe (1.18) yra uzrasyta pagal trapecijy formule integralui apytikriai ap-

skai¢iuoti. Sioje formuléje dydis gjy' apibréziamas

N-1
gt = h*y <ZW§T1 Zu’fﬁ "“)). (1.19)
1=0

Atkreipkime démesj, kad (1.16)-(1.18) uzdavinys skiriasi nuo jprasty kinta-
muyju krypciy metodo paraboliniams uzdaviniams. Butent (1.16) sistemos
negalime iSspresti atskirai vienai fiksuotai 2 = 1,2, ..., N — 1 reikSmei - ne-
lokaliojoje salygoje (1.18) visos u%“ reik§més 7, § = 1, N — 1 yra susietos

tarpusavyje.

1.4 Skirtuminiy lygciy sistemos sprendimo algoritmas

Siame poskyryje pateikiamas algoritmas, kaip surasti u"Jr , kai zinomos anks-
tesnio sluoksnio reikSmes ;.

Pirmoji algoritmo dalis - (1.13)-(1.15) uzdavinys yra realizuojamas klasi-
kiniu perkelties algoritmu. Su kiekviena indekso j reiksme 5 = 1,2,..., N
reikia iSspresti skirtuminiy lygciy sistema su tridiagonaline matrica.

Antroje algoritmo dalyje tenka spresti (1.16)-(1.18) sistema, kuri kaip bu-
vo minéta auksciau, dél (1.18) salygos negali buti iSspresta atskirai kiekvienai
indekso % reikSmei. Todél si (1.16)-(1.18) sistema sprendziama modifikuotu
perkelties algoritmu, aprasytu [13] darbe, kuriame Sis algoritmas buvo taiko-
mas skirtuminiy lygc¢iy sistemai su kitokio tipo nelokaligja salyga.

Pirmiausia uzrasoma (1.16) lygciu sistema

aul Tl — cul™ + bt = Fi (1.20)
pavidalu, kuriame
-
a=b=—, =—+41,
2h2 h2
n n+y n n+3
Fz‘jH (Alu : ijJrl) — U 7,

¢ia a, b, ¢ nepriklauso nuo ¢, 7. Pagal modifikuotg perkelties algoritma (1.16)-

(1.18) sistemos sprendinj kiekvienai fiksuotai ¢+ = 1,2,..., N — 1 reiksmei
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uzrasome

Wit = a4+ gt =1, N —1 (1.21)

ij U5y
pavidalu. Pastebékime, kad bendru atveju koeficientas «; irgi turéty priklau-
syti nuo indeksy 7 ir n, taciau atsizvelgiant i (1.16) lygties specifiky (koefi-
cientai a, b, ¢ lygtyje (1.20) nepriklauso nuo ¢, j) ir koeficientas ¢; (1.21)
formuléje nepriklausys nuo kity indeksy. Is (1.20) lygties ir (1.17) salygu

klasikiniu perkelties algoritmu apskaiciuojame

b

o =———7—, j=12,...,N—1, (1.22)
C — bOdj+1
_ b~n{r1 Fn+1
i+l — Bijn — by , i,j=1,2,...,N—1. (1.23)
J C — bOéj+1
Kadangi
i = Ll = a4 B
tal
ay =0, Bt =pntt (1.24)
Toliau dar kartg kiekvienam ¢ = 1,2,..., N — 1 teoriskai naudojamas per-

kelties algoritmas, tik u"Jrl ieskome stai tokiu pavidalu:

w = aguly B, j=0,1, N, (1.25)

LY LY

kuriame o = 1, B = 0, nes w0 = gy + Bio. I8 (1.21) ir (1.25) israisky

iSvedame
=+ B, i=1,2,...,N—1, j=1,2,...,N. (L27)

Pareikalaukime, kad (1.25) sprendinys tenkinty nelokaliaja salyga (1.18). Ira-

se (1.25) israiska j (1.18) salyga, gauname
~1N-1

=Y Y e + B g (29

k=1 35=0
su kiekviena indekso ¢ reikSme ¢ = 1,2,..., N — 1. I8raiskose (1.28) dydziai
un™ i =1,2,..., N — 1 yra nezinomi. Sios reikémeés randamos issprendus

(1.28) tiesiniy algebriniy lygciu sistema, kuria perrasome tokiu pavidalu
Aultt = F, (1.29)
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kuriame

( (1 —-h~hya) —hya ... —hya \
Ao —hya (1 —hypa) ... —hy«x
\ —hyyia —hyyaa o0 (1= hyyoi@) /

uptt yra (N — 1)-eilés vektorius uf ™ = {ul},

N-1 o N1
a—thjoz h( — 4 ozj> (1.30)

j=0 j=1
Taigi, norint realizuoti kintamyjy krypc¢iy metodo antraja algoritmo dalj, t.y.
isspesti (1.16)-(1.18) lygciy sistema su nelokaliaja salyga, pirmiausiai reikia
perkelties algoritmu surasti koeficientus a;, "H , 0 po to pagal (1.26), (1.27)

"H Slam tikslui pasiekti aritmetiniy

formules apskaiciuoti koeficientus «;,
operacijy skaic¢ius yra propocingas N 2, t.y. proporcingas nezinomuyjy vie-
name sluoksnyje skaic¢iui. Po to reikia iSspresti (N — 1)-osios eilés tiesiniy
algebriniy lygéiy sistema (1.29). Tam tikslui aritmetiniy operacijuy skaicius
yra proporcingas N3, jei §ia sistema spresime tiesioginiais metodais, arba N2,
jei naudosime iteracinj metoda. Naudojant iteracinj metoda, reikia atkreipti
démesj, kad visuomet turime gera pradine iteracija: (u "H)(O) = uy,. Suradus
uls™, belieka pasinaudoti formule (1.25).
[$nagrinékime kelias pagrindines lygéiy sistemos (1.29) savybes.

1.1 lema. Visuomet yra teisingas jvertis

1
0<a<s. (1.31)

Irodymas. 13 (1.22) formuleés, atsizvelgiant i koeficientu a, b, ¢ reiksmes,

gauname: '
~ J .
0<ay ;i < —, =1,2,...,N — 1.
N—j ]+1 J
IS (1.26) formuleés, atsizvelgiant j salyga oy = 1, seka
N—-j .
O<Odj<T, ]:1,2,,]\7—1

I$ siy jverciy ir (1.30) formuleés tiesiogiai seka lemos tvirtinimas. [J
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1.2 lema. Jei —oo < 7y(x) < 2, tai sistemos (1.29) determinantas yra

teigiamas skaicius.

Irodymas. Tiesiogiai apskaiciuojame, kad kiekvienam N = 2,3, ... tei-
singa lygybé
N—-1
detA =1 — ha Z%.
i=1

Pagal lemos prielaidg apie funkcija () turime:

N-1
ha Z v < 1.
i=1

IS ¢ia seka lemos tvirtinimas, kad detA > 0. O
1.3 lema. Jei |y(x)| < 2, tai matrica A yra diagonaliai vyraujanti.

Irodymas. Matricos A diagonalaus vyravimo salyga yra
11 — hy;al > (N — 2)h|yi|a. (1.32)
IS cia, jei 0 < 7; < 2, salyga (1.32) tampa tokia
1> (1—h)ya.

Pastaroji salyga bus visuomet teisinga, jeigu 0 < av < 1/2, 0 < ; < 2.

Jeigu —2 < vy; < 0, tai (1.32) salyga uzrasoma taip:

1> (1—3h)|va.

Siai salygai irgi pakanka nelygybiy || <2ir0<a <1/2. 0

Isvada. Jei |y(z)| < 2, (1.29) lygciu sistema galime iSspresti stabiliu

algoritmu (pvz., Gauso metodu, Jakobio iteraciniu metodu ir pan).

1.5 Skaitiniai rezultatai

Siame skyriuje aprasytu metodu buvo isprestas (1.1)-(1.5) uzdavinys, kai
funkcija v(z) = ce”, imant skirtingas ¢ reikSmes. Taip pat buvo iSsprestas
uwzdavinys, kai y(x) = c. Siuo atveju praktiskai (1.29) lygéiy sistemos spresti
nereikia, kadangi i3 salygos v(z) = ¢ seka, kad uf;"' su visomis i reik§me-

mis yra nezinoma konstanta tai (1.30) lygciy sistema tampa viena lygtimi.
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Funkeiju f(z), ¢(x) ir wi(x), i = 1,4 idraiskos buvo parinktos taip, kad
funkcija

u*(z,y,t) = sin(rx)sin(my)e*

buty (1.1)-(1.5) uzdavinio tikslus sprendinys. Skaitiniai rezultatai surasyti

lentelése 1.1 ir 1.2. Siose lentelése pateiktos paklaidos:

r= maX ‘U'*(xza yj7 tn) - U’Z )

2y
kait, =1T.
- 1 1
1.1 lentele. h = 45,7 = 1555, T =1
y(x) 0 1 -1 e3® —e3® 100  0.5e®  e”
r :0.0058 0.0055 0.0059 1.8%10" 0.0072 0.0133 0.0056 0.0053
y(x) : 1.1e® 1.3e* 1.5  1.8e” 2e” 2.5e*  3e”
r :0.0063 0.0053 0.0073 0.0124 0.0192 0.1813 72.227

1.2 lentelé. y(z) =e*, T =1

7 T T T T
10 20 40 RQ
1 i i 1
T_: 70 10 160 640
r : 05166 0.1280 0.0329 0.0084

1.3 lentel¢je pateiktos paklaidy reikSmeés uzdaviniui, kurio tikslus sprendi-

nys yra:
* _ pxty+t
u(z,y,t) =e
1.3 lentelé. h = %, T = ﬁ
y() 0 1 —1 ® —100
T . 0.000029 0.00099 0.000609 0.00856 0.0088

Kokybiskai rezultatai yra artimi pirmo pavyzdzio skaitiniams rezultatams.
Vienas pagrindiniy skaitinio eksperimento tiksly buvo gauti informacija
apie skirtumineés schemos stabilumg. Kaip Zinoma, sprendziant paraboline

lygti su bet kurio tipo nelokaliosiomis salygomis baigtiniy skirtumy metodu,

32



vienas svarbiausiy klausimy yra skirtuminés schemos stabilumas, priklauso-
mai nuo parametry ar funkcijy, jeinanciy j nelokaligsias salygas. Straipsniuo-
se [38, 48, 84| jrodyta , kad nagrinéjant jvairaus tipo nelokaligsias salygas
vienamaciu ar dvimaciu atveju, pakankamoji skirtuminés schemos stabilumo

salyga tam tikroje energetinéje normoje gali buti

p(S) = max| ), (S)] < 1, (1.33)

J

¢ia S yra skirtumineés schemos, uzrasytos pavidalu
un+1 — S’U,n € Q,On

pavidalu, peréjimo matrica.

Musy nagrinéjamai (1.13)-(1.18) sistemai matricos S spektro struktiira né-
ra istirta, todel mes stabilumo ar nestabilumo fakta iliustruojame skaitiniais
eksperimentais. Kai y(z) yra pakankamai didelé teigiama funkcija, skirtu-
miné schema néra stabili.

Papildomai isanalizavome skirtuminés schemos stabilumg vienamatei pa-

rabolinei lygciai - formaliai atitinkanciai (1.1)-(1.5) uzdaviniui:

Stabilumo salyga Siam uzdaviniui yra [68]
—00 < v < 2,

kuri (atsitiktinai ar désningai) turi rysj su sistemos (1.29) matricos savybe,
kad detA > 0.

Is 1.1 ir 1.2 lenteliy matyti, kad musy iSspresto pavyzdzio skaitiniai rezul-
tatai leidzia teigti, jog stabilumo klausimu yra tam tikra analogija tarp (1.1)-
(1.5) ir (1.29) uzdaviniy. Detaliau skirtuminés schemos, apibréztos (1.13)-

(1.18) formulémis, stabiluma nagrinésime ketvirtajame disertacijos skyriuje.
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1.6 Pirmojo skyriaus pastabos ir iSvados

 ISnagrinétas diferencialiniy lygéiy sprendimo metodas gali buti realizuo-

tas ir bendresnéms nelokaliosioms krastinéms salygoms
11
u(z,0,1) //K x, & n)u(§, n)dédn + pa(z, t).
0 0

« Kad rastume skirtuminés lygties sprendinj (n + 1)-ame sluoksnyje, ten-
ka papildomai kiekviename sluoksnyje spresti N — 1 tiesiniy lygciy su
N — 1 nezinomyjy sistema tuo musy algoritmas skiriasi nuo klasikinio
kintamyju krypcéiy metodo algoritmo. Tuo atveju, kai (1.4) salygoje
v(x) = const, (1.29) papildoma lygéiy sistema virsta viena lytimi su
vienu nezinomuoju ir musy algoritmas praktiskai sutampa su [13] straips-

nyje pateiktu algoritmu.
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2 Dvimatés parabolinés lygties su dviem nelokaliosiomis sg-
lygomis sprendimas baigtiniy skirtumy metodu

2.1 Uzdavinio formulavimas

Siame skyriuje nagrinéjamo diferencialinio uzdavinio specifika yra ta, kad
dvejuose nelokaliosiose salygose, uzduotose dviejy staciakampio krastiniy tas-
kuose, sprendinio reikSmés konturiniuose taskuose yra susietos su sprendinio

integralu visoje srityje ). Spresime tokj uzdavinj:

%=%+222+f(x y,t), x,y €, (2.1)
w(z,y,0) =¢(z,y), =y€l (2.2)
w(0,y,t) =m(y,t), ye, (2.3)
u(l,y,t) = pa(y,t), yeQ, (2.4)
u(e,0.6) = [[ @ Oulen g + e t), veQ @)
ue, 1.0 = [[ e Qun iy + puia ), seQ @0)

0
GiaQ={0<x,y<1},ir0<t<T.

2.2 Skirtuminis sprendimo metodas

Spresime (2.1)-(2.6) diferencialinj uzdavinj, kaip ir pirmajame skyriuje, tai-
kydami kintamyjy krypciy metoda. Taigi, reikia iSspresti dvi vienmates skir-
tuminiy lygciy sistemas. Pirmiausia, sprendziamas vienmatis uzdavinys su

krastinémis salygomis:

ntsg n
i Uy n+3 n+i .. —_—
% - Aluij—’—2 + AQuZ + fij+27 1,] = 17N - 17 (27)
2

1 -

upt =it =T N1, 2.8)
1 -

U=yt j=T N1 2.9)

Jis sprendziamas naudojantis perkelties algoritmu ir randamas sprendinys

(n 4+ 1/2)-ame laiko sluoksnyje. Tuomet reikia rasti sprendinj (n + 1)-ame
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laiko sluoksnyje, sprendziant sekantj skirtuminj uzdavinj su nelokaliosiomis

krastinémis salygomis:

%] - /A Alu:.?ri + AQ’U,Z‘H + Z_le‘—&-l’ Z,] — 17 N — 1, (210)
2
N-1 N
uptt =R O yowupt +grt st i=1,N =1, (2.11)
k=1 1=0
N-1 N
ut = 230N ot F gt et i=TN 1, (212)
k=1 1=0
Ga h =+, 7=,
L,  j#O0,N
Pij =
1/2, j=0,j=N,
n+1 n+1 n+1
n wily = 2w Ul L
Aluij+1: . h; - Ja ihj=1,N—-1
a9t + untl
n+l _ “i,5—1 ij i,5+1 .
Al = 72 , 1,7=1,N—1.

Nelokaliosios salygos (2.11) ir (2.12) yra gautos pakeiciant integralus is (2.5),

(2.6) salygy trapeciju formule. Tuomet nariai gi_jl ir g;fjvl priklauso nuo u{y,

uiit, 1 =0, N pagal formules:
gl;)rl - 25 Z(W/?’i()u();rl + 73iNuNJlrl) + h21(73i0u0(;r1 + 7&0“0?\;1—1—
1=1

n+1 n+1 v
V3inUNo + 73¢NUNN)7 = 17 N — 17

92;1 - 25 2(74iou01+1 + 74iNuNJlrl) + h21(74i0u0(;r1 + 74i0u0;\rfl+
=1

n+1 n+1 e v
Ya;xUnNo + 74¢NUNN)7 = 17 N —1.

Panagrinékime, kaip iSspresti (2.10)-(2.12) skirtuminiy lygciy sistema.
(2.10) lygtis perrasoma taip:

n+1 n+1 n+1
nt1 T Wij—a _2uz’j tuyi T ntt T i
arba
ault —cultt o bultt = Fit i=1,2,. . N — 1, (2.14)
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Gaa=7/2h* b=T1/2h* c=1+7/h*irc>a+D.

Pastebékime, jog, esant dviems nelokaliosioms salygoms (2.11) ir (2.12),
nepavyksta apibendrinti metodo, naudoto pirmajame skyriuje. Dabar negali-
me uzrasyti (1.24) salygu. Dabar vietoje (1.11) salygos yra (2.12) nelokalioji
salyga.

Todél (2.14) sistemai su (2.11), (2.12) nelokaliosiomis salygomis sresti nau-
dosime kita sprendinio israiska, kuri skiriasi nuo (1.25) israiskos.

(2.14), (2.11), (2.12) sistemos sprendinio ieskosime tokiu pavidalu

(2)n+1 (O)nJrl

Ui +uy; o, J=0,1,2,...,N, (2.15)

n+1 n+1 (1)n+1 n+1
U = Cp Wy + 4

¢ia ufjl) ir ug) yra du tiesiskai nepriklausomi (2.14) homogeninés lygciy siste-

mos sprendiniai, kuriuos galima rasti tokiu budu (¢ = 1,2,..., N — 1):
au(-l.) —cu —l—buijLl =0, 7=12,....N—1,
ui() =1,
ug\? =0

ir

aug) —cu —i—bu”H—O j=12...,N—1,

UE(Q)) =0,
ul(]l\? = 1.

Matome, kad i$ tikruju ufjl) ir usz) nepriklauso nuo n (nuo laiko momento)
ir nepriklauso nuo ¢ = 1, N — 1. Sprendinys ug-))nﬂ (2.15) formuléje yra
atskiras nehomogeninés (2.14) sistemos su krastinémis salygomis, lygiomis

nuliui, sprendinys:

aul "t — cu)" bl = R =1,2,.. N — 1,
ug(()))nJrl _ 0’
u Q" = 0.

Taigi, u(_q)n+1 priklauso ir nuo n, ir nuo ¢, ir nuo J.

(2.15) formuléje ¢t ir ¢yt turi buti parinkti taip, kad (2.11) ir (2.12)
nelokaliosios salygos bty teisingos. Konstantos C'** ir C5! irgi priklauso

nuo ¢, bet dél paprastumo mes §j indeksg praleidziame.
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n+l — , n+l

n+l — , n+l
- uzN .

Taigi, ¢i™ = u;,  and ¢

Dar karta perrasome (2.15):

ut = u”“u + u”“u-z) + ug.))"“. (2.16)

S ey (1) . (2 . 1 2 o o
Sioje israiskoje vietoje ugj) ir ugj) parasyta u§ ), u§ ), kadangi, Sios reikSmeés
nepriklauso nuo 1.

[rase u"Jrl israiska i (2.11) ir (2.12) nelokaligsias salygas, gauname 2(N —1)
tiesiniy algebriniy lygciy sistema

N N-1 N
utt = h Z Vsallhg Y pul) + h > st Y piu?
=0 k=1 =0

N-1 N

+ h2 Z Z 73%1&53)%1 4+ gi(l)nJrl’ (217)
k=1 [=0
N-1 N
n n n 2
ujy' =h Z Zkukaq h Z quz '+ h Z 7%%1\71 h Z plul( )
k=1 1=0
N—-1 N
+ h2 Z 74iku§€(l))n+1 4+ gi(l)nJrl (218)
k=1 [=0

su 2N — 2 nezinomaisiais u}g"', uit', k = 1, N — 1. Lygtys (2.17) ir (2.18)

perrasomos matricinéje formoje

Au=F, (2.19)
kurioje matrica A yra lygi:

( (1 _,731,104) V31N ¥ —7V34, 16 _,731,N—16 \

V321 ¢ oo V3o, N1 ¥ —73., 16 oo _,)/32,N—16
A — —Y3n-1 ¥ s (1 - f}/BN—l,N—la) —Y3n-1, 1ﬂ o 7731\771,1\7715

V41, cee Y4, v O (1 V4, 1ﬂ) cee 7’)/41,N—1/8 ’
V42,1 s Yo v & _742,16 oo _,)/42,N—16

\ —VYdn_1. ¥ o “Yin-1, N1 O _’741\771,16 s (1 - ’Y4N—1,N—16) )

Cia N N
a=h>"pu, B=h"> pu’
=0 =0
Vektorius F' yra
T — {Fl,b ey Fl,Nflp F2,17 ey F27N,1},
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¢ia

N—-1 N

Fl,i = h2 Z’ygikug?)nﬂ + ggl)nﬂ, 7 = 1, N — 1,
k=1 1=0
N—-1 N

FZ,i = h2 Zv4iku§€(l))n+1 + g£2)n+1, 7 = 1, N — 1.
k=1 1=0

Issprendus (2.19) tiesiniy lygéiy sistema, gauname sprendinius ujy ™" ir uj !

(k =1,N —1). Siuos sprendinius jragius j (2.16) israiska, randamas spren-

n+1

dinys uj; (n + 1)-ame laiko sluoksnyje.

2.3 Skaitinis eksperimentas

Siame disertacijos skyriuje aptartas metodas skirtuminiy lygéiy sistemos spren-
diniui rasti yra pritaikytas sprendziant konkrec¢ius (2.1)-(2.6) pavyzdzius su

Y3(z,8) = v3(x) ir ya(w, &) = yu(2):

%:%—l—%—l—ﬂx,y,t), r,y e Q={0< x,y <1}, (2.20)

u(z,y,0) =p(x,y), =x,y€, (2.21)

w(0,y,t) = m(y,t), ye, 0<t<T, (2.22)

u(l,y,t) = ua(y,t), ye€Q, 0<t<T, (2.23)

u(x,0,t) = y3(x) //u(ﬁ, n,t)dédn + ps(z, 1), x €L, (2.24)
0

u(z,1,t) = yu(x) //u({, n, t)dédn + pu(z,t), x € Q, (2.25)
0

¢ia 0 < t < T. Atitinkamai parenkame f(x,y,1), o(z,y), pi(y, 1), p2(y, t),
ps(,t), pa(z,t), v3(x), v4(x) taip, kad (2.20)-(2.25) tikslus sprendinys buty
u(z,y,t) = e*sinmasinmy. Apytikslio sprendinio tikslumas priklauso nuo
funkcijy v3(x) ir 74(2) parinkimo. Sprendinio u};"! (i = 1, N — 1) paklaidos

yra pateiktos keturiose lentelése su funkcijomis v3(x), 4(), ¢ia

e = max |z;] = max |u(w;y;1") —ugl (2.26)
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2.1 lentelé.

h T 01 0,05 0,025

T : 0,025  0,00625 0,0015625
Eu

v3(z) = 0;74(x) = 0,1485 10,0369  0,0092

v3(z) = 1;7a(x) = : 0,1567 0,0391  0,0098

v3(z) = e*;ya(x) = O le* : 0,1556 0,0388  0,0097

Skaitinio eksperimento rezultatai parodo, kad (2.1 lentelé¢) skirtuminé schema

yra stabili, kai

sl <1, |l < 1. (2.27)
2.2 lentelé
n ~ 0.1 0,05 0,025
T 0,025 0,00625 0,0015625
Eu
v3(z) = —2€";y4(x) = —10e® : 0,1408 0,0350 0,0087
~3(z) = —5;u(z) = —10 . 0,1412 0,0351  0,0088

Panasias iSvadas padaré ir kiti autoriai, kurie nagrin¢jo paprastesnes neloka-
ligsias salygas [41, 76]. Taciau siame skyriuje pateikta skirtuminé schema yra
stabili ir tuo atveju, kai 73, 4 netenkina (2.27) salygos, bet jei yra neigiamos

(lentelé 2.2).

2.3 lentelé.
h 0,1 0,05 0,025
T . 0,025 0,00625 0,0015625
Eu
v3(x) = 5;v4(x) = -0,3 : 6,224 1,065 0,236
va(z) = 2,3;7a(x) = 2,3 ¢ 1,9426 0,3964  0,0940

Siame disertacijos slyriuje sprendimo algoritmas, sprendziant (2.20)-(2.25)
diferencialinj uzdavinj buvo pritaikytas dar keliems iliustraciniams uzdavi-

niams, kai funkCijOS f(xa yat)v gp(ac,y), /“Ll(yat)v M?(yat)v Mg(ﬂf,t), /l4(ﬂf,t),

T ar uy(x, y, t) =

v3(), v4(z) buvo parinktos taip, kad u;(x,y,t) = e
(x* 4+ y*)t buty ieSkomo diferencialinio uzdavinio sprendiniai. Skai¢iavimuy
rezultatai pateikti 2.4 ir 2.5 lentelése. Siy uzdaviniy sprendimo rezultatai tik

patvirtina anksc¢iau gauty rezultaty isvadas.
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2.4 lentelé. uy(z,y,t) = e Tytt

n — 0.1 0,05 0,025
T ¢ 0,025 0,00625 0,0015625
Eq
(@) = 0;7a(@) = 0.0025 634810 % 1,596.10 7
3(z) = Liya(z) = 1 . 0.0989 0.0059 0.0015
v3(z) = e*;ya(x) = 0.1 :0.0543 0.0143 0.0015
v3(z) = —2€%;y4(x) = —10e® : 0.0512 0.0144 0.0037
v3(z) = =5;94(x) = =10 : 0.0266 0.0066 0.0021
v3(x) = 5;94(x) = —0.3 : 40.6167 9.8214 2.5079
v3(z) = 2.3;74(x) = 2.3 :9.3264 2.317 0.599
() = 5y ya(z) = 1 . 1.566-107 7.378-10° 1,592 10°
v3(x) = 2e%;y4(x) = €” : 915.6730  190.8441 49.3786

2.5 lentelé. ug(z,y,t) = (22 + y?)t

h 0,1 0,05 0,025
T ¢ 0,025 0,00625 0,0015625
Eu
73@) = 0;7a(z) =0 . 0.0018 1505 107 150 10 °
y3(x) = 1;y4(x) = :0.0047 0.0012 2.922-104
v3(x) = e*;y4(x) = 0.1e® :0.0109 0.0029 0.7.309- 104
v3(x) = —2€%;v4(x) = —10e* : 0.0105 0.0027 6.953 - 10~4
3(2) = —5:ya(z) = —10 . 0.0055 0.0013 3.355 - 10~
y3(z) = 5;7a(x) = —0.3 . 0.4355 0.1375 0.0379
y3(z) = 2.3;7a(z) = 2.3 . 0.0381 0.0061 0.0018
v3(z) = Byya(z) =1 : 1.036-105 4.485-10%  9.447-103
v3(x) = 2e%; y4(x) = €® : 41.8093 8.6615 2.2458

2.4 Antrojo skyriaus pastabos ir iSvados

o Pagal siame skyriuje aprasyta metoda atliktas skaitinis eksperimentas su
jvairiomis 3 ir 4 reikSmémis, turint tikslg nustatyti, kaip Sios reiksmes
lemia skirtuminés schemos stabiluma. Straipsniuose [33, 41, 76, 79] jro-
dyta, kad skirtuminés schemos stabilumas priklauso nuo Sios schemos
matricos spektro strukturos. Paprastesnéms nelokaliosioms salygoms
(ziureéti [41, 76, 79]) jrodyta, kad skirtuminé schema gali buti stabili su
gana didelémis absoliuc¢iu dydziu neigiamomis 73 ar 7, reikSmemis. Mu-
sy atveju Si savybé irgi pastebima skaitiniame eksperimente. Tikslesnés
iSvados apie skirtuminés schemos stabiluma gali buti gautos iSnagrinéjus

Sios schemos matricos spektro struktura.
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« Sis skirtuminis metodas lengvai pritaikomas isspresti dvimatj parabolinj
uzdavinj, kai viso srities konturo taskuose yra duotos nelokaliosios inte-
gralinés salygos

ou  *u  *u
5282 82+f($y7) (x7y)€Q7

u(z,y,t) / K(z,y,&§n)dédn + p(z,y,t), (z,y) € 09,
dla 0 <t < T. Sprendziant §j uzdavinj kintamyjy krypéiy metodu gau-
nami du vienmacai skirtuminiai uzdaviniai su nelokaliosiomis krastinémis

salygomis. Taigi, Siame skyriuje iSanalizuotg metoda reikia pritaikyti du

kartus ir iSspresti dvi tiesines lygciy sistemas.
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3 Tikriniy reiksmiy uzdavinys diferencialiniam operatoriui su
integraline sglyga

3.1 Uzdavinio formulavimas

Nagrinékime sistemos

Yy =0, i=1,2...,N—1 (3.1)

2

-1

1
u;(1) = v:h /uk )dy, (3.3)
0

1

=
I

tikriniy reik§miy uzdavinj, ¢ia hIN = 1. Siame uzdavinyje A yra nezinomas
parametras, o u(x) yra nezinoma funkcija. Tos parametro A reikSmeés, su
kuriomis egzistuoja (3.1)-(3.3) uzdavinio netrivialusis sprendinys u(z) # 0,
vadinamos uzdavinio tikrinémis reikSmémis, o pats netrivialusis sprendinys -
tikrine funkcija. Tikriniy reikSmiy visuma yra vadinama uzdavinio spektru.
Yra daug darby kuriuse nagrinéjami diferencialiniy operatoriy su integraline-
mis ar daugiataskémis krastinémis salygomis tikriniy reiksmiy uzdaviniai [20,
31, 42, 71, 89, 92]. Siame skyriuje analizuojamas tikriniy reikimiy uzdavinys
(3.1)-(3.3) sistemai. Sis uzdavinys gali biiti susijes su dvimate paraboline
lygtimi su viena integraline krastine salyga, kurios sprendimas kintamuyjy
kryp¢iy metodu pateiktas pirmame disertacijos skyriuje. Sprendziant (1.1)-

(1.5) uzdavinj kintamyjy kryp¢iy metodu gaunami du vienmaciai skirtuminiai

uzdaviniai

n+g n

Uy = — U, 1

A — = Au Z+2 + Agu + = "H (3.4)

T 27"

n+i n+i
0j TR (3.5)
n+ n+

Uy;® = flo; °, (3.6)
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ir

n+1 n+3 1
S TG A 4 At 4 = (3.7)
= Bl T Rally ij '
T 2
n+l _ , n+l
Uip = H3i (38)
n+1 __ 2 n+1 n+1
Uiy = "yih Z Z Pijly; T+ Hy (3.9)
(]
TH'% TH'% TH‘% n+1 n+1 n+1
v. Uiy — 2%]’ + Uiy Uij—1— ZUU + Ui
A = Ay =
Cla A\ = > » A2 h2 '

Sios (3.7)-(3.9) sistemos stabilumas priklauso nuo operatoriaus Ay spektro,
t.y. priklauso nuo tokio skirtuminio operatoriaus

Ui i1 — 2U5 + Uj

B2 +)\Uij=0, ’i,j=1,...,N—1, (310)
N—-1N-1

iy = %h* Y Y i, (3.11)
i=1 j=1

uip =0 (3.12)

spektro strukturos.

Is pradziy panagrinésime diferencialinio uzdavinio, kurio atitikmeniu yra
(3.10)-(3.12) uzdavinys, operatoriaus spektra.

Tikriniy reikSmiy uzdavinius diferencialinéms lygtims su nelokaliosiomis
salygomis analizavo D. H. Schepper, R. V. Keer, M. Sapagovas, A. Stikonas,
O. Stikoniené, S. Peciulyté, R. Ciupaila, Z. Jeseviciute, J. Gao, D. Sum,
M. Zhang [19, 20, 31, 38, 48, 49, 60, 62, 66, 84, 88] ir kiti matematikai.

Pagrindiniai $io skyriaus rezultatai yra iSspausdinti straipsnyje [45]. R. Ciu-
paila, J. Jesevi¢iuté [20] darbe nagrinéja tikriniy reikSmiy uzdavinj diferen-
cialiniam operatoriui su nelokaliosiomis integralinémis sglygomis:

d*u

@"’)\U:O, 0<x<l, (3.13)
u(0) = yl/u(x)d:c, (3.14)
u(l) = yg/u(x)d:c. (3.15)
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Siame darbe surastos tikrineés reikdmeés ir funkecijos, iSanalizuota kaip uzdavi-
nio tikrinés reiksmes ir funkcijos priklauso nuo parametry ~y; ir 7.
Kiek véliau igspausdintame darbe [60] S. Peciulyte, A. Stikonas ir O. Sti-
koniené nagrinéja Sturmo ir Liuvilio uzdavinj:
—u” =Mu, x€(0,1) (3.16)
u(0) =0 (3.17)

su dviejy tipy nelokaliosiomis salygomis

u(l) = y/u(:c)dx, (3.18)

u(l) = fy/u(x)dx. (3.19)

Jie istyre tokio uzdavinio realiosios spektro dalies priklausomybe nuo v ir €.
Autoriai nustate, kad (3.16)-(3.18) uzdavinyje kai kuriems realiesiems v gali
egzistuoti kartotinés ir kompleksinés tikrines reikSmeés, o jei vietoje (3.18) yra
(3.19) salyga, tai egzistuoja tik realiosios tikrinés reikSmeés.

Sio disertacijos skyriaus pagrindinis tikslas yra iSanalizuoti diferencialinio

operatoriaus su integraline salyga spektro strukturg.

3.2 Tikriniy reikSmiy analizé

[Stirsime (3.1)-(3.3) formulémis apibrézto diferencialinio operatoriaus spektro

struktura. Jei A = 0, (3.1) lygties bendrasis sprendinys yra
w(z)=cr+c, 1=12....N—1 (3.20)
Sis sprendinys su (3.2) salyga yra
u;(r) = ¢x. (3.21)

Pareikalaukime, kad (3.21) sprendinys tenkintu nelokaliasias salygas (3.3).

Gaunama, kad

N
c; = WZ/CZHM (3.22)
k=17



3.1 teorema. Uzdaviniio (3.1)-(3.3) tikriné reiksmé A = 0 egzistuoja tada ir

tik tada, kasi:

1 V-
P Z v = 2. (3.24)
Irodymas. 15 (3.22) salygos, suintegravus gauname
] N1
2N —
Taip gauname N — 1 tiesiniy lygciy
T M T
l——)c1 — ——=cy... — —=cn_ 0
(L=5n)a gy gy =0
V2 V2 V2
— — 1— ——cy_1 =0
o = gle = gyea =0,
_ VQNNlcl - VQNNl oot (1— VQNNl)cN_l _0.

IS ¢ia akivaizdu, kad egzistuoja netrivialusis (3.1) lygties (3.21) sprendinys

tada ir tik tada, kai tiesiniy lygé¢iy sistemos determinantas yra lygus nuliui:

 EEE St U
2N 2N 9N
SE T R0 5
2N 2N N | = (3.26)
_7N—1 _7N—1 1 TYN-1
2N 2N 2N

Pasinaudosime formule:

1 + a, aq Ce aq
a l+ay, ... a -
2 2 2 —1 n Z a;.
a,, a,, ... 14+a,
Taigi, i$ (3.26) salygos gauname:
N-1 o
1— — = 0. 3.27

— 2N (3:27)

IS ¢ia seka, kad uzdavinyje (3.1)-(3.3) egzistuoja nuliné tikriné reiksme, tada

ir tik tada, kai iSpildyta 3.1 teoremos salyga. []
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Toliau nagrinékime, ar (3.1)-(3.3) tikriniy reikSmiy uzdavinys turi neigiama
tikrine reikSme.

Jei A < 0, tai (3.1) lygties bendrasis sprendinys yra
ui(x) = cychfr + cpshfr, i1=1,2,..., N —1, (3.28)

kur A = —(3?, 8 = v/—\. Kadangi i krastinés salygos (3.2) gaunama, kad
Ci1 — O, tai
u;(z) = cppshfz. (3.29)

Toliau zymeésime ¢, = ¢;. Kadangi lygties (3.1) bendrasis sprendinys turi
tenkinti nelokaliasias salygas (3.3), tai jrase (3.29) i (3.3) salygas ir atlike

keletg aritmetiniy veiksmuy :

N-1 /8—1

cishfp = v,— Zc ch 5 (3.30)

Pazymékime

cosh(f) — 1
BN
IS (3.30) gauname N — 1 tiesiniy lygciu:

A:

(shf8 — v A)e; — Acy ... — y1Aen 1 =0,
— Yo Aey + (shB — 1 A)cy ... — ppAey_y = 0,

— ny—lAcl — 7N—1A02 ... (Shﬁ — ny—lA)cN—l =0.

Tam, kad egzistuoty netrivialus sprendinys ¢; # 0, butina ir pakankama, kad

sistemos determinantas buty lygus nuliui

Sh/B — ’ylA —’)/114 ce —’)/114
—’7/214 Shﬁ — ’}/QA . —’7/214 —0
—Yn-1A —Yv-1A ... shf -y A

Taip prilyginus tiesines lygciy sistemos determinanta nuliui yra gaunama ly-
gybe
i(ch
shV"18 — sh¥ 23 Z i 5 —0. (3.31)
=1
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IS Sios lygties gaunamos dvi lygtys

sh’f = 0, (3.32)
sh — Z% Chﬁ_ D_y, (3.33)

I$ (3.32) gaunama, kad 8 = 0, bet pagal prielaida turime, kad 5 # 0. Antra
lygti (3.33) pertvarkius gaunama lygtis:

Nﬁ_f\f :thg. (3.34)
; Vi

3.2 teorema. UZzZdavinys (3.1)-(3.3) turi neigiamq tikrine reiksme tada ir
tik tada, kai

1Nfl
— v > 2
22

Irodymas. Imamos dvi funkcijos:

BN
[i(B) =57 (3.35)
> i
i=1
ir
b
f:(8) = th. (3.36)
[$nagrinékime $iy funkcijy savybes. Pirmiausia, f1(0) = f5(0). Suraskime
iSvestines:
N
Vi
i=1
ir
1 1
, = ——. 3.38
1) = 5am (3.39)
Tuo budu
, N
1(0) = 55 (3.39)
Vi
=1
, 1
Taigi, jei
1 V-1
~ 20 <2 (3.41)
N =1



abiejy funkciju fi(8) ir fo(8) grafikai nesikerta visame intervale 5 € (0, 00).
Jeigu

1 N-1
=) n>2 (3.42)
N =1

Siy funkciju grafikai susikerta vieng karta, taigi (3.34) lygtis intervale (0, 00)
turi vieng Saknj 8*. Vadinasi A = —(*)?. Teorema jrodyta. []

Toliau nagrinésime atvejj A > 0. Pazymékime
a=VA>0, A=0a>>0. (3.43)
Tada (3.1) lygties bendrasis sprendinys yra:
wi(z) = cpsinaxr + cpcosax, i=1,2,...,N —1. (3.44)

Atsizvelgus | (3.2) krasting salyga gaunama, kad c;; = 0. Toliau zZymeésime

¢y = ¢;. Taigi, bendrasis sprendinys yra:
w;(z) = ¢ sinazx. (3.45)

Irase ji i (3.3) nelokaliasias salygas ir atlike aritmetinius veiksmus, gauname

Analogiskai gaunama N — 1 tiesiniy lygciy:
(sina — v B)e; —Bey ... — 1 Beyy =0,
—YBey + (sina — 1 B)cy ... — Bey_y =0,

— 7N—1B01 — ’}/N_lBCQ ...+ (SinOd — ny—lB)CN—l = O,

cia
1 —cosa
B=—"—7—7—##4—.
alN
Istirsime, kada sistemos determinantas lygus nuliui:
sinae — B - B e - B
—v, B sina — B ... —Y, B _0
—Yn_1B —ynv1B ... sina—yy. 1B
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Taip gauname:

N-1

. N-1 N9 7i(1 — cos )
— =0. 3.46
sin’ a—sin “« ; Nao (3.46)
I$ (3.46) gaunamos dvi lygtys:
sinV ?a =0, (3.47)
. 1 . 1 —cosa
sine = - Zz =1N — 1%7. (3.48)

3.3 teorema.Su visomis y; reiksmémis (3.1)-(3.3) uZdavinys turi kartotiniy
tikriniy reitksmiy, kurios nepriklauso nuo y; ir be galo daug teigiamy tikriniy
retksmiy, priklausanciy nuo 7y; .

Irodymas. Lygties (3.47) Saknys
ap,=mk, k=12 ... (3.49)

nepriklauso nuo 7; reikSmiy, Siy Sakny kartotinumas yra N — 2.

Lieka rasti (3.48) lygties Saknis. Uzrasykime $ig lygtj kitu pavidalu:

9 g Q « 1 3= QSin2%
SIn — COS — = — i ,
MRy TN &
iS ¢ia
o
sing =0, (3.50)
N-1 o
a 1 - Sln§
COS — = — i 3.01
P TN, (3.51)
arba
o Q
% 2. i

Lygties (3.50) saknys nepriklauso nuo ;. Pazymékime funkcijas:

(8]
f1(04) = m,
fola) = tg%.

Aisku, kad siy funkcijy grafikai kertasi be galo daug karty intervale a &€
(0,00). Pagal (3.43), A = o, taigi, teorema jrodyta.
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4 Skirtuminiy schemy stabilumas dvimatei parabolinei lyg-
¢iai su integralinémis sglygomis

4.1 Tikriniy reiksmiy uzdavinys skirtuminiam operatoriui

Skirtuminio operatoriaus tikrinés reikSmeés yra labai svarbios analizuojant
skirtuminiy lygc¢iy sistemos vienintelio sprendinio egzistavimg, skirtuminiy
schemy stabiluma ir skirtuminiy lygéiy sistemy iteraciniy metody konver-
gavima. Skirtuminiy operatoriy su nelokaliosiomis integralinémis salygomis
tikriniy reikSmiy uzdavinj nagrinéjo daug autoriy [1, 8, 33, 34, 35, 41, 42, 48,
49, 74, 76, 79, 83, 84].

Siame disertacijos skyriuje nagrinéjamas vienmaciy skirtuminiy lygéiy sis-
temos su nelokaliaja integraline salyga tikriniuc reiksmiy uidavinys.

eve —

nelokaliosiomis salygomis:

d2u+)\ 0, O<zr<l1
B u = xT
dx? ’

1

70/1U(<v)dfv, u(l) = %/U(fc)dw-

0
Autore istyré Sio uzdavinio spektro strukturg ir parametry is nelokaliyjy sa-
lygu itaka spektro strukturos pokyciams. Ji padare isvada apie kompleksiniy
tikriniy reikSmiy nebuvima, t.y. nustate, kad siame uzdavinyje egzistuoja tik
realiosios tikrinés reikSmes.
Siame disertacijos skyriuje nagrinéjama lokaliai vienmaté skirtuminé sche-

ma, gauta sprendziant parabolinj uzdavinj su nelokaliosiomis sglygomis:

%222 gQ—I-f(xy,) (x,y) € Q={0<z,y <1}, (4.1)
w(0,y,t) = wi(y,t), uw(l,y,t)=pa(y,t), u(z,0,t)=ps(z,t), (4.2)

u(x,1,t) z,y, t)dedy + pu(z, t), (4.3)
]

u(z,y,0) = p(x,y). (4.4)
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Sis uzdavinys yra bendresnio uzdavinio [54] atskirasis atvejis

—Au=0 (z,y,t) € Qr, (4.5)
u(z,y,0) = ¢(z,y), (x,y) €, (4.6)
u(e,yt) = [ Koy, &nul€n iy (w.9) €00 [0.T), (47

da Qr =% (0,7), T >0,Q=(0,1) x (0,1). Siame darbe buvo jrodyta,
kad pusiau neisreikstinée ir visiskai neiSreikstiné Eulerio schemos yra stabilios,

jei branduolys K (z,y,&,n) tenkina nelygybe:
[ 1K@ g enlican<p <1, (r.y) €00, (138)

Skaitiniai metodai dvimatei ar trimatei parabolinéms lygtims su skirtingo
tipo nelokaliosiomis salygomis buvo nagrinéti daugelyje darby. Straipsnyje
[11]buvo sprendziamas toks uzdavinys
ou  OPu  0*u
o o oy
u(z,y,0) = f(z,y), 0<uz, (4.10)
uw(0,y,t) = go(y, 1), wu(l,y,t)= u(x,1,t) = hy(z,t), (4.11)
u(w,0,1) = h(@)u(t) (112)

/1/1u (x,y,t)dedy = m(t) (4.13)

baigtiniy skirtumy metodu, kuriame u(x, y,t), i(t) yra nezinomos funkcijos.

(4.9)

Ny
N
=

N—
e
=
Y
<
~
N—

Veliau skirtuminiai metodai tokio tipo uzdaviniams buvo analizuoti daugelyje
darby. Detaliai tokie uzdaviniai buvo sprendziami darbuose [13, 27] naudo-
jant lokaliai vienmates skirtumines schemas.

Straipsniuose [33, 41, 79] baigtiniy skirtumy metodas taikytas dvimatéms
parabolinéms lygtims su kitokio tipo nelokaligja salyga.

N-matés parabolinés lygtys su (4.7) arba bendresne nelokaliaja salyga buvo
nagrinéjamos darbuose [54, 99], kuriuose jrodyta sprendinio egzistavimas ir
vienatis.

Diferencialiniy ar skirtuminiy operatoriy su jvairaus tipo nelokaliosiomis
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salygomis tikriniy reikSmiy uzdavinys per du desimtmecius placiai nagrinéja-
mas ir kaip atskira nelokaliyjuy uzdaviniy problema [2, 31, 83, 84, 92].

Nagrinéjant skirtumines schemas elipsinéms lygtims su nelokaliosiomis sg-
lygomis irgi gali buti prasminga tirti atitinkamy matricy spektro struktura
(75, 85, 87, 88]. Be to, reikia pastebéti, kad deferencialiniy ar skirtuminiy
operatoriy su nelokaliosiomis salygomis tikriniy reiksmiy uzdavinys yra bend-
rosios nesavijungiy operatoriy teorijos dalis [1].

Sio disertacijos skyriaus pagrindinis tikslas - lokaliai vienmadciy skirtuminiy
schemy dvimatei parabolinei lygéiai su (4.3) salyga, tyrimas. Peaceman ir
Rachford kintamyju krypé¢iy metodas Siam uzdaviniui buvo aprasytas [81]
darbe.

Atkreipiame démesj, kad sprendziant dvimate paraboline lygtj tiek Peace-
man ir Rachord kintamuyjy krypc¢iy metodu, tiek naudojant lokaliai vienmates
skirtumines schemas, tenka spresti is esmés tokius pat vienmacius uzdavinius.
Ir Sios disertacijos pirmajame ir antrajame skyriuose aprasyti algoritmai vie-
nodai tinka abiems paminétiems metodams. Nemazinant bendrumo sSiame
skyriuje tikriniy reikSmiy uzdavinys skirtuminiy lygéiy sistemai dél papras-
tumo susiejamas ne su kintamyjy krypciy metodu, o su lokaliai vienmate
skirtumine schema.

Irodoma, kad skirtuminés schemos stabilumas priklauso nuo funkcijos ()

integralinés charakteristikos (zr. (4.3) formule).

4.2 Lokaliai vienmacio metodo formulavimas

Pagal lokaliai vienmacio metodo apibrézima (pvz. [13, 27, 67]), uzrasykime

(4.1)-(4.4) diferencialiniam uzdaviniui tokia skirtumine schema:

n+sz n
Uij = — Uy n+i 1 n+i .. _—
% = Aluij * §fz] 27 L) = 17N - 17 (414)
2
n+i n+i n+i n+i
Ug; * = My *5  Uyg® = fhay (4.15)
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ir

Uy — WUy 1 N
J (] _ n+1 n+1 SN
2
n+l _ , n+l
WUip = H3i (4.17)
n+l 2 kN n+1 n+1 n+1
ulyt =k ( 5 T2 ) TN (4.18)
k=1 j=1
cia
n+ty -9 ntsg + ntg n+1 —2u n—l—l_'_ n+1
Ao — dimty = Sy~ Wiy oy Wi Uij 1
1Ui5 = > ) 2Uij = 12 .

(4.18) formulé yra gauta i$ trapeciju formulés dvilypiam integralui, o g"Jrl
yra tam tikry reikSmiy fi1;, floj, pt3; iSraiska, h = 1/N.

Kad realizuotume sig schema, tiksliau, kad zinant w;; buty galima surasti
u%“, reikia atlikti du puszingsnius - pirmajj pagal formules (4.14), (4.15) ir
antrajj - pagal lygtis (4.16)-(4.18).

Realizuojant pirmajj puszingsnj, esant pirmojo tipo krastinéms salygoms
kiekvienoje eilutéje (7 = 1,2..., N — 1) tenka spresti lygéiy sistema su
tridiagonaline matrica, . Algoritmas stabilus C' normoje.

Realizuojant antrajj puszingsnj, kiekviename stulpelyje (z =1,..., N —1)
reikia spresti lygéiy sistemg su tridiagonaline matrica. Taciau dabar viena
krastiné salyga yra pirmojo tipo, o antroji krastiné salyga yra nelokalioji sa-
lyga (4.18), siejanti ieskomo sprendinio reikSmes visuose stulpeliuose, t.y. su
visomis ¢, J reikSmeémis. Tokiy sistemy sprendimo algoritmas detaliai aprasy-
tas pirmame disertacijos skyriuje, ¢ia nagrinéjamas Sio puszingsnio stabilumo
klausimas. Tuo tikslu uzrasomas (4.16) - (4.18) uzdavinys standartiniu vek-

toriniu pavidalu.

Interpretuokime (4.18) salygas (i = 1,..., N —1) kaip (/N — 1)-osios eilés

lygéiy sistema su neZinomaisiais u/5*, i =1,2,..., N — 1.
7 2 N-1
n+1 ? n+1 __ 2 n+1 n+1
E Upy = Yih E (I . (4.19)
k.j=1

Kai h - pakankamai mazas skaifius, Sios sistemos matrica yra diagonaliai

vyraujanti. Todeél Si sistema gali buti vienareiksmiskai iSspresta. Uzrasykime
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jos sprendinj pavidalu

N-1
ugt =y Y gt 4+ B, i =T N -1 (4.20)
k,j=1

Cia koeficientai Qlgj, B+ yra vienareik$miskai surandami. Jrase u’y', i =
1,..., N — 1 israiskas j (4.16) lygtis, kai j = N — 1, (4.16)-(4.18) lygciu

sistemg galime uzrasyti taip:

TH'% n n+1 n+1 n+1
e L e S S
= +=f, g=1,N-2 (4.21)
T/2 h? 2°Y
+1 N+1 o R +1
n n
ntl _ ,nts Uin—o — 2Uu; Ny + Vil Z O Up;
Uin—1 — UyN—1 kj=1 Lol (4.22)
T/2 h? 97 HN=1

t=1,2,..., N — 1 su krastinémis salygomis (4.17).

Apibréziami vektoriai w] ir u™:

n __ n n
'U/Z —_— (uzl’ uz27 ey uZN71)7

u" = (up,ul, . u )T

Tuomet sistema(4.21), (4.22), (4.17) galima uzrasyti vektoriniu pavidalu

un—H . un—i—%

T/2

—n—+1

= —Au" + (4.23)

¢ia A yra (N —1)? eilés matrica, apibrézta is (4.21), (4.22) sistemos desiniyju

pusiy iSraiskomis. Dabar (4.23) sistema galima uzrasyti tokiu pavidalu

Wt = Syt 4 %Sf"“, (4.24)
kurioje :
S = (E + %A) . (4.25)

Lokaliai vienmacio metodo antrojo puszingsnio stabilumui tirti naudojama
matricos S spektro struktura. Tuo tikslu iSnagrinésime matricos A spektra.

4.1 lema. Matricos A tikriniy reiksmiy uZdavinys

Au = du (4.26)
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yra ekvivalentus Siam skirtuminiam tikriniy reiksmiy uZdaviniui:

Agum—{—)\um :O, Z,j = 1,2,...,N— 1, (427)
N-1 U N—-1
kN
uiy = ;h? Z(—Q +)wy). (4.29)
k=1 j=1

Irodymas. (4.27)-(4.29) sistema, tokiu pat budu kaip (4.16)-(4.18) sistema
buvo pertvarkyta j (4.23) sistema, lygiai taip pat pertvarkoma. Tuo tikslu, i$
(4.29) isreiskiame:

N-1

U;N = ’YZhQ Z ozkjukj, ’L,j = 1, 2, RN N —1. (430)

k,j=1

Po to jrasome (4.30) i (4.27) lygti, kai j = N — 1. Apibrézus vektorius
u = (Ufla u27 s 7IUJN71)T7
Uy = (Uit, Uias - - - Uz’,NA)a

i (4.30) gaunama (4.26). Atgaliné eiga, t.y. (4.26) israiskos pertvarkymas i
(4.27)-(4.29), yra akivaizdi. Lema jrodyta O.

4.3 Matricos A spektro analizé

Siekiant istirti matricos S spektra, pagal formule (4.25) ir lema 4.1, randamos
uzdavinio (4.27)-(4.29) tikrines reikSmés.

Pazymime:
T=hY_ (4.31)

Kad jrodytume zZemiau nurodytas teoremas, pasinaudosime elementaria for-

mule, jrodoma naudojantis matematine indukcija:

1+a1 aq aq
a l4+ay ... a "
? ? =14 Y e (4.32)
a, a, 1+a,
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4.1 teorema. Skaicius X = 0 yra matricos A tikriné reiksmé, tada ir tik
tada, kai
5y =2. (4.33)

Irodymas. Kai A = 0, bendrasis (4.27) sistemos sprendinys yra
u; ={u;} ={cjh+¢é} i=1,2,...,N—1.
Atsizvelgiant j (4.28) salyga, gauname, kad
u; =cgh, 4,7=12,...,N—1. (4.34)

Vektorius w = {u;;} bus tikrinis vektorius, jei maziausiai vienas koeficientas
¢, (i=1,2,..., N — 1) nebus lygus nuliui. [rasant (4.34) iSraiskas j (4.29)
salyga, gaunama tiesiniy lygciy, priklausanciy nuo nezinomuyjy ¢;, sistema,

i=1,2,...,N -1

2

Siekiant uztikrinti, kad §i sistema turéty nenulinj sprendinj, butina ir pakan-

’Yh N-1
=" o (4.35)
k=1

kama sglyga yra

1 Y1h _’71h _Lh
5 . 5
_ﬂ% L e _eh
2 2 2 =0
_’YN—1h _’YN—1h 1 Yn-1h
2 2 ' 2
Pagal formule (4.32) gauname, kad

is kur seka (4.33) salyga. O
4.2 teorema. Matrica A turi vieng neigiamq tikrine reiksme, kai 5y > 2

irh <2/5. Ji yra lygi:

4 ,Bh
cia B yra lygties
g2 ph
th— = —th— 4.37
2 ~h 2 (4.37)



vienintelé teigiama Saknis.

Irodymas. Pazymékime:

\h?

Bendrasis (4.27) sistemos sprendinys su A < 0 yra
u; = {u;;} = {eshphj + éechphj}r. i=1,2...,N —1.
Atsizvelgiant j (4.28) salyga gauname, kad ¢; = 0, t.y.
w;; = ¢shBhy, t,7j=1,...,N—1. (4.39)

Irase Sia w;; iSraiska j nelokaliaja salyga (4.29), po elementariy pertvarkymy

gauname:
N-1 sh2§
— 2 S
cishfB = v;h ch Gh 1=1,2,...,N — 1. (4.40)
k=1 th—
2
Sios sistemos determinanta prilyginus nuliui ir panaudojus (4.32) formule,
turime
sh2§
D = (shB — §h—=2)sh™ 23 = 0. (4.41)
Bh
th—
2
Kadangi 8 > 0, i8 (4.41) formulés seka:
sh2§
shf — Jh 62 = 0. (4.42)
th§h

[$ dia ir gauname (4.37) lygti.
Dabar mes ieskome (4.37) lygties Sakny 5 € (0, 00). Pazymékime

e =l pe) =2l (4.43)

2’  hy 2
Abi Sios funkcijos yra monotoniskai didéjancios intervale (0,00): funkcija

f1(B) kinta nuo 0 iki 1, o funkcija f5(3) - nuo 0 iki 2/h%.

Taigi, jei 7 < 2, f1(B) < fo(8) visame intervale (0, 00), t.y. Siuo atveju
(4.37) lygtis neturi intervale (0, 00) Saknuy, nepriklausomai nuo h reiksmeés.

Analogiskai, jei h > 2/%, tada f1(5) > fo(/3) visame intervale (0, 00).
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Tuo atveju, kada ¥ > 2 ir h < %, nelygybe fi1(5) > fo(B) yra teisinga
su pakankamai mazu skai¢iumi (3 ir nelygybe f1(8) < fo(B) - teisinga su
pakankamai dideliu teigiamu skai¢iumi 3. Siuo atveju dviejy hiperboliniy
tangenty funkciju f1(5) ir fo(8) grafikai susikerta intervale (0, 00). Vadina-
si egzistuoja tik viena tikriné reiksme, apibrézta pagal (4.36) formule, kuri
gaunama is (4.38) formuleés. [

4.3 teorema. Jeigu ¥ < 2, tada visos matricos A tikrinés reiksmés yra
realiosios ir teigiamos; dalis tikriniy retksmiy priklauso nuo 7, kita dalis ne-
priklauso nuo 7.

Irodymas. 4.3 teorema yra jrodoma analogiskai kaip ir 4.2 teorema. Jei
A >0 tada 1 — ’\7}12 < 1. Pirmiausia, ieSkome tikriniy reiksSmiy A > 0, su
kuriomis yra teisinga nelygybe |1 — ’\T’LQ\ <lty 0< A< %.

[vedamas pazymeéjimas

Ah?
1— — = cos ah, (4.44)
is kur seka, kad
4 h
A= e sin® %. (4.45)

Irasius (4.44) i (4.27) lygtis, galima uzrasyti bendrajj sprendinj (4.27) siste-

moms sekanciai:
w; = {uw;;} = {¢;sinahj + ¢ cosahj}.
Atsizvelgiant j (4.28), ¢; = 0, t.y.
u;; = ¢ sinahy, 4,j=1,2,...,N—1 (4.46)

Irasius u;; i (4.29) nelokaliasias salygas ir prilyginus sistemos determinanta

nuliui, panasiai kaip 4.2 teoremos jrodyme, gaunama, kad

2«
sin”
D = |sinaw — yh—> sinV ?a = 0. (4.47)
Si lygtis yra ekvivalenti dviem atskiroms lygtims:
sin" ?a =0, (4.48)
) B sin2%
sina — yh——= = 0. (4.49)

2
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IS lygties (4.48) gauname, kad skaiciai
a, =7k, k=1,2,...,N—1 (4.50)

yra N — 2 karty kartotinés (4.47) lygties Saknys. Perrasome (4.40) lygti taip:

e a  Ahsing
S111 5 (COS 5 — 7 tgé) = 0. (451)
IS ¢ia gauname
mn%:o, (4.52)
tan & = 2 tan 0 (4.53)
an — = — tan —. :
2 Ah 2

(4.52) lygties saknys yra

N —1
o — 27T]€, k = 1, 2, ceey |:T:| , (454)
cia N1
N —1 ———, jei N nelyginis,
22y
2 5~ 1, jei N lyginis.
Tam, kad rastume (4.53) lygties Saknis, jvedamas pazyméjimas
o 2 ah
fila) =tg5,  fala) = —tg—-

2 AT
Abi Sios funkcijos yra periodinés su periodu Nr.

Jeigu 0 < 7 < 2, tada fy(a) > O intervale (0, N7). Funkcijy fi(a),
fo() grafikai susikerta kiekviename intervale ((2k — 2)m, (2k — 1)7), dia
k=1,2,... N,

N jei N lyginis,

Ni=qR 4

5 jei N nelyginis.

Jeigu 7 < 0, tada fy(c) < 0 intervale (0, N7). Siuo atveju funkeiju f, (),
fo() grafikai susikerta viena karta kiekviename intervale ((2k — 1), 2k7),
k=1,2,... N,

Jeigu 4 = 0, tada (4.53) lygties Saknys yra ap, = (2k — 1)m, k =
1,2,..., N;. Taigi, visais siais atvejais (7 < 0,7y = 0ir 0 < 7 < 2)
skirtingy Saknu skai¢ius lygtims (4.52) ir (4.53) yra N — 1.
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Todél, atsizvelgiant j sakny kartotinuma, randame (N — 1)? (4.47) lygties
Saknis. Matricos A tikrinés reikSmes randamos pagal (4.45) formule.

Tarp turimy (N — 1)? tikriniy reikdmiy NV, tikriniy reiksmiy priklauso nuo
v, o likusi dalis nepriklauso.

Pastaba. 4.3 teoremos jrodyme nustatyta, kad tikrinés reiksmés A tenkina
salyga |1 — ’\7}12| < 1, t.y. tikrinés reik§més, kurioms nelygybé A\ < -5 yra
teisinga. Siuo atveju néra jokiy kity tikriniy reik§miy. Taciau, jei atsisakoma
salygos 7 < 2, tada, esant kai kurioms prielaidoms gali egzistuoti teigiama

tikriné reikSme, kuri tenkina salyga A > % (zr. pvz. [74]).

4.4 Skirtuminés schemos stabilumas

Norédami padarytume iSvada apie antro puszingsnio, (4.16)-(4.18) skirtu-
miniam uzdaviniui stabiluma , griztame prie (4.24) nagrinéjamos schemos
formulés. Nagrinéjant skirtuminés schemos parabolinéms lygtims su neloka-
liosiomis salygomis stabiluma, nesimetrinés matricos .S ir vektoriaus u nor-
mos yra apibréziamos specifinéje energetinéje normoje [33, 34, 41, 74, 76],
pavyzdziui:

el = 1P~ ull = (P~'u, P, (4.53)
¢ia P yra matrica, kurios stulpeliai yra matricos A tikriniai vektoriai (ar-
ba tikriniai ir prijungtiniai vektoriai). Bet kurios nesimetrinés matricos B

norma, suderinama su sio vektoriaus norma, apibréziama:s:
|B|l. = |P"'BP||, = p(P"'BP(P"'BP)"):. (4.54)
Taip apibrézus bet kurios nesimetrinés matricos norma, galima gauti paprasta
iSraiskg matricy A ir .S normoms apskaiciuoti:
[A[l. = p(A4), [IS][. = p(5), (4.55)
¢ia p(A) yra matricos A spektrinis spindulys.
IS (4.55) apibrézimo, atsizvelgus i (4.25) formule, gauname viena gana

svarbig paprasta iSvada, jei egzistuoja neigiama matricos A tikriné reiks-

mé(tiksliau, jei tikrineés reikSmes realioji dalis yra neigiama), tada p(S) > 1,
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ir tiek ||.5]|«, tiek bet kuri matricos S norma || S|| yra didesné uz vieneta. Tam,
kad visiskai istirtume (4.14)-(4.18) skirtuminés schemos stabiluma, reikéty
irodyti |||/, normos ekvivalentiskumg kitoms jprastoms vektoriy normoms
(su konstantomis nepriklausanciomis nuo A ir 7). Kai kuriems uzdaviniams
su nelokaliosiomis salygomis tai jau buvo atlikta (zr. [34]).

Turint (4.55) formule, yra labai paprasta nustatyti (4.16)-(4.18) skirtumi-
nés schemos stabilumg per matricos A spektra.

4.4 teorema. Jei visos matricos A tikrinés reiksmés yra teigiamos, tada
S|l < 1, ty. (4.16)-(4.18) skirtuminé schema yra stabili normoje ||ul|,
pagal pradine sqglygq.

Isvada. Jeigu ¥ < 2, tai (4.16)-(4.18) skirtuminé schema yra stabili.

4.5 Skaitiniai rezultatai

[liustruojant teorinius rezultatus, buvo sprendziamas pavyzdys, kuris atitinka
(4.1)-(4.4) uzdavinj su skirtingomis v(z) israiskomis. Funkcijos f, py1, fo, i3,
{44 ir ¢ buvo parinktos taip, kad tikslus (4.1)-(4.4) uzdavinio sprendinys butu:

u(z,y,t) = sin (rz) sin (wy)e’.

Svarbiausia iSvada, gauta Sio disertacijos skyriaus 4.3 ir 4.4 poskyriuose,
yra ta, kad skirtuminés schemos stabilumas priklauso ne nuo |y(z)|, bet, nuo

funkcijos y(x) tam tikru budu apibréztos vidutinés reiksmes.

Taigi, skaitinio eksperimento tikslas pademonstruoti dydzio ¥ = h%l Vi
rysj su skirtuminés schemos stabilumu. Kadangi =
1
v = / Y(z)dr =~ 5 (4.56)
0

su tikslumu O(h), skaitiniame eksperimente buvo imamos ne 7, o ° reikSmes.

5.1 lenteléje pateikamos paklaidy reiksmes:

Ey = Og?gN u (s, vy, ") — ugsl,
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¢ia u(wy, y;,t") yra tikslus diferencialinio uzdavinio sprendinys ir uj; yra skir-
tuminio uzdavinio sprendinys. Lentelé 4.2 yra sudaryta taip pat, tik €, yra:

‘U/(xia Yis tn) B U’Z
Ey = IMax
0<ij<N - |u(y, y;, )]

Skaitinis eksperimentas iliustruoja salygos 7 < 2 efektyvumag net ir tuo

atveju, kai maksimali y(x) reikSme yra gana didelis teigiamas skaicius.

4.1 lentele. T =1, y(x) = a(z? — 0.64)

7 T T T
? 2? 401

T ©_T00 100 1600

a=100, ~°=-30.67 : 2.2486 0.1323 0.0223

a=10, ~°=-3.07 : 0.0973 0.0243 0.0061

a=-7, ~°=215 o 0.1257 0.031 0.0076

a=-13, ~°=3.99 : 114.311 11.6139 1.0428

a=—15 ~°=4.60 1.1434-10° 6.7878-10%  289.5918

a=-50, ~°=15.33 1.590- 10  1.5141-10' 7.0116-10'°
4.2 lentele. y(x) = a(z? — 0.64)

T 2 5 10

" 7 g 7

T * 00 100 100

a=-7, ~°=215 . 0.1514 0.1514 0.1514

a=-13, ~°=3.99 : 1.0146-10%  3.3978 - 107 1.1811-10%

a=-30, 7°=920 : 3.7476-10%  1.0677- 102 1.3396 - 10302

a =100, ~°=-30.67 1.4232 1.4232 1.4232

a=2, v°=-0.61 : 0.0331 0.0331 0.0331

a=1, 70 =-0.31  : 0.0172 0.0172 0.0172

a=0, 0 =0 : 0.0031 0.0031 0.0031

Norima atkreipti démesj j kai kuriuos faktus, kuriuos galima matyti i$ skai-
tinio eksperimento rezultaty. Kada 1" = 1, skaiCiavimai pagal nestabilig
skirtumine schemg daznai atrodo pakankamai patikimi, kaip ir skai¢iavimai
pagal stabilia skirtumine schema. Mazinant h ir 7, paklaida mazéja (4.1 len-
tele, kai a = —13, a = —15). Ir tik padidinus 7', nestabilios skirtuminés
schemos trukumai darosi akivaizdesni (4.2 lentele, kai a = —13, a = —30).
Tiksliau, kai matrica A turi neigiamg tikring reiksme, skirtuminé schema ne-
ra tolygiai stabili 7" atzvilgiu. Sis faktas buvo gerai aprasytas [54] darbe.
Tai yra svarbus skirtuminiy schemy parabolinéms lygtims su nelokaliosiomis

salygomis bruozas.
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4.6 Ketvirtojo skyriaus pastabos ir iSvados

 Palyginkime (4.16)-(4.18) skirtuminés schemos stabilumo salygas su skir-

tumineés schemos stabilumo sglygomis vienmacam uzdaviniui:

ou  O*u
E—@—l—f(x,t), 0<x<l,

S O —_

w(0,8) =m [ u(z, t)dz + u(t),

u(1,t)

12 [ ula, )de + palt),

u(x,0) = p(x).

0<t<T,

(4.57)

(4.58)

(4.59)

(4.60)

Stabilumo salyga neisreikstinei schemai, uzrasytai (4.57)-(4.59), uzdavi-

niui yra [73, 76]:
Mt <2

kuri yra analogiska stabilumo salygai

N-1
=1

gautai Siame disertacijos skyriuje.

(4.61)

Abiem atvejais, tiek vienmaciam uzdaviniui (4.57)-(4.60), tiek skirtumi-

nei schemai (4.16)-(4.18) yra teisingas teiginys: jei h néra pakankamai

mazas skaic¢ius (b > 2/(71 + 72) arba h > 2/7%), skirtuminis operatorius

neturi neigiamy tikriniy reiksmiy.

o IS stabilumo salygos (4.61) vienmaciu atveju seka dar viena svarbi iSva-

da: stabilumas priklauso ne nuo parametry nelokaliosiose salygose 71, 72

atskirai, bet nuo jy sumos. Si i§vada padaryta tik analizuojant skirtu-

minio operatoriaus spektro struktura, ji neseka is kity stabilumo tyrimo

metody. Analogiska situacija (sudétingesné) pastebéta vienmaciu atveju

taip pat ir atvejais, kai vietoje (4.58), (4.59) integraliniy salygu, imamos
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bendresnio pobudzio sglygos:

u(0, 1)

a(x)u(z, t)de + ui(t), (4.62)

u(1,t)

S O~ _

B(x)u(x, t)dr + us(t). (4.63)

Siuo atveju skirtuminés schemos stabilumas taip pat priklauso ne nuo
kiekvienos funkcijos a(x), 5(x) atskirai, bet nuo tam tikros (labiau sudé-
tingos) ju tarpusavio priklausomybeés [76, 85] . Si priklausomybeé, kaip ir
atveju, kai y; = const, v, = const, taip pat gali buti padaryta tokia ko-
kybine isvada: nestabilumas, galintis atsirasti del vieno "blogo" paramet-
ro 7; (ar funkcijos a(x)) gali buti kompensuotas kitu "geru" parametru
(ar funkcija B(x)). Taigi, naturaliai kyla klausimas apie tokios kompen-
sacijos egzistavimg dvimaciu atveju, kai nagriné¢jamos salygos (4.3) ar
(4.7). Pirmi pastebéjimai, atliekant skaitinj eksperimenta leidzia tikétis,

kad ¢ia egzistuoja tokio tipo kompensavimo mechanizmas.
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5 Dvimatés elipsinés lygties su nelokaligja sglyga sprendimas

5.1 Dvimatés elipsinés lygtys su nelokaliosiomis sglygomis

Daugelis procesy moksle ir inzinerijoje veda prie neklasikiniy elipsiniy lyg-
¢iy su krastinémis ir pradinémis salygomis, kurios daznai buna nelokaliosios
(daznai ir integralinés). Siame skyriuje iSnagrinéjamas dvimacio elipsinio
uzdavinio su integraline sglyga sprendimas baigtiniy skirtumy metodu bei
jrodomas baigtiniy skirtumy metodo konvergavimas.

Vienas pirmyjy straipsniy, kuriame buvo suformuluotas bei nagrinetas
krastinis uzdavinys su tokio tipo krastinémis salygomis, kokias analizuojame
siame skyriuje, yra J. R. Cannon, Y. Lin, A. L. Matheson (1993m.) dar-
bas [11]. Siame straipsnyje nagrin¢jamas uzdavinys parabolinei lygéiai, yra
analogiskas musy nagrinéjamam uzdaviniui. Autoriai sprendzia tokj uzdavinj

ou *u  0%u

A

w0,y,t) = g1(y,t), w(ly.t)=ga(y,t), u(z,1,t)=h(z,t) (5.2)

u(z,0,t) = poha(x), (5.3)

u(x,y,t) = gp(xoy)o (5.4)
s(x)

//u(:v,y,t)d$dy = m(t) (5.5)

(r,y) e D={0< x,y < 1}, (5.1)

su nezinoma funkcija f14(t). Straipsnyje gautos pakankamosios diferencialinio
uzdavinio vienintelio sprendinio egzistavimo salygos ir sudarytos praktiskai
tinkancios skirtuminés schemos. Skirtuminiy schemy stabilumas ir konverga-
vimas, kaip pastebéjo darbo autoriai, nebuvo nagrinéti. Véliau toks uzdavinys
buvo nagrinétas [12, 13, 27, 56, 57] darbuose ir kituose straipsniuose.

Siame skyriuje formuluojamas baigtiniy skirtumy metodas dvimatei elip-
sinei lygciai su nelokaligja integraline salyga, surandamos skirtuminio uzda-
vinio sprendinio egzistavimo ir vienaties sglygos. Tada jrodomas baigtiniy
skirtumy metodo konvergavimas. Pateiktas sprendimo metodas pritaikomas

sudétingesniam diferencialiniam uzdaviniui (dvimatei parabolinei lygéiai su

66



nelokaliaja integraline salyga) iSspresti. Pagrindiniai sio skyriaus rezultatai

yra iSspausdinti [43] straipsnyje.

5.2 Uzdavinio formulavimas

Nagrinéjamas krastiniy reiksmiy uzdavinys dvimatei elipsinei lygciai stacia-

kampéje srityje su integraline sglyga. Taigi, sprendziamas toks krastinis uz-

davinys
%Jrg—;;:f(:v,y), (x,y) e D={0< x,y < 1}, (5.6)
U(O, y) =9(y), u(l,y)=a(y), ulz,1)=h(r) (5.7)
= pho(z), (5.8)

// u(zx,y)dedy = (5.9)

¢ia u(x,y) yra ieskoma funkcija, o p yra nezinomas skaicius.

Siame skyriuje aprasomas ir pagrindziamas kitoks baigtiniy skirtumy me-
todo variantas negu minétuose straipsniuose. Sis algoritmas remiasi gana
paprasta ir gerai zinoma idéja. Tiesinés diferencialinés lygties ar skirtuminiy
lygé¢iy sistemos su nelokaligja salyga sprendinys gali buti rastas redukuojant
(5.6)-(5.9) uzdavinj i du uzdavinius su klasikinémis krastinémis salygomis.
M. Sapagovo [70] straipsnyje tokia idéja buvo realizuota sudarant iteacinius
metodus skirtuminiy lygéiy sistemoms su nelokaligja salyga. Tokia idéja yra
tinkama ne tik skirtuminiy lygc¢iy sistemoms, gautoms is elipsinés lygties, bet

ir paraboliniy lyg¢iy neisreikstinéms skirtuminéms schemoms.

5.3 Skirtuminis uzdavinys

Tarkime, kad (5.6)—(5.9) diferencialiniam uzdaviniui yra teisingos tokios prie-
laidos:

5.1 Prielaida. Su bet kuriuo fiksuotu skai¢iumi pu, (5.6)—(5.8) krastinis
uzdavinys turi vienintelj pakankamai glody sprendinj, uztikrinantj O(h?) ei-

lés skirtuminés schemos aproksimavimo paklaidos bei skaitinio integravimo
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paklaidos jverti. Atskirai imant turi buti iSpildytas krastiniy salygy suderi-
namumas stac¢iakampio D kampuose.

5.2 Prielaida. Funkcija hg(x) turi tenkinti Sias salygas: ho(z) > 0,
ho(z) £ 0 ir ho(0) = ho(1) = 0.

Sprendziame (5.6)—(5.9) uzdavinj baigtiniy skirtumy metodu. Sudarome

tokia skirtuminiy lygciy sistema:
Ui1; — 2Uij + Ui I Uij1—2Uj; + Ui ja

> P = fijs (5.10)

U()j = 9oj, UNj = 015, Uin = hi, (5.11)

Uio = i - hoi, (512)
N

h? Z pijUij = m; (5.13)

i,j=0
Gai,j=1,2,...,N—1 h=1/N,

( _
17 i)j:17N_17

pij =91/2, {i=0,N;j=1,N—1}; {i=1,N—1,=0,N};
\1/47 (4,5) = {(0,0), (0, N), (N,0), (N, N) }.

Ivedame pazymeéjimus

Iy ={(¢,7)i=0,N;j=0,Nirj=N,j=1,N},
T, ={(4)i=1,N—1; j =0},

Uzrasykime (5.10)—(5.13) lygciy sistemg pavidalu, kuriame néra indeksy ¢, j:

AU =f, (i,7) € Q, (5.14)
U=g, (i,j) €Ty, (5.15)
U = phy, (i,5) €T}, (5.16)
Vi(U) = m. (5.17)

Siame disertacijos skyriuje pateikiamo sprendimo algoritmo esmé yra ta, kad
(5.14)—(5.17) sistemos sprendinj rasime du kartus spresdami analogiska siste-

ma su klasikinémis krastinémis salygomis. Imkime
U - ClUl —|— CQUQ, (518)
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dia U,, s = 1,2 yra tokiy skirtuminiy sistemy sprendiniai:

AU, = f, (i,j) € Q, (5.19)
Us=g, (i,j)€Tly, (5.20)
U, = usho, (i,7) €T}, (5.21)

1, fo yra du laisvai parinkti fiksuoti skaiciai. Konstantas C, Cy parinkime
taip, kad (5.18) sprendinys tenkinty taip pat ir (5.17) nelokaligja salyga. Tuo
tikslu jrasykime (5.18) israiska j (5.14)—(5.17) lygtis. Pareikalavus, kad visos

sios lygtys virsty tapatybémis, gauname:

01 —|— 02 - 1, (522)
Cl,ul + CQ,LLQ = Up, (523)

I$ Siu triju lygciy sistemos galime rasti C, Cs, p,. Butent is (5.22), (5.24)

lygéiy randame:

. Vh(Uz) —m
C = Yty Vi (5.25)
¢, = =Yl (5.26)

~ V(Uy) = Vi(Uy)

Zinodami C, Oy, i§ (5.23) lygties apskaic¢iuojame p;,. Tam, kad (5.22)-
(5.24) sistema buty vienareiksmiskai iSsprendziama, butina ir pakankama,
kad (5.25) tuo paciu ir (5.26) formulése vardiklis nebuty lygus nuliui. Nuro-
dysime pakankamas salygas, kada konstantas C ir Cy galima vienareikSmiai
apskaiciuoti.

5.1 teorema. Tarkime, kad hy; > 0, 1 = 0, N ir hoi Z 0. Jei py < pa,
tai Vi,(Uy) — Vi, (Uy) > 0.

Irodymas. Pazymékime:

wij = U27Z’j — Ul,ij' (527)
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Funkcija wj, 4,7 = 0, N yra Sios skirtuminiy lygciy sistemos sprendinys:
Aw) =0, (i,7) € U, (5.28)
w = 0, (Z,j) € Fh, (529)
w = (g — m)ho,  (i,5) €T} (5.30)

Siai lygé¢iy sistemai galioja maksimumo principas, i§ kurio iplaukia, kad

Kadangi hg; # 0, tai ir w; o # 0, tuo paciu
wij$07 Z,jZO,N

Todeél
Vi (Uy) — Vi(U) = Vi (w) > 0, (5.32)

kas patvirtina 5.1 teoremos teiginj. [J

5.1 Pastaba. Jei salyga hy; > 0 pakeistume salyga hy; < 0, tai su
py < po gautume V;,(Us) — V3, (Uy) < 0 visiems fig, fs.

Is 5.1 teoremos formulavimo betarpiskai gaunama tokia iSvada.

5.1 Isvada. Jei 5.1 teoremos salygos ispildytos, tai egzistuoja vienintelis
(5.22)—(5.24) sistemos sprendinys C', Cs, pty,, 0 tuo paciu, vienintelis (5.10)—
(5.13) skirtuminiy lygéiy sistemos sprendinys (Ui, 7,7 = 0, N, ).

5.2 Isvada. Jei py, pp parinkti taip, kad py < gy < o, tai 0 < C) < 1
ir0<Cy,<1.

I tikryju is (5.22) ir (5.23) lygéiy gauname:

o=l o, =T, (5.33)
Mz — 1 H2 — Ha

Kadangi C', 4+ Cy = 1, tai i$ ¢ia ir gaunamas isvados tvirtinimas.

5.2 Pastaba. Panaudojant formule (5.18), galima surasti ne tik (5.10)—
(5.13) skirtuminio uzdavinio sprendinj, bet ir (5.6)—(5.9) diferencialinio uzda-
vinio sprendinj. Taigi, kokiai funkcijy klasei priklauso (5.6)—(5.8) uzdavinio
su fiksuotu g sprendinys, tai tokiai pat funkeiju klasei priklauso (5.6)—(5.9)

uzdavinio sprendinys.
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5.4 Sprendinio paklaidos jvertis
[vertinsime (5.10)(5.13) skirtuminiy lygéiy sistemos sprendinio U;; paklaida.
Pazymeésime
zZnij = u(zi, y;) — Uy, (5.34)
= K= Hn, (5.35)
¢la u(x;, y;) ir U;; atitinkamai (5.6)—(5.9) diferencialinio uzdavinio ir (5.10)-
(5.13) skirtuminio uzdavinio sprendiniai. z; ir n yra tokio skirtuminio uzda-
vinio sprendiniai:
Az, = R(h), (i,j) € O, (5.36)
thoa (Zaj) EFha ( )
2= nhe, (i,j) €T, (5.38)
Vi(zn) = r(h). (5.39)
¢ia R(h), r(h) atitinkamai diferencialinés lygties ir integralo aproksimavimo
paklaidos. Jeigu diferencialinio uzdavinio sprendinys u(z, y) yra pakankamai

glodus (5.3 skyriaus, 5.1 prielaida), tai
R(h) = O(h*), r(h)=0O(h?). (5.40)
Skirtuminiy lygéiy sistemos (5.36)—(5.39) sprendinio ieskosime tokiu pavidalu
zh = 2 + 24, (5.41)

ia zp ir 27 yra atitinkamai §iy uzdaviniy sprendiniai:

Az = R(h), (i,7) € Q, (5.42)
2z =0, (i,7) €Ty, (5.43)
%,=0, (i,5) € Ty, (5.44)
ir
A2 =0, (i,§) € W, (5.45)
z,zl =0, (i,7) €y, (5.46)
2 =hy, (i,j) €T}, (5.47)
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5.2 teorema. Jei funkcijai ho(z) yra teisingos 5.1 teoremos sqlygos ir
teisingi aproksimavimo jverciai R(h) = O(h?), r(h) = O(h?), tai su visomis

pakankamai mazomis h reiksmémis yra teisingi jverciai:

] < Csh?, lznlle < Cub®. (5.48)

Irodymas. Irase z, (5.41) israiska i (5.39) lygybe, gauname:

r(h) — Va(z,)
Vi(23)

n = (5.49)

Ivertinsime dydzius Vj(z;) ir Vj(27). 1§ maksimumo principo (5.42)-(5.44)

uzdaviniui turime:

|zllz,ij‘ S Ch27 Z)] = 07 N7 (550)
C' - konstanta, nepriklausanti nuo h. Todél
N p—
Vi(z,) = b Z pij(z)i < CR?, (5.51)
ij=1

2ia C' — konstanta, nepriklausanti nuo h.

Skirtuminiy lyg¢iy sistema (5.45)—(5.47) aproksimuoja diferencialinj uzda-

vinj
8222 6222
o g 0, (5.52)
22(07 y) - 22(17 y) - 22($7 1) - 07 (553)
2(x,0) = ho(z) (5.54)

su O(h?) aproksimavimo paklaida. Pagal maksimumo principa diferenciali-
niam uzdaviniui:

0 < zy(z,y) < max hg(x). (5.55)

T 0<Lz<1
Pazymeékime:

// 2o(x, y)dxdy = Cy. (5.56)

I§ prielaidy ho(z) > 0,ho(z) # 0 ir nelygybés (5.55) gauname C; > 0.
Aigku, Cj nepriklauso nuo h. Todél, atsizvelgiant j jvertj |27 — 25| < Ch?,
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gauname:
Vi(22) = Vi (22)+O(h2) = / / 2o(z, y)dzdy+O(h?) = Co+O(R). (5.57)
D
Taigi,
Vi(zp) = Co> 0 (5.58)

visoms pakankamai mazoms h reikSméms.

I$ (5.49) lygybes, atsizvelgiant i (5.51) ir (5.58) jvercius, gauname, kad

n| < Csh?, (5.59)
0 i$ (5.41) lygybes
| zull = oi??i?v ES Csh?. (5.60)

5.5 Skaitiniai rezultatai

[Snagrinétas skirtuminiy lygciy sistemos sprendimo metodas buvo realizuotas

sprendziant iliustracinj vienmatj uzdavinj

d2
d—;:f(x), 0<z<l1 (5.61)

/u(:v)dz =m. (5.63)

Salyga u(1) = phg yra (5.8) salygos analogas. Sisalyga, kurioje yra nezinoma
reikimé p, vienmaciu atveju yra neinformatyvi ir gali biiti praleista. Cia
ji uzrasyta tik tam, kad buty pilnai laikomasi Siame disertacijos skyriuje
aprasytos metodikos. Parinkus f(z) = 6x,99 = hg = 1 ir m = 0.75, Sio

uzdavinio sprendiniu yra
ulz)=2"—z+1, p=1 (5.64)

Skaitiniu eksperimentu buvo analizuota, kaip sprendinio tikslumas priklauso

nuo 1, e pasirinkimo. 5.1 ir 5.2 lentelése surasytos sprendinio paklaidos

e = max |z| = max |u(z;) - Uil
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ivairioms fi1, fto, h reikSméms.

5.1 lentelé. 1 =1, uo =3,V = V(ul) — V(UQ)

h c1 Ca 7 |4 €
0.1 993 —992 0.995 0.51-10~* 0.004
0.025  997.688 —996.688 0.9996 -1 0.0002

0.0008 997.997 —996.997 0.9999 0.5-10%* 0.19-107°

5.2 lentele. h = 0.0008, V =V (u1) — V(us)

M1 U2 C1 Co 12 14 9

1 2 1 —0.465-10% 1—-054-10"% -0.5 0.55-107°
1075 10° 0.9999 0.9999-10"* 1-0.53-107% -5000 0.56-10°
0 5 0.8000 0.1999 1-0.54-10"% -0.25 0.56-10"°
-100 100 0.495  0.505 1-0,55-100¢ —100 0.62-10°°

I$ skaic¢iavimo rezultaty matyti, kad nuo gy, po pasirinkimo sprendinio tiks-
lumas praktiskai nepriklauso.

Analogiska iSvada buvo gauta ir sprendziant kitus iliustracinius uzdavinius.
Pavyzdziui, parinkus f(x) = e€%,g0 = hg = 1 ir m = e — 1, $io uzdavinio
sprendiniu yra u(z) = €” ir 4 = e. Sio uZdavinio skaitinio eksperimento

rezultatai pateikti 5.3 ir 5.4 lentelése.

5.3 lentelé. u1 =1, pu2 =3,V =V(u1) — V(uz)

h c1 Co W 1% 15

0.1 0.1424 0.8576 2.71518624  -0.9999 0.003
0.025 0.141 0.859  2.718088176 -1 0.00019
0.0008 0.141 0.859  2.71828163 -1 0.198E-6

5.6 Skaitiniai rezultatai sprendziant dvimatj parabolinj uzdavinj

Siame disertacijos skyriuje pateikta elipsinés lygties su nelokaligja salyga
sprendimo algoritma apibendriname sprendziant difuzijos lygtij
ou 0*u  0%u
ot~ 022 oy
su pradine salyga

+ flz,y,t) (x,y) € Q, (5.65)

u(z,y,0) = ¢(z,y), (z,y) €Q (5.66)
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5.4 lentelé. h =0.0008, V =V (uy) — V(uz)

251 2 C1 C2 W \%4 €

0.003 0.002 2716.28  -2715.28 2,718281632 0.0005  0.302E-6

10-5 10> 0.999973 0.00007  2.718281636 —49999 0.168E-6

0 5 0.456 0.544 2.718281634 —2.5 0.194E-6

—100 100  0.4864  0.534 2.71828148  —100  0.348E-6

ir krastinéemis salygomis

u(z,1,t) = hy(z,1), (5.69)
u(z,0,t) = ho(z)u(t), (5.70)

daQ={0<z,y<l},0<t<T.
Kadangi () yra nezinoma funkcija, (5.70) krastinés salygos nepakanka,
taigi del sios priezasties suformuluojama nelokalioji integralinée salyga

1 s(x)

//u(x,y,t)dxdy = m(t),

0

(5.71)

¢ia 0 < s(z) < 1. SkaiGiavimai buvo atlikti, imant Siek tiek paprastesnj
(5.71) salygos atveji
1

/ju(x,y,t)dxdy = m(t).

(5.72)

Siame disertacijos poskyryje suformuluotam (5.66)-(5.71) diferencialiniam uz-
daviniui su nelokaligja salyga buvo naudojama jprasta neisreikstine skirtu-
miné schema. Sprendziant §j parabolinj uzdavinj praktiskai gavome, kad
sprendimo algoritmas yra pakankamai efektyvus, bet schemos stabilumas ir
konvergavimas teoriskai nenagrinétas.

Kitais metodais tokio tipo uzdaviniai buvo spresti B. J. Noye, M. Dehghan,
N. Merazga, A. Bouziani, R. Ciegis darbuose [12, 13, 25, 26, 56, 57].
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Sudaroma (5.66)-(5.71) uzdaviniui skirtuminé schema

1
oy urtl 2u?]+1 + T utt — 2u n—H + untl

tJ iy Ti—lyg i+1,j i,j—1 i,j+1 n+1

T N h? h2 o
(5.73)
0 = i, (5.74)
ugf t=gpt (5.75)
unit =g (5.76)
wiy' = hit! (5.77)
ultt = ho, (5.78)
h? Z piyult = m", (5.79)

i,j=0

Gai,j=1,N—1ir pi; yra lygus 1, 1/2, 1/4 priklausomai kokios yra 4 ir
j reiskmes, kadangi (5.72) nelokalioji integraliné salyga yra pakeista (5.79)
skirtumine, panaudojant trapecijy formule.

Uzrasome (5.73) lygtj taip

Al = —ul + 7 ;;“ (5.80)

()

ir perrasome (5.79) sekanciai
V(u") = m"t. (5.81)

Kad surastume sprendinj u"Jrl imame du laisvai pasirinktus skaicius A; # Ay
ir du kartus (5.73)-(5.78) sprendziame uzdavinj, tai yra sprendziame du skir-
tuminius uzdavinius be nelokaliosios salygos, juos iSsprendziame kintamuyjy
krypc¢iy metodu. Pirmajj uzdavinj, kai vietoje krastinés salygos (5.78) turime

sekancig salyga

ultt = A h; (5.82)
ir antrajj -
utt = Aphy. (5.83)
Taip gaunami du sprendiniai:
uptt =t (), (5.84)
ustt =t (), (5.85)



Dabar sprendinys u"le randamas pagal formule

n+l _  n+l n+1+cn+1 n+1

u"m =] : (5.87)

kurioje ¢}, ¢4t turi buti parinkti taip, kad (5.87) formulé tenkinty visas

Y

(5.73)-(5.79) lygtis. Taip gauname tris lygtis:

A+t =1 (5.88)
TN TN = pit! (5.89)
+1V( n+1) € C;LJer( n+1) — mn+1. (590)

Tokia idéja sprendziant elipsinius uzdavinius su nelokaligja salyga yra pa-
naudota ankstesniuose darbuose [70, 21]. IS lygéiy (5.88)-(5.90) gauname,
kad

Cn—H _ V(u?+1) mn+1
1 V( n+1) T V( n+1)
arr __m = V()

Co _ V( n+1)+v( n+1)

i (5.89) formulés, galime surasti .

n+1 n+1

Kai surandami ¢/ ir ¢}
Sis sprendimo algoritmas gali biiti pritaikytas ir sprendziant n-mates dife-

rencialines lygtis (n > 1) bei parabolines lygtis su kintamais koeficientais.
Atitinkamai parinkus funkcijas f(z,y,t), go, g1, h1 ho bei m(t) uzdavi-

niui (5.65)-(5.70) su (5.72) nelokaliaja salyga, iSsprendziame du iliustracinius

uzdavinius, kuriuose yra zinomi tikslus sprendiniai
_ o+y+2t
u1($7y7t)_$(1_$)(1_y)6 )
6y+2t7

us(x,y,t) = z(1 — x)

rezultatai pateikti sekancioje lenteléje:

5.5 lentelé.
T T T
h 3 30 1
T 1 1 1
40 160 640

€u,  0.1240 0.0343 0.0092
€up, 0,0877 0.0255 0.0081
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5.7 Penktojo skyriaus pastabos ir iSvados

« Vienas svarbiausiy aprasyto Siame straipsnyje metodo privalumy yra tas,
kad pagal metoda reikia spresti tik diferencialine lygti su klasikinémis
krastinémis salygomis. Butent uzdavinys elipsinei lygciai su (5.2), (5.3)
krastinémis ir (5.5) nelokaliaja salygomis redukuojamas i du uzdavinius
tai paciai lygéiai su pirmo tipo krastinémis salygomis. Sitai galima atlikti
tiek diferencialiniam, tiek skirtuminiam uzdaviniui. Si redukecija svarbi
tiek algoritminiu, tiek teoriniu poziuriu, nagrinéjant diferencialinio uz-

davinio sprendinio savybes.

« Sis algoritmas gali biiti betarpiskai apibendrintas ir pagristas bendres-
niems negu (5.1)-(5.5) uzdaviniams. ISvardinsime kai kurias apibendri-
nimo kryptis.

Pirma, lygtis gali buti ne tik dvimaté, bet ir n-maté (n > 1). Be to, lygtis
gali buti su kintamaisiais koeficientais. Krastinés salygos gali buti ne tik
pirmojo, bet ir antrojo bei treciojo tipo. Visais Siais atvejais metodas
tinka betarpiskai.

Antra, naudojant siek tiek sudétingesnes formules, vietoje (5.5) salygos

galima imti bendresne salyga, naudojama difuzijos uzdaviniuose:

b s(z)
//u($,y)d$dy =m.

Siuo atveju reikia kitaip uzrasyti (5.13) kvadraturine formule (7zr. pvz.
[13]).

Trecia, esant kai kurioms papildomoms salygoms, galima nagrinéti ne
staciakampe srit].

o Pateikiame du komentarus dél apribojimy funkcijai ho(z). Prielaidos
ho(z) > 0 ir hy(x) # 0 uztikrina, kad buty teisinga nelygybe (5.58)
su konstanta Cj, nepriklausancia nuo tinklo Zingsnio h. I$ tikryjy, §i ne-
lygybé gali buti teisinga ir su bendresne negu ho(x) > 0 (arba ho(z) < 0)
salyga.
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Salygu ho(0) = ho(1) = 0 prasmé yra ta, kad priesingu atveju is suderi-
namumo salygy taskuose (0,0) ir (1,0) buty galima surasti:

. 90(0) . 91(0)
M a0 1T Ry

Jeigu sios dvi pj, p5 reikSmes sutampa, tai (5.8) krastinéje salygoje gali-

ma vietoje p jrasyti Sig reikSme ir (5.6)-(5.8) uzdavinys tampa krastiniu
uzdaviniu elipsinei lygéiai su klasikinémis krastinémis salygomis. Be to,
(5.6)-(5.8) uzdavinys siuo atveju iSsprendziamas nepriklausomai nuo (5.9)
nelokaliosios salygos. Taigi, jei ho(0) # 0, ho(1) # 0 ir uf = ul, (5.6)-
(5.9) uzdavinys su viena m reiksme turi vienintelj sprendinj, su likusiomis
m reikSmémis neturi sprendinio. Sprendinys neegzistuoty ir tuo atveju,
kai pf # ps. Salygu ho(0) = ho(1) = 0 svarba i§ dalies buvo aptarta ir
parabolinei lygciai [11].
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Ginamieji teiginiai ir bendrosios isvados

Isnagrinétas dvimateés parabolinés lygties su viena nelokaligja integraline
salyga sprendimas kintamyjuy krypc¢iy metodu, kurio esmé - du kartus
pritaikyti perkelties metoda bei spresti papildomg neaukstos eilés tiesiniy
lygéiy sistema. Nustatyta kokig jtakag metodo stabilumui daro nelokalioji
salyga.

Istirtas baigtiniy skirtumy metodas dvimatei parabolinei lygéiai su kelio-
mis nelokaliosiomis integralinémis salygomis nagrinéjamos srities konturo

taskuose.

Istirta diferencialiniy lygc¢iy sistemos su nelokaligja integraline salyga
spektro struktura. Nustatyta kokiag jtaka daro nelokalioji salyga Sio uz-
davinio spektro strukturai, atskirai nustatyta, kada atsiranda neigiama
tikriné reiksSme.

ISnagrinéta skirtuminiy lygéiy sistemos su viena nelokaligja integraline
salyga spektro struktura. Ji gali buti pritaikyta tiriant dvimacio para-

bolinio uzdavinio su nelokaligja integraline salyga stabilumo salygas.

Sudarytas algoritmas dvimatei elipsinei lygciai su viena neisreikstine kras-
tine salyga, bei integraline salyga. Sio algoritmo esmé yra ta, kad du kar-
tus sprendziamas skirtuminis elipsinis uzdavinys su klasikinémis krasti-
némis salygomis laisvai parinkus dvi naujas konstantas. Sis metodas gali

buti apibendrintas ir daugiamaciam uzdaviniui.
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