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Reziumeé

Disertacijoje nagrinéjamas treciosios eilés pseudoparabolinés lygties su nelo-
kaliosiomis salygomis sprendimas baigtiniy skirtumy metodu. Tokio tipo dife-
rencialinéms lygtims per pastaruosius du desimtmecius mokslinéje literaturoje
skiriama daug démesio dél jy praktinio taikymo ir Siy lygciy specifikos, nagriné-
jant teorinius klausimus ir skaitinius sprendimo metodus. Atlikto disertacinio
darbo rezultatai praplecia ir papildo iki siol kity autoriy gautus rezultatus pse-
udoparaboliniy lygciy su nelokaliosiomis integralinémis krastinémis salygomis
skaitiniy metody srityje.

Disertacija sudaro jvadas, keturi skyriai, bendrosios isvados, literaturos sa-
rasas ir autorés publikacijy sarasas.

Ivadiniame skyriuje aprasyta tiriamoji problema ir temos objektas, iSanali-
zuotas temos aktualumas, iSdéstyti darbo tikslai, uzdaviniai, naudojama tyrimy
metodika, mokslinis darbo naujumas ir gauty rezultaty reiksmeé, pateikti gina-
mieji teiginiai ir darbo rezultaty aprobavimas.

Pirmajame skyriuje iSnagrinéta treciosios eilés vienmaté pseudoparaboliné
lygtis su dviejy tipy nelokaliosiomis salygomis. Siems uzdaviniams spresti su-
darytos skirtuminés schemos, kuriy stabilumas tiriamas, taikant skirtuminiy
operatoriy su nelokaliosiomis salygomis spektro struktura.

Antrajame skyriuje tiesinéms treciosios eilés vienmatéms ir dvimatéms pse-
udoparabolinéms lygtims su integralinémis salygomis sudarytos ir iSnagrinétos
padidinto tikslumo skirtuminés schemos.

Treciajame skyriuje iSnagrinéta dvimaté pseudoparaboliné lygtis su neloka-
liosiomis integralinémis salygomis viena koordinaciy kryptimi. Tokiam uzda-
viniui spresti pritaikytas ir iSnagrinétas lokaliai vienmatis metodas, istirtos sio
metodo stabilumo salygos.

Ketvirtajame skyriuje iSnagrinétos trisluoksneés skirtuminés schemos vien-
matei pseudoparabolinei lygéiai su jvairiomis, taip pat ir nelokaliosiomis, sa-
lygomis. ISnagrinétos trisluoksniy isreikstiniy skirtuminiy schemy stabilumo

salygos.



Abstract

The thesis presents the analysis of a third-order pseudoparabolic equation
with nonlocal conditions solved by a finite difference method. This type of
differential equations attracted much attention in the scientific literature during
the last two decades due to practical application of these equations, and the
aims of the specifics of theoretical issues and numerical solution methods. The
results of the research pursued in the thesis extend and complement the results
obtained so far by other authors in the field of pseudoparabolic equations with
nonlocal integral boundary conditions by the numerical method.

The thesis consists of the introduction, four chapters, general conclusions,
the list of references, and the list of author’s publications.

In the introduction, the topicality of the problem is defined, the goals and
tasks of the research are formulated, the scientific novelty of the dissertation,
the methodology of research, the practical value and significance of the results
are presented.

The first chapter analyzes the third-order one-dimensional pseudoparabolic
equations with two types of nonlocal conditions. The stability of difference sche-
mes for this problem was studied using the analysis of the spectrum structure
of a difference operator with nonlocal conditions.

In the second chapter, the analysis of the increased accuracy difference sche-
mes for third-order one-dimensional and two-dimensional pseudoparabolic equ-
ations with integral conditions has been made.

The third chapter considers a two-dimensional pseudoparabolic equation
with nonlocal integral conditions in one coordinate direction. This problem was
solved by a locally one-dimensional method. The stability of a difference scheme
has been investigated based on the spectrum structure.

The fourth chapter investigates three-layer difference schemes for one-dimensional
pseudoparabolic equations with various, including nonlocal, conditions. Also,
the conditions for the stability of three-layer explicit difference schemes have

been explored.
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Problemos formulavimas

Disertacijoje tiriamos skirtuminés schemos treciosios eilés pseudoparaboli-

néms lygtims su nelokaliosiomis integralinémis salygomis.

Darbo aktualumas

Per paskutinius desimtmecius placiai nagrinéta pseudoparaboliné lygtis

ou 0Au

Isspausdinta daug svarbiy rezultaty, susijusiy su Sios lygties sprendinio eg-
zistavimu, vienatimi ir kitomis sprendinio savybémis (E. DiBenedetto ir kiti
[28, 29], B.D. Coleman ir kiti [23], A. Bouziani [7], R.E. Showalter ir T.W. Ting
[33]).

(0.1) lygtis atvéré naujas galimybes matematiskai modeliuojant jvairius fizi-
kinius procesus. G. Barenblatt ir kiti [3], E. DiBenedetto ir M.Pierre [28], B.D.
Coleman ir kiti [23] sia lygti naudojo kaip skysc¢iy sklidimo porétose terpése
modelj. Tokig pat lygtj, kaip dviejy temperatury silumos laidumo modelj, 1968
m. isnagrinéjo P.J. Chen ir M.E. Gurtin [16], kur 7" = u — kAu — termodina-
miné temperatura, o u(z,t) — silumos laidumo temperatura. Panasy modelj po

SeSeriy mety nagrinéjo T.W. Ting [87].
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Pseudoparabolinémis lygtimis taip pat aprasomi ilgyjy bangy sklidimo [4,
36|, skysciy tekéjimo porétose terpése [42] modeliai. G. Barenblatt, V. Entov
ir V. Ryzkin naudodami pseudoparabolines lygtis aprasé skysciy tekéjimo uo-
lienomis modelius [2]. Pseudoparabolinés lygtys gali buti naudojamos ir kaip
reguliarizatoriai blogai salygotuose difuzijos uzdaviniuose [38], taip pat popu-
liacijos paplitimo uzdaviniams nagrinéti [64].

I. Fan ir I.S. Pop nagrinégja pseudoparaboline lygtj [34]
us + VF(u) = V(H(u)Vu) + 7 Auy

su krastine salyga ulsgp = 0, 2 € (0,T). Sio uzdavinio sprendinio egzistavi-
ma autoriai jrodo, naudodami Rothe metoda, o jvesdami Gryno funkcija, jrodo
sprendinio vienatj. Taip pat, atlikdami skaitinius eksperimentus jvertina spren-
dinio paklaida.

Y. Fan ir I.S. Pop 2011 m. pasirodziusiame staripsnyje "Fquivalent formu-
lations and numerical schemes for a class of pseudo-parabolic equations” [35]
irodo pseudoparabolinés lygties su klasikine krastine salyga sprendinio silpng-
ja prasme egzistavima ir vienatj. Jie jveda tris skirtingas sprendinio silpnaja
prasme formuluotes.

Sprendinio silpnaja prasme egzistavimas ir vienatis netiesinei pseudoparabo-
linei lygéiai taip pat nagrinéjamas straipsniuose [66, 50|, tuo tarpu, sprendinio
silpnaja prasme egzistavimas iSsigimusiy diferencialiniy lygc¢iy atvejais nagriné-
jamas straipsniuose [13, 59, 60].

Pseudoparabolinés lygties su kito tipo krastinémis salygomis sprendinio eg-
zistavimas ir vienatis taip pat nagrinéti straipsniuose [15, 63, 68, 82, 83].

M. Ptashnyk nagrinéja pseudoparaboline lygtj su konvekcija [67]
Ou — V- (a(z)0:Vu) + c(t,z,u) - Vu — V- (d(t,z,u)Vu) = f(t,z,u).

Tokios lygties su pradine ir klasikine krastine sglygomis sprendinio egzistavimas
irodomas naudojant Rothe diskretizavimo metoda. Uzdavinys su konvekcija

nagrinéjamas ir [85] straipsnyje.
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2008 m. M. Yang nagrinéjo pseudoparabolinj uzdavinj trimaciu atveju [91]

Ut_Aut_,U/Au:f(Xat), 2 x (O7T]>
u=0, 002 x(0,T],

U(X,O):Uo(X), .CE‘G.Q,

¢ia 2 = (0,1)3 su kontturu 982 ir X = (x,y,2), p > 0. Sj uzdavinj autorius
sprendzia, naudodamas baigtiniy elementy metoda. Baigtiniy elementy sche-
mas tokio tipo uzdaviniamas spresti nagrinéja daugelis autoriuy [30, 31, 32, 39,
55]. M. Yang taip pat jrodo konvergavima normoje H.

Po keturiy mety M. Yang nagrinéjo analogiska uzdavinj ir jrodé konverga-
vima normoje L? [92].

Pseudoparabolinéms lygtims taikomi ir kiti skaitiniai metodai: Rymano ir
Rymano-Hilberto uzdaviniai nagrinéjami [26, 27] straipsniuose.

1973 m. W.H. Ford ir T.W. Ting straipsnyje "Stability and Convergence of
Difference Approximations to Pseudoparabolic Partial Differential Equations”

[37] nagrinéja tiesine pseudoparaboline lygti
(a(z, t)utg)r + (b(t, 2)ug)e —q(t,x)u=r(t,z)uy, 0< 2z <1, 0<tLT,
su klasikinémis salygomis:

T

Y

u(t,0) = f(t), 0<t
<

<
u(t,1) =g(t), 0<t<T

Y

éia (a,b,r,q) € C3(R). Tai vienas pirmyjy straipsniy, kuriame treciosios ei-
lés pseudoparabolinei lygciai teoriskai iSnagrinétas baigtiniy skirtumy metodas.
Skirtuminio uzdavinio sprendinio egzistavimas ir vienatis, bei metodo konverga-
vimas jrodyti, nagrinéjant skirtuminiy lygciy sistemos matricy spektro savybes.

Po mety, W.H. Ford ir T.W. Ting iSspausdino straipsnj [38], kuriame baigti-
niy skirtumy metoda pritaike ir iSnagrinéjo netiesinei pseudoparabolinei lygciai

su klasikinémis salygomis.
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Disertacijoje nagrinéjamas pseudoparabolinés lygties su nelokaliosiomis sa-
lygomis sprendimas baigtiniy skirtumy metodu.

Uzdaviniai su nelokaliosiomis salygomis yra viena i$ sparciai besivystancios
diferencialiniy lygciy teorijos ir skaitiniy metody daliy. Nelokaliosios salygos
atsiranda tada, kai ieskomo sprendinio ar jo isvestinés reikSmeés krastiniuose
taskuose yra susijusios su reikSmeémis kituose srities krastiniuose ar vidiniuose
taskuose. Praktiniu poziuriu, nelokaliosios salygos atsiranda tada, kai negalima
tiesiogiai iSmatuoti duomeny nagrinéjamo uzdavinio srities kraste. Kai neloka-
liosiose salygose yra krastinis taskas, tai tokias salygas vadiname nelokaliosiomis
krastinémis salygomis.

Diferencialines lygtis su nelokaliosiomis salygomis 1963 m. vienas pirmuyjy

pradéjo nagrinéti J.R. Cannon [14]. Jis nagrinéjo paraboline lygtj su salygomis
U(l‘, 0) = Uo(l'),
U(O, t) = ¥1 (t)a

/ u(x, t)de = pa(t).
0

Siame uzdavinyje nelokalioji integraliné salyga yra formuluojama vietoje vienos
krastinés salygos.
Kiek veliau, 1964 m., L.I. Kamyninas nagrinéjo silumos sklidimo modelj,

kurj aprasé paraboline lygtimi ir panaudojo tokia integraline salyga [51]

b
/ (@ ulz,t)dz = E(), 0<t<T.

Parabolines lygtis su nelokaliosiomis integralinémis salygomis taip pat nag-
rin¢ja A. Bouziani [8, 58], A.V. Gulin [40], N.I. Tonkin [45], S. Mesloub [56, 58],
N.I. Yurchuk [93], R. Ciegis [19, 20, 21], S. Peciulyté [65], M. Sapagovas [72, 74,
75, 76], A. Stikonas [21, 65] ir kiti autoriai.

1976 m. A.F. Cudnovskij monografijoje "Teplofizika pochv" [18] suformuluo-

tas nelokalusis pseudoparabolinis uzdavinys

ow 0 151%%4 O*W
G = o PN G AT

} 0<z<H,
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W(z,0) = o(x),

OW(HY) _

oxr ’
a H
5 | Wde = s

c¢ia W (x,t) — drégmes kiekis dirvozemyje, H — gylis, o 2 fOH W (x,t)dr — drég-
meés kitimo greitis. Monografijoje pateikiama skaitinio modeliavimo dirvozemio
drégmés dinamikos uzdaviniuose apzvalga. Toks uzdavinys pirma karta buvo
suformuluotas 1969 m. to paties autoriaus [17]. PanaSios tematikos uzdavinys
nagrinéjamas ir Rusijoje 1999 m. apgintoje M.M. Tembotovos disertacijoje [86].
Nelokaliosios salygos, turincios fiziking prasme dirvos drékinimo uzdaviniuose,
taip pat nagrinéjamos ir kity autoriy [61, 62, 81, 88].

2003 m. A. Bouziani darbe "Solvability of nonlinear pseudoparabolic equation
with a nonlocal boundary condition” [9] nagrinéja pseudoparaboline lygti su

integraline salyga
00 0 00 0? 00 00
L0 = E - % (a(wvt)%> - Uatax (a(:%t)%) - h(l’,t, 97 %)7
0 = 6(x,0) = Oy(x),
0o, t) = p(t),

B
/ 0(z,t)dx = E(L).

Siame straipsnyje jrodomas sprendinio stipriaja prasme egzistavimas ir vienatis

tiesiniu atveju. Po to netiesiniu atveju, taikant iteracinius procesus, jrodomas
sprendinio silpnaja prasme egzistavimas ir vienatis.

A. Bouziani ir N. Merazga nagrinéja pusiau tiesine trecios eilés pseudopa-
raboline lygtj su integralinémis salygomis [11]. Sio uzdavinio sprendinio egzis-
tavima, vienatj bei kitas sprendinio savybes jie jrodo naudodami Rothe laiko
diskretizavimo metoda. Tokio tipo uzdaviniai turi praktinius taikymus dirvo-
zemio Siluminéje fizikoje, kur pusiau tiesiné lygtis

ov 0% OBv
ot 0x2 ozt

= Flt,v), (2,t) € (0,1) x [0,T],
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apibudina drégmes dinamika podirvio sluoksnyje, o nelokaliosiomis salygomis
1
/ v(z,t)de = E(t), 0<t<T,
0
1
/ zv(z,t)de =G(t), 0<t<T
0

yra aprasomi drégmés momentai [10].
2007 m. D.Q. Dai ir Y. Huang straipsnyje "Nonlocal boundary problems for a
third-order one-dimensional nonlinear pseudoparabolic equation” [25] nagrinéja

netiesinj pseudoparabolinj uzdavinj:

up — (a(x, t)ugt) e = h(T, 60y Up, Ugy), a<x<B,0<t<T,

B

/u(x,t)da::(), 0<t<T,
B

/xu(x,t)dx:0, 0<t<T.
3

Straipsnyje autoriai jrodo Sio uzdavinio sprendinio egzistavimg ir vienatj
iprastose Sobolevo erdvése. Netiesiniam uzdaviniui spresti jie naudoja iteracinj

metoda:

u?_'—l—(au;l:_l)x:h(l‘,t,u”,ug,ug’m), a<z<f, 0<t<T,

kf(f ru(z,t)dr =0, 0<t<T,

kurio kiekviename zingsnyje sprendziama tiesiné paraboliné lygtis su nelokalio-
siomis salygomis.

Vienmate netiesine pseudoparaboling lygti su misriomis nelokaliosiomis saly-
gomis nagrinéja W. Jiang ir M. Cui [49]. Apytikslj uzdavinio sprendinj jie skai-

¢iuoja reprodukuojancio branduolio erdvése. Toks metodas, kaip tikslinamasis
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algoritmas, gali buti naudojamas netiesiniams uzdaviniams su integralinémis
salygomis spresti [90].
2009 m. M. Beshtokov apgintoje disertacijoje nagrinéja tiesinj pseudopara-

bolinj uzdavinj [6]

L(u) = uger + d(z, )us + n(x, t)uze + alx, t)u, + b(x, t)u = —q(z,t),

u(0,t) = p1(t)u(l, t) + /t p(t,Tu(l,7)dr, 0<t<T,
0

ug(0,8) =0, 0<t<T, wu(x,0)=wug(zr), 0<x<l,

kuriame nelokalioji integraliné salyga krastiniuose taskuose yra suformuluota
laiko atzvilgiu. Disertacijoje nagrinéjami tiek vienmaciai, tiek daugiamaciai uz-
daviniai. Gauti aprioriniai jverciai, i§ kuriy seka skirtuminiy schemy sprendinio
egzistavimas, vienatis ir stabilumas.

Sis uzdavinys priklauso paraboliniy lygéiy su atmintimi klasei.

Tyrimo objektas

Disertacijos tyrimo objektas — treciosios eilés vienmatés ir dvimateés tiesinés

diferencialinés pseudoparabolinés lygtys su nelokaliosiomis sglygomis.

Darbo tikslas ir uzdaviniai

Disertacijos tikslas — iSnagrinéti vienmateés ir dvimatés pseudoparabolinés
lygties su nelokaliosiomis salygomis sprendimg skirtuminiais metodais, istirti
gauty skirtuminiy schemy stabilumo salygas, priklausomai nuo parametry ne-
lokaliosiose salygose.

Siekiant numatyto tikslo, buvo sprendziami Sie uzdaviniai:

e iSnagrinéti baigtiniy skirtumy metoda vienmatei pseudoparabolinei lygéiai
su nelokaliosiomis integralinémis salygomis, istirti apytikslio sprendinio

egzistavima, vienatj ir skirtuminés schemos stabiluma;

7
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e isnagrinéti dvimateés pseudoparabolinés lygties su integralinémis salygomis

sprendima lokaliai vienmaciu metodu;

e istirti lokaliai vienmaciy skirtuminiy schemy pseudoparabolinei lygciai

stabiluma;

o sudaryti ir iSnagrinéti padidinto tikslumo skirtumine schema vienmatei

pseudoparabolinei lygéiai su integralinémis salygomis;

e iStirti iSreikStines skirtumines schemas pseudoparabolinei lygciai.

Tyrimy metodika

Darbe taikomas analizinis skirtuminiy lygé¢iy sprendiniy tyrimo metodas.
Nagrinéjama skirtuminiy operatoriy spektro struktura. Sprendziant dvimate
pseudoparaboling lygti su nelokaliosiomis salygomis pritaikytas lokaliai vien-
matis metodas. Taip pat taikomi skaitinio eksperimento ir matematinio mode-
liavimo metodai. Atliekant skaitinius eksperimentus buvo naudojami Mathcad,

Maple ir MathLab programuy paketai.

Darbo mokslinis naujumas ir jo reikSmé

Daugelyje darby mokslininkai nagrinéja pseudoparabolines lygtis su klasi-
kinémis salygomis. Sioje disertacijoje iSnagrinéta pseudoparaboliné lygtis su
nelokaliosiomis salygomis. Disertacijoje pritaikytas ir iSnagrinétas baigtiniy
skirtumy metodas vienmatei pseudoparabolinei lygciai su nelokaliosiomis saly-
gomis. Tuo tarpu iki Siol baigtiniy skirtumy metodas pseudoparabolinei lygciai
buvo iSnagrinétas tik su klasikinémis salygomis.

IsSnagrinéta dvimaté pseudoparaboliné lygtis ir jos sprendimas taikant loka-
liai vienmatj metoda. Sis metodas suteikia galimybe dvimatj uzdavinj suvesti i
vienmacius ir taip supaprastinti uzdavinio sprendima.

Taip pat iSnagrinétos pseudoparabolinés lygties su nelokaliosiomis salygomis

trisluoksnés isreikstinés skirtuminés schemos. Sie rezultatai praplecia ir papildo
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iki siol kity mokslininky gautus rezultatus, nagrinéjant skirtumines schemas

pseudoparaboliniams uzdaviniams.

Darbo rezultaty praktiné reikSmeé

Disertacijoje gauti rezultatai gali buti panaudojami nagrinéjant diferenciali-
nio ir skirtuminio uzdaviniy sprendinio egzistavima ir vienatj, skirtuminiy lygc¢iy
sistemy sprendimui iteraciniais metodais bei skirtuminiy schemy pseudopara-
bolinéms lygtims stabilumui tirti.

Pseudoparabolinés lygties su nelokaliosiomis salygomis matematiniai mode-
liai gali buti taikomi sprendziant praktinius uzdavinius, susijusius su gruntiniy

vandeny dinamika.

Ginamieji teiginiai

e Vienmatés tiesinés pseudoparabolinés lygties su dviejy tipy nelokaliosio-
mis salygomis skirtuminiy schemy stabilumo nagrinéjimo budas: skirtu-

minio operatoriaus spektro tyrimo metodika.

e Vienmatés ir dvimatés pseudoparabolinés lygties skirtuminés schemos su

aproksimavimo paklaida O(72 + h?), §iy schemy stabilumo salygos.

e Lokaliai vienmatés schemos, juy stabilumas dvimatei pseudoparabolinei
lygciai su nelokaliosiomis integralinémis salygomis viena koordinaciy kryp-

timi.

e ISreikstinés skirtumineés schemos pseudoparabolinei lygciai su klasikinémis

ir nelokaliosiomis salygomis.

Darbo rezultaty aprobavimas

Disertacijos rezultatai paskelbti 5 straipsniuose, iS jy 2 mokslinés publikaci-
jos yra "Web of Science" duomeny bazéje, 2 mokslinés publikacijos — Lietuvos

periodiniuose leidiniuose ir recenzuojamuose leidiniuose ir 1 moksliné publikaci-
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ja — Lietuvoje vykusioje tarptautinés konferencijos pranesimy medziagoje (Web
of Science ISI Proceedings).
Tarpiniai disertacijos rezultatai pristatyti Siose Lietuvos ir tarptautinése

konferencijose:

e J. Jachimaviciené, M. Sapagovas. The finite-difference method for the
solution of pseudoparabolic equation with nonlocal integral conditions.
14" International Conference on Mathematical Modelling and Analysis,

2009 m. geguzeés 27-30, Daugpilis, Latvija.

o J. Jachimavic¢iené, M. Sapagovas. Pseudoparabolinés lygties su nelokalio-
siomis integralinémis salygomis sprendimas baigtiniy skirtumy metodu.
Lietuvos matematiky draugijos L. konferencija, MII, 2009 m. birzelio 18-
19, Vilnius.

o J. Jachimaviciené. The finite-difference method for a third-order pseudo-
parabolic equation with integral conditions. International Conference on
Differential equations and their applications dedicated to professor M.
Sapagovas 70th anniversary, 2009 m. rugséjo 10-12, Panevézys, Lietuva.

o J. Jachimaviciené, M. Sapagovas. Local one-dimensional difference sheme

52 International

for pseudoparabolic equation with nonlocal conditions. 1
Conference on Mathematical Modelling and Analysis, 2010 m. geguzés

26-29, Druskininkai, Lietuva.

e J. Jachimaviciené, M. Sapagovas. The stability of the difference schemes
for pseudoparabolic equation subject to nonlocal conditions (with app-
lications to underground water flow). 16" International Conference on
Mathematical Modelling and Analysis, 2011 m. geguzés 25-28, Sigulda,

Latvija.

o J. Jachimaviciené, M. Sapagovas. The stability of the difference shemes
for pseudoparabolic equation subject to nonlocal conditions. 17" Inter-
national Conference on Mathematical Modelling and Analysis, 2012 m.

birzelio 6-9, Talinas, Estija.
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e J. Jachimaviciené. Pseudoparabolinés lygties su nelokaliosiomis salygo-
mis skirtuminiy schemy stabilumas. Lietuvos matematiky draugijos LIII

konferencija, KU, 2012 m. birzelio 11-12, Klaipéda, Lietuva.

Disertacijos struktira

Disertacija sudaro jvadas, penki skyriai, iSvados ir literaturos sarasas. Sky-
riai yra suskirstyti j poskyrius, o kai kurie poskyriai — j skirsnius. Disertacijoje
naudojama numeracija "skyrius.poskyris", "poskyris.skirsnys", "skyrius.teiginys",
"skyrius.paveikslélis", "skyrius.lentelé". Formuliy numeracija yra atskira kiek-
viename skyriuje, t.y. "poskyris.numeris".

Ivade aprasytas problemos formulavimas, iSanalizuotas temos aktualumas,
isdeéstyti darbo tikslai, uzdaviniai, naudojama tyrimy metodika, mokslinis darbo
naujumas ir gauty rezultaty reikSmeé, pateikti ginamieji teiginiai, darbo rezul-
taty aprobavimas, disertacijos struktura.

Pirmajame skyriuje nagrinéjama trecios eilés vienmaté pseudoparaboliné
lygtis

% B d%u N O3u n
ot~ oz2 ' "otoxr?

flx,t), 0<x <1, t>0

su skirtingomis nelokaliosiomis integralinémis salygomis:

a) pirmuoju atveju:

u(z, t)de = p(t),
ru(z,t)de = ua(t),

J
J

b) antruoju atveju:
w(0,1) = m Jy wlw, t)dz + pu (1),
u(1,t) = o fol u(x, t)dr + po(t).

Siems uzdaviniams nagrinéjamas baigtiniy skirtumy metodas, formuluoja-

mos sprendinio vienaties ir egzistavimo salygos. Uzrasytos skirtumineés schemos

11



Ivadas

ir, taikant skirtuminio operatoriaus spektro strukturos tyrima, iSnagrinétas siy
skirtuminiy schemy stabilumas specialioje normoje.

Antrajame skyriuje nagrinéjama trecios eilés vienmaté ir dvimaté pseudo-
paraboliné lygtis su integralinémis salygomis. Sio skyriaus pagrindinis tikslas
— sudaryti ir iSnagrinéti padidinto tikslumo skirtumines schemas zingsnio 7 at-
zvilgiu. Jrodoma, kad skirtuminé lygtis aproksimuoja diferencialine lygti su

paklaida O(h? + 72) bet kokioms 7 ir h reik§éméms.

Treciajame skyriuje nagrinéjama dvimaté pseudoparaboliné lygtis

%—@_‘_@_{_ 2(@4_@)_1_]‘( t)
ot ox2 " oyz | Tar\azz T 92 Tt

su integralinémis salygomis viena koordinaciy kryptimi

1
U(O,y,t) = ’Yl/ u(xayat)dx+ul(yat)7
0

1
U(l,y,t) = 72/ u(:(:,y,t)dx-l—uz(y,t),
0
u(x,0,t) = ps(z,t), wu(x,1,t) = pg(z,t),

u(z,y,0) = p(r,y),

c¢ia funkcijos f, ¢, wu;, @ = 1,2,3,4, yra zinomos, o 71, 2, n > 0 yra duotos
konstantos. Siame skyriuje pateikiamas dvimacio uzdavinio sprendimo algorit-
mas, taikant lokaliai vienmatj metoda. Gauti rezultatai panaudoti sprendinio
egzistavimo ir vienaties salygoms formuluoti. Taip pat nagrinéjamas skirtumi-

niy schemy stabilumas, priklausomai nuo parametry vi, 2.

Ketvirtajame disertacijos skyriuje nagrinéjamos trisluoksneés iSreikstines skir-
tuminés schemos vienmatei pseudoparabolinei lygé¢iai tiek su klasikinémis, tiek
su nelokaliosiomis salygomis. Tiek teoriskai, tiek taikant skaitinius eksperimen-

tus iSnagrinétas tokiy skirtuminiy schemy stabilumas.

Isvadose apibendrinti tyrimy rezultatai.
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Padéka

Nuosirziai dékoju disertacinio darbo vadovui prof. habil. dr. Mifodijui Sa-
pagovui uZ vadovavimg disertaciniam darbui, skirtq laikq ir pastangas; prof.
dr. Arturui Stikonui ir doc. dr. Sigitai Peciulytei uZ vertingas pastabas ir pa-
tarimus korequojant disertacijg; Vytauto DidZiojo universiteto Matematikos ir
statistikos katedros bei Matematikos ir informatikos instituto Skaiciavimo meto-
dy skyriaus kolektyvams uz pagalbg ir moraling palaikymaq. Dékoju UAB "IKEA
Trading Services" uz suteiktas galimybes siekti mokslo aukstumy. Aciu visiems

artimiestems ir draugams uz visokeriopg paramg, pagalbg ir supratimg.
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1 skyrius

Baigtiniy skirtumy metodas vienmatei
pseudoparabolinei lygciai su nelokaliosiomis

salygomis

Per paskutinius du desimtmecius diferencialinés lygtys su nelokaliosiomis
salygomis tapo vienu svarbiausiu atradimu matematikoje. Tokio tipo uzdavi-
niai placiai taikomi fizikoje, chemijoje, biologijoje, biotechnologijoje, ekologijoje
[6, 11, 14, 17, 72]. Taciau Sie uzdaviniai taip pat jdomus ir i matematinés pu-
sés. Palyginus nauja sritis, susijusi su tokio tipo uzdaviniais, tai diferencialinio
operatoriaus su nelokaliosiomis salygomis tikriniy reik$miy uzdaviniai. Siame
skyriuje tikriniy reiksimiy uzdavinj nagrinésime kaip metoda, skirtuminiy sche-
my pseudoparabolinei lygciai su integralinémis salygomis stabilumui iSnagriné-
ti. Siame skyriuje taip pat iSnagrinésime du pseudoparabolinius uzdavinius su
skirtingomis integralinémis salygomis baigtiniy skirtumy metodu.

Nustatysime neisreikstiniy skirtuminiy schemy stabiluma.
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1 SKYRIUS Baigtiniy skirtumy metodas vienmatei pseudoparabolinei lygciai su NS

1. Uzdavinio formulavimas

Nagrinésime treciosios eilés pseudoparabolineg lygti

ou  0*u u

== — t 1, t> 1.1
ot = on2 Mgrggz T/ W) 0<e <1420 (D
su pradine salyga
u(z,0) = p(zx) (1.2)
ir integralinémis salygomis
1
/u (x,t)dz = pq(t), (1.3)
0
1
/xu (x,t)dz = pa(t), (1.4)
0

¢ia pq, p2 zinomos funkcijos.
Pagrindinis tikslas — (1.1)—(1.4) uzdavinio skirtuminés schemos stabilumo
tyrimas.

(1.1)—(1.4) diferencialinj uzdavinj aproksimuosime skirtuminiy lygciy siste-

ma
up ™t =t = 20t 4l
T N h?
n+1 n+1 n+1 n n n
u;Cy = 2w Fuy ut g — 2uy + Uz’+1) 1 n+1
- St 15
+n( h2 h2 T +fz 9 ( )
u = i, (1.6)
n+1 n+1 N-1
I (u"+1) = h( + N u”“) = ot (1.7)
=1
un+1
sy (u”+ ) = h( 2+ Z mu““) ot (1.8)
. T
n=01,. M=1 =1, .N-1 h=1/N, 7=~

Nagrinédami §j pseudoparabolinj uzdavinj, uzrasysime (1.5)—(1.8) skirtu-

minés schemos sprendimo algoritma. Irodysime, kad egzistuoja Sios sistemos

16



2. Skirtuminés schemos sprendimo algoritmas

sprendinys ir jis yra vienintelis. IStirsime skirtuminés schemos stabiluma, nau-
dodami peréjimo matricos, kuri yra nesimetrine, spektra. Jrodysime, kad visos

peréjimo matricos tikrinés reikSmeés yra realios ir teigiamos.

2. SKirtuminés schemos sprendimo algoritmas

Pirmiausia rasime (1.5)—(1.8) uzdavinio sprendinj. Kiekvienai fiksuotai reiks-

mei n, uzrasysime tokia lygéiy sistema

bul '+ aultt 4+ bult = F (2.1
L(u"™) =Fy,  Iy(u™t) = FL, (2.2)

n __ n+1 n n n n n n __ , n+tl n _ . n+l
F'=rf, +ui__<ui—1_2ui+ui+1>a Fo=pi™, Fn=py",

2(t+n)
o T T

Uzrasysime Sia lygciy sistemg matriciniu pavidalu
Ayt = f, (2.3)

¢ia A yra (N + 1)-osios eilés matrica

b h h h ... h %
b a b 0 ... 0 0
a_| 0 b a b 00
0 0 0 ... b a b
O h h ... h h %

(2.1)—(2.2) skirtuminés lygc¢iy sistemos sprendinio ieskosime tokiu pavidalu

ntl

(2

= (uT ¢ co(uPTH? 4+ (upthH0, i =0, N, (2.4)

(2 (2

u

17



1 SKYRIUS Baigtiniy skirtumy metodas vienmatei pseudoparabolinei lygciai su NS

n+1\2

PEDL (T2 (w0 yra Zemiau pateikty lygéiu

¢ia ¢1, co priklauso nuo n, o (u

sistemy sprendiniai

;

bul T + a(u ™) + b(u ) =0, i=1,N — 1,

(uit )t +aluy ™)+ b(u) 2.5)
(ug™)r =1, (W)t =0,

b(ul T2 + a(ul ™) + (w2 =0, i=1,N — 1,

(uiT1)? +a(ui )% + b(uy) 2.6)
(ug™)? =0, (uf)? =1,
b(u O + a(ul ™0 + b(uT N = fr, i =1,N — 1,

(ui™ ) 4+ aluy ™) + buiyT) e

(ug™)" =0, (ux')° =0.

Norint surasti koeficientus ¢y ir cg, (2.4) iSraiska jstatysime i (2.2) neloka-

ligsias salygas

L ((u”+1)1>01 i ((u"+1)2>02 —Fr 1, ((u"+1)0),

(2.8)
b (W) en + 1 (@) ) ez = By — b (@ +1)0).
Tokios sistemos sprendinys yra
F(;l _ ll(un—i-l)o ll(un—i-l)Q ll(un—l—l)l Fém _ ll(un+1)0
F]\z] _ l2(un+1)0 lz(un—l—l)Q Zg(un_H)l F]T\L, _ lg(u”‘H)O
c1 = , C2 =

ll(un+1)1 ll(un+l)2 ll (un+l)l ll(un+l)2
12(un+1)1 l2(un+1)2 lg(u”+1)1 l2(un+1)2

Surade koeficientus ¢; ir cq, galime apskaiciuoti (2.4) sprendinj.

1.1 lema. Visoms n > 0,7 > 0,h > 0 reiksméms, (2.1)-(2.2) sistema turi

vienintely (2.4) sprending.

[rodymas. Vienintelis (2.8) sistemos sprendinys egzistuoja tada ir tik tada, jei

tenkinama salyga:
D=1 ((u"+1)1) ly ((MH)?) A ((u"+1)2) 1y <(u”+1)1) £ 0.
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3. Skirtumines schemos stabilumas

Toliau (2.1) lygti uzrasykime tokiu budu

n
1

Ui—1 — 2(1 —+ ’V)UZ + Ujy1 = —

b Y
Cia
h2
= —7>0.
TS o+
Pazymeékime
ch(Bh) =14~, B>0.
Tada (2.5)—(2.6) sistemos sprendiniai yra
nt1y1 _ Sh(BR(N —1))
(™) = sh(5) , (2.9)
sh(Bhi
(ug™)? = S}(j@,))- (2.10)

Istate (u!TH)!ir (u™1)? iSraiskas i (1.7)-(1.8) nelokaliasias salygas, gauname

(3

() = (@) = 02,
b ((h)!) = B2{4h - 5Sh(15)Bh, 2.11)
w(F) = Faers, ~ A

¢ia

Kai Sh yra pakankamai mazas teigiamas skaicius, tada A, ~ 1, By, ~ 1.

IS (2.11) gauname

B 1 1 2 \th(B/2)
D_<Bth(B)Bh+Bsh(ﬁ)Bh 52Ah) BBy,

arba
B/2)An — th(5/2)Bp
(B%/2)AnB;
Kadangi (5/2) > th(5/2) ir Aj, > By, visoms reiksméms 5 € (0,00), tada

b

gauname D > 0. Taigi, tokiu budu galime surasti vieninteles ¢y, co reikSmes. IS

to seka, kad lema jrodyta. O
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1 SKYRIUS Baigtiniy skirtumy metodas vienmatei pseudoparabolinei lygciai su NS

3. Skirtumineés schemos stabilumas

Panagrinékime (1.5)—(1.8) sistemos stabiluma.

(n + 1)-ajame sluoksnyje uzrasykime sia schema tokiu budu

1 1
Bu"tt = Cu™ 4 T f 3.1
kur wf T = (uptt uf )T o matricos B ir C yra (N — 1)-osios eilés

matricos. Jei egzistuoja matrica B~!, tai skirtumine schemg galime uzragyti
tokiu budu:
u"t = Sy + rBTL AL (3.2)

Matrica S yra peréjimo matrica. (3.2) skirtuminés schemos pakankama
stabilumo salyga gali buti uzrasoma tokiu budu [69, 72]

S| < 1+ cot. (3.3)

Cia konstanta ¢y nepriklauso nuo 7 ir h. Kai matrica S yra simetriné, tuomet

galime apibreézti

IS = p(S) = max [A(S)]. (3.4)

1<i<KN -1
Taciau musy atveju, matrica S yra nesimetriné. Tai yra budinga skirtumi-
néems schemoms su nelokaliosiomis salygomis.

Apibrézkime norma bet kokiai matricai M

1Ml = [|H™ MH]|2,

lull = 1 ull2,

¢ia

[Alle =, [ max Ai(AA%)], lull2 =

1<i<N -1

H yra matrica, kurios stulpeliai — tiesiSkai nepriklausomi tikriniai vektoriai,
atitinkantys matricos S tikrinius vektorius. Pastebésime, kad, jei matrica S
yra paprastosios strukturos matrica, t.y. tiesiskai nepriklausomy tikriniy vek-

toriy skaicius sutampa su matricos eile, tuomet gauname ||S||. = p(S) [72].
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3. Skirtumines schemos stabilumas

Toks nesimetrinés matricos normos apibrézimas suteikia galimybe spresti apie
skirtuminés schemos stabiluma, nagrinéjant matricos S spektra, o tai svarbu
skirtuminés schemos su nelokaliosiomis salygomis stabilumo jrodymui.

Taigi, naudodamiesi nesimetrinés matricos normos apibrézimu ||.S||« = p(.5),
toliau tirsime matricos S spektra ir iSnagrinésime (1.5)—(1.8) skirtuminés sche-
mos stabiluma.

Siai skirtuminei schemai naudosime stabilumo salyga
AGS)| < 1. (3.5)

Placiau ziuréti straipsnius [12, 72].
Uzrasykime (1.5), (1.7), (1.8) sistema kitokiu pavidalu.

Pirmiausia uzrasykime kitu pavidalu tokia sistema

Ui—1 — 2U; + Ujp1 5

_ > =fi, i=1,...,N—1, (3.6)
h(“0+uN +N 11%) — o 3.7)
i=1
wy Nl )

h(7 n z_; zhul) — Fy. (3.8)
Tuo tikslu i$ (3.7), (3.8) nelokaliyjy salygy, kaip dviejy lygéiy sistemos su nezi-
nomaisiais uj ™', wit!, iSreiskiame Siuos nezinomuosius dydziais u]T!,

i=1,N—1:

N-1 9 o N-1

uy = —2 ;(1—ih)ui+ﬁfo—ﬁf]v, UN :—QZzhuz—i— Zfn. (39

Irase ug ir uy (3.9) israiskas i (3.6) lygtis, kai ¢ = 1 ir ¢ = N — 1, gauname

sistema

( ) N-1 . ~ 9 _ 5 _

) (2 2 (L—=ihu; +2uy _“2) = f1— Ffo + ﬁfzv’
i=1
X _Ui_l—Zhl;z'—l—qu = f i=2.3,....N—2, (3.10)

2 N=L ~ 2 _

o <_UN_2 +2un-1+2 3, Zh“@') = fn-1— ﬁfN-
i=1
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1 SKYRIUS Baigtiniy skirtumy metodas vienmatei pseudoparabolinei lygciai su NS

(3.10) lygciy sistema su dviem papildomais kintamaisiais ug, uy i$ (3.9)

formuliy yra ekvivalenti (3.6)—(3.8) lygc¢iy sistemai.

Toliau (3.10) lygéiy sistema perrasykime matriciniu pavidalu

Au=F (3.11)
¢ia u = (u1,us,...,un_1)T, F — (N — 1)-osios eilés vektorius, o
4—-2h 1—4h 2-—6h 4h 2h
—1 2 —1 0 0
= 0 -1 2 0 0
A=h (3.12)
0 0 0 2 —1
2h 4h 6h 1—4h 4-2h

Grjzkime prie (1.5), (1.7), (1.8) sistemos. Dabar ja galime uzrasyti tokiu pavi-
dalu

Eu™! = Eu" — 7 Au™™ — pAu™ T 4 pAu” + 7L
arba

(E +7A+ 77/1) unt = (E + ?7/1) u™ + T (3.13)

¢ia E yra vienetiné matrica, o A apibrézta formule (3.12).

Is ¢ia gauname

u"tt = (E + 1A+ 77./1>_1 (E + nA)u” + T(E +7A+ 77/1>_1f”+1

arba
u" = Sy + BTt (3.14)
Cia
S = (E+TA+77A>1<E+77A>. (3.15)
Is ¢ia gauname
A(S) = (L+ 0\ (4)) (3.16)

(1+ (T +n)Ae(4))’
nes matricos S ir A turi tg pacia tikriniy vektoriy sistema.
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4. Matricos S struktiiros tyrimas

4. Matricos S spektro strukturos tyrimas

Skirtuminés schemos stabilumui iSnagrinéti iStirsime skirtuminio operato-
riaus su nelokaliosiomis salygomis spektro struktura. Kitaip tariant, surasime
matricos S tikrines reikSmes, kurios sutampa su Sio skirtuminio operatoriaus

Ui—1 — 2U; + Uiy

= FAu =0, i=1,... N—1, @1
Up + U N—-1
0 N

h<T+ ;u> —0, 4.2)
u N-—-1
N .

h(7+ ;mu) —0 4.3)

tikrinémis reikSmémis.

Per pastaruosius deSimtmecius tikriniy reiksmiy uzdaviniai tiek vienmaciams
ir dvimaciams diferencialiniams, tiek skirtuminiams opreratoriams su neloka-
liosiomis salygomis iSnagrinéti daugelyje darby [1, 22, 44, 48, 74, 77, 80, 84].
Straipsniuose [12, 41, 44, 47, 74, 84] nagrinéjama skirtuminio operatoriaus
spektro struktura ir antrosios eilés parabolinés lygties su nelokaliosiomis sa-
lygomis skirtuminiy schemy stabilumas.

Taikydami ta pacia technika kaip ir [47, 74, 77] straipsniuose, nagrinésime
(4.1)—(4.3) uzdavinio spektra.

1.2 lema. Tikriniy reiksmiy uZdavinys (4.1)-(4.3) yra ekvivalentus (N — 1)-
osios eilés matricos A algebriniam tikriniy reiksmiy uZdaviniui:

Au = du 4.4)
su (3.12) formuléje apibrézta matrica A.
[rodymas. 15 (4.1)—(4.3) sistemos gauname (4.4) lygtj, tokiu pat budu kaip is

(3.6)—(3.8) sistemos buvo gauta (3.11) lygtis. Procedura atlikus priesinga tvarka

ir jvedus du papildomus kintamuosius (zr. formule (3.9))
N-1 N-1

up=-2Y (1—ih)u;,  uy=-2Y ihu
i=1 i=1
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1 SKYRIUS Baigtiniy skirtumy metodas vienmatei pseudoparabolinei lygciai su NS

is (4.4) uzdavinio isvedame (4.1)—(4.3) sistema. Lema jrodyta. O

1.1iSvada. (4.1)—(4.3) tikriniy reikSmiy uzdavinys turi N — 1 tikring reikSme.
Rasime (4.1)—(4.3) uzdavinio tikrines reikSmes. Uzrasykime (4.1) skirtumine

lygti tokiu budu

Ah?
Uij—1 — 2<1 — T)U@ + Uij+1 = 0.

Pradzioje ieskosime tokiy tikriniy reiksmiy A > 0, kurioms teisinga nelygybé

2
‘1 AT 4.5)
2
Pazymékime
Ah2
cosach=1— —.
2
IS ¢ia randame
4 h
)\ = ﬁ sin2 %

1.1 teorema. Visos (4.1)—(4.3) skirtuminio operatoriaus tikrinés reiksmés, ten-

kinancios (4.5) nelygybe, yra surandamos pagal formule

4 h
A= 5 sin’ O‘% (4.6)
kurioje ap yra lygties
«
in— =0 4.7
sin 5 4.7)
saknys arba lygties
te = Y Ginan (4.8)
g5 = 5 sina .

saknys.

[rodymas. Bendrasis (4.1) lygties sprendinys yra

u; = ¢1 cos ath + co sin aih, 4.9)
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4. Matricos S struktiiros tyrimas

¢ia ¢ ir co — pasirenkamos konstantos. Istate §j sprendinj j (4.2)—(4.3) neloka-

ligsias salygas ir atlike elementarius pertvarkymus, gauname

sin « 1 —cosa
(&) +CQ == U,
a a _ (4.10)
(Slna B 1 —cosoz) ny <sma _ cosa) _0
N a a?A, \a2A, a /7

¢ia Ay = (sinah)/ah. Sprendinys (4.9) yra netrivialus tada ir tik tada, kai

(4.10) sistemos determinantas yra lygus nuliui. Suradus determinanta, gauname

2(1 — cosa)

oAy —sina =0 (4.11)

arba

L« ¢ o  sinah 0
in — — — =
Mo\ %9 T o ’

o tai yra ekvivalentu dviems atskiroms (4.7), (4.8) lygtims. Teorema jrodyta.

O

1.2 teorema. Visos (4.1)—(4.3) skirtuminio uZdavinio tikrinés reiksmés yra rea-

lvos ir teigiamos.

[rodymas. (4.7) lygties Saknys yra oy = 2kmw. Kai k =1,2,...,[N/2], gauname

[N/2] teigiamas skirtingas reiksmes

4
A\, = 3 sin? krh, (4.12)

Cia

1,2,...,N/2, N — lyginis,
b —

1,2,...,(N—=1)/2, N — nelyginis.
Toliau nagrinésime (4.8) lygties Saknis. Pazymeékime
N
d(a) = tg% 3 sin ah.
Tai yra periodiné funkcija, kurios periodas 27N, t.y.

P(27N + ) = P(a).
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1 SKYRIUS Baigtiniy skirtumy metodas vienmatei pseudoparabolinei lygciai su NS

1.1 pav. Funkciju y1 = tg(2),y2 = & sinah 1.2 pav. Funkcijy y1 = tg(2), y2 = & sinah
grafikai, kai N = 9, h = 1/N. Intervale grafikai, kai N = 10, h = 1/N. Intervale
(2km, (2k + 1)7), k = 1,2, 3, 4, funkcija (2km, (2k + 1)m), k = 1,2, 3, 4, funkcija
P(a) =tg 5 — % sin « turi 4 Saknis. P(a) =tg 5 — % sin ah turi 4 Saknis.

Be to yra teisinga lygybeé
&(rN +a)=—-P(7N — «).

Taigi, ieskosime (4.8) lygties sakny tik intervale o € (0,7N). Nesunku paste-
béti, kad kiekviename (2km, (2k + 1)m),k = 1,2,...,[(N — 1)/2] intervale yra
vienintelé (4.8) lygties Saknis ay, (zr., 1.1, 1.2 pav.). Taigi, tikrinés reikSmeés A
yra

A\ = — sin? —— (4.13)

¢ia

1,2,...,N/2—1, N — lyginis,
k=

1,2,...,(N —1)/2, N — nelyginis,
o ay yra (4.8) lygties Saknys, ay, € (2km, (2k + 1)7).
Vadinasi, visais atvejais yra N — 1 tikriné reikSmé aprasyta (4.12)—(4.13)
formulémis. Remiantis 1.1 lema ir 1.1 isSvada galime teigti, kad radome visas

(4.1)—(4.3) uzdavinio tikrines reiksmes. Teorema jrodyta. O

1.2 iSvada. Visos (4.1)—(4.3) uzdavinio tikrinés reikSmeés yra skirtingos. Vadi-

nasi, A (o tuo paciu ir matrica S) yra paprastosios struktiros matrica.
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6. Kitos nelokaliosios sqlygos

5. Skirtuminés schemos stabilumo tyrimo tesinys

Grjzkime prie (3.2) skirtuminés schemos. I$ 1.2 teoremos galime suformu-

luoti (1.5)—(1.8) skirtuminés schemos pagrindinj rezultata.

1.3 teorema. (1.5)—(1.8) skirtuminé schema yra stabili su visomis parametry

n>0,7>0, h>0 reiksmémis.

Irodymas. 15 (3.16) iSraiskos, 1.2 teoremos ir 1.2 iSvados seka, kad
0<A(S) <L

O is sios nelygybés seka, kad skirtuminé schema yra stabili. O

6. Kitos nelokaliosios salygos

Toliau nagrinésime (1.1) pseudoparaboline lygti su (1.2) pradine salyga, o
vietoje (1.3)—(1.4) salygu imsime kiek kitokias integralines salygas

1
w(0,8) = 7, / u(z, t)dz + pa (8), 6.1)
0

1
u(l,t) = ’)’2/ u(z, t)dx + pa(t). (6.2)
0

Vienmateés parabolinés lygties uzdaviniai su tokiomis nelokaliosiomis saly-
gomis yra nagrinéjami straipsniuose [33, 74]. Per pastaruosius du desimtme-
¢ius pasirodé nemazai straipsniy, susijusiy su sSia sritimi. Skaitiniai metodai
pseudoparabolinei lygc¢iai su integralinémis salygomis yra palyginti nauja sritis
diferencialiniy lygciy skaitiniy metody tematikoje.

Siuo atveju diferencialinj uzdavinj (1.1), (1.2), (6.1), (6.2) aproksimuosime
skirtuminiy lygciy sistema

U?H —uy “?—Jrll - 2“?“ + U?J:rll

T B h?

n+1 n+1 n+1
n (%‘—1 —2u; T Fuy w gy —2ul tuy

- — )1+f¢", (6.3)
-

h? h?
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1 SKYRIUS Baigtiniy skirtumy metodas vienmatei pseudoparabolinei lygciai su NS

u) = i, (6.4)

n+1 n+1 +un+1 p n+1 n+1 T A7 1
ultt =y h| L— N +Zu +uit, o n=1T,M—-1, (6.5

n+1 n+1 N—
n+1 _ ’)/ h( + 'LL

1
+ un—H)—i—u U on=1,M—1. (6.6)
1

1=
Pirmiausia rasime (6.3)—(6.6) uzdavinio sprendinj. Kiekvienai fiksuotai reiks-

mei n uzrasysime 8ig lygéiy sistema tokiu budu

bupt + aup ™ bt = Fr, =T, N~ 1
n—l—l — l( n+1) — F0n7 (67)
n+1 72l( n+1) — F]T\L[’

¢la

I(u"t) = h(uo 5 + u;
=1
n+T 2(n+71)
b h? '’ L+ h?

Sia lyg¢iy sistemg uzrasysime matriciniu pavidalu

utt = f, (6.8)
kuriame

-2k —yh —mh —mh .. —mh Ak

b a b 0 0 0

0 b a b 0 0

A=

0 0 0 b a b

—2h —yph —yh —v2h —yh 1- 3
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6. Kitos nelokaliosios sqlygos

Ieskosime (6.7) skirtumineés lygciy sistemos sprendinio, uzrasyto (2.4) for-
mule. Todél spresime (2.5)—(2.7) sistemas, o konstantas c¢; ir co surasime is

sistemos
c1 — (cyyll(unﬂ)l + coyl(u™th)? + 'yll(u”H)O) = F{,
co — (CWzl(UnH)l + coyal (u™th)? + 725(15”“)0) = Fy.

Tokios sistemos sprendinys yra

Fg 4yl ™) =yl (unth)?

)
FR o+ yl(u™)0 1 — pl(unt!)?

R (™t =yl
—yl(u™ T 1 — Ayl (un )2
1=l ™)t Fg 4+l )0
—l )t FR + yel(ut)0
U ey iy
—yl(u™ T 1 — Ayl (un )2

Surade koeficientus ¢; ir co, galime apskaic¢iuoti (2.4) sprendinj.

6.1. SKkirtuminés schemos stabilumas

Nagrinésime (6.3)—(6.6) skirtuminés schemos stabiluma. Pagrindinis stabi-
lumo tyrimo metodas yra peréjimo matricos spektro struktiros nagrinéjimas.

Uzrasysime (6.3)—(6.6) skirtumine schema (n + 1)-ajame sluoksnyje tokiu

pavidalu
Bu"tt = Cu™ + 7™, (6.9)
Ga uftt = (W Wit w0 matricos B ir C yra (N — 1)-osios

eilés matricos. Jei egzistuoja atvirkstiné matrica B!, tada skirtumine schema

uzrasome tokiu budu:

u" = Sy + BT, (6.10)
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1 SKYRIUS Baigtiniy skirtumy metodas vienmatei pseudoparabolinei lygciai su NS

¢ia S yra peréjimo matrica.

Kaip ir pries tai nagrinétame pavyzdyje, naudosime nesimetrinés matricos
norma, ||.S]|« = p(S) ir toliau tirsime matricos S spektra.

Vadinasi, (6.10) skirtuminei schemai galima naudoti (3.5) stabilumo salyga.

Toliau nagrinésime stabiluma (6.3)—(6.6) skirtuminei neisreikstinei schemai.
Sia schemg (n + 1)-ajame sluosnyje uzragykime pavidalu, analogisku (3.13) lyg-
c¢iai. Tuo tikslu, pirmiausia skirtuminiy lygéiy sistema

r
U1 —2U;+uU;L1 _ F
=

N—1 _
Uo—’Ylh(W%‘f“ Z Uz) = fo

\

uzrasome matriciniu pavidalu
Au=F,

éia u = (uy,ua,...,uny_1)", F — (N — 1)-osios eilés vektorius, A — (N — 1)-osios
eilés matrica.
Dabar (6.3), (6.5), (6.6) sistema (n + 1)-ajame sluoksnyje galima uzrasSyti

tokiu pavidalu

FEu™™ = Bu™ — 7Au™ ! — pAu™ T 4 nAu" + 7,

(E+ 1A+ 77/1)u”Jrl = (E+nAu"™ +7f",

¢ia B yra vienetiné matrica.

Is ¢ia gauname
ut = (B + 1A+ nA) "N (E 4+ nA)u" + 7(E + 1A+ nA) 7 (6.11)
cia

B=FE-+71A+nA,

C =FE +nA.
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6. Kitos nelokaliosios sqlygos

Tada lygtj (6.11) galime uzrasyti tokiu budu
u"t = BTlCu™ + 7B
Matrica S apibrézkime taip
S=B"'C
arba
S = (E+T1A+nA)" (E+nA).

Tada matricos S tikrinéms reikSméms apskaiciuoti naudosime formule

1+ nAp(A)
1+ (7 +n)A(A)

A (S) = (6.12)

6.2. Matricos S spektro struktiiros tyrimas

Norint iSnagrinéti skirtumineés schemos stabiluma, reikia istirti skirtuminio
operatoriaus A su nelokaliosiomis salygomis spektro struktura. Ieskosime mat-

ricos S tikriniy reikSmiy, t.y. skirtuminio operatoriaus

Uj—1 — 2U; + Ujp1

. Ty =0, i=T1,N 1, (6.13)
N-—1
Ug = ’71h<UO+TUN + Ui>, (614)
=1
N-—1
uN:ywh<“0;“N4- uo (6.15)
=1

tikriniy reikSmiy. Tam tikslui naudosime metodus, aprasytus [22, 71, 72, 84]

straipsniuose. ISnagrinésime tris atskirus atvejus.

1 atvejiss A\ = 0. Siuo atveju, bendrasis (6.13) lygties sprendinys yra
u; = c1ih + cp. Sig u; iSraiska jrase i (6.14)-(6.15) salygas, gauname

—Ler+ (1 —71)ee =0,
2h ez 6.16)

(1 — %)Cl + (1 — ’}/2)62 = 0.
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1 SKYRIUS Baigtiniy skirtumy metodas vienmatei pseudoparabolinei lygciai su NS
Kad A = 0 buty (6.13)—(6.15) uzdavinio tikriné reikSmé butina ir pakan-

kama, kad sprendinys u; nebuty lygus nuliui, t.y. (6.16) sistema turi turéti

netrivialyjj sprendinj (c;, ¢2). Vadinasi, Sios sistemos determinantas privalo bu-

ti lygus nuliui

moq
2 4! —0.
1— % L=
Is ¢ia gauname
M+ Y2 =2 (6.17)

Taigi, tikriné reikSmeé \ = 0 egzistuoja tada ir tik tada, kai v; + v = 2.

2 atvejis: A < 0. (6.13) lygtj uzrasykime tokiu pavidalu

2

Ah
Uj—1 — 2(1 — T)UZ + w41 = 0. (6.18)

Kai A < 0, tada nelygybé 1 — Ah?/2 > 1 yra teisinga. Pazymeékime

2
1-3g;:=(jmﬁhy (6.19)

(6.18) lygties bendrasis sprendinys yra
u; = ¢ ch(Bih) + co sh(Bih).

Irasesia israiska i (6.14)—(6.15) nelokaliasias salygas ir atlike atitinkamus

pertvarkymus, gauname lygti

h
Mﬁ+%ﬁm%ﬂm§:2%§®§. (6.20)

O tai yra ekvivalentu dviems atitinkamoms lygtims

mgzm (6.21)
M%+%Mh%ﬂé:2m§ (6.22)
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6. Kitos nelokaliosios sqlygos

IS (6.21) lygties, gauname 8 = 0. IS to seka, kad Siuo atveju netenkinama
salyga A < 0. Vadinasi, lieka vienintelé tinkama (6.22) lygtis. Pertvarke sia

lygti, gauname

Bh
wlo_8 0o
2 M+ bR

2

(6.23)

Uzrasykime (6.23) tokiu budu

B g PR
2 _ 2
Bh ~ Bh _ Bh°
e Eoh 22
2 2 2

Pastebime, kad jei Sh/2 yra pakankamai mazas, tuomet

sh@

2
7 ~ 1. (6.24)

2

Taigi, jei Sh pakankamai mazas, tuomet, (6.23) lygtis aproksimuoja diferencia-

linio uzdavinio neigiamos tikrinés reiksmes lygtj [22]:

B8

2 4y

(6.13)—(6.15) uzdavinys turi viena neigiama tikrine reiksme. Tai pavaizduo-

sime grafiskai. Pazymékime funkcijas

fs) =,
5 w2 w2
f2(8) = L=
Y1+ Bh h(v1 +72)
2

ir nubrézkime funkcijuy f1(5), f2(68) grafikus, imdami skirtingas parametry h, 1, o

reikSmes (1.3 pav.).

1.3iSvada. Kai vy + 792 > 2, (6.22) lygtis turi vienintele Saknj intervale (0, c0).
Vadinasi, (6.13)—(6.15) skirtuminis uzdavinys turi vienintele neigiama tikrine

reiksme, kai 1 + vo > 2.
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1 SKYRIUS Baigtiniy skirtumy metodas vienmatei pseudoparabolinei lygciai su NS

3atvejis: A > 0. Apibrézkime 1—Ah?/2 = cos(ah) arba A = (4/h?) sin?(ah/2).

Siuo atveju bendrasis (6.13) lygties sprendinys yra u; = ¢ cos(aih)+co sin(aih).

I (6.14)—(6.15) nelokaliasias salygas jrase bendraji sprendinj ir prilygine Sios

homogeninés sistemos determinanta nuliui, gauname

h
h(y1 + 72) ctg % sin? % = 2sin % cos %.

Gauta lygtis yra ekvivalenti sioms dviems lygtims

Q@
0
sin o ,
e
ah ah Sy
7(’71 + ’)’2) ctg7 o = Q.
cos —
2
Pertvarke reiskinj, gauname
ah
a a 1 COS?
tg — = .
2 mtypah ah
— sin —
2 2
Be to, kai parametrai « ir h yra pakankamai mazi, tai (6.28) lygtyje
ah
1 C087
ok _ah ~ 1
— sin —
2 2
(6.26) lygties Saknys nepriklauso nuo parametry vy, 7s:
N -1
(055 :2kf7T, k= 1,2,..., [T],

cia
lN _ 1] %, N — nelyginis,

% —1, N —lyginis.

Su Siomis k reikSmémis gauname skirtingas Ay tikrines reiksmes.

k> [(N —1)/2], tikrinés reiksmeés pradeda kartotis.
Iveskime funkcijas fi (), fo(a):

tga—h 2tga—h
o Q 9 9
a) =tg —, o) = = .
fl( ) g2 f2( ) 1+ 7 a_h h(71+72)
2

(6.25)

(6.26)

(6.27)

(6.28)

(6.29)

Kai



Sl kai O<p+p, <2

6. Kitos nelokaliosios sqlygos

g

1.3 pav. Cia funkcija f1(8) = th g Funkcija
f2(B) pavaizduota skirtingais atvejais, kai
O<Mm+72<2,v1+72=2,7m1+7>2
iryi +v2 <0

A
60
Jfkai pp+ 9 =2
kai 2 “
hrn=s f(@). ki
20 htn =2
|
/ 2 I
a) 0 — = —
Jie) Yé 7 m o«
S, kai y; +y, > 2 -2 '
AP
. > -40 _
0 .
V| Fa(), kai
a
Jkai y 4y, <0 -60 1) n+n<2

1.4 pav. Cia funkcija f1(a) = th 5 - Funkcija
f2(a) pavaizduota skirtingais atvejais, kai
Y1472 <2, 71 +v2 = 2,ir
Y1+ v2 > 2

ISnagrinékime Sias funkcijas intervale (0, N7). Abi funkcijos yra periodinés,

0 ju maziausias periodas yra N.

1. Intervale (0, N7w) funkcija fa(a) > 0, kai 0 < 1 + 72 < 2. Funkcijos

fi(a), fa(«) pavaizduotos grafiskai (1.4 pav.). Jos kertasi kiekviename intervale

¢ia

(2km, (2k + D), k=0,1,..., Ny,

N-3

5 N — nelyginis,

Ny =
% —1, N —lyginis.

2. Kai 71 + 72 < 0, tada visame intervale (0, N7) funkcija fo(a) < 0. Siuo

atveju funkcijos fi(«), fa(a) kertasi kiekviename intervale

((2k — V)m, 2k7), k=1,2,..., N,

N—1 L
5=, N — nelyginis,
Ny=2¢ 2

%, N — lyginis.

(6.30)

3) Kai v1 +72 = 0, gauname klasikinj uzdavinj su krastinémis salygomis, ¢ia

ap = (2k — D)m, k=1,2, ..., No.
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1 SKYRIUS Baigtiniy skirtumy metodas vienmatei pseudoparabolinei lygciai su NS

Todél, kai y1 + 72 < 2, gauname N — 1 teigiama tikrine reiksme.

Su visomis Siomis A tikrinémis reikSmémis, yra teisinga nelygybeé

Ah?
1- | <1

14 iSvada. Kai vy, + v < 2, visais trim atvejais (71 +72 <0, 0 < 1 + 72 < 2,
Y1472 = 0) turime N —1 realig tikrine reikSme. Vadinasi, kompleksiniy tikriniy

reikSmiy néra.

6.3. SKkirtuminés schemos stabilumo tyrimo tesinys

Grizkime prie (6.12) formulés ir panagrinékime kada teisinga nelygybé
|)\k (S )| < 1.
IS (6.12) turime

1+ n\i(A)
L+ (7 +n)A(4)

Ae(S) =

Jei v1 + 72 < 0, tuomet matricos A tikrinés reikSmeés A\, (A) yra teigiamos.
Tai seka is 6.2. skirsnio.

Taigi, kai n > 0, tada
L+ <1+ (m+71)\

ir nelygybé [Ax(S)| < 1 yra teisinga visoms reikSméms 7 > 0.

1.5iSvada.  Pakankama stabilumo sglyga. (6.3)—(6.6) skirtuminé schema yra

stabili, kai
[Ae(S)] < 1,

t.y., kai v1 + 2 < 2 ir parametras n > 0.

1.6 iSvada. Vienintelé neigiama tikriné reikSmeé Ag(A) egzistuoja tuomet, kai

v1 + 2 > 2, tada |\, (S)| > 1. Tokiu atveju skirtuminé schema yra nestabili.
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7. ISvados

7. 1ISvados

Tyrimai, atlikti siame skyriuje, suteikia galimybe suformuluoti tokig iSvada:
skirtuminiy schemy treciosios eilés pseudoparabolinei lygéiai su nelokaliosio-
mis integralinémis salygomis stabilumo salyga gaunama nagrinéjant matricos A
spektro stuktura, t.y. tos pacios matricos spektro struktura kaip ir antrosios

eilés parabolinei lygciai.
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2 skyrius

Padidintos eilés aproksimacijos skirtumineés

schemos vienmaciu ir dvimaciu atvejais

Siame skyriuje nagrinésime tiesine pseudoparaboline lygtj su nelokaliosio-
mis integralinémis salygomis. Tirsime skirtumines schemas tokiam uzdaviniui

spresti bei tokiy skirtuminiy schemy aproksimavimo tiksluma.

1. Uzdavinio formulavimas

Nagrinésime vienmate pseudoparaboline lygti

2 2
ou_ 0w 90 <%> ¥ f(z, ) (1L1)

Fra T

su nelokaliosiomis integralinémis salygomis

w(0,) = 41 /0 )+ i (t). (12)
(1, 1) = 9 /0 i )z + o) (13)

ir pradine salyga
u(@,0) = o(x); (14)

c¢ia funkcijos f, ¢, s, @ = 1,2, yra zinomos, o 71, ¥2, n > 0 — duotos konstantos.
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2 SKYRIUS Padidintos eilés aproksimacijos skirtuminés schemos

2. Padidinto tikslumo skirtuminé schema

Siame paragrafe pateiksime (1.1)-(1.4) uzdaviniui skirtumine schemg ir pa-
nagrinésime sios schemos tiksluma.
Pagal [46, 47] straipsniuose nagrinéjamus metodus, lygti (1.1) galime pakeisti

tokia skirtumine schema su paklaida O(h? + 7):

ulr T =l AulT — Aul
7 i Au?""l + n 7 7 + fin+1
T T
arba
7’L—|—1 _ n
Ui = Y g AT (1= o) Aul 4 Q2.1

Gao=1+n/7, o8t =+ ir

(2

ul | —2u 4+ ul [
Aup = =1 s o =T N—1L

Tinkamai parinke o ir 4,0?]-“ irodysime, kad (2.1) lygtis aproksimuoja lygtj
(1.1) su paklaida O(h? + 72).

Pakeiskime (1.1) lygti su (1.2)—(1.3) salygomis tokia skirtumine schema:

un+1 —ur
= oAt 4 (1 — o) Au? + oI (2.2)
~n+1 ~n+1 N-1
~n u tu ~n ~n
e %h(% I *1> i, @3
=1
~n+1 ~n—+1 N-1
~n u tu ~n ~n
= (0% D +l> yias (2.4)
=1

Cia

ﬂ?“ = O'U?_H + (1 —o)uy.

(2.3)—(2.4) israiskos aproksimuoja (1.2)—(1.3) nelokaligsias salygas O(h?)

tikslumu.
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2. Padidinto tikslumo skirtumine schema

2.1lema. Jei sprendinys u(x,t) yra pakankamai glodus ir
+ g o il = frt2

tuomet (2.2) skirtuminé lygtis aproksimuoja (1.1) diferencialine lygti su paklaida
O(h? + 72).

[rodymas. Funkcijas u?;l/ ? igkleiskime Teiloro eilute tasko (i,n + 1/2) aplin-
koje
n n h2 h3
ui—:—ll/2 _ +1/2 + h( )n+1/2 + 7(U{I)n—i—l/Q + E(uilll)n—ﬁ—l/Q_{_
h4 IV\n+1/2 h5 V\n+1/2 6
+E(u2 ) +§(uz) + O(h?),
n " h2 h3
! +11/2 ! +1/2 h(uil)n—}—l/Z + 7(uiu)mﬂ/z o F(ul{'][)n—}—l/Z_{_

h4 A% 1/2 h5 |4 1/2 6
S @) = @ o),

Sudéje gautus skleidinius ir padaline i§ h?, gauname

n+1/2 n+1/2 n+1/2 2
1 o +1 _ (qu) +1/2 + E(Uz]v) +1/2 +O(h4)
arba
nt1/2 82U n+1/2 B2 a4u n+1/2
Au; = <@> . + 1 (@) . + O(h4). 2.5)

Panasiai gauname

u?“ _ u;’““/Q n %(u{)n+1/2 n <g>2;( big n—|—1/2 ( ) IH n—|—1/2 +O(r )7
n_,nt1/2 T . In+t1/2 (Z)Z 1 WIyn+/2 ( ) 31 m n+1/2 L O,

Sutvarke uzrasome taip

u?“ —ul ou\"T2 72 /93y 4
f_<a> +24< ) +0(7"). (2.6)

7
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2 SKYRIUS Padidintos eilés aproksimacijos skirtuminés schemos

IS pradziy taikydami (2.5) formule, o po to (2.6) formule, gauname

g @ e — (%)?4_1 _ (273)? _’_0(7_2)
ot \ 0z? T
At — Aap - (5 T)?“ (54)0) +O(h) L o)
Au n+1 A 2 4\ n+1/2
= u h 0 (0w + 0(7'2)
T ot \ dz* ;
4 n+l n
+ O(h 72> _ Ay Au; + Ry (7, h), (2.7)
T T
¢ia Ri(7,h) = O(h? + 72 + h*/7). Vadinasi
Ri(r,h) =O(h* +77), kait>h° (2.8)

Analogiskai pirmiausia taikydami (2.6) formule, o po to (2.5) formule, gauname

8 agu n+1/2 82 au n+1/2

n+1/2 w\n+1/2 w\n+1/2
(%_)+/ 2(a_)+/+(%_)+/

= ath; Ll L op?)
APt = Auy 2P\ O )
), ) o
At — Aur 7202 Bu\"T? )
= “ulaz\ew) TOW)
4 Aut — A
+0<h2> +O(h?) = = ui + Ry(7, h), (2.9)

¢ia Ro(1,h) = O(h* + 72 + 74/h?). Tada
Ry(t,h) = O(h* +77), kait <A (2.10)

Taigi, visoms 7 ir h reikSméms

9 (Pu\"TV? ATV - Au
wl5m) -
Dabar (1.1) lygti taske (4, t,41/2) pakeisime skirtumine lygtimi, kiekvieng narj

O(h2 +72).

aproksimuodami su paklaida O(72) ar O(h?)
Tt —u Ault 4 Au? N Aul T+ Al
= n

1 2

T 2

4
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3. Dvimatis atvejis

IS ¢ia gauname

n+1 n
Ay 1 1 n
i  —UW o (2] Au — Au + 2,
T 2 T 2 T

Taigi, (2.2) lygties aproksimavimo paklaida yra O(h? 4 72) bet kokiems 7 ir h.
t

3. Dvimatis atvejis

Toliau panagrinékime dvimate pseudoparabolineg lygti

@—@4_@4_ 2 @_{_@ —l—f(CB t) (31)
ot 9z ' 0y2 | ot\0z2 | By? s '

su nelokaliosiomis salygomis

1

U(O, Y, t) =M / U(J}‘, Y, t)dx + ,Ul(y, t)v (32)
0
1
U(l,y,t) = 72/ U(.Z',y,t)d.l’—i—ug(y,t), (33)
0
(e, 0,8) = pa(,t), (e, 1,6) = pala, ), (3.4)
u(z,y,0) = @(z,y). (3.5)

(3.1) lygciai uzrasykime skirtumine schema

Un+1 P )

ij ui' n n n
I = oA+ AJui o+ (1= o) (Ar + AoJu + 9T (3.6)

diaoc=1/2+n/T, QDZ-_'—I = fi@+1/2,

n n n n n
L T2t iy e Y1 T 20
h2 ’ 2W45 — h2 )

um

My = —= i=1,N-1

Irodysime, kad (3.6) skirtuminé lygtis aproksimuoja (3.1) diferencialine lygtj

su paklaida O(h? + 72). Remdamiesi 2.1 lemos jrodymu ir isskleide uzirll;z

Teiloro eilute tasko (i, j,n + 1/2) aplinkoje, gauname

2 n+1/2 2 4 n+1/2
n+1/2 8 U h_ 8 u 4
Ay = (—8332)“ + 35 (_&r“)ij + O(h*), 3.7
2.\ n+1/2 2 4\ n+1/2
n+1/2 0“u h_ o*u 4
Agu ™ = (—a?ﬂ)“ + 3 <_3y4>ij + O(h%). (3.8)
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2 SKYRIUS Padidintos eilés aproksimacijos skirtuminés schemos

Panasiai gauname ir

u@—l—l — ou n+1/2 2 1 93u n+1/2
(2 L o(rY). 3.9
<8t>ij +24(0t3)ij rolr) G2

Pirmiausia taikydami (3.7)—(3.8) formules, o po to (3.9) formule, gauname

n 8%u 8%u\n+1 8%u 8%u\n
0 (Pu  0%u “/2: (s + o5 = (ot + 558085 | 2
ot \ ox2  0y? T
Alu;;“ BT + 00" + Aup! = b (Gt + O(h?)
N T
Ay B (G084 O + Aoy~ (G0 00N

T
/11 n+1 /llu A2 n+1 AQU
+
T T
B2 (G5 — (S9N B2 (5N = (5
12 T 12 T

+o<“)+o@a

T

(Al + A2) n—i—l (Al + AZ)U?J h2 ) 84’& n+1/2 ,
" 12\ ar\ g + 0(7' )
ij

P (g&%)jflm +O0(r )> +O<h’:> +0(7?)

Ay + A)ulT — (Ay + A)ul
_( 1+ A2)u . — (A1 + Ag) R, 410

T

¢ia Ri(1,h) = O(h? + 72 + h*/7). Tada, kaip ir vienmaciu atveju
Ri(r,h) =O(h* +77), kait>h" (3.11)

Analogiskai pirmiausia taikydami (3.9) formule, o po to (3.7)—(3.8) formules,
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4. Skaitinis eksperimentas

gaunarne

O (Pu a0 (ouN | & (ou

ot\0z* = 9y? ) ~ 0x2\ Ot oy? \ ot
du\n+1/2 du\n+1/2 duyn+1/2

_ (E)i—l,j o 2(%});‘23' + (W)Hl,j + O(hz)

u\n+1/2 w\n+1/2 u\xn+1/2
(Quyr /2 g(Quyntl/2 | (guyntl/

i,j—1 ot )ij i,j+1 9

(A Agut = (Ay + Ag)ugy
- T

T2 3\ "2 O(14) 5
- ((/11 + Az)(ﬁ)ij > + % + O(h )
(M /12)u?jJrl — (A1 + A2)u
- T

2 2 3,,\ nt+1/2 2 3, \ nt1l/2 4

T (9 (Pu L0 (07 +om)) +o(Z

24\ 0z \ 0t% ) . dy> \ 0t ) . h?

n+l n

+ O(h2) — (Al + AQ)U'L (Al + AQ)U’L + RQ(T, h), (312)

T

¢ia Ra(1,h) = O(h? + 72 + 74/h?). Tada
Ry(1,h) =O(h* +77), kait <A (3.13)

Taigi, (3.1) dvimate pseudoparaboline lygti pakeite (3.6) skirtumine lygtimi,
kai

+3 et = (3.14)

is (3.11)—(3.13) formuliy gauname, kad (3.6) lygties aproksimavimo paklaida
yra O(h? + 72) bet kokiems 7 ir h.
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2 SKYRIUS Padidintos eilés aproksimacijos skirtuminés schemos

4. Skaitinis eksperimentas

Ieskosime (1.1) pseudoparabolinés lygties sprendinio, kai n > 0, tenkinancio

sias salygas

3
0
u(l,t) = pa(t), *2)
u(x,0) = (). (4.3)

Gruntinio vandens tekéjimo uzdavinyje (4.1) nelokalioji salyga reiskia, kad yra
duotas dréegmés kitimo greitis sluoksnyje 0 < =z < £. Tokia nelokalioji salyga
formuluojama ir nagrinéjama [18] knygoje.

Spresime (1.1), (4.1)—(4.3) uzdavinj baigtiniy skirtumy metodu. Tuo tikslu
kitaip perrasysime (4.1) nelokaliaja salyga. Integruodami Sia lygybe intervale

[0, t] gauname

3
/ u(x, t)de = T4 (t), (4.4)
0

¢ia

Pazymékime 7 =T/M, h =1/N,

n n n
i .

h2

Kad buty paprasciau, tarkime, jog £ yra toks, kad £/h = m yra sveikas skaicius.

Uzrasykime skirtumine schema

n+l _  n

S — ol (- o) + TR i=1,2, 0 N -1, @5)
-
n+1 m+1  m—1
Uy '+ Uy, n+1\) _ —n+1
(P ) = o
U/T]]\J/'+1 :/“Lg+17 nzovla"'aM_la (47)
0= o (4.8)
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4. Skaitinis eksperimentas

Kai
, 4.9)

tai (4.5)—(4.8) skirtuminé schema aproksimuoja (1.1), (4.1)—(4.3) diferencialinj
uzdavinj su paklaida O(72 + h?).
Kaip ir [47] straipsnyje, uzrasykime (4.5)—(4.8) lygc¢iy sistema matriciniu

pavidalu
u't = Sum 4 g" 2, (4.10)
¢ia

S=(E—10A)"YE+71(1—-0)A), (4.11)

gn+1/2 _ (E . TO_)—lfn—t-l/Q’ u = (u?,ug,...,u%_l)T,

A yra zemiau pateiktos skirtuminiy lyg¢iy sistemos (N — 1)-osios eilés matrica:

Ui—1 — 2Uj + Uiy

=, i=1,2,..,N—1,

h2
1
Ug + U, —
(S D w) = v, (*.12)
1=1
unN = ¢N7

1; — bet kokios duotos reikSmeés. Matricos (skirtuminio operatoriaus) A tikrinés
reikSmeés apibréziamos uzdaviniu:

Uj—1 — 2U; + Ui

= FAu =0, i=1,2,.. N—1, 4.13)
w4+ u m—1
h( o tm u) —0, 1<m<N, (4.14)
=1
uy = 0. (4.15)

Testas 1. Naudojant (4.10) skirtumine schema buvo iSsprestas iliustracinis pa-
vyzdys, atitinkantis (1.1), (4.1)—(4.3) uzdavinj. [ uzdavinio formulavima jei-
nancios funkcijos f(x,t), pi(t), wpe(t), @(x) buvo parinktos taip, kad tikslus
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2 SKYRIUS Padidintos eilés aproksimacijos skirtuminés schemos

2.1 lentelé. Paklaidos e = max . |u(zi, ;) — ul| reiksmés. T = 6.28; £ = 0.5.

<N —

h T £

0.1 0.0997 9.150 - 105
0.05 0.0498 2.287-107°
0.025 0.0249 0.571-10°
0.0125 0.0125 0.143-107°

diferencialinio uzdavinio sprendinys buty
u(x,t) = x(l — z)sint.

Buvo parinktos tokios parametry reiksmeés: [ =1, £ =1/2, T = 1.57,T = 6.28.
Skaiciavimo rezultatai pateikti 2.1 lenteléje.
Skaitinis eksperimentas parodé pakankamai gerg nagrinéjamo metodo efek-

tyvumg.

5. ISvados

Viena i$ svarbiausiy sio skyriaus iSvady galima suformuluoti taip: (1.1) pse-
udoparabolinei lygciai skirtumine schema su svoriais galima formuluoti lygiai
tokiu paciu (2.1) pavidalu, kaip ir antrosios eilés parabolinei lygé¢iai be nario
%(%), tik svorio koeficientas o parenkamas atsizvelgiant j (1.1) lygties pavi-
dala.

Analogiska situacija susidaro ir dvimaciu atveju: (3.1) dvimatei pseudopara-
bolinei lygciai skirtuminé schema su svoriais uzrasoma (3.6) pavidalu, t.y. tokiu

pat pavidalu kaip dvimatei antrosios eilés parabolinei lygciai. Svorio koeficienta

o galima parinkti taip, kad aproksimavimo paklaida biity O(h?+72) eilés dydis.
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3 skyrius

Lokaliai vienmatis metodas dvimatei
pseudoparabolinei lygciai su integralinémis

salygomis

Siame skyriuje nagrinésime tiesine dvimate pseudoparaboline lygtj su nelo-
kaliosiomis integralinémis salygomis viena koordinaciy kryptimi. Tokiam uz-
daviniui spresti naudosime lokaliai vienmatj metoda. Tirdami diferencialinio
operatoriaus su nelokaliosiomis salygomis spektro struktura, jrodysime baigti-

niy skirtumy schemos stabiluma.

1. Uzdavinio formulavimas

Nagrinésime treciosios eilés dvimat] pseudoparabolinj uzdavinj srityje

Qr={0<z,y<l, 0<t<T}:

@—@+@+ 2 @—F@ +f( t) (11)
ot — 9z2 ' oy2 ' ot\ 9z " o2 B '
1
U(07 Y, t) =N / U(lE‘, Y, t)d.CE + ul(ya t)? (12)
0
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3 SKYRIUS Lokaliai vienmatis metodas dvimatei pseudoparabolinei lygciai su IS

1

U(l,y,t) = ’72/ U($,y,t)d$+u2(y,t), (13)
0

u(x,0,t) = ps(z,t), wu(x,1,t) = pa(z,t), (1.4)

u(z,y,0) = o(z,y), (L.5)

¢ia funkcijos f, o, s, ¢ = 1,2,3,4 yra zinomos, o y1, v2, 7 > 0 — duotos

konstantos.

Tiek tiesinés, tiek netiesinés pseudoparabolinés lygtys su skirtingomis nelo-
kaliosiomis salygomis yra nagrinéjamos daugelyje straipsniy [9, 11, 24, 25, 46,
47,52, 57, 88]. Kai kuriuose i$ Siy straipsniy [9, 24, 52, 57| tiriama, kaip uzdavi-
nio sprendinys priklauso nuo nelokaliy salygy, taip pat sprendinio egzistavimo
ir vienaties klausimai. [11] straipsnyje nagrinéjamas Rothe laiko diskretizavi-
mo metodas netiesinei pseudoparabolinei lygéiai su integralinémis salygomis.
Paprasciausias skaitinis metodas netiesinei pseudoparabolinei lygciai su integ-
raline salyga spresti pateikiamas straipsnyje [54]. [88] straipsnyje analizuojamas
pseudoparabolinés lygties su nelokaliosiomis salygomis uzdavinys, kaip grunti-
nio vandens tekéjimo modelis. Baigtiniy skirtumy schemos pseudoparabolinei

lygciai su integralinémis salygomis nagrinéjamos [46, 47] straipsniuose.

Visuose pries tai paminétuose straipsniuose nagrinéjama vienmate pseudo-

paraboliné lygtis.

Dvimaciu atveju nelokaliosios salygos vieno kintamojo atzvilgiu suformuluo-
tos ir iSanalizuotos elipsinéms, parabolinéms ir hiperbolinéms lygtims [5, 40, 43,

73, 79, 78, 94] straipsniuose.

Sio skyriaus tikslas — uzradyti ir pritaikyti ekonomines baigtiniy skirtumy
schemas suformuluotam diferencialiniam uzdaviniui spresti. Svarbiausias tiks-
las — lokaliai vienmaciy skirtuminiy schemy (1.1) pseudoparabolinei lygciai su
(1.3)-(1.4) nelokaliosiomis salygomis stabilumo jrodymas. Lokaliai vienmatis
metodas dvimatei pseudoparabolinei lygc¢iai, kiek yra zinoma, kity autoriy ne-

buvo nagrinétas.
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2. Lokaliai vienmaté skirtuminé schema

2. Lokaliai vienmateé skirtuminé schema

Siame paragrafe (1.1)—(1.5) uzdaviniui pateiksime lokaliai vienmate skirtu-
mine¢ schemg. Tokia idéja, kaip isskaidyti parabolinj uzdavinj j lokaliai vienma-
¢ius diferencialinius uzdavinius, iSnagrinéta [69] monografijoje. Antrosios eilés
parabolinéms lygtims su nelokaliagja integraline salyga lokaliai vienmatis meto-
das iSnagrinétas [19, 20| straipsniuose. Remiantis [69] monografijoje aprasyta

idéja, sudarome vienmaciy uzdaviniy "grandine":

1 0u 0%u 0 [ 0%u 1
20t~ a2 o (a_> +o/ @D
1 0u 0%u o [ 0%u 1
25 = o o0 ) 2 2

(2.1) lygtj aproksimuokime intervale (t, t,i1/2), 0 (2.2) lygti — intervale

(tn+1/2, tn+1)~

Tam, kad pereitume i$ sluoksnio ¢ = ¢, i sluoksnj ¢ = t,41, (1.1) lygti su

(1.2)—(1.4) salygomis pakeisime Zemiau pateikta vienmate skirtumine schema:

n+1/2 .

i Y oY 4 (1 o)A + g, 2.3)

agjl/Q - (agjﬂm _; ax{?/z X N-1 a?j+1/2> N ﬂ1?+1/27 2.4)
=1

a%w - (agjﬂ/z _; a%;l/z X N—1 ﬂ%+1/2> N ﬂ2?+1/2’ 2.5)
1=1

“Z’H - “Z'H/Q n+1 n+1/2 | ntl
- = ooui + (1 — o)Ay "7+l (2.6)
U?OH = H3is U:ﬁl = H4;, 2.7
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3 SKYRIUS Lokaliai vienmatis metodas dvimatei pseudoparabolinei lygciai su IS

Cia
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
Aoyt = Yty T 2y Ui Aoyt = Y= = 2y U
Wi — B2 ’ 2%y 2
“n41/2 _ nt1/2 n
~ n+1/2 n+1/2 n+1/2
B = oY (L )R k=1,
1/2 . e e
o, gp?f /% iy go?jﬂ apibrésime veéliau (zr. 3.1 lema).

(2.4)—(2.5) israiskos aproksimuoja (1.2)—(1.3) nelokaligsias salygas O(h?)
tikslumu.
Remdamiesi, antrajame skyriuje suformuluota ir jrodyta 2.1 lema, perfor-

muluosime ja musy atveju:

3.1lema. Jei sprendinys u(x,t) yra pakankamai glodus ir

nt1/2 _ 1f,”+1/4

+ U 57 ,

_ n
o = —
T

N | —

tuomet (2.3) skirtuminé lygtis aproksimuoja (2.1) diferencialine lygtj su paklai-
da O(h? +72), 0 (2.6) skirtuminé lygtis — (2.2) diferencialine lytj su tokia pat
paklaida.

3. Skirtuminés schemos stabilumas
Uzrasykime (2.3)—(2.7) skirtumine schema jprastu matriciniu pavidalu

u" Tt = Sy 4+ ", (3.1)

2 2

¢ia u™ ir o™ yra (N —1)“-osios eilés vektoriai, o S yra (N —1)2-osios eilés matrica.

Tuo tikslu, (2.4)—(2.5) salygas interpretuodami kaip dvi lygtis su nezinomaisiais

~n+1/2 . ~n+1/2 .. R . v el v . . . v .
Uy ; / ir p; / , Siuos du nezinomuosius isreikskime per likusius nezinomuosius

a2

ij , 1 =1, N — 1 kiekvienai j reiksmei.
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3. Skirtumines schemos stabilumas

Gauname:

N-1

ag P =a Y al m Y, (3.2)
=1
N—-1

it = 8y At e, (33)
=1

¢ia
Yih Yy2h (71 +72)h
L L L) J
_D ) /8 _D ) 2 b

—m+1/2 L onx12 b, opyiy2 ~ n1/2
M1?+/ :5<M1?+/ +§(71M2?+/ —W2M1?+ /) )

1 h
— nt1/2 _ n+1/2 ~ nt1/2 ~ nt1/2
Mz? /2 = 5(#2? 24 g(%/«h? /2 _ 71#2? / ))
Pastebékime, kad, jei h < 2/(y1 + 72), tuomet D > 0.

Israiskas ag; /2, @, /? rase i (2.3) lygti, kaii = Liri = N —1, (2.3)-(2.5)
skirtuminiy lygciu sistema fiksuotiems j (t.y. vienoje eilutéje) galime uzrasSyti

taip

(IN_l - TO-Am)u.?—’_l/Q = (IN—l - 7—(1 - O-)A:L‘)u? —+ TF;H_l/Qa

¢ia Iny_1 yra (N — 1)-osios eilés vienetiné matrica, o

2—a —-1l—-a —a ... — —a
-1 2 -1 0 0
0 -1 2 ... 0 0
A =D LG4
0 0 0o ... 2 -1
—f -8 B ... -1-8 2-8
n n n n T

Visoje srityje {i,j = 1, N — 1} (2.3)—(2.5) lyg¢iu sistema uzrasysime tokiu budu

(I +710A U2 = (I-7(1—0)A)u" + Fntl/z (3.6)
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3 SKYRIUS Lokaliai vienmatis metodas dvimatei pseudoparabolinei lygciai su IS

¢ia A; yra blokiné-diagonaliné (block-diagonal) matrica
Ay =diag(Ag, Agy ..., Ay), (3.7)

u' = (u’f,u?,...,u}”{,_l)T, (3.8)

Ay yra (N — 1)-osios eilés matrica, o Ay ir I yra (N — 1)2-osios eilés matrica.
Antra karta panaudoje lokaliai vienmatj metoda, panasiai uzrasysime (2.6)—

(2.7) skirtuminiy lygéiy sistema. Tuo tikslu apibrézkime (N — 1)-osios eilés

matrica
2 -1 0 0 0
-1 2 -1 0 0
0o -1 2 0 0
Ay = h~2
0 0 0 2 -1
0 0 0 -1 2

ir blokine-diagonaline (block-diagonal) matrica

2In_1 —In_1 0 0 0
—In_1 2Iny_1 —In_-1 ... 0 0
Y I R 0
2 = )
0 0 0 oo 21— —In_q
0 0 0 oo —In_1 21N

¢ia matrica A turi (N — 1) stulpelius, t.y. Az yra (N — 1)2-osios eilés matrica.
Analogiskai (3.6) israiskai, (2.6), (2.7) lygtims uzrasysime skirtumine lygciy

sistema
(I 4+ 1oAz)u™ = (I—7(1- U)AQ)U”+1/2 + Frtl (3.9)

¢ia u™tt ir w12 vektoriy struktiira analogiska (3.5) formule apibréztiems

vektoriams.
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3. Skirtumines schemos stabilumas

I5 (3.6) lygties paimkime u™+1/2 ir jstatykime j (3.9) lygti. I to gauname
u" Tt = Su™ 4 b7, (3.10)
cia

S=I+710A) '(I-7(1—0)As)(I+7041) (I -7(1—0)A41). @311

3.1 teorema. Matricos S tikrinés reiksmés yra apskaiciuojamos pagal formule

A(S) = a(MAw))a(A(Ay)), (3.12)
1—7(1—-0)A
1N == (3.13)

[rodymas. Apibrézkime matricy A, ir A, tikrinius vektorius tokiu budu:

v® = (M}, k=T N - 1, w® = {wl"}, 1 = N — 1 ir atitinkamai

A0 = A0 AwV = \(4,)w?.

Kadangi matrica A, yra simetriné, tai jos tikriniai vektoriai yra ortonormuoti.
Matrica A, yra nesimetriné, o jos tikriniai vektoriai yra tiesiskai nepriklausomi
[73].

Panaudodami Kronekerio tenzoring sandauga [89], apibrézkime nauja

(N — 1)%-osios eilés vektoriy

Naudodami tenzorine sandauga, matricas A, ir A, galime uzrasSyti tokiu

budu:
Ay =1In_1 ® Ay, Ay =N, @ In_1.
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3 SKYRIUS Lokaliai vienmatis metodas dvimatei pseudoparabolinei lygciai su IS

Pasinaudoje¢ tenzorinés sandaugos savybémis, iSveskime
A = (Iy_1 ® Aw)(”w(l) ® v(k)) = Iy 1w @ A, 0™
= wW @ A(A)v*) = \(Ay)uFD.

Taigi, u®Y yra matricos A; tikrinis vektorius, o matricos A; tikrinés reiks-
meés atitinka matricos A, tikrines reikSmes (visos matricos A, tikrinés reiksmeés
yra skirtingos, tuo tarpu matricos A; tikrinés reiksmeés yra kartotinés). Be to,
kadangi vektoriai w®, I = I, N — 1, ir v®, k = 1, N — 1 yra tiesiskai nepri-
klausomi, tai u(®! visiems k ir I taip pat yra tiesikai nepriklausomi [89].

Analogiskai iSvedame ir
Agu®D = X(A,)u®D.

Vadinasi, matricos A; ir As turi ta pacig tiesiskai nepriklausomy tikriniy

vektoriy sistema. IS to seka [73], kad
A1 Ay = AxAy.
Todeél
SuFD = \(S)ukD

¢ia A(S) yra apibréziama (3.12) formule.
Teorema jrodyta. O
Panasus rezultatai kaip ir 3.1 teoremoje buvo gauti ir anksciau (zr. str. [76,

78]), taciau nagrinéjant kitokias diferencialines lygtis ar kitokias nelokaligsias

salygas.

3.2 teorema. Jei vy +v2 < 2, tuomet (2.3)—(2.7) skirtuminé schema yra stabili

su visomis h ir T reiksmeémis.

[rodymas. Visos matricos A, tikrinés reikSmeés tenkina nelygybe

4

0 < A(4y) < ok
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5. ISvados ir apibendrinimai

Jei y1 +v2 < 2, tada visos matricos A, tikrinés reikSmés yra realios, skirtin-
gos ir tenkina tg pacia nelygybe [74]. Taigi, apibrézkime funkcija q()) is (3.13)
lygybés su 7 > 0 ir 0 > 0 intervale A € (0,4/h?).

Nustatysime, kada teisinga nelygybé [g(\)| < 1, t.y. kada —1 < ¢(\) < 1.
Salyga ¢(\) < 1 yra teisinga visiems 7 > 0ir A >0 .

Salyga ¢ > —1 yra teisinga, jei

>1 1
o> - — —.
2 TA

Kai 0 < A < 4/h?, tada nelygybeé |A(S)| < 1 yra teisinga, jei

>1 h?

o> - — —.

2  Ar
Tada su

1 n

=37

nelygybe |A(S)| < 1 yra teisinga visiems h > 0 ir 7 > 0.
Taigi, skirtuminé schema yra stabili.

Teorema jrodyta. O

4. Skaitiniai rezultatai

Taikant skaitinj experimenta iSsprendéme (2.3)—(2.7) skirtuminj uzdavinj.

Gauti rezultatai pateikiami 3.1 lenteléje.

5. ISvados ir apibendrinimai

Pagal bendrasias prielaidas, kai n > 0 ir 7 + 2 < 2 [74], lokaliai vienmatis
metodas (1.1) pseudoparabolinei lygéiai su (1.3)—(1.4) nelokaliosiomis integra-
linémis salygomis vieno kintamojo atzvilgiu yra besalygiskai stabilus. Tiek ant-
rosios eilés parabolinei lygciai, tiek pseudoparabolinei lygéiai stabilumo salyga

Y1 + 2 < 2 yra ta pati.
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3 SKYRIUS Lokaliai vienmatis metodas dvimatei pseudoparabolinei lygciai su IS

3.1 lentelé. (2.3)—(2.7) skirtuminés schemos paklaidos € = Jmax |u(zi, tn) — ul'| reikSmes.
IV —
hi ho T €
1 1 1
16 16 16 0.0049
1 1 1
35 35 36 0.0023
1 1 1
35 36 T} 0.0011
a5 a5 165 0.000269
40 40 160 ’

Sioje lenteléje pateikiami skai¢iavimo rezultatai, kai T'=1, n = 0.1, v1 =2 = 0.5., 0
t

diferencialinio uzdavinio tikslus sprendinys yra u(z,y,t) = sin(x)sin(y)e’.

Kiekvienu laiko momentu ¢, ar ¢, 4,2 taikant lokaliai vienmatj metoda pse-
udoparabolinei lygciai reikia spresti vienmate pseudoparaboline lygti, taikant
stabily baigtiniy skirtumy metoda. Vietoje 71, 72, §i metoda nesunku praplés-
ti nelokaliyjy integraliniy salygy su svorinémis funkcijomis atveju. Tokiu atveju

metodo stabilumo prielaidos buty sudétingesnés nei

M+ 72 < 2 (zr. pvz. [74]).
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4 skyrius

Isreikstinés trisluoksnés skirtumineés schemos

vienmatei pseudoparabolinei lygciai

1. Uzdavinio formulavimas

Sprendziant treciosios eilés pseudoparaboline lygtj tiek su klasikinémis, tiek
su nelokaliosiomis salygomis baigtiniy skirtumy metodu, literaturoje, dazniau-
siai nagrinéjamos tik neisreikstinés skirtuminés schemos. Akcentuotina tai, kad
deél pseudoparabolinei lygciai budingo nario %(%) negalima sudaryti dvis-
luoksniy isreikstiniy skirtuminiy schemuy.

Sio skyriaus tikslas — iStirti iSreikstiniy skirtuminiy schemy sudarymo ga-
limybes, naudojant ne du, o tris laiko sluoksnius. Trisluoksnés skirtuminés
schemos antrosios eilés parabolinéems lygtims su klasikinémis salygomis nagri-
nétos A. Samarskio monografijoje "Teoriya raznostnykh skhem" [69]. Skirtu-
miniy lygciy sistemy matricos yra simetrinés, kai krastinés salygos klasikinés.
Sioje monografijoje nagrinétos tiek neisreikstines, tiek isreikstines skirtuminés
schemos antrosios eilés parabolinéms lygtims.

Trisluoksnés skirtuminés schemos parabolinéms lygtims su nelokaliosiomis

salygomis nagrinétos tik M.Sapagovo straipsnyje [75]. Siame straipsnyje suda-

ryta metodika, kaip nagrinéti trisluoksniy skirtuminiy schemy stabiluma, kai

59



4 SKYRIUS ISreikstinés trisluoksnés skirtuminés schemos vienmatei PSL

matricos, esancios skirtuminiy lygc¢iy sistemoje, yra nesimetrinés (butent tai bu-
dinga nelokaliosioms salygoms). Straipsnio metodika naudojama Siame skyriuje
pseudoparaboliniy lygciy iSreikstiniy schemy stabilumui tirti.

Matematinéje literaturoje pseudoparabolinei lygéiai

ou  0%u 0 (0*u
o o2 Ty (@) + f(z,1) (1.1)

yra zinoma tokia interpretacija: kai kuriais atvejais (esant mazai n > 0 reiksmei,
arba kai 7 — 0) narys n%(%) gali buti interpretuojamas kaip parabolinés
lygties

ou  O%*u

reguliarizatorius. Kitaip sakant, Siuo treciosios eilés nariu galima uztikrinti tam
tikra pageidaujama skaitinio metodo ar matematinio modelio savybe. Siame
skyriuje tokia idéja ir naudojama sudarant iSreikstines (pageidautina stabilias)
skirtumines schemas pseudoparabolinei lygciai.

Kad issiaiskintume trisluoksniy isreikstiniy skirtuminiy schemy stabilumo

tyrimo metodika, iS pradziy imsime klasikines krastines salygas
w(0,t) = pi(t), wu(l,t) = ua(t) (1.3)
ir pradine salyga

u(x,0) = (z). (1.4)

2. Pirmoji schema. Klasikiné aproksimacija

Sprendziant (1.1), (1.3), (1.4) uzdavinj, sudarysime trisluoksne skirtumine

schemag
up Tt — _ouiy = 2w uihy
T N h?
n n n n—1 n—1 n—1
n(uig —2ud Fuyy o uy —2u Uy n
M _ ! 2.1
7 ( E E I @1
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2. Pirmoji schema. Klasikiné aproksimacija
Ug = f1, UNn = Mg, U; = @i (2.2)

Tokios trisluoksneés skirtuminés schemos gali buti uzrasytos operatoriniu budu
[70].
Tuo tikslu (2.1) lygtyje sugrupuojame narius kiekviename laiko sluoksnyje

atskirai, o po to apibréziame (N — 1)-osios eilés matricas ir vektorius

n+1 n n n n
u; Uy wp g = 2u +ugt
T - u’i + (7- + 77) h2
u Tt — o ot
n——1 };2 oo (2.3)

Apibrézkime (N — 1)-osios eilés matrica A

2 -1 0o ... 0 0 0

-1 2 -1 ... 0 0 0

1 0 -1 2 0 0 0
A=z

0 0 0 —1 2 -1

0 0 0 0 -1 2

ir (N — 1)-osios eilés vektoriy u” = (uf,ud,...,u% ;,)T. Tada (2.1) lygti su

(2.2) krastinémis salygomis galima uzrasSyti taip
Eu"t' = (E = (1 4+ n)ADu” + nAu™ ' +7f", (2.4)

f  — zinomas vektorius, sudarytas is f;* ir pq, po.

(2.4) lygti uzrasome bendresniu pavidalu
Ay 4 By + Cunt = (2.5
cia
A=E, B=-(1-(r+n4), C=-nA (2.6)
Prijunge prie (2.5) lygties tapatybe

ut =", 2.7



4 SKYRIUS ISreikstinés trisluoksnés skirtuminés schemos vienmatei PSL

o (2.5) lygti uzrase pavidalu
"t = —ATIBu" — ATICu T AT (2.8)
(2.7)-(2.8) lygtis galime uzrasyti tokiu budu
un—i—l _A—lB _A—lcv un—i—l A—lfn
= + 9
u” E 0 u” 0
Apibrézkime 2(N — 1) eilés vektorius 2”1, f7
n+1 —1rn
u"™ 0

ir 2(N — 1) eilés matrica S

-A71B —-A7lC
S = . (2.10)
E 0
Dabar (2.9) lygtj, kitaip tariant, trisluoksne skirtumine schema (2.1)—(2.2), ga-
lima uzrasyti taip

2= G 4 2.11)

Taigi, trisluoksne skirtumine schema uzraséme (2.11) pavidalu kaip dvisluoksne
skirtumine schema.
(2.11) skirtuminé schema pagal bendrg stabilumo tyrimo teorija yra stabili

tam tikroje normoje, jei
IS < 1.

Taigi, gauname tarpinj uzdavinj — iStirti matricos S, apibréztos (2.10) lygybe,

tikrines reikSmes. Taip gauname lygtj
det(S — pE) =0,
¢ia p — matricos S tikriné reiksme. Skaiciuojame

—A"1B —A-1C
det =0
E 0
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2. Pirmoji schema. Klasikiné aproksimacija

arba

det(u?E + pA~'B+ A~'C) =0,

det(u* A+ pB + C) = 0. (2.12)

Is (2.12) lygybés p galima interpretuoti kaip tokio apibendrinto netiesinio tik-

riniy reikSmiy uzdavinio
(2 Av 4 pBv + Cv = 0 (2.13)

tikrine reikSme.

(2.13) netiesinis tikriniy reikSmiy uzdavinys yra pakankamai gerai iStirtas li-
teratuje [53]. Reikia pastebéti, kad klasikingje netiesinio (2.13) tikriniy reiksmiy
uzdavinio teorijoje matricos A, B ir C' paprastai yra simetrinés, ko tikrai néra,
kai nagrinéjame skirtumines schemas matricoms su nelokaliosiomis salygomis.

Taciau, nagrinéjant skirtumines schemas parabolinéms lygtims su nelokalio-
siomis salygomis, turime kitg (2.13) uzdavinio gera savybe. Butent matricos A,
B ir C paprastai turi tuos pacius tikrinius vektorius.

Skirtuminei schemai (2.4) matricos A, B ir C' turi ta pacia tikriniy vektoriy
sistema kaip ir matrica A, kuriai tikriniy reikSmiy uzdavinys formuluojamas
taip

Uj—1 — 2U; + Ujpq 4 = 0,

h? (2.14)
Ug = 0, unN = 0.

Todél zinant matricos A tikrines reikSmes, galima paprastai rasti matricy
A, B ir C tikrines reikSmes. (2.6) formule apibréztoms matricoms A, B ir C

tikrinés reiksmeés yra
AMA) =1, AXB)=—-1-=(t+n)A), MC)=-n\ (2.15)

Toliau vietoje v jrasSykime j (2.13) formule matricos A tikrinj vektoriy

vk, k=1,2,..., N — 1. Gauname

12 Avy, + puBuy 4+ Cup = (P A(A) + pu\(B) + M(C))vy = 0.
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4 SKYRIUS ISreikstinés trisluoksnés skirtuminés schemos vienmatei PSL

Kadangi v, # 0 (kaip tikrinis vektorius), tai is pastarosios lygybeés seka
1A (A) + pA(B) + A(C) =0,

is kur gaunama galutiné svarbi formulé

L AB)* \/)\2()]\8()/21)_ INANO) 016

IS ¢ia ir galima spresti apie p = p(.S) absoliucia reiksme. Jei |u(S)| < 1, tai
(2.4) skirtuminé schema stabili.

Konkreciu atveju, atsizvelgiant j (2.6) formules, gauname

P = (= (T +mNp—nA =0,

tada

_ L—(T+nAx /(1= (T+n)A)?+4n\
5 :

i 2.17)

Taigi, kai A > 0 — 1, po yra realieji skaiciai. Tuomet galimi du atvejai.

1. Atvejis. Jei 1 — (7 +1n) > 0, tada pg > |u2| > 0. Panagrinékime, kada
pw < 1, t.y.

_ 1= +mA+ V(1 = (7 +m)A)? + 4
2

M1 <1. (2.18)

Si nelygybé yra ekvivalenti

VA= (T+N2+4ph <2 =1+ (T + 1)\,
(1= (T + N2 +49\ < (14 (1 +n)N)?,

L=2(T+ A+ (T +1)2N +4nA < 1+ 2(7 + A+ (7 +n)2)\2%
Atlike prastinimo veiksmus, gauname
—=2(T + A +4AnA < 2(1 +n) .
Kadangi —27\ < 27, tai seka, kad

jei 1l — (T4+nA>0, tai |pr| <1 ir |uo| < pp < 1.
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3. Antroji schema. Klasikiné Diuforto-Frankelio schema

2. Atvejis. Kai 1 — (7 4+ 1)\ < 0, tada

(T+mMA =1+ /(T +n)A—1)2 +477>\.

pa| < lpel = 5 (2.19)
Panagrinékime, kada po < 1, t.y. kada teisinga nelygybé
(THMA =1+ /(1= (T+n)N)2 +4n) < 2,
arba
V= (T+n)A)2 +4n\ <3 — (T + 1)\
Sia nelygybe pakéle kvadratu, gauname
(TH+0)2A2 =2t + A+ 1 +4n\ <9 — 6(7 + A + (7 +1)? N2
Suprastine turime
—2TA + 2N\ < 8 — 67\ — 61,
AT\ + 8y < 8§,
TN+ 20\ < 2,
2
T+2n < IR (2.20)

kadangi 0 < X\ < 4/h?, tai (2.20) nelygybé bus teisinga visoms ) reik§meéms, kai
2

2n < —.
T+ 27 5

Kai 1 — (7 + 1)\ < 0, (2.4) skirtuminé schema stabili, tik jeigu n < h?/4.
Taigi, salyga |u(S)| < 1 néra iSpildyta. Vadinasi, (2.1)—(2.2) skirtuminé
schema néra stabili.

Toliau panagrinésime kitas (1.1) lygties aproksimavimo schemas.
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4 SKYRIUS ISreikstinés trisluoksnés skirtuminés schemos vienmatei PSL

3. Antroji schema. Klasikiné Diuforto-Frankelio schema

IS skirtuminiy schemy teorijos antrosios eilés parabolinei lygciai zinomas

toks rezultatas: (1.2) lygciai Diuforto Frankelio skirtuminé schema

uptt — Pt up ) - (uit +ul ) + () n
2T h

yra absoliuciai stabili.

Atkreipkime démesj, kad (3.1) skirtuminé schema aproksimuoja (1.2) lygti
O(72 + h? + 7/h?) tikslumu, t.y., kad skirtuminio metodo paklaida mazéty, kai
7 ir h mazéja, papildomai reikia, kad dydis 7/h? irgi mazéty. Tai papildomas
apribojimas, praktikoje verc¢iantis dirbtinai laikytis 7 ir h santykio.

Panagrinékime kokiomis savybémis pasizymeés (3.1) schema, jei papildomai
pridésime reguliarizuojantj narj n%(%). Pirmiausia $j narj aproksimuokime
taip, kad (3.1) schema likty iSreikstiné. Kitaip tariant, (1.1) pseudoparabolinei

lygciai uzrasykime tokia skirtumine schema

n+1 n—1 n n+1 n—1 n

21 h2
n n+1 n—1 n n—1 n—1 n—1
n (%’—1 = (u ™ ) Fuy T — 2w

+1 e - o ) I G2

IStirsime Sios schemos stabiluma. Pirmiausia parasykime (3.2) schema kitokiu
budu

n+1 n—1 n n n n n+1 n—1

o 72 2 +
(2, 2l )
T h2 h2
up T = 2up T n

Po elementariy pertvarkymy gauname

2 2 4 4
(1—1—%)@”““—1— (27‘/1+277A— T}—; n)u”+

2 2
+ (— 1+ T;; il —277/1)u"—1 =27 fHL,
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3. Antroji schema. Klasikiné Diuforto-Frankelio schema

Pasinaudoje sio skyriaus 2 poskyryje iSdéstyta metodika, turime

<1+ 27;277>u2+ <2(7’+77))\— M)u— (1+2n>\— M) —0.

h? h2
IS ¢ia
2 2(—2(7:577) — (T +n)N) B 1+ 29\ — —2(::2”7) 0
1 -+ % 1 + %
Toliau
. 230 — (r+ )X

14+ 2(7}—1'577)

VG (r 4 p)0)? + (14 207 — 2550 (1 4 2500

+ 1+ 2(T+77)

(3.3)

Panagrinékime narj, esantj posaknyje

n_ dr+n)? A7 +n)”

A (T 4+0)2A2 + 1+ 200+

h4 h2
207 +n)  2(r+n)  4(r+n)?
+ (14 2nA) T
4
= (T +1)°MA = 55) + 1+ 2A+ (};”)(Hzm—l):
4 AT + 1
:(T+n)2A(/\—ﬁ)+1+2n>\+%>0,

jei 0 < A < 5.
Taigi, abi (3.3) formule apibréziamos Saknys p1, po yra realios.

Pastebékime, kad, kai n > 0 ir A > %, tai

2(1 + 1) 2 3
—ga —(THEA< (T ) (5 —53) <0
ir
2(T + 1) T+n
‘ P (T4 7]))\‘ > %
Todél
T+77 +1 2(7_+77) + )
|Nf2 = 2(T+77) 1 >
T+n 4 (T+n +1)2 2(T+77) 1
> = = 1.

2(T+77) +1 2(T+7I) +1
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4 SKYRIUS ISreikstinés trisluoksnés skirtuminés schemos vienmatei PSL

Taigi
|2l > 1.

Vadinasi, skirtuminé schema (3.2) yra nestabili. Kitaip tariant, kai regu-
liarizatoriy n%(%) aproksimavome pagal (3.2) skirtumine schema, regulia-
rizatorius skirtuminés schemos stabiluma pablogino — isS stabilios skirtuminés
schemos antrosios eilés parabolinei lygé¢iai gavome nestabilia skirtuming schema

pseudoparabolinei lygcéiai. Todél toliau bandysime kitaip aproksimuoti regulia-

rizatoriy.

4. Trecioji schema

Aproksimuokime reguliarizatoriy n%(%) tokiu budu

o [2u\\" 9% (ou\\" (%)?_1—2(%)?+(8_?)?+1 2
(5 (52)), = (5=(5)), - z noune

% )

n _ ,n—1 n+1 n no_
i(ui—l Ui_1 Uy Uy Ui

h2 _2'L 'L_|_

T T T

UerL 0(7)> +O(h?) =

1 -1 —1
1 (U?—l —2ul "+ uPy o wy — 2wl +ugy
.

= . ) +O(5+ 1. @D

Dabar (1.1) pseudoparabolinei lygéiai uzrasykime tokia skirtumine schema

(zr. 4.1 pav. atitinkantj Sios schemos Sablona)

+1 +1
w T —ul A+ nu?_l — 21,;’{2 +u g B
T
u b —2u
—n— e I (42)

kurios aproksimavimo paklaida yra O(7 + h? +7/h?). Pertvarkysime (4.2) lygti
tokiu pavidalu

n—+1 n n n n n n n—+1
i ity —2ud gy puy —2ud gy 2 <U? U, )_
T

T h2 h2 T \h2  h2

u

n u?__ll — ZU?_I + u?jfll 2n u?_l uy e
T h? T\ h* R v
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4. Trecioji schema

Analogiskai kaip ir anks¢iau nagrinétoms skirtuminéms schemoms, gauname

(1+i_2>u”+1 — (1—(T+n)/l+;ll—2>u”+ (2—2— A)’un_l =7f"

arba
Au™ Tt + Bu" + Cu™ Tt = 17,
Cia
A= <1+2—Z>E, B = —<(1+i—2)E—(T—|—n)A>, C——ni+2p.

Toliau seka

(14—2—2)#2—<1+%—(T+n)>\)u+%—?7)\:0.

Taigi, gavome kvadratine lygtj, kuria iSsprende rasime Saknis
14+ 32— (r+n)\
Hi2 = W 5 +
2(1+ %)
VO =GN — G - aa0+ 3
2(1 + i—’;)

Panagrinékime (4.3) formule. Pastebime, kad

4.3)

2n . 2
72~ A>0 jei 0<>\<ﬁ’
2n .. 2
ﬁ_ )\<0 el )\>ﬁ

Taigi, kai A > 2/h?, (4.3) formuléje posaknis teigiamas (abu démenys tei-
giami).
Kai 0 < A < 2/h?, poSaknis gali biiti tiek teigiamas, tiek neigiamas. IStirsi-

me Siuos atvejus:

1 atvejis. Tegul posaknis teigiamas. Tada abi Saknys p ir s realios.

Be to,

4n

72 nA =0, jei 0< A< —.
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4 SKYRIUS ISreikstinés trisluoksnés skirtuminés schemos vienmatei PSL

Darykime prielaida, kad
1—7A2>0. (4.4)

Kadangi 0 < A < 4/h?, tai (4.4) prielaida bus visada teisinga, jei

2
T < hz. (4.5)

Taigi, tarkime, kad (4.5) nelygybeé teisinga. Tada py > |ug| > 0.

[snagrinékime, kada bus teisinga nelygybé

iy — 1+ 22 — (T +n)A
2(1+i—2)

VA8 — (N2 — (2 - 9041+ 2)

< 1. (4.6)

_|_

(4.6) nelygybé ekvivalenti

gty (e (i ) <

< 2(1 n %) 4.7

Pastebékime, kad  (4.7) nelygybéje  esantis  pirmas  démuo
1+4n/h® — (1 +n)A > 0. Tai gauname dél 0 < A\ < 4/h? ir dél (4.5) prie-
laidos.

(4.7) nelygybe uzrasykime tokiu budu

V(5 em) = GEomao ) <2(1432)-

- (1—1—%—(7—1—?7))\)

ir pakelkime kvadratu
4n 2 2n 2n
(1+ﬁ —(rmA) - (ﬁ _n)\>4<1+ﬁ> <
2 4 2
< (2(1+h_g) - (Hh_g_mw)) .
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4. Trecioji schema

Sutvarke gauname

W+ — (20 e+ 2D <

h2 h2 h2
21\ 2 2n 4n 4n 2
<4(1+ﬁ) —4<1+ﬁ>(1+ﬁ — (T ) + (1+ﬁ —(r+mA)
Atlikime prastinimo veiksmus
21 2n 4n
—(ﬁ— )<1+ﬁ_<1+ﬁ_(7—+n>>\>’
tada
2n 2n 4n
—ﬁ+n>\<1+ﬁ—1—ﬁ+7>\+n>\.
Suprastine gauname
0<TA

Kadangi nelygybé 7A > 0 visada teisinga, tai (4.6) nelygybé irgi teisinga visada.

2. atvejis Tegul (4.3) lygybéje esantis posaknis yra neigiamas. Tada abi Saknys
W1 ir pe yra kompleksiniai skaiciai.

Tada

o (1+§—2’—(r+n)A)2

|p1,21* = (Rep)? + (Tmyp 7t
(20+3)
20— pA)4(1 + 22) — /- N
+(h2 77)(1+h2) 1+ 72 (T+mn) h_g_n)\
2 = 2n °
<2(1+%)) L+ 5

Pastebékime, kad skaitiklis, priklausomai nuo A reikSmeés gali buti tiek teigia-

mas, tiek neigiamas, todél

|M1,2|2 <1

yra ekvivalentu nelygybei

2n

2n
h2

71



4 SKYRIUS ISreikstinés trisluoksnés skirtuminés schemos vienmatei PSL

arba

2n 2n 2n

[snagrinékime gauta nelygybe.

Desinéje puseéje esanti nelygybé

% —nA <1+ 2_2
arba
—nA <1
yra teisinga visada.
Kairéje puséje gauta nelygybé
(1420 < 2 48)

turi buti teisinga su visomis A reikSmémis. Paimkime blogiausig atvejj, kai

desinéje puséje A = 4/h?, tada

Gauname, kad
2n 2n
— (1 + ﬁ) < —ﬁ.
Si nelygybé yra visada teisinga. Taigi ir (4.8) bus visada teisinga.
Vadinasi, jei A > 0 ir 7 < h?/4, tai |u| < 1. I8 to seka, kad skirtuminé

schema (4.2) yra salyginai stabili.

5. Skaitiniai rezultatai

Siame poskyryje pateiksime keleta skaitiniy eksperimenty, kuriuos atlikome,
taikydami iSreikstines skirtumines schemas. Pirmiausia uzrasysime diferencia-
linj pseudoparabolinj uzdavinj, kuriame yra nelokalioji salyga. Nagrinésime
tiesinge pseudoparabolineg lygtj

ou  0%u d 10%u
<ap>+ﬂ%w,t>ﬁo<w<l (5.1

ot o2 oy
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5. Skaitiniai rezultatai

b

o

ntl N
D B Ay
n o —CF
T T
n-1 o N
i-1 i i+1

4.1 pav. (4.2) skirtuming schemg atitinkantis

8%y

Sablonas. () — i§vestinés % (W)

aproksimavimo taskai.

su klasikine ir nelokaligja salygomis

w(0,t) = p1(?),
u(l,t) =~ 01 u(z, t)dz + pa(t)
ir pradine salyga
u(0,z) = ().

5.1. Skaitiniai rezultatai (I)

Diferencialine (5.1) lygti uzrasykime (4.2) skirtumine schema.

(4.2) skirtumine lygtj su salygomis:

Ug = ,LL?, n = 17 9
N-1
U U
u7v+1:7h( O—; N—i— uz>,
=1
u; = i, ©=0,

(5.2)

(5.3)

5.4)

Spreskime

(5.5

(5.6)

(5.7

Atlikus skaitinj eksperimenta, jsitikinome, kad sprendinio paklaida ¢ yra

tiesiogiai susijusi su dydziu 7/h? (7r. i 4.1 lentele). IS rezultaty, pateikty 4.1

lenteléje, galima pastebéti, kad maZinant Zingsnius 7, h ir santykj 7/h? paklaida

€ mazéja.
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4 SKYRIUS ISreikstinés trisluoksnés skirtuminés schemos vienmatei PSL

4.1 lentelé. (4.2) skirtuminés schemos paklaidos € = 1<£%3j\)r{_1 lu(zs, t;) — uz| reikSmes.
h T T 5
% ﬁ 0.5 0.000524
% ﬁ 0.25 0.000213
% % 0.125 0.0000623
% ﬁ 0.0625 0.0000179

Sioje lenteléje pateikiami skai¢iavimo rezultatai, kai T'=3.14, n=0.1, y =1, 0

diferencialinio uzdavinio tikslus sprendinys yra u(z,t) = z(x — ) sint.

4.2 lentelé. (4.2) skirt.schem. paklaidos € = | max |lu(xs, ;) — uf| priklausomybé nuo T'.
X -
T €
1.57 4.2474-107%
3.14 6.23-107°
6.28 6.249 - 1075
12.56 6.275- 1075

Sioje lenteléje pateikiami skai¢iavimo rezultatai, kai h = 1/20,7 = 1/3200, n = 0.1, v =1,

o diferencialinio uzdavinio tikslus sprendinys yra u(z,t) = z(x — ) sin t.

Paklaidos € priklausomybé nuo 7' pateikta 4.2 lenteléje. IS ¢ia pastebime,
kad naudojant bet kokias T' reikSmes, paklaida artéja j nulj, o tai reiskia, kad
skirtumineé isreikstiné schema yra stabili.

5.2. Skaitiniai rezultatai (II)

Imkime ir diferencialine (5.1) lygtj uzrasykime kiek kitokia skirtumine sche-

u?ﬂ - u;l_l _ Ul g — (U?H + u?_l) + Uil + n( ui—q — 2“?“ + uily
2T N h? T h?
n—1 n—1
U = 2u 4+ u
_ Z( i—1 hzz i+1 > +fr (5.8)

Tokios skirtuminés schemos Sablonas pavaizduotas 4.2 paveiksle.
Siuo atveju spresime (5.8) skirtumine lygti su salygomis (5.5)-(5.7). Atli-

kus skaitinj eksperimenta, pastebéjome, kad sprendinio paklaida e taip pat yra
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5. Skaitiniai rezultatai

ntl & ntl T—P
A P P Al aan) A
n ¢ n Y
™ FA )
n-1 i S N n-1 L
i-1 i i+1 i-1 I i+1
4.2 pav. (5.8) skirtuming schema atitinkantis 4.3 pav. (5.9) skirtuming schema atitinkantis
2 2
Sablonas. (O — i§vestinés %(%) Sablonas. () — iSvestinés %(‘373)
aproksimavimo taskai. aproksimavimo taskai.
4.3 lentelé. (5.8) skirtuminés schemos paklaidos € = max |u(zs, t;) — uZ| reikSmes.
IV —
h T 7z €
1 1
36 500 0.5 0.0012
1 1
30 1600 0.25 0.000517
1 1
30 3500 0.125 0.00021041
1 1
36 5100 0.0625 0.000060095

Sioje lenteléje pateikiami skai¢iavimo rezultatai, kai T'=3.14, n=0.1, y =1, 0

diferencialinio uzdavinio tikslus sprendinys yra u(z,t) = x(x — ) sint.

tiesiogiai susijusi su dydziu 7/h? (Zr. i 4.3 lentele).
Paklaidos ¢ priklausomybé nuo T pateikta 4.4 lenteléje. Pastebime, kad

naudojant bet kokias 7' reikSmes, paklaida taip pat artéja j nulj.

5.3. Skaitiniai rezultatai (I1I)

Siuo atveju diferencialine (5.1) lygtj pakeiskime skirtumine schema pagal 4.3

paveiksle pavaizduota Sablona.

ultt g = 2uf 4 ufy
T h?
n+1 n n+1 n n n—1
n o %i—1 — Ui—1 U, — Uy Uit1 — Uigq
2 Z T -2 T -+ T o) (59)
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4 SKYRIUS ISreikstinés trisluoksnés skirtuminés schemos vienmatei PSL

4.4 lentelé. (5.8) skirt.schem. paklaidos € = max |u(xs, t;) — uZ| priklausomybé nuo T'.
NN -
T €
1.57 5.9389 - 104
3.14 2.1041 - 104
6.28 2.1124 - 104
12.56 2.1289 - 104

Sioje lenteléje pateikiami skai¢iavimo rezultatai, kai h = 1/20,7 = 1/3200, n = 0.1, v =1,

o diferencialinio uzdavinio tikslus sprendinys yra u(z,t) = z(x — [) sin t.

4.5 lentelé. (5.9) skirt.schem. paklaidos € = Jmax |u(zs, t;) — uf| priklausomybé nuo T'.
YA -
T €
1.57 5.9856 - 104
3.14 2.1185 - 104
6.28 2.1268 - 104
12.56 2.1435 - 104

Sioje lenteléje pateikiami skai¢iavimo rezultatai, kai h = 1/20,7 = 1/3200, n = 0.1, v =1,

o diferencialinio uzdavinio tikslus sprendinys yra u(z,t) = z(x — ) sint.

Siuo atveju spresime (5.9) skirtumine lygtj su salygomis (5.5)—(5.7). Atlikti
skai¢iavimai rodo, kad su Sia isreikstine skirtumine schema galima taip pat
sékmingai skai¢iuoti. Kaip ir pries tai, (5.9) skirtuminés schemos sprendinio
paklaida ¢ taip pat yra tiesiogiai susijusi su dydZiu 7/h2.

Paklaidos e priklausomybé nuo T' pateikta 4.5 lenteléje. Naudojant bet
kokias T reikSmes, paklaida taip pat artéja j nulj.

6. ISvados

Treciosios eilés pseudoparabolinei lygéiai negalima sudaryti dvisluoksniy is-
reikstiniy skirtuminiy schemy. Taciau jvairiais budais galima sudaryti tris-
luoksnes skirtumines schemas. Daugelis Siy trisluoksniy isreikstiniy skirtuminiy
schemy néra stabilios. Specialiu budu aproksimuojant treciosios eilés iSvestine

0 (82u

5i (5.2 ) galima gauti salyginai stabilig trisluoksne iSreiksting skirtuming schema
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6. Isvados

su aproksimavimo paklaida O(h? + 7 + 7/h?).
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Bendrosios iSvados

1. Skirtuminiy schemy pseudoparabolinei lygciai su nelokaliosiomis integra-
linémis salygomis peréjimo matricos spektro strukturos tyrimas yra efek-

tyvus skirtuminiy schemy stabilumo tyrimo metodas.

2. Dvimatéms tiesinéms pseudoparabolinéms lygtims su nelokaliosiomis sa-

lygomis spresti séekmingai galima taikyti lokaliai vienmatj metoda.

3. Parabolinio tipo lygtims zinomi iSreiksStiniy skirtuminiy schemy sudarymo
metodai paprastai netinka pseudoparabolinéms lygtims. ISreikstinés skir-
tuminés schemos pseudoparabolinéms lygtims, sudarytos kitu principu,

yra stabilios.
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