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Reziumeé

Disertacijoje nagrinéjami simpleksiniai Ssaky ir réziy algoritmai su agreguo-
tais LipSico réziais.

Pirmiausiai dviejy matmeny atvejui pasitilomas normy atzvilgiu patikslin-
tas jprastas LipSico rézis, naudojantis pirmg ir begaling normas. Daugiama-
¢iu atveju Sis rézis papildomas Euklidine norma. Pateikiamas Pijavskij tipo
Lipsico rézio apskaic¢iavimas simpleksuose sprendziant tiesiniy lygciy sistemas.
Pasiulomas naujas rézis, pagristas apibréztinés daugiamatés sferos spinduliu.
Galiausiai sudaromi agreguotieji Lipsico réziai is skirtingo tipo réziy su jvairio-
mis normomis. Eksperimentiniy tyrimy rezultatai rodo, kad naudojant siiloma
simpleksinj Saky ir réziy algoritma su agreguotuoju réziu ir virsuniy patikrini-
mu beveik visiems testo uzdaviniams gaunami geresni rezultatai, lyginant su
geriausiu literaturoje apzvelgtu Saky ir réziy Lipsico optimizavimo algoritmu.

Véliau pasitlomi lygiagretieji simpleksiniai saky ir réziy algoritmai skirti
bendrosios (OpenMP) ir paskirstytosios (MPI) atminties kompiuteriams. Eks-
perimentiskai tiriama, kaip virSuniy patikrinimas jtakoja bendrosios atminties
kompiuteriams skirto algoritmo lygiagretinimo efektyvuma. Taip pat tiriama,
kaip geriausios surastos funkcijos reikSmés apsikeitimas tarp procesoriy pa-
veikia paskirstytosios atminties kompiuteriams skirto lygiagre¢iojo algoritmo
lygiagretinimo efektyvuma ir funkcijy skaiciavimy kiekj.

Darbo pabaigoje eksperimentiskai tiriama, kaip paieskos strategijos jtako-
ja nuosekliyjy ir lygiagreciyjy saky ir réziy algoritmy rezultatus. Nuosekliojo
algoritmo efektyvumas tiriamas pagal funkcijy skaic¢iavimo kiekio, vykdymo
laiko, istirty posriciy skaiciaus, maksimalaus kandidaty saraso ir santykio, pa-
rodancio kaip greitai optimizavimo procese surandamas sprendinys, kriterijus.
Nustatoma, kaip kinta paskirstytosios atminties kompiuteriams skirto lygia-
greciojo algoritmo lygiagretinimo efektyvumas ir funkcijy skaiciavimy kiekis
priklausomai nuo naudojamos paieskos strategijos. Eksperimentiniai tyrimai
rodo, kad néra vienos strategijos, pagal kuria buty gaunami geriausi rezultatai
pagal visus kriterijus, todél paieskos strategija tikslinga pasirinkti priklausomai
nuo sprendziamo optimizavimo uzdavinio skaic¢iavimo resursy.



Abstract

The dissertation analyzes branch and bound algorithms with simplicial
partitions and aggregated Lipschitz bounds.

First of all corrected trivial Lipschitz bound with the first and infinity
norms is proposed for two dimensional case. In multidimensional case this
bound is appended with Euclidean norm. Then calculation of Piyavskii
type Lipschitz bound over simplices is proposed solving system of linear
equations. The new Lipschitz bound based on the radius of the circumscribed
multidimensional sphere is proposed. Finally aggregate Lipschitz bounds of a
few different Lipschitz bound types with various norms are created. The results
of experiments show that proposed simplicial branch and bound algorithm
with aggregate bound and vertex verification is often better than the best in
literature reviewed branch and bound algorithm for Lipschitz optimization.

Then parallel simplex based branch and bound algorithms with aggregate
bound are proposed for shared (OpenMP) and distributed (MPI) memory
computers. Efficiency of the OpenMP version with and without new vertex
point verification is investigated. Efficiency and the number of function
evaluations of MPI version with and without interchange of the best currently
found function values is also investigated.

Finally, the influence of selection strategies to sequential and parallel
branch and bound algorithms is experimentally investigated. Performance of
the sequential algorithm with different selection strategies is investigated using
several criteria: numbers of function evaluations, execution time, the total
number of simplices, maximal size of candidate list and the ratio, showing
the progress of search to locate the global solution. Parallel MPI version
is evaluated using efficiency of parallelization and the number of function
evaluations criteria. The results of experiments show, that none of selection
strategies is the best for all criteria, therefore it is advisable to choose the
selection strategy subject to optimization problem computational resources.
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|z —yllq atstumas tarp dviejy vektoriy;

L, Lipsico konstanta jvertinta pagal [, norma;

K iSvestinés Lipsico konstanta;

Ly 1, 42 paprastai apskaiciuojami p tipo Lipsico réziai;

%) sudétingai apskaiciuojamas Pijavskij tipo Lipsico rézis;

P Lipsico rézis, pagristas daugiamatés apibréztinés sferos
spinduliu R;

uy’oo o tipo LipSico rézis su lq, lg ir o normomis;

9011/)2;13’00 agreguotas LipsSico rézis sudarytas is ¢, ¥ ir ug tipo réziy
su jvairiomis normomis;

cp1w2,u§’°° agreguotas Lipsico rézis sudarytas i$ o, v ir o tipo réziy
su jvairiomis normomis ir virsuniy patikrinimu;

T2 )12 santykis, jvertinantis rézio 2 geruma p3 rézio atzvilgiu;

r(f*) santykis, parodantis kaip greitai optimizavimo procese su-
randamas globalusis sprendinys;

fk. funkcijos skaiciavimy kiekis;

t(s) optimizavimo laikas;

PS iStirty posric¢iy skaicius;

MKS maksimalus kandidaty sarasas;
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Ivadas

Tyrimy sritis

Globaliojo optimizavimo metodai naudojami skai¢iuojamosios chemijos ir
biologijos, biomedicinos, operacijy tyrimo, ekonomikos, inzinerinio projekta-
vimo ir valdymo bei daugelio kity inzinerijos ir taikomuyjy moksly uzdaviniy
sprendimui. Viena is labiausiai tyrinéjamy globaliojo optimizavimo sri¢iy yra
Lipsico optimizavimas, kuris remiasi prielaida, kad tikslo funkcija tenkina Lip-
Sico salyga. Daugiamaciai LipSico optimizavimo metodai tiek teorine, tiek ir
praktine prasme yra gerokai maziau istirti nei vienmaciai. Sie metodai daz-
niausiai naudoja staciakampius posricius ir paprastai apskaiciuojamus Lipsico
rézius, o simpleksiniams posri¢iams ir réziy gerinimui skirtas mazesnis déme-
sys. Todél sio darbo tyrimy sritis yra daugiamaciai simpleksiniai Lipsico opti-
mizavimo algoritmai, naudojantys agreguotuosius Lipsico rézius su jvairiomis
normomis.

Darbo aktualumas

Sparciai besivystancios informacinés technologijos ir tobuléjanti kompiute-
riné technika leidzia spresti vis sudétingesnius optimizavimo uzdavinius, kuriy
iSsprendziamumas dar visai neseniai buvo sunkiai arba i$ viso nejmanomas.
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Globaliojo optimizavimo metodai, pagristi LipSico réziy apskaic¢iavimu, yra
pakankamai placiai iSnagrinéti ir yra placiai taikomi jvairiy optimizavimo uz-
daviniy sprendimui. Siy metody pritaikomums lemia tai, kad jie pateikia ta
pat] atsakyma kiekvieng karta, skirtingai negu stochastiniai optimizavimo me-
todai. Lipsico metodai garantuoja surasto sprendinio tiksluma per baigtinj
(gali buti ir ilgas) laika, prieSingai negu tiesioginés paieskos ar stochastiniai
metodai. Sie metodai gali buti naudojami , juodosios dézés“ situacijoje, skir-
tingai nuo intervaly metody.

Taciau LipSico optimizavimo metodai turi ir svarbiy trukumy, lyginant su
kitais globaliojo optimizavimo metodais. Lipsico metodai dazniausiai remiasi
prielaida, kad Lipsico konstanta zinoma is anksto, o tai retas atvejis spren-
dziant praktinius uzdavinius. LipSico algoritmai yra létesni negu kai kurie
kiti globaliojo optimizavimo algoritmai. Didéjant matmeny skaiciui n, Lipsico
algoritmy skaic¢iavimo apimtys didéja eksponentiskai.

Dél to geresniy réziy, lemianciy greitesnius LipSico algoritmus, kurimas
uzima pagrindine disertacijos dalj. Svarbia disertacijos dalj uzima pasiulyty
algoritmy efektyviy lygiagreciyjy versijy realizavimas ir jvertinimas, siekiant
spresti didesnius optimizavimo uzdavinius.

Tyrimy objektas

Disertacijos tyrimy objektas yra:
o Lipsico globaliojo optimizavimo algoritmai daugelio kintamyjy erdvése,
naudojantys simpleksinius posricius;

o lygiagreciyjy kompiuteriy sistemy taikymas globaliajam optimizavimui.

Darbo tikslas ir uzdaviniai

Pagrindinis Sio darbo tikslas — modifikuoti esamus Lipsico globaliojo op-
timizavimo algoritmus daugelio kintamyjy erdvése ir pasitlyti naujus siekiant
grei¢iau ir tiksliau spresti optimizavimo uzdavinius, bei panaudojant lygiagre-
¢iyjuy kompiuteriy sistemas spresti didesnius optimizavimo uzdavinius. Siekiant
uzsibrézto tikslo buvo sprendziami Sie uzdaviniai:

1. Apzvelgti esamus globaliojo optimizavimo algoritmus ir apsibrézti ti-

riamy algoritmy grupe;

2. Istirti, kaip optimizavimo rezultatus jtakoja Lipsico réziy sudarymui
naudojamos jvairios normos ir jas atitinkancios Lipsico konstantos.
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3. Naudojant simpleksinius posri¢ius sukonstruoti:

o patikslintus jprastus LipsSico rézius, naudojancius jvairias normas ir
jas atitinkancias Lipsico konstantas.

o Pijavskij tipo Lipsico rézius, daugiamaciu atveju gaunamus spren-
dziant tiesiniy lygciy sistemas.

o LipSico rézius, pagristus apibréztinés daugiamatés sferos spinduliu.

o agreguotuosius LipSico rézius sudarytus is keliy skirtingy LipSico
réziy tipy su jvairiomis normomis.

4. Sukurti nuosekliuosius ir lygiagreciuosius Lipsico optimizavimo simp-
leksinius saky ir réziy algoritmus su pasiulytais réziais.

5. Palyginti sukurty algoritmy efektyvuma naudojant jvairius pasitlytus
Lipsico rézius.

6. Gautus rezultatus palyginti su kitais gerai zinomais Lipsico optimiza-
vimo algoritmais.

7. Istirti sukurty nuosekliyjy ir lygiagreciyjy algoritmy efektyvuma nau-
dojant jvairias paieskos strategijas: geryn, platyn, gilyn ir statistine.

8. Palyginti sukurty lygiagreciyju algoritmy, skirty bendrosios ir paskirs-
tytosios atminties kompiuteriams, lygiagretinimo efektyvuma.

Mokslinis darbo naujumas

Remiantis teoriniais ir eksperimentiniais tyrimais, istirta, kaip LipSico op-
timizavimo rezultatus jtakoja naudojamos normos ir jas atitinkancios Lipsico
konstantos. Gauty rezultaty pagrindu pasiulyta jprasty LipSico réziy skaicia-
vimui vietoj vienos konkrec¢ios normos naudoti kelias bei apjungti skirtingy
tipy rézius su jvairiomis normomis. Tokiu budu gaunami tikslesni agreguotieji
Lipsico réziai neskaic¢iuojant tikslo funkcijos papildomuose taskuose.

Naudojant pirmaja norma pasiulyta, kaip Pijavskij tipo rézius apskaiciuo-
ti sprendziant tiesiniy lygéiy sistemas vietoj kvadratiniy Euklidinés normos
atveju.

Euklidinés normos atvejui, pasitlytas naujas Lipsico rézis, pagristas api-
bréztinés daugiamatés sferos spinduliu.

Pasiulyto simpleksinio Saky ir réziy algoritmo efektyvumas istirtas nau-
dojant jvairius pasitilytus LipsSico rézius ir palygintas su kitais gerai zinomais
Lipsico algoritmais.
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Pagal funkcijy skaiciavimo kiekio, optimizavimo laiko, istirty posriciy skai-
¢iaus bei maksimalaus kandidaty saraso kriterijus algoritmo efektyvumas istir-
tas priklausomai nuo naudojamos paieskos strategijos: geryn, platyn, gilyn ir
statistines.

Sukurtos pasiulyto algoritmo lygiagreciosios realizacijos bendrosios (nau-
dojant OpenMP standarta) ir paskirstytosios (naudojant MPI standarta) at-
minties kompiuteriams.

Sukurty algoritmy pagrindu realizuota programiné jranga:

« nuoseklioji versija:
http://www.gridglobopt.vgtu.lt/files/AT _Projekto__
Ataskaita/BranchBound Template/BBSequential /Examples/
SimplicialBBSequential /

« lygiagrecioji versija, skirta bendrosios atminties kompiuteriams:
http://www.gridglobopt.vgtu.lt /files/AT__Projekto_ Ataskaita/
BranchBoundTemplate/BBParallel/Examples/SimplicialBBOpenMP /

« lygiagrecioji versija, skirta paskirstytosios atminties kompiuteriams:
http://www.gridglobopt.vgtu.lt /files/AT_Projekto_ Ataskaita/
BranchBoundTemplate/BBParallel/Examples/Simplicial BBParallel /

Autoriaus dalyvavimas mokslinése programose

Autorius dalyvavo vykdant:

o Lietuvos valstybinio mokslo ir studijy fondo finansuojama Aukstujy
technologijy programos projekta ,,Globalus sudétingy sistemy optimi-
zavimas naudojant didelio nasumo skaic¢iavimus ir grid technologijas®
(2007-2009). http://www.gridglobopt.vgtu.lt/

¢ Lietuvos Respublikos Svietimo ir mokslo ministerijos finansuojama, ,,Ly-
giagreciy ir paskirstyty skaiciavimy ir e-paslaugy tinklo (LitGrid)“
programa (2008 — 2009).

Autorius nuo 2008 m. birzelio 10 d. iki 2008 m. rugséjo 9 d. remiamas
Europos komisijos finansuojamo HPC-Europa projekto stazavosi superskaicia-
vimy centre EPCC (The Edinburgh Parallel Computing Centre), Edinburge,
Jungtinéje Karalystéje.
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Ginamieji disertacijos teiginiai

1. Naudojant agreguotuosius Lipsico rézius, sudarytus is keliy skirtingo
tipo réziy su jvairiomis normomis, gaunami tikslesni réziai, kuriy déka
pagreitinami optimizavimo algoritmai.

2. Pijavskij tipo réziy skaiciavimas, naudojant pirmaja norma, leidzia
kvadratiniy lygciy sistemy sprendima pakeisti tiesiniy lygciy sistemy
sprendimu.

3. Lipsico réziai, pagristi apibréztinés daugiamatés sferos spinduliu, daz-
niausiai yra geresni uz jprastai naudojamus saky ir réziy algoritmuose.

4. Néra vienos konkrecios paieskos strategijos, kurig naudojant buty gau-
nami geriausi optimizavimo rezultatai pagal visus tirtus kriterijus.

5. Atlikus virsuniy patikrinima stipriai sumazéja tikslo funkcijy skaicia-
vimy kiekis bei padidéja lygiagreciojo bendrosios atminties kompiute-
riams skirto algoritmo efektyvumas.

6. Paskirstytosios atminties kompiuteriams skirto lygiagreciojo algoritmo
funkcijy skaic¢iavimy kiekis su geriausios surastos funkcijos reiksmés ap-
sikeitimu ir be jo, skiriasi nezymiai.

Darbo rezultaty aprobavimas

Pagrindiniai disertacijos rezultatai paskelbti Siuose moksliniuose leidiniuo-
se: Optimization Letters, Springer Optimization and Its Applications, Mathe-
matical Modelling and Analysis, Technological and Economic Development of
Economy, Information Technology and Control. Paskelbtos 6 publikacijos refe-
ruojamos IST Web of science, 1 kitose tarptautinése duomeny bazése. Publika-
ciju sarasas pateiktas papildomame sarase ,,Autoriaus publikacijy disertacijos
tema sarasas“.

Disertacijos rezultatai pristatyti siuose pranesimuose tarptautinése ir na-
cionalinése mokslinése konferencijose ir seminaruose:

« R. Paulavicius, J. Zilinskas. [vairiy normy ir jas atitinkanciy Lipsico
konstanty analizé globaliajam optimizavimui. Lietuvos jaunyjy moks-
lininky konferencija: Operacijy tyrimas ir taikymai, LOTD - 2006, ge-
guzés 26 d., 2006, Vilnius. http://www.mii.lt/ot-2006/

o R. Paulavicius, J. Zilinskas. [vairiy normy ir jas atitinkanciy Lip-
sico konstanty junginio panaudojimas globaliajam optimizavimui dau-
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giamaciu atveju. Lietuvos jaunyjy mokslininky konferencija: Opera-
cijy tyrimas ir tatkymai, LOTD - 2007, geguzés 18 d., 2007, Vilnius.
http://www.mii.lt /ot-2007/

R. Paulavicius, J. Zilinskas. Improved Lipschitz bounds with non
Fuclidean norms for function values over multidimensional simplex.
12th International Conference Mathematical Modelling and Analysis,
May 30—-June 2, 2007, Trakai, Lithuania.

R. Paulavidius, J. Zilinskas. Improved Bounds with Non Euclide-
an Norms and Combination of different norms in Lipschitz Optimi-
zation. Informatics summer school "Modern data mining technologies”,
September 9-15, Druskininkai, Lithuania. http://www.mii.lt /inmadra/
iss-2007/

R. Paulavicius. Parallel multidimensional Lipschitz optimization.
Edinburgo universiteto optimizavimo seminare. HPC-Furopa Visitor
programme, June 23, 2008, EPCC supercomputing centre at the Uni-
versity of Edinburgh.

R. Paulavicius, J. Zilinskas. Parallel branch and bound algorithm
with combination of Lipschitz bounds over multidimensional simpli-
ces for multicore computers. High Performance Scientific Computing
"International Networking for Young Scientists”, February 5-8, 2008,
Druskininkai, Lithuania. http://inga.vgtu.lt/~inga/inys2008/

R. Paulaviéius, J. Zilinskas. Branch and bound with simplicial parti-
tions and combination of Lipschitz bounds for global optimization. In-
ternational Conference FurOPT-2008 "Continuous Optimization and
Knowledge-Based Technologies EurOPT-2008", May 20-23, 2008, Ne-
ringa, Lithuania. http://www.mii.lt/europt-2008/

R. Paulavidius, J. Zilinskas. Investigation of simplicial branch
and bound algorithms for multidimensional Lipschitz optimization.
Veszprém Optimization Conference: Advanced Algorithms (VOCAL
2008), December 15-17, 2008, Veszprém, Hungary. http://www.dcs.
vein.hu/vocal2008/

R. Paulavicius, J. Zilinskas. Investigation of selection strategies in
branch and bound algoritm with simplicial partitions and combina-
tion of Lipschitz bounds. 14th International Conference Mathemati-
cal Modelling and Analysis, 2009 geguzés 27-30, Daugavpils, Latvija.
http://www.de.dau.lv/mma2009/
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o R. Paulaviéius, J. Zilinskas. Simplicial and Rectangular Branch and
Bound with Improved Computationally Cheap Bounds. 15th Interna-
tional Conference Mathematical Modelling and Analysis, May 26-29,
2010, Druskininkai, Lithuania. http://www.vgtu.lt/mma/mma2010/

Disertacijos struktura

Disertacija sudaro jvadas, trys skyriai ir bendrosios iSvados. Papildomai
disertacijoje yra pateikta: naudoty zyméjimy ir santrumpy sarasas, eksperi-
mentiniuose tyrimuose naudoti optimizavimo uzdaviniai, savoky zodynas, da-
lykiné rodyklé bei literaturos sarasas. Bendra disertacijos apimtis yra 134 pus-
lapiai, kuriuose pateikta: 20 paveiksly, 15 lenteliy ir 5 algoritmai. Disertacijoje
remtasi 135 literaturos saltiniais.


http://www.vgtu.lt/mma/mma2010/




Globaliojo optimizavimo metodai

Tradiciskai globaliojo optimizavimo uzdavinys formuluojamas taip: reikia
rasti netiesinés n tolydziyjy kintamuyjy funkcijos, vadinamos tikslo funkcija,
f(z) : R - R maksimuma (arba minimuma):

* * .

f*=max f(@), (arba f* = min f(2)) (L1)
n-matéje leistinojoje srityje D C R™. Be globaliojo maksimumo (arba mi-
nimumo) f*, turi buti surastas vienas arba visi globaliojo maksimumo (arba
minimumo) tagkai z* : f(z*) = f* arba parodyta, kad toks taskas neegzistuoja.

Disertacijoje nagrinéjami optimizavimo uzdaviniai, kuriy leistinoji sritis D
yra kompaktas, o tikslo funkcijos tenkina LipSico salyga (1.3) ir turi baigti-
nj izoliuoty ekstremumy skaic¢iy. Kadangi Lipsico funkcijos yra tolydziosios,
todeél tasko x* egzistavimas iSplaukia i§ Vejerstraso teoremos [72].

Lipsico optimizavime uzdavinio (1.1) sprendimas, net ir paprasc¢iausiu vien-
maciu (n = 1) atveju, yra sudétingas uzdavinys. Hansen, Jaumard ir Lu parodé
[50], kad per baigtinj funkcijos skaic¢iavimuy kiekj globaliojo optimumo taskas
x* gali buti surastas tik tada, kai egzistuoja toks § > 0, kad

f(z)=f(a*) = Llx — z*|, Vxe€lz*—4§2"+0ND.

Vadinasi, tik labai siaura Lipsico funkcijy klasé gali buti tiksliai iSsprendziama
panaudojus baigtinj funkcijos skaiciavimy kiekj. Todél Lipsico optimizavime,
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ieskoma e-globaliojo sprendinio, t.y. surandamas toks leistinosios srities taskas
Zopt, kad f(xep) skiriasi nuo tikrojo nezinomo globaliojo sprendinio f(z*) ne
daugiau nei per € > 0

1 @opt) — f(a")] < &. (1.2)
Visi disertacijoje apzvelgiami maksimizavimo algoritmali, ekvivalenciai gali buti

pakeisti | minimizavimo algoritmus, pasinaudojant tuo, kad:

min f(x) = — max(—f(z)).

Todél disertacijoje apsiribojama maksimizavimu.

1.1. Globaliojo optimizavimo metody apzvalga

Globaliojo optimizavimo uzdaviniy sprendimui pasitulyta aibé jvairiausiy
metody. Pirmaja monografija, kurioje apibendrinta globaliyjy metody jvairo-
ve, laikytina [18, 19]. ISsamesnéje ir naujesnéje monografijoje [121] pasiulyta
globaliojo optimizavimo metodus klasifikuoti i tokias grupes:

o Tiesioginiai metodai:
— Atsitiktinés paieskos metodai,
— Apibendrinti nusileidimo metodai,
— Grupavimo metodai;
o Netiesioginiai metodai:
— Metodai, aproksimuojantys lygio aibes,
— Metodai, aproksimuojantys tikslo funkcija;
o Metodai, galintys uztikrinti sprendinio tiksluma;:
— Padengimo metodai.

Atsitiktinés paieskos metodai buna adaptyvus ir neadaptyvus. Neadap-
tyvus atsitiktinés paieskos metodai naudoja globalia paieskos strategija, visai
neatsizvelgiant j ankséiau atlikty bandymy rezultatus. Paprascéiausio atsitik-
tinés paieskos, Monte-Karlo metodo, bandymy tasky koordinatés — nepriklau-
somi atsitiktiniai dydziai, tolygiai pasiskirste daugiamatéje leistinojoje srityje.
Atsitiktinai sugeneruoti bandymy taskai gali buti naudojami, kaip pradiniai
taskai lokaliosioms paieskoms. Gali buti daroma viena lokalioji paieska is ge-
riausio atsitiktine paieska rasto tasko arba atliekami kartotiniai nusileidimai is
visy atsitiktinai sugeneruoty tasky. Sios klasés metodai, naudojantys jvairius
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skirstinius, tirti daugelio tyréjy [1, 19, 21, 103]. Sie metodai paprasti, taciau
nelabai efektyvus. Bendru atveju, taikant atsitiktinés paieskos metodus tiki-
mybé surasti globaly maksimuma artéja j vieneta tik tada, kai bandymy tasky
skaicius artéja j begalybe. Dazniausiai tokiuose algoritmuose sustojimo salyga
laikomas nustatytas iteracijy skaiéius. Taciau dalis autoriy sitilo naudoti al-
ternatyvias, labiau pagristas, sustojimo salygas [7, 8, 20]. Kvazi Monte-Karlo
metodai naudoja deterministinés LP sekas [86-88]. Kvazi Monte-Karlo meto-
du surasto globaliojo sprendinio paklaida jvertinama naudojant jvairius tasky
iSsidéstymo tolygumo matus.

Dél savo paprastumo ir nesudétingos realizacijos, kity sri¢iy specialistai
siuos metodus daznai naudoja jvairiy praktiniy problemy sprendimui. Kartais
Sie metodai taikomi nustatant optimizavimo uzdavinio charakteristikas: glo-
baliyjy ir lokaliyju optimumo tasky skaiciy, tikimybe, kad lokalioji paieska is
atsitiktinio leistinosios srities tagko pasieks globalyji maksimuma ir pan. Siuos
metodus paprasta lygiagretinti. Kiekvienas procesorius nepriklausomai atlieka
ta pat] algoritmag visoje leistinojoje srityje ar jos dalyje. Procesoriai tarpusa-
vyje nekomunikuoja, todél spartinimo koeficientas lygus procesoriy skaiciui, o
lygiagretinimo efektyvumas — 1.

Adaptyvus atsitiktinés paieskos metodai [76, 118] atsizvelgia i anksciau
atliktus bandymus. Sios klasés metodai bandymy tagkus leistinojoje srityje
generuoja ne tolygiai, o tankiau daugiau zadanciose leistinosios srities vietose.
Geriausios surastos funkcijos reikSmés nurodo daugiau zadancias sritis. Adap-
tyviyju atsitiktiniy metody klasei priklauso genetiniai algoritmai [45, 80], evo-
liucinés strategijos [35, 112], atkaitinimo modeliavimo metodai [13, 57, 58, 68].
Adaptyviyjy paieskos metody efektyvumas tradiciskai priklauso nuo jy para-
metry reikSmiy parinkimo, todél geriausiai veikia naudojami jy autoriy.

Apibendrinti nusileidimo metodai apibendrina lokaliyjy nusileidimo meto-
dy idéjas globaliajam atvejui. Leistinyjy krypc¢iy metodai modifikuoja atlie-
kamy lokaliy nusileidimy kryptj taip, kad ji eity per visus lokaliyjy maksimu-
my taskus [29, 124]. Apibendrinti baudy metodai modifikuoja tikslo funkci-
ja pridedant bauda taip, kad buty iSvengty jau surasty lokaliyjy sprendiniy.
Tuneliavimo metodas [73] naudoja dvi fazes: lokaligja paieska, kurios metu
surandamas lokaliojo maksimumo taskas 2’ ir tuneliavimg, kurio metu mak-
simizuojama modifikuota tikslo funkcija, t.y. surandamas toks taskas z”, kad
f(&") < f(2"). Modifikuota tikslo funkcija sudaroma taip, kad lokalaus mak-
simizavimo procediira i§ tasko x/ surasty taska z”. Torn ir Zilinskas [121]
pazymi, kad apibendrinti nusileidimo metodai, savo metodika yra panasus j
kartotinio nusileidimo metodus su nelokaliu optimizavimo pobudziu.
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Grupavimo metodai [66, 67, 120] yra vieni i efektyviausiy globaliojo op-
timizavimo metoduy. Grupavimo metodai atsitiktinai (naudojant Monte Karlo
metoda) parinktus pradinius bandymy taskus apjungia j klasterius: i$ pradi-
niy tasky leidziamasi j lokaliuosius maksimumus bei analizuojami naujai gauti
apytiksliai sprendiniai. Jei taskai sudaro klasterj, spéjama, kad jie yra is to
paties lokaliojo maksimumo traukos srities. Tuomet tik i$ vieno klasterio tasko
yra atlieckama lokalioji paieska, o tasky skaic¢ius palaipsniui mazinamas. Kiek-
viename is Siy zingsniy, naudojami jvairus klasterizavimo ir lokaliosios paieskos
algoritmai. Pagrindinis grupavimo metody privalumas, kad jais randami ne tik
globalieji, bet ir lokalieji maksimumai, o tai daznai domina specialistus. Taip
pat sie metodai sékmingai pritaikyti spresti sudétingiems, 40 matmeny uzda-
viniams. Kita vertus, jei tikslo funkcija turi daug lokaliyjy maksimumy, tai
grupavimo metodai veikia létai, nes reikia daug lokaliyjy paiesky norint rasti
globalyjj maksimuma.

Netiesioginiai metodai aproksimuojantys tikslo funkcija (ar jos lygio aibes)
naudoja statistinius modelius tikslo funkcijos reikSmiy modeliavimui. Tikslo
funkcijos reikSmés traktuojamos kaip atsitiktiniai dydziai. Jei funkcijos reiks-
meés kai kuriuose taskuose yra zinomos, tai reikSmés kituose taskuose trak-
tuojamos kaip salyginiai atsitiktiniai dydziai. Naudojant Sios klasés metodus,
atliekami sudétingi skaiciavimai kito bandymo tasko nustatymui, todél Sie me-
todai naudingi ,brangiuy® tikslo funkciju atveju. Monografijos [121] autoriai
pazymi, kad Sie metodai sékmingai pritaikyti iki 15-os matmeny optimizavimo
uzdaviniy sprendimui. Bajesiné globaliojo optimizavimo teorija ir i$ jos iSplau-
kiantys metodai pateikiami Sios teorijos pradininko J. Mockaus monografijoje
[84].

Padengimo metodai dazniausiai yra deterministiniai. Esant tam tikroms
salygom, tokie metodai gali garantuoti, kad per baigtinj (gali buti ir labai ilgas)
laika, bus surasta globaliojo maksimumo (ar visy maksimumy) sritis (sritys).
Padengimo metodais nustatomos sritys, kuriose negali buti globaliojo maksi-
mumo ir jos pasalinamos i$ tolesnés paieskos. Posric¢iai baigiami dalyti, kai
globaliojo maksimumo taskai lokalizuojami pakankamai mazuose leistinosios
srities posri¢iuose. leskant salintiny sri¢iy reikia jvertinti funkcijos rézius. Vi-
sos maksimizuojamos funkcijos reikSmés leistinojoje srityje yra mazesnés uz
tikslo funkcijos virsutinj rézj Sioje srityje. Jei tikslo funkcijos virSutinis rézis
tam tikrame leistinosios srities posrityje yra mazesnis uz jau zinomg funkcijos
reiksme, tai Sioje srityje globaliojo maksimumo tasko néra, o Si sritis gali buti
pasalinta i$ tolesnés paieskos.

Reéziy jvertinimui, pagal kuriuos nustatomos Salintinos sritys, dazniausiai
reikalinga papildoma informacija, kaip pavyzdziui, LipSico konstanta ir pan.
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Taciau tokio tipo informacija ne visada is anksto zinoma sprendziant praktinius
uzdavinius.

Ivairios réziy skaic¢iavimo taisyklés, naudojamos Saky ir réziy metoduose,
iSsamiai apzvelgtos 1.2 skyriuje.

1.2. Saky ir réziy metodas

Saky ir réziy metodas pasiiilytas Horst [52], Horst ir Tuy [55, 56] darbuose
naudojamas realizuojant globaliojo optimizavimo padengimo [133] ir kombina-
torinio optimizavimo metodus. Saky ir réziy algoritmai gali biiti naudojami
posriciy sarasui ir $alinimo bei dalijimo procesui valdyti. Saky ir réziy algorit-
mus sudaro inicializavimo, isSrinkimo, dalijimo bei réziy skaiciavimo taisyklés.
Inicializavimo etape leistinoji sritis D padengiama nurodytos formos posriciais.
Toliau vykdomas ciklas: i$ kandidaty aibés I isrenkamas ir padalijamas pos-
ritis; apskaic¢iuojami funkcijos maksimumo apatinis LB ir virSutinis U B réziai
naujai gautuose posriciuose; posriciai, kuriuose maksimumo taskas negali buti,
pasalinami, o nepasalinti posriciai jtraukiami j kandidaty aibe I. Algoritmu
siekiama, kad kandidaty aibé greitai mazéty ir konverguoty j sprendinj S.
Apibendrintas globaliojo optimizavimo Saky ir réziy algoritmas yra pateiktas
1 algoritme. Padengimo ir padalijimo taisyklés priklauso nuo naudojamy pos-
ri¢iy formos: gali buti naudojami hiperstac¢iakampiai, simpleksai, hiperkugiai
ar hipersferos.

Galimos isrinkimo taisyklés:

e geriausiojo iSrinkimo — iSrenkamas I elementas su geriausiu jverciu (su
didziausiu virsutiniu tikslo funkcijos réziu);
e gilyn — iSrenkamas jauniausias I elementas;

e platyn — isrenkamas vyriausias I elementas.
Réziy skaiciavimo taisyklés nusako, kaip funkcijos maksimumo réziai yra jverti-
nami. Saky ir réziy algoritmy efektyvumas priklauso nuo réziy tikslumo [128].
Virsutinis tikslo funkcijos rézis gali buti nustatytas naudojant iSgaubtus funk-
cijos apvalkalus [31, 47, 61, 62]. Intervaly metoduose tikslo funkcijos réziai
jvertinami naudojant intervaly aritmetika [48] ar juy modifikacijas [134, 135].
Statistiniai [127] arba euristiniai jverciai [75, 131] gali buti naudojami. Nors
tokiu atveju negalima garantuoti, kad rastas globaliojo optimumo taskas, tokie
algoritmai gali buti pritaikyti ,,juodosios dézés“ uzdaviniams. Viena papras-
Ciausiy ir dazniausiai naudojamy prielaidy yra, kad tikslo funkcija tenkina
Lipsico salyga [53]. Geriausi LipSico réziai gaunami realizuojant Pijavskij [100]
metodo idéjg. Taciau Pijavskij tipo réziy apskaiciavimas daugiamaciu atveju
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1 algoritmas Apibendrintas Saky ir réziy algoritmas

1: Padengiama D: T+ {I;|D C (JI;,j = 1,...,m} naudojant padengimo taisykle
2: S+ 0, LB(D) + —c0

3: while (I # 0) do

4:  Isrenkamas I, € I naudojant iSrinkimo taisykle, I « I\{I,}

5 if (LB(D) <UB(I;) —¢) then

6 Padalijamas I; j p posric¢ius I;, naudojant dalijimo taisykle

7: for all (I;,,k=1,...,p) do

8: Randami LB(I;, (D) ir UB(I,,) naudojant réziy skaiciavimo taisykle

9: LB(D) < max{LB(D),LB(I;, (D)}
10: if (LB(D) < UB(1;,) —¢) then
11: if (I,, gali buti sprendinys) then
12: S « Ijk
13: else
14: I+ Tu{l,;}
15: end if
16: end if
17: end for
18:  end if

19: end while

n=1 n=2 n=23

1.1 pav. Vienmatis, dvimatis ir trimatis simpleksas

(n > 2) yra sudétingas uzdavinys. Todél dauguma Saky ir réziy algoritmy
naudoja ne tokius efektyvius, bet lengviau apskai¢iuojamus rézius.
Simpleksas yra iskiloji n-maté geometriné figuira, turinti n + 1 virSune.
Vienmatéje erdvéje simpleksas yra atkarpa, dvimatéje — trikampis, trimatéje —
tetraedras (1.1 paveikslas). Simpleksas yra figura, n-matéje erdvéje turinti ma-
ziausiai virsuniy. Jeigu vertinant funkcijos rézius naudojamos funkcijos reiks-
més virSuneése, tai simpleksas yra tinkamiausia posriciy forma [130].
Simpleksiniai posri¢iai dalijami j mazesnius. Yra zinoma, kad funkcijos ré-
ziai iSkreiptame simplekse néra geri. Netaisyklingas trikampis (dvimatis simp-
leksas) gali buti padalytas j 4 panasius trikampius, status lygiasonis trikampis
gali buti padalytas j 2 panasius, kaip parodyta 1.2 paveiksle. Jei naudoja-
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1.2 pav. Dvimaciy simpleksy dalijimas j panasius simpleksus

gl

1.3 pav. Simpleksy dalijimas j du hiperplokstuma, einancia per il-
giausios briaunos vidurj ir virsunes, nepriklausancias ilgiausiajai briau-
nai

mos kitos dalijimo taisyklés, reikia isSvengti simpleksy iskraipymo. Dazniausiai
naudojama iskraipymo iSvengianti simpleksy dalijimo strategija yra simpleksy
dalijimas i du hiperplokstuma, einancia per ilgiausios briaunos vidurj ir vir-
sunes, nepriklausancias ilgiausiajai briaunai. Taip uztikrinama, kad ilgiausia
simplekso briauna nebiity daugiau negu dvigubai ilgesné uz kitas. Tokio dali-
jimo pavyzdziai yra pateikti 1.3 paveiksle.

Simpleksiniy posri¢iy trukumas — poreikis padengti leistinaja sritj simplek-
sais, nes dazniausiai globaliojo optimizavimo uzdaviniy leistinosios sritys yra
hiperstaciakampiai, apibrézti kintamyjy intervalais. Naudojant virsuniy trian-
guliacija staciakampis gali buiti padalytas j du trikampius. Trimatis staciakam-
pis gali buti padalytas j penkis tetraedrus, kaip parodyta 1.4 paveiksle. Taciau
toks padalijimas néra bendras — néra tinkamas bet kokio matmeny skaic¢iaus
erdvei. Apibendrintas (bet kokio matmeny skaiciaus erdvei) kombinatorinis
hiperstaciakampio virsuniy trianguliacijos algoritmas pasiulytas [119]. Toks
virsuniy trianguliacijos budas yra deterministinis, gaunamy simpleksy skaic¢ius
yra i§ anksto zinomas — n!. Visi simpleksai yra vienodo hiperturio — 1/n!
hiperstac¢iakampio hipertiurio. Be to pridéjus viena taska hiperstaciakampio
istrizainés viduryje, galima padalyti visus simpleksus j du.

Dvimacio ir trimacio hiperstaciakampiy kombinatorinés virsuniy triangu-
liacijos pavyzdziai yra pateikti 1.5 paveiksle.

Kadangi simpleksy skaiius yra i$ anksto zinomas (n!), efektyvus lygiagre-
tusis simpleksy vardinimas yra galimas. Kéliniy pazyméjimui gali buti nau-
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1.4 pav. Leistinyjy sriciy virsuniy trianguliacija
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1.5 pav. Dvimacio ir trimacio hiperstaciakampiy kombinatoriné vir-
suniy trianguliacija

dojami faktoriniai numeriai, kurj zinant galima nesunkiai nustatyti atitinkantj
kélinj. Toks algoritmas gali buti naudojamas padengti globaliojo optimizavi-
mo uzdaviniy hiperstaciakampias leistinasias sritis simpleksais ir paskirstyti
pradinj darba lygiagreciuosiuose saky ir réziy algoritmuose su simpleksiniais
posriciais.

Simpleksiniy posric¢iy privalumas — bendresnés formos tiesiniais nelygybi-
niais apribojimais apibréztos leistinosios sritys gali buti padengtos simpleksais
naudojant virsuniy trianguliacija, kas néra galima hiperstaciakampiy posriciy
atveju. Tokiu budu ribojimai yra jvertinami pradiniu padengimu.

Jeigu kintamyjy x; ir x; reikSmiy sukeitimas nekeicia tikslo funkcijos reiks-
mes, ji yra simetriné hiperplokstumos z; = x; atzvilgiu. Tokiu atveju egzistuo-
ja ekvivalentus leistinosios srities posriciai ir optimumo taskai. Paieskos sritis
gali buti apribota tiesiniais nelygybiniais apribojimais iSvengiant ekvivalenciy
leistinosios srities posri¢iy ir ieskant tik vieno i$ ekvivalenciy sprendiniy. Tai
uztikrinama tiesiniais nelygybiniais apribojimais z; < x; nusakant apkeic¢iamy
kintamuyjy reikSmiy tvarka. Gauta paieskos sritis su apribojimais gali buti pa-
dengta simpleksais naudojant virSuniy trianguliacija. Tokiu budu iSvengiant
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1.6 pav. Trimaté paieskos sritis

simetrijy yra sumazinama paieskos sritis ir lokaliyjy optimumy bei globaliojo
optimumo tasky skaiciai.

Pavyzdziui, tegu optimizavimo uzdavinys yra:

n n
1.2

@) =" 1565~ [T costz) + 1, D = [~500, 700]"
=1 =1

Tokia tikslo funkcija yra simetriné hiperplokstumy z; = x; atzvilgiu. Apri-
bojimai z1 < z9 < ... < z, gali buti nustatyti simetrijoms iSvengti. Gauta
paieskos sritis yra simpleksas, kurio virsuniy koordinatés yra aprasytos tokios
matricos eilutése:

—500 —500 ... —500 —500
—500 —500 ... —500 700
D= : - :
—-500 700 ... 700 700
700 700 ... 700 700

Trimaté paieskos sritis pavaizduota 1.6 paveiksle. Bendru atveju ji yra dau-
giamatis simpleksas. Paieskos sritis ir optimumy tasky skaic¢ius tokiu budu
sumazinamas n! karty lyginant su originalia hipersta¢iakampe optimizavimo
uzdavinio leistingja sritimi.

1.3. Lipsico optimizavimas

Lipsico optimizavimo metodai yra pakankamai placiai iSnagrinéti [56, 98,
102, 117] ir taikomi jvairiy optimizavimo uzdaviniy sprendimui [22, 24, 54, 96].
LipSico optimizavimas sprendzia globaliojo optimizavimo uzdavinius, kuriuo-
se tikslo funkcija tenkina Lipsico salyga. Reali n-kintamyjy funkcija vadi-
nama Lipsico funkcija aibéje D C R”, jeigu egzistuoja Lipsico konstanta
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L =L(f,D) > 0 tokia, kad

[f(z1) = f(@2)| < Lllzy — @2fl, V1,32 €D, (1.3)
¢ia || - || — zymime vektoriaus norma. LipSico optimizavime dazniausiai yra
naudojama Euklidiné norma || - ||2, taciau gali buti naudojamos ir kitos [,

(1 < p < 00) normos

n 1/p
||l = <Z |xi|p> ckai 1 <p < ooir[|afloe = max ],

. Tt
=1

Lipsico funkcijy lokaliyjy ekstremumy aibés struktura gali buti labai sudé-
tinga. Si aibé gali biiti kontinumo galios, o lokaliyjy Lipsico tikslo funkcijos
ekstremumy reikSmeés gali uzpildyti kokj nors visa realiyjy skaiciy intervala.
Disertacijoje apsiribojama Lipsico tikslo funkcijomis, turinc¢iomis baigtinj izo-
liuoty ekstremumy skaiciy ir apimanti kvadratinio priskyrimo uzdavinio, kuris
yra NP sudétingumo, tikslo funkcijas [42].

Lipsico funkcijos yra diferencijuojamos beveik visur, t.y. visur egzistuoja

funkcijos gradientas V f(x) = (%’ cey %), iSskyrus nulinio Lebego mato
aibes [101]. Kiekviena Lipsico funkcija galima aproksimuoti glodziai diferenci-
juojama funkcija norimu tikslumu [6].

Lipsico optimizavimo algoritmai j klases skirstomi pagal jvairius kriterijus.
Vienas i$ jy - Lipsico konstantos prigimtis.

1.3.1. Lipsico konstanta

Lipsico konstanta néra universali, nes priklauso nuo konkrecios tikslo funk-
cijos bei srities, kurioje ta konstanta jvertinta, todél pazymint Sias priklauso-
mybes kartais ji zymima L(f, D). Trumpumo vardan dazniausiai naudojamas
trumpesnis zyméjimas L.

Dauguma LipSico optimizavimo metody remiasi prielaida, kad Lipsico
konstanta zinoma is anksto, tac¢iau taip yra ne visada, o praktiniy uzdaviniy
atveju —retai. Dél to atsirado jvairiy Lipsico optimizavimo algoritmy, kuriuose
Lipsico konstantos jvertinimas jeina j patj algoritma. Pagal Lipsico konstan-
tos prigimtj, LipSico optimizavimo algoritmus galima suklasifikuoti j keturias
grupes [110]:

1. laikoma, kad Lipsico konstanta zinoma is anksto;

2. Lipsico konstanta jvertinama globaliai (visoje leistinojoje srityje D);
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1.1 lentelé. Lipsico optimizavimo algoritmy klasifikacija pagal Lipsico
konstantos prigimtj

Lipsico
Lipsico konstanta funkcija funkcija ir iSvestiné
Zinoma i$ anksto [4, 25, 56, 82, 100] [4, 5, 9, 56]
Ivertinama globaliai [56, 71, 98, 116] [44, 106, 107, 116]

Lokalus konstantos jverciai [70, 105, 109, 126] [106, 109, 116]
Pasirenkama i$ galimy reikSmiy aibés [33, 65, 108, 109] -

3. Lipsico konstanta jvertinama lokaliai (leistinosios srities D posri¢iuose
I, : D € I naudojami lokalus Lipsico konstantos jverciai);

4. Lipsico konstanta pasirenkama is galimy reiksmiy aibes.

Dalis sioms klaséms priklausanciy LipSico optimizavimo algoritmy pateikti 1.1
lenteléje. Didelé Siy algoritmy dalis smulkiai aprasyta 1.4 skyriuje. Pateiktoje
lenteléje iSskirta atskira LipSico optimizavimo algoritmy dalis, kuri remiasi
prielaida, kad tikslo funkcijos iSvestiné f’(x) tenkina LipSico salyga

| (1) = f'(y2)| < Klly1 —2ll, Yy1,92 € D, (1.4)

¢ia 0 < K < oo. Sios klasés metodai, naudoja ne tik padias tikslo funkcijos
reikSmes, bet ir jy iSvestiniy reiksmes, ko pasekoje grei¢iau surandami globalus
Lipsico optimizavimo uzdavinio (1.2) sprendiniai. Tac¢iau dauguma sios klasés
algoritmy remiasi prielaida, kad iSvestinés konstanta K yra zinoma i$ anksto.

1.3.2. Lipsico réziai

Lipsico optimizavime konstantos zinojimo svarba isSplaukia skaic¢iuojant
Lipsico rézius. Tegu leistinosios srities posritis I C D yra n-matis staciakampis
ar n-matis simpleksas, o L — Lipsico konstanta, tuomet su visais x1,z9 € I yra
teisinga nelygybé

f(a1) < f(@2) + Lilzy — z2].
Vadinasi, fiksave laisvai pasirinkta taska x; € I, gauname iskilaja virsutinio
rézio funkcija F(z)

Fi(z) = f(z1) + Lz — 21, (1.5)
kuri tikslo funkcija f(x) aprézia iS virSaus visame posrityje I. Tuomet surade
y,daugiausiai zadantj“ taska zo € I, t.y. kuriame virsutinio rézio funkcijos
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F(x) reikSme didziausia
x9 = arg max F(z),
z€l

gauname antra iskilaja funkcija f(z2) + L||z — z2|| aprézianéia tikslo funkcija
f(zx) i8 virsaus visame posrityje I. Po k = 2 zingsniy, geriausia virSutinio rézio
funkcija, iSnaudojant turimag informacija, gaunama tokiu budu:

Fy(x) = min{f(z;) + Lllx — i},

i
i=1,2
Analogiskai tesiant procesa, po k zingsniy geriausia, Pijavskij tipo, virsutinio
rézio funkcija Fy(z) (zr. 1.7 pav.) yra

Fi(e) = min {f (z) + Lz — o]}, (16)
o k+1 iteracijos tasku x4+ parenkamas, tas, kuriame virsutinio rézio funkcija
Fy(x) igija maksimuma

Tpy1 = argmax Fi(x). (1.7)
zel

Tokiu budu surandamas Pijavskij () tipo rézis, pagristas (1.6) ir (1.7)

I) = max min{ f(x;) + L||x — x;||}, 1.8
p(D) = max min {f(w:) + Lllw — 2]} (18)
¢ia T C D yra baigtiné aibé, kurios taskuose apskaic¢iuojamos maksimizuoja-
mos tikslo funkcijos reiksmeés f(x;),x; € T. Taciau ¢ tipo réziy radimas dau-
giamaciu atveju yra sudétingas globaliojo optimizavimo uzdavinys apimantis
kvadratiniy ir tiesiniy lygciy sistemy sprendima.

Tarkime, kad 6(I) = sup{||z1 — x2|| : z1,22 € I} yra posri¢io I C D
diametras. Jei I yra n-matis staciakampis I = {z € R" : a < z < b}, tai
diametras lygus ||b — a|, jei n-matis simpleksas, tai diametras lygus ilgiausios
krastines ilgiui. Tuomet i$ (1.5) gauname virsutinj p; tipo rézj

pi(I) = min f (@) + Lo(I), (1.9)

z, €T

nes f(z) < pi(I), Vo € I. Kai I yra n-matis stac¢iakampis ar n-matis simplek-
sas, aibé T gali buti aibés I virsuniy aibe V (I).

Dalis Lipsico optimizavimo algoritmy virSutiniams pu; tipo réziams stacia-
kampyje apskaiciuoti vietoj funkcijos reikSmiy virsunése V' (I), naudoja posricio
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ix) 4

1.7 pav. Pijavskij tipo virsutinio rézio funkcija Fy(x) vienmaciu at-
veju po k = 4 iteracijy

I vidurio taska x,, = (a +b)/2

(D) = () + LO(D)/2. (1.10)

Geresnj nei pq tipo (1.9) virSutinj rézj gauname

;€T

p2(I) = min {f(:m) + Lrilglx |z — xl||} , (1.11)

tac¢iau po apskaic¢iavimas yra brangesnis.

1.4. LipSico optimizavimo algoritmai

Lipsico optimizavimas vienmaciu (n = 1) atveju nuodugniai istirtas ir pa-
sitilyta aibé jvairiy algoritmy. Vienmaciy LipSico optimizavimo algoritmy ge-
rumo jverc¢iu laikomas funkcijy skaiciavimo kiekio skirtumas konkretaus algo-
ritmo nuo teoriskai jmanomo geriausio algoritmo, besiremiancio prielaida, kad
globalus maksimumo taskas yra zinomas [15, 16]. ISsami teoriné ir eksperi-
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mentiné vienmaciy Lipsico optimizavimo algoritmy lyginamoji analizé pateikta

[49].

Disertacijoje pagrindinis démesys skiriamas daugiamaciui (n > 2) Lipsico
optimizavimui, kuris tiek teoriskai, tiek praktiskai gerokai maziau iStirtas nei
vienmatis. Net ir dvimaciu (n = 2) atveju iki Siol nepasiulytas teorinis ge-
riausias jmanomas algoritmas. Daugiamacius LipSico optimizavimo algoritmus
galime suskirstyti j klases pagal jvairius kriterijus. LipSico algoritmy klasifika-
cija pagal Lipsico konstantos prigimtj pateikéme 1.3.1 poskyryje. P. Hansen
kartu su bendraautoriais pateikia dar vieng LipSico optimizavimo algoritmy
klasifikacija i tris klases [49].

Pirmajai klasei priklauso algoritmai, kuriuose daugiamacius uzdavinius
bandoma keisti vienmagciais. Pirmaja sios klasés jgyvendinimo idéja, daugia-
zingsne kintamujuy skaiCiaus mazinimo, pasiulé Pijavskij darbuose [99, 100].
Antroji, panaudojant Peano kreives iSnagrinéta Butz [10] ir Strongin [115] dar-
buose.

Antroji klasé remiasi Pijavskij metodo realizavimu daugiamaciu atveju, t.y.
virsutinio rézio skai¢iavimui naudoja ¢ tipo rézius (1.8). Sioje klaséje pazymeé-
tini paties Pijavskij darbai [99, 100]. Ivairias Pijavskij metodo modifikacijos
naudojant Euklidine norma pasiulé: Mladineo [82, 83], Jaumard, Herrmann ir
Ribault [64]. IS algoritmy, naudojanciy kitas normas ar jvairias aproksimacijas
pazymeétini: Mayne ir Polak [77], Wood [122, 123], Zhang, Wood ir Baritompa
[125] darbai. Nors dauguma Sios klasés algoritmy zvelgiant iS teorinés pusés
yra isradingi, taciau sunkiai realizuojami praktiniams uzdaviniams, kai n > 2.
Didzioji siai klasei priklausanciy algoritmy dalis gali biiti realizuota kaip saky
ir réziy algoritmai.

Treciosios klasés algoritmai realizuoti simpleksiniu arba hiperstaciakampiu
saky ir réziy algoritmy pagrindu bei virsutiniy réziy skaiciavimui naudojantys
prastesnius, bet lengviau apskaiciuojamus w1, fy, ir pe tipo rézius: Galperin
[38, 40], Pinter [93-95], Meewella ir Mayne [78, 79], Gourdin Hansen ir Joumard
[46]. Algoritmai vienas nuo kito skiriasi padengimo, isrinkimo, padalijimo ir
réziy skaic¢iavimo taisyklémis.

Apzvelgsime kiekvienos klasés pagrindinius algoritmus placiau.
1.4.1. Algoritmai, daugiamatj uzdavinj keiciantys vienmaciu

Siai klasei priklausantys algoritmai daugiamacius uzdavinius keicia vien-
maciais.
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A. Daugiazingsné kintamuyjy skaic¢iaus mazinimo schema

Pijavskij daugiazingsné kintamuyjy skaiciaus mazinimo schema pasitulyta
darbe [100]. Jei n-maté leistinoji sritis yra hiperstaciakampis D = [aq, b] X
-+ X|an, by tai daugiamatis maksimizavimo uzdavinys keic¢iamas eile vienmaciy
uzdaviniy

7/ = 5, LB { e BT

,,,,,

¢ia Dj(zq,...,25-1),j = 1,2,...,n yra vienmadiai intervalai [a;, b;], o kinta-
mieji 21, ..., 2; laikomi konstantomis.

Taciau norint rasti vienmaciy tikslo funkcijy reiksmes reikia daug karty
spresti maksimizavimo uzdavinius, todél viso uzdavinio sprendimas pagal Sia
schema nepalengvéja.

B. Peano kreivés metodas

Butz [10] ir Strongin [114] pasiulé daugiamaciy uzdaviniy keitima vien-
maciais panaudojant Peano kreives. N matmeny hiperkubiné leistinoji sritis,
tarkime, kad tai dvimatis hiperkubas (kvadratas), padalijamas j 2" lygiy kvad-
raty. Kiekvieng i$ naujai gauty kvadraty analogiskai dalijame vél j 2" naujy
ir taip kartojame k karty, kol gauname 2™ kvadraty, su krastiniy ilgiais QL,C
Tuomet kiekvieno kvadrato centra sujungiame atkarpomis taip, kad gautoji
vienmateé kreive ,apeity kvadrato taskus (zr. 1.8 pav.). Tokiu budu daugia-
matis uzdavinys pakei¢iamas vienmaciu uzdaviniu ant Peano kreivés.

Lyginant daugiazingsne kintamuyjy skaiciaus mazinimo ir Peano kreives
idéjas, pastebime, kad pirmuoju atveju sprendinys surandamas panaudojant
salyginai mazai leistinosios srities tasky, prieSingai nei Peano kreivés atveju,
kuris naudoja visy leistinosios srities tasky aproksimacija. Taip pat pastebime,
kad Euklidinis atstumas tarp dviejy hiperkuby centry, kai kuriais atvejais ma-
zesnis, nei Peano kreiveés ilgis jungiantis tuos centrus, dél ko pirmuoju atveju
gaunami geresni virSutiniai réziai. Galiausiai naudojant Peano kreivés idéja
ysudarkomos“ paprastos ir patogios optimizuoti daugiamatés funkcijos, pavyz-
dziui i$ lokaliojo optimizavimo uzdavinio gali gautis globaliojo optimizavimo
uzdavinys.

1.4.2. Vieng virsutinio rézio funkcija naudojantys algoritmai

Sios klasés algoritmai remiasi vienmacio Pijavskij algoritmo praplétimu
daugiamaciui atvejui.
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1.8 pav. Peano kreivés iliustracija dvimaciu (n = 2) atveju

A. Pijavskij ir Mladineo algoritmai

Daugiamaciu Euklidinés normos atveju Pijavskij tipo virsutinio rézio funk-
cija Fi(x) (1.6) yra maziausias apvalkalas sudarytas i§ n-maciy kugiy. Kiek-
vienoje iteracijoje surandamas virsutinio rézio funkcijos globaliojo maksimu-
mo taskas xpq (1.7), kuris pasirenkamas nauju iteracijos tasku. Tokiu budu
sudaromas nuoseklus konverguojantis iteracinis procesas, kurj nepriklausomai
pasiulé Pijavskij [99, 100] ir Shubert [111], pateiktas 2 algoritme. Algorit-
mas sustoja, kai skirtumas tarp ¢ tipo virsutinio rézio ir surastos maksimalios
reik§meés f,,; tampa mazesnis uz e.

Taciau ¢ tipo virsutinio rézio suradimas daugiamaciu atveju yra sudétin-
gas uzdavinys. Pijavskij parodé [100] kaip Sis taskas surandamas sprendziant
kvadratiniy lygciy sistemas. Kiekvienos i$ Siy sistemy sprendinys yra lokalus
virSutinio rézio funkcijos maksimumo taskas, o maksimalus i$ visy sprendi-
niy - ieSkomasis globalusis virsutinio rézio funkcijos taskas, kartu ir naujasis
iteracijos taskas.

Mladineo pasiulé [82] efektyvesnj buda, kaip Sis taskas gali buti surastas
sprendziant lygciy sistemas sudarytas i$ n tiesiniy ir vienos kvadratinés lygties.
Mladineo ir Pijavskij pasitulyti algoritmai iesko visy nm-maciy kugiy sankirtos
tasky ir i8 jy iSrenka taska, kuriame virsutinio rézio reiksmeé didziausia. Strigul
[113] pasiulé algebrinj metoda, kaip iSvengti dalies lygciy sistemy sprendimo,
kuriy sprendinys negali buti didziausia virsutinio rézio reikSmeé.
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2 algoritmas Pijavskij algoritmas
Pasirenkamas z; € I C D
@ < 400
Topt < T1
fopt — f(xopt)
k+1
while (¢ — fope > €) do
Fi(e) = min {f(z:) + Lz — i}

ZTpy1 < argmax Fi(x)
xzel

¢ < Fio(Tg41)

if (f (#k+1) > fopt) then
11: fopt — f (xk+1)

12: ZTopt ¢ Tk41

13:  end if

14: k+—k+1

15: end while

—
@

B. Wood algoritmas

Wood pasiulé [122] algoritma standartinéms leistinosioms sritims D, kurios
apibréziamos tokiu budu: tegu u!, ..., u"t! yra vienetiniai vektoriai, tokie kad
ul+ .o+ urtl =0irul W = —1 suvisais i, j = 1,2,...,n+ 1, kai i # j.
Leistinoji sritis D C R™ yra formos ¢+ rU, ¢ia ¢ € R™, r < 0 ir U yra vektoriy
suma Ul + ...+ UL

Pirmiausia leistinoji sritis D padengiama n-macéiu simpleksu Iy =
I (:co,yo,ho), kurio pagrindas (xo,yo) € R" x R, o aukstis h° tenkina lygy-
bes:

n+1

= et gy o (e (o))
n+1

1
0 _ k
Yy = Lnr+n+1k§_1f<c—ru),

n+1

1
o = e Z (f (c—ruk> —fopt) + Lnr,
k=1
¢ia fopt = max f (c — ruk) ir 0+ 1Y = fop.

k=1,....n+1
Kiekvienoje iteracijoje iSrenkama n-maciy simpleksy T (:L'j Ly b ) aibé
(simpleksy virstinés priklauso tai paciai plok§tumai o,41 = fope 18 R"*1) talpi-
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nanti ieskomosios tikslo funkcijos globaliuosius maksimumo taskus. Simplek-
sas, kurio virsuné (arba pagrindas) yra zemiausiame taske dalijamas j mazes-
nius simpleksus. Algoritmas sustoja, kai e-optimali reiksmé yra surasta, t.y.,
kai maxy/ — fopt < €.

J

1.4.3. Saky ir réziy algoritmai

Pastebésime, kad antros klasés algoritmai gali buti sprendziami kaip saky
ir réziy algoritmai su ne visai tradicine sakojimosi procedura.

A. Galperin kubinis algoritmas

Serijoje straipsniy [27, 38—41] Galperin pasiulé kubinj algoritma hiperku-
binéms leistinosioms sritims D = [a,b]” C R". Sio algoritmo $aky ir réziy
taisyklés yra:

Inicializavimo taisyklé. Pasirinktam sveikajam skaiciui NV > 2, pradinis
hiperkubas su diametru 6(D) = y/n(b — a) dalijamas j N mazesniy vienodo
turio hiperkuby su diametrais lygiais §(I;) = y/n(b —a)/N-:

D:I1+ {D=JL,j=1,...,N"}.

Apatinio rézio (LB) taisyklé. Funkcijos reiksmeés jvertinamos tik vienoje is
hiperkubo virsuniy 27 € V(I;). Maksimali i$ Siy jvertinty funkcijos reiksmiy
yra apatinis maksimumo rézis:

LB(D) = max{LB(D), f(z)}.

Hiperkubo virsuné, kurioje jvertinama funkcijos reikSmé parenkama tokiu bu-
du:
x’ :xo—l—pj,j: 1,...,N™,

¢ia vektorius p; = (pjj, ..., pj,) parenkamas taip, kad 27 perbéga tik po viena
kiekvieno naujai gauto hiperkubo virsiing. Pavyzdziui, jei D = [0,2] it N = 2,
tuomet po leistinosios srities D inicializavimo (padalijimo) gauname:

D:I1+{;D=]JL,j=1,..,2%,
ir virsunés, kuriose apskaiciuojamos funkcijos reiksmeés yra:

zt =(0,0),2% = (0,1),2% = (1,0),2* = (1,1),
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¢ia 27 € V(I ).
Virsutinio rézio (UB) taisyklé. Straipsniuose [38, 39] autorius virSutinj
rézj sitlé skaiciuoti tokiu budu:

UB(I;) = f(27) + L§(I;), (1.12)

¢la 2/ € V(I;),6(1;) = v/n(b—a)/N*, o k sakojimosi gylis. Vélesniame straips-
nyje autorius pastebi [40], kad geresnis virSutinio rézio jvertis gaunamas

UB(L) = f(ad) + Lo(T;)/2, (1.13)

Cia xﬁ € I, - hiperkubo centro taskas. Autorius taip pat pastebi, kad funkci-
jos reiksme, apskaiciuota centro taske f (azﬁ) pakartotinai gali buti panaudota
tolesniame sakojimo procese tuo atveju jei N yra lyginis skaicius, kas nebuvo
butina pirminio algoritmo atveju.

Isrinkimo taisyklé. k-ajame algoritmo zingsnyje dalijimui iSrenkami visi sa-
rase esantys hiperkubai I; € .

Dalijimo taisyklé. SarasSe esantys hiperkubai I; € I dalijami pagal ta pa-
¢ia taisykle, kaip ir inicializavimo etape, t.y. i N™ mazesniy vienodo tiurio
hiperkubuy.

Taigi kubinis algoritmas [38] kaip ir modifikuotasis [40] yra lengvai reali-
zuojami, tac¢iau turi nemazai trukumy. Pirmiausia, leistinoji sritis D turi buti
hiperkubas. Tais atvejais kai leistinoji sritis ne hiperkubas ja reikia padengti hi-
perkubu. Jei leistinoji sritis - hiperstac¢iakampis, algoritmas nesunkiai gali buti
pritaikytas, bet jis bus maziau efektyvus, nei tokio paties turio hiperkubinéms
sritims, dél gaunamos ilgesnés jstrizainés. Algoritme pasiulytas neefektyvus is-
rinkimo strategijos platyn variantas, nes kiekvienoje iteracijoje dalinant visus
sarase esancius hiperstaciakampius, saraso dydis greitai auga, ypac¢ didéjant
dimensijai n ar skaiciui N. Efektyviau realizavus iSrinkima, dalies hipersta-
ciakampiy i$ viso nereikéty dalinti, jei k-ojoje iteracijoje iSrenkamas dalijimui
buty ne visas sarasas, o po vieng saraso elementa, kuriuose yra galimybé gauti
gera LB(D) jvertj ir todél atmesti dalj k-osios iteracijos likusio saraso elementy
ju nedalinant.

B. Meewella ir Mayne algoritmas

Meewella ir Mayne [78] pasiulytas Saky ir réziy algoritmas hiperstacia-
kampéms sritims virsutinj rézj apskaic¢iuoja sprendziant tiesinio programavimo
uzdavinj.

Apatinio rézio (LB) taisyklé. Funkcijos reikSmeés jvertinamos visose hiper-
staciakampiy virsunése ir apatinis rézis lygus maksimaliai funkcijos reikSmei,



28 1. GLOBALIOJO OPTIMIZAVIMO METODAI

1.2 lentelé. Leistinosios srities virSuniy numeracija dvimaciu (n = 2)
atveju
m 1 2 3 4
c(m) (0,0) (0,1) (1,0) (1,1)
Ym (a1=aé) (ajlvb%) (bjl7aj2) (b{’bé)

gautai vienoje i$ hiperstaciakampio virsuniy 2/ € V(I;):
LB(D) = max{LB(D), f(z)}.

Virgutinio rézio (UB) taisyklé. Iirinkto hiperstatiakampio I; = [a], b]] x

-+ x [ad,, bf) virsunés y,, : m = 1,..., 2" sunumeruojamos tokiu bidu: tarkime,
kad vektorius ¢(m) = (ct(m), ..., c"(m)) susideda i$ skai¢iaus m—1 dvejetainés
israiskos:

n—1
m—1= Z 20" (m).
i=0

Tuomet virsinés v, = (y.,,...,y") koordinatés yra:
yi = ag[l —c(m)] + bgci(m)7 i=1,...,n.
Pavyzdziui, dimensijos n = 2 atveju I; = [a{, bjl] X [aé, b%], m=1,...,22 =4ir

pagal aprasyta taisykle gaunami vektoriai ¢(m) bei jas atitinkancios virsunés
Ym pateiktos 1.2 lenteléje.

Apibrézkime vektorius

n
Im :Lzui(m)ew m = 17 ’271,
i=1
¢ia
u;i(m) =2c'(m) — 1
ir e;,2=1,...,n yra vienetiniai vektoriai. Tuomet 2" tiesiniy funkcijy:

b (%) = f(Ym) + (Ym — T)gm
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apriboja funkcija f(x) i$ virSaus posrityje I;. Todél funkcijos f(x) virSutinis
rézis posrityje I; yra
UB(I;) = in_ h
(I;) max min m (),
kuris surandamas sprendziant tiesinio programavimo uzdavinj n + 1 kintamie-

siems
max z,

kai

ISrinkimo taisyklé. Isrenkamas hiperstaciakampis I; € I, kurio virsutinio
rézio jvertis UB(I;) didziausias.

Dalijimo taisyklé. Sarase esantys hiperkubai I; € I dalijami j hiperkubus
gaunamus i$ sankirtos visy hiperplokstumy, lygiagreciy koordinaciy asims ir
einanciy per taska x* € I;, kur 2* optimalus aprasyto virsutinio rézio skai-
Ciavime tiesinio programavimo uzdavinio sprendinys. Tokiu budu po dalijimo
gaunamy naujy hiperstaciakampiy skaic¢ius varijuoja nuo 2 iki 2.

Taigi Meewela ir Mayne algoritmas virsutinio rézio skai¢iavimui naudoja
funkcijos reikSmes, gautas leistinosios srities visose virsuneése, todél gaunami
virSutiniai réziai yra neblogesni, nei Galperin kubinio algoritmo atveju [38],
kuris virsutinio rézio skai¢iavimui naudoja funkcijos reikSmés jvertj tik vienoje
i$ leistinosios srities virsuniy. Taciau Meewela ir Mayne sitilomas virsutinio
réziy apskaiciavimas sprendziant tiesinio programavimo uzdavinius reikalauja
daug laiko sagnaudy. Taip pat pasiulyta dalijimo taisyklé yra neefektyvi, nes
vienu metu gali gautis didelis skaic¢ius naujy hiperstaciakampiy posriciy, kuriy
dalis galéty buti iS karto atmesta, jeigu tie posriciai biity gaunami ne i$ karto,
o nuosekliai.

C. Gourdin, Hansen ir Jaumard algoritmas

Gourdin, Hansen ir Jaumard siulomas algoritmas [46] pasizymi nesudétin-
gomis réziy, iSrinkimo bei dalijimo taisyklémis, kurios tuo paciu yra ir efekty-
viausios i$ visy apzvelgty.

Apatinio rézio (LB) taisyklé. Tikslo funkcijos reiksmeés apskaic¢iuojamos

& < al +b] i
posriciy I; centro taskuose 2l = ( 5 1,...,“";5”1

reiksmiy yra tikslo funkcijos f(z) apatinis rézis:

) € I;. Maksimali i§ Siy

LB(D) = max{LB(D), f(z)}.
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v e e e . . j N
Virsutinio rézio (UB) taisyklé. Tegu z¢ yra posri¢io I = [a7,by] x -+ X
[a}, b),] centras. Tuomet virSutinis rézis yra:

n

UB(;) = f(25) + = [>_(b] — al)?2. (1.14)

=1

ISrinkimo taisyklé. ISrenkamas hiperstaciakampis I; € I, kurio virsutinio
rézio jvertis UB(I;) didziausias.

Dalijimo taisyklé. Pazymékime b] — a) = i_rrllaxn(bg — a) srities I ilgiausios
briaunos ilgj. Tuomet hiperstaciakampis I; d7al7ijamas i p lygiy hiperstacia-
kampiu einanciu per taskus, gautus briauna b — a] padalinus j p lygiu daliu.
Autoriai pastebi, kad efektyviausias dalijimas gaunamas su p = 3, nes tuomet
gali buti pakartotinai panaudotos hiperstaciakampiy centruose apskaiciuotos
funkcijos reikSmés.

Toks algoritmas paprastas realizuoti, o funkcijy skaic¢iavimy kiekis, po k
skirtingy sri¢iy réziy apskaiciavimy yra tik %k, nes pakartotinai panaudojama
dalis anksciau apskaiciuoty funkcijos reiksmiy.

Pastebésime, kad panasy j Gourdin, Hansen ir Jaumard algoritma, 1988 m.
pasiulé Evtushenko ir Rat’kin [26], tik ju siulomame algoritme virSutiniy réziy
skaiciavimui vietoj Euklidinés naudojama begaliné norma, o apatiniai réziai
srityse pagerinami lokaliojo optimizavimo metodais.

1.4.4. LipsSico optimizavimo algoritmy apibendrinimas

Disertacijoje pagrindinis démesys skiriamas Lipsico optimizavimui, todél
iSsamiau apzvelgta tik Sios klasés algoritmai. ISsamios pastarojo desimtmecio
globaliojo optimizavimo metody apzvalgos pateiktos [30, 32].

Pirmos klasés Lipsico algoritmai eksperimentiskai nebuvo realizuoti, dél ap-
tarty akivaizdziy ju trukumy, lyginant su kity dviejy klasiy algoritmais. Antros
klasés algoritmai remiasi Pijavskij idéjos realizavimu, t.y. visoje srityje naudoja
bendra virsutinio rézio funkcija. Sios klasés algoritmai labiau tinkami spresti
tuomet, kai reikalaujamas didelis tikslumas arba kai tikslo funkcijos reiksmiy
apskaiciavimas yra brangus. Taciau kai erdvés dimensija n > 2 arba kai tikslo
funkcijos LipSico konstanta yra didelé, Sios klasés algoritmai néra efektyvus.
Trecios klasés, saky ir réziy algoritmai, naudoja kiekvienam posric¢iui atskiras
virsutinio rézio funkcijas. Su Sios klasés algoritmais beveik visuomet galima
iSspresti reikiamu tikslumu n = 3 dimensijos LipSico optimizavimo uzdavinius.
Aktualus praktiniai uzdaviniai trecios klasés algoritmais iSspresti n = 5 di-
mensijos atveju [51, 93, 122]. Pazymétina, kad n = 2 atveju treciosios klaseés
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algoritmais surasti sprendinj reikalingas didesnis funkcijy skaic¢iavimy kiekis,
todél jie yra maziau efektyvus brangiy tikslo funkcijy atveju.

1.5. Lygiagretieji skaiciavimai

Lygiagretieji skaiciavimai siuo metu yra viena is labiausiai vystomy moks-
lo ir technologijy sri¢iy. Lygiagretiesiems skai¢iavimams skirtus klasterius turi
nemaza dalis Lietuvos universitety bei mokslo instituty. Sukurtas ir vystomas
,Lietuvos lygiagreciy ir paskirstyty skaiciavimy ir e-paslaugy tinklas (LitG-
rid)“, turintis vir§ 100 naudotoju, jungiantis apie 490 procesoriu bei sutei-
kiantis naudotojams skaiciavimy ir e-paslaugy galimybes. Lygiagretiesiems
skaic¢iavimams skirty knygy angly kalba — labai daug, taciau lietuviy kalba
literatiiros vis dar tritksta, o i$ esancios paminétinas R. Ciegio vadovélis [11].
Lygiagreciyjuy skaic¢iavimy srityje Lietuvoje apginama vis daugiau disertaciju
[2, 59, 60, 92, 104, 132].

1.5.1. Lygiagretieji kompiuteriai

Kai jprasty nuosekliyjy kompiuteriy pajégumo uzdaviniui iSspresti neuz-
tenka, vilc¢iy teikia lygiagretieji kompiuteriai. Lygiagreciosiose sistemose ta patj
uzdavinj tuo paciu metu gali spresti keli procesoriai, todél sutrumpéja bendra
sprendimo trukmeé. Lygiagretieji kompiuteriai yra skirstomi j bendrosios at-
minties ir paskirstytosios atminties lygiagreciuosius kompiuterius. Bendrosios
atminties lygiagretieji kompiuteriai turi viena bendra atminties bloka ir visi
procesoriai gali tiesiogiai pasiekti visas atminties vietas (zr. 1.9 pav.). Pro-
cesoriai bendrauja tarpusavyje per bendrasias duomeny struktiiras, esancias
bendrojoje atmintyje.

Paskirstytosios atminties lygiagreciajame kompiuteryje kiekvienas proce-
sorius gali tiesiogiai perskaityti ir jrasyti tik jo lokaliojoje atmintyje esancius
duomenis (1.10 pav.). Procesoriai bendrauja tarpusavyje siusdami vienas ki-
tam pranesimus.

Pageidautina, kad ta pati programa galéty buti vykdoma abiejy tipy ly-
giagreciaisiais kompiuteriais. Bendrosios atminties kompiuteryje emuliuoti pa-
skirstytosios atminties kompiuterj, panaudojant bendraja atmintj persiuncia-
miems pranesimams, nesunku. Kur kas sunkiau paskirstytosios atminties kom-
piuteryje emuliuoti bendrosios atminties kompiuterj. Dél Sios priezasties uni-
versalus lygiagreciyjy skai¢iavimy modelis buvo realizuotas pranesimais bend-
raujanc¢iomis programomis pagal skai¢iavimy paskirstytosios atminties kom-
piuteriuose modelj. Todél universalaus modelio skaiciavimai gali buti vykdomi
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Bendroji atmintis

AE AE L AE

Sujungimo tinklas

PE PE PE

Procesoriai

1.9 pav. Lygiagretusis bendrosios atminties kompiuteris

Sujungimo tinklas

I |
PE PE Procesoriai PE

] ce ]

AE AE Lokali atmintis AE

1.10 pav. Lygiagretusis paskirstytosios atminties kompiuteris

abiejy tipu lygiagreciaisiais kompiuteriais. Standartiné pranesimy persiuntimo
biblioteka MPI [36] naudojama pranesimy persiuntimui.

1.5.2. Uzduodiy paskirstymas ir baigties nustatymas

Algoritmo plétojimas, jgalinantis jo dalis vykdyti lygiagreciai, vadinamas
lygiagretinimu. Lygiagretinimo tikslas — sutrumpinti uzdavinio sprendimo
trukme. Idealiu atveju procesoriai vykdyty skaic¢iavimus nepertraukiamai ir
baigty darba tuo paciu laiko momentu. Siekiama uzduotis paskirstyti taip,
kad procesoriy darbo apimtis buity vienoda. Nustatymas, kad skaiciavimai yra
uzbaigti, vadinamas baigties nustatymu.

Pradiniu (statiniu) uzduoc¢iy paskirstymo atveju uzduotys yra paskirstomos
pries skaic¢iavimus ir véliau neperskirstomos. Toks paskirstymas dar vadinamas
tvarkarasc¢io sudarymu. Jei pradiniy uzduociy skaic¢ius yra lygus procesoriy



1.5. Lygiagretieji skaic¢iavimai 33

skaiciui, kiekvienas procesorius gauna po uzduotj. Jei uzduociy yra daugiau,
naudojami tvarkarasciy sudarymo metodai. Kadangi uzduotys neperskirsto-
mos tarp procesoriy, nustatyti baigtj nesudetinga. Sios schemos trukumas yra
tas, kad procesoriai gali uzbaigti skaiciavimus skirtingu metu, o bendra spren-
dimo trukmeé apsprendziama ilgiausiai skai¢iavusio procesoriaus darbo trukme.

Dinaminiais uzduociy paskirstymo algoritmais siekiama tolygiai perskirs-
tyti uzduotis skaic¢iuojant. Centralizuoto dinaminio uzduociy perskirstymo at-
veju vienas procesorius, dazniausiai vadinamas Seimininku, paskirsto uzduotis.
Tai atitinka paradigma Seimininkas-darbininkai. Procesorius Seimininkas sau-
go uzduociy rinkinj, kuris vadinamas darbo fondu arba uzduociy eile. Kai pro-
cesorius darbininkas neturi darbo, jis praso uzduoties. Procesorius seimininkas
iSsiuncia sudétingiausia arba svarbiausia turima uzduotj. Baiges uzduotj, pro-
cesorius darbininkas issiuncia rezultata seimininkui. Procesorius seimininkas
nustato, kada skaic¢iavimai yra baigti. Sios schemos tritkumas yra tas, kad
procesorius Seimininkas gali nespéti aptarnauti darbininky, ypac¢ kai proceso-
riy yra daug, o bendraujama daznai. Tokiu atveju procesoriai darbininkai turi
laukti, kol gaus darbo.

Paskirstyto dinaminio uzduociy perskirstymo atveju procesoriai apsikeicia
uzduotimis tarpusavyje. Siekiama uzduotis perskirstyti kaip galima tolygiau.
Procesoriai ne tik atlieka skaiciavimus, bet ir apsikei¢ia uzduotimis. Uzduociy
perskirstymas uzima laiko. Jei jis trunka ilgiau, negu sutaupoma uzdavinio
sprendimo laiko, dinaminio uzduociy perskirstymo taikyti neverta. Be to, per-
skirstymui kartais truksta uzduociy.

Gali buti sunku nustatyti, kada baigiami paskirstyti dinaminiai skaic¢iavi-
mai. Bendros paskirstyty skaiciavimy baigties salygos yra Sios:

« Visi procesoriai baigé savo uzduotis. Tai lokali baigties salyga.

o Néra persiunciamy uzduociy. Persiun¢iama uzduotis gali aktyvinti skai-
¢iavimus.

Algoritmams su paskirstytu dinaminiu uzduociy perskirstymu naudojamas
bendras baigties nustatymo metodas su uzklausy ir patvirtinimy pranesimais.

Disertacijoje pateikiami lygiagretieji Saky ir réziy algoritmai realizuoti nau-
dojant statinj uzduociy paskirstyma.
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1.5.3. Lygiagreciyju algoritmy vertinimo kriterijai

Lygiagretieji algoritmai analizuojami naudojant lygiagretinimo koeficientus
[37]. Dazniausiai naudojamas lygiagreciojo algoritmo spartinimo koeficientas:

¢ia t, yra algoritmo sprendimo, naudojant p procesoriy, trukmé. Spartinimo
koeficientas, padalytas i$ procesoriy skaiciaus, yra vadinamas algoritmo efek-
tyvumo koeficientu:

Paprastai 1 < s, < pir0 < e, < 1. Taciau esant skirtingam procesoriy skaiciui
lygiagreciojo saky ir réziy algoritmo vykdymas gali skirtis posri¢iy perzitiros
tvarkos ir skaiciaus prasme. Pernelyg dideli skirtumai sukelia anomalijas:
 nuostolingg anomalijg s, < 1; perziurima daugiau posriciy negu vieno
procesoriaus atveju;

e létinimo anomalijag s,, > sp,, kai p1 < po; didéjant procesoriy skaiciui
didéja perziturimy posriciy skaicius;

e greitinimo anomalija s, > p; perziurima maziau posric¢iy, negu vieno
procesoriaus atveju.

Esant anomalijoms, spartinimo ir efektyvumo koeficientai netinka algoritmams
vertinti. Anomalijos maziau jtakoja pseudo efektyvumo koeficienta:

ve, — t1/ |11
P p X tp/ |Tpl’

¢ia T}, yra darbo kiekio matas naudojant p procesoriy ir laiko panaudojimo
skaic¢iavimams proporcijos koeficienty. Geras darbo kiekio matas turi buti
naudojamas, kai naudojamas pseudo efektyvumo koeficientas.

Laiko panaudojimo skai¢iavimams proporcijos koeficientas dar vadinamas
procesoriy panaudojimo koeficientu. Tai vidutiné procesoriy laiko, panaudoto
skaiciavimams, proporcija; kitas laikas panaudojamas bendravimui tarp pro-
cesoriy arba laukimui. Sis koeficientas visada yra tarp 0 ir 1.

1.5.4. Lygiagreciyju saky ir réziy algoritmy klasifikacija

Literaturoje isskiriami jvairus lygiagreéiyjy saky ir réziy algoritmy klasi-
fikavimo budai: pagal tai, kuri algoritmo dalis vykdoma lygiagreciai, ar pro-
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cesoriai apsikei¢ia duomenimis, dirba sinchronizuotai ar asinchroniskai, kiek
neistirty uzduociy sarasy kuriama ir pan. Viena dazniausiai naudojamy lygia-
greciyju Saky ir réziy algoritmu klasifikaciju pasiulyta [43]. Autoriai iSskiria
tris pagrindinius budus kurti lygiagreciuosius saky ir réziy algoritmus:

o Algoritmai, realizuoti 1 tipo lygiagretumo budu, operacijas su kiekvie-
na uzduotimi atlieka atskirai. Pavyzdziui, tiriamos funkcijos reikSmeés
ar réziy skaic¢iavimai vykdomi lygiagreciai. Tokio tipo lygiagretumas
neturi jtakos bendrai Saky ir réziy algoritmo strukturai ir priklauso tik
nuo duoto uzdavinio.

o Algoritmuose, realizuotuose 2 tipo lygiagretumo budu, Saky ir réziy
paieskos medis konstruojamas lygiagreciai, t.y. lygiagreciai atliekami
veiksmai su keliomis uzduotimis. Tokio tipo lygiagretumas gali jtakoti
algoritmo vykdyma ir uzduociy tyrimo tvarka. Sio tipo algoritmai,
papildomai klasifikuojami [43], atsizvelgiant j realizavimo technika:

— sinchronizuoti,

— asinchroniniai,

bei kiek neistirty uzduociy sarasuy kuriama:

— viena neistirty uzduociy eilé,

— kelios neistirty uzduociy eilés.

Sinchronizuoti algoritmai realizuoti fazémis. Faziy metu procesoriai
dirba nepriklausomai ir apsikei¢ia duomenis tik tarp faziy. Asinchroni-
niuose algoritmuose procesoriai gali apsikeisti duomenimis bet kuriuo
metu. Algoritmai naudojantys viena neistirty uzduociy eile, naudojasi
viena bendra atmintimi. Algoritmai naudojantys kelias eiles, neistirtas
uzduotis saugo keliose atminties vietose.

o 3 tipo lygiagretumo algoritmuose keli Saky ir réziy paieskos medziai yra
kuriami vienu metu. Siuos medzius charakterizuoja skirtingos opera-
cijos (rézio, Sakos, atmetimo, pasirinkimo i$ eilés). Rezultatai, gauti
konstruojant viena medj gali buti panaudoti konstruojant kita.

1.6. Lipsico algoritmy testavimas

Programinés jrangos, skirtos globaliojo optimizavimo uzdaviniy sprendi-
mui, apzvalga pateikta [97]. ISsamiausi globaliojo optimizavimo metody efek-
tyvumo tyrimy rezultatai pateikti [85]. Spresta virs 1000 is literaturos parinktuy
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globaliojo optimizavimo testiniy uzdaviniy, kuriy didziausia dalj sudaro uzda-
viniai i [34].

Disertacijoje eksperimentiniuose tyrimuose naudojami tie patys testiniai
uzdaviniai, kurie naudoti lyginant Lip$ico optimizavimo algoritmus [49]. Sis
testiniy uzdaviniy rinkinys papildytas tipiniais didesnio matmeny skaiciaus
(n > 4) testiniais uzdaviniais i$ [63, 74]. Dviejy ir triju matmeny tikslo funk-
cijos pavadintos analogiskai saltiniuose [49, 74] pateiktiems vardams (funkciju
numeriams). Didesnio matmeny skai¢iaus (n > 4) funkcijoms suteikiami vardai
is [63, 74] literaturos Saltiniy. Eksperimentiniuose tyrimuose naudojamuy tes-
tiniy uzdaviniy eilés numeriai (Nr.), vardai (Funkcijos vardas), dimensija (n),
bei optimizavimo tikslumas (¢) pateikti 1.3 lenteléje. Dvimaciai ir trimaciai
optimizavimo uzdaviniai sprendziami tuo paciu tikslumu, kaip ir kity autoriy
darbuose, su kuriais yra lyginami rezultatai. Kita papildoma informacija: leis-
tinoji sritis D, funkcijy analitinés israiskos, dalinés isvestinés f;z,z =1,...,n,
globalieji optimumo taskai z* bei funkcijos reiksmeés juose f(x*) pateikti prie-
de ,A. Testiniai optimizavimo uzdaviniai“. Aptariant eksperimentiniuose tyri-
muose gautus rezultatus, funkcijy vardo, optimizavimo paklaidos, matmens bei
leistinosios srities stulpeliai nejtraukiami j eksperimentiniy rezultaty lenteles,
nes visuose tyrimuose jie nekinta.

Nuoseklieji algoritmai vertinami naudojant funkcijy skaic¢iavimo kiekio, op-
timizavimo laiko, iStirty posric¢iy skaiciaus bei maksimalaus kandidaty saraso
kriterijus. Pagrindinis disertacijoje naudojamas algoritmy efektyvumo krite-
rijus yra tikslo funkcijy skaiciavimy kiekis. Lygiagreciosios algoritmy versijos
vertinamos naudojant tradicinius kriterijus: spartinimo koeficienta bei lygia-
gretinimo efektyvuma.

1.7. Pirmojo skyriaus apibendrinimas

1. Globaliojo optimizavimo metodai, pagristi Lipsico réziy apskaic¢iavimu,
yra gerai zinomi ir placiai taikomi jvairiy optimizavimo uzdaviniy spren-
dimui. Tac¢iau daugiamaciai Lipsico optimizavimo metodai tiek teorine,
tiek ir praktine prasme yra gerokai maziau iStirti nei vienmaciai.

2. Daugiamaciai Lipsico optimizavimo algoritmai dazniausiai naudoja Pi-
javskij arba p tipo rézius. Taciau Pijavskij rézius naudojantys algorit-
mai néra efektyvus kai erdvés dimensija n > 2 arba kai tikslo funkcijos
Lipsico konstanta yra didelé, o naudojantys p tipo rézius maziau tin-
kami, kai tikslo funkcijos reikSmiy apskaiciavimas yra brangus.
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3. Lipsico optimizavime dazniausiai yra naudojama Euklidiné norma. Ta-
¢iau néra istirta, kaip kinta optimizavimo rezultatai naudojant kitas
normas.

4. Dazniausiai daugiamaciai Lipsico metodai naudoja staciakampius pos-
ri¢ius, o simpleksiniams posri¢iams skirtas mazesnis démesys.

5. Saky ir réziy algoritmai dazniausiai naudoja paieskos geryn strategija,
taCiau néra pakankamai istirta ir palyginta, kaip kinta optimizavimo
rezultatai naudojant kitas paieskos strategijos.



1. GLOBALIOJO OPTIMIZAVIMO METODAI

1.3 lentelé. Testiniai optimizavimo uzdaviniai

Nr. Funkcijos vardas n €
1. 1. [49] 2 0,355
2. 2. [49] 2 0,046
3. 3. [49] 2 11,9
4. 4. [49] 2 0,0141
5. 5. [49] 2 0,1
6. 6. [49] 2 44,9
7. 7. [49] 2 542,0
8. 8. [49] 2 3,66
9. 9. [49] 2 62900
10. 10. [49] 2 0,691
11. 11. [49] 2 0,335
12. 12. [49] 2 0,804
13. 13. [49] 2 6,92
14. 20. [49] 3 2,12
15. 21. [49] 3 0,369
16. 23. [49] 3 8,333
17. 24. [49] 3 0,672
18. 25. [49] 3 0,0506
19. 26. [49)] 3 4,51
20. Rosenbrock [74] 3 2500
21. Levy 15 [63] 4 Loy
22. Rosonbrock [74] 4 Loy
23. Shekel 5 [63] 4 Lo
24. Shekel 7 [63] 4 Lo
25. Shekel 10 [63] 4 Ly
26. Schwefel 1.2 [63] 4 Lo
27. Powell [63] 4 Lo
28. Levy 9 [63] 4 Ly
29. Levy 16 [63] 5 1,51,
30. Rosenbrock [74] 5 1,515
31. Levy 10 [63] 5 1,519
32. Levy 17 [63] 6 4L
33. Rosenbrock [74] 6 4L,




LipSico optimizavimas su
simpleksiniais posriciais

Lipsico optimizavime dazniausiai naudojama Euklidiné norma. Vienmaciu
atveju visos [, normos yra lygios, bet daugiamaciu atveju - ne. Todél Lipsico
réziai priklauso nuo naudojamy normy ir neeuklidiniy normy naudojimas gali
buti prasmingas. Taciau tai néra pakankamai iStirta.

Koks rysys sieja normas ir LipSico konstantas? Kokias normas tikslingiau-
sia buty naudoti simpleksiniuose posric¢iuose? Kaip paprasciau tam tikro tipo
rézius apskaiciuoti? Kokio tipo rézius pasirinkti? O gal tikslingiau naudoti
naujo tipo rézius? Kituose poskyriuose pateiksime teorinius atsakymus j siuos
klausimus.

2.1. Normy ir jas atitinkanciy LipSico konstanty
rysys

Skirtingy normy panaudojimui butina apibrézti sarysj tarp naudojamos
normos ir LipSico konstantos.

2.1 teiginys (Al). Tegu D C R" yra iskiloji uzdaroji aibé, f(z) : D — R toly-
giai diferencijuojama funkcija. Tuomet f(x) yra LipSico funkcija ir Vo1, z9 € D
teisinga nelygybé

[f(z1) = f(22)] < Lpllz1 — 22lq, (2.1)

39
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¢ia L, = max{||Vf(z)||, : « € D} yra Lipsico konstanta ir 1/p+1/q = 1,
1 <p,q<oco.

Irodymas. Bet kuriems x1,x9 € D egzistuoja z = xo + A(z1 — 22) € D,0 <
A < 1, toks kad
[f(z2) = f(z1)] = [V f(2) - (w2 — 21|,

(i$ viduriniy reiksmiy teoremos)
D 1/p n 1/q
Z w2, — @1, | )
i=1

i=1
cdial/p+1/qg=1,1<p,q < oo (iSs Holderio nelygybés).

P 1/p n 1/q
) ;e —aallg = (Z |1, — 1321-\‘1) ;
=1

of

0z;

0
(s, — )

Kadangi

n

IVF) = (Z

=1

of
8zi

todél

[f(@2) = f(z)] < [VI)pllzr = z2llg < max {[|Vf(2)[ : 2 € D} [l — z2lq-
Pazyméje L, = max {||Vf(2)|, : = € D} gauname (2.1) nelygybe. O

IS ¢ia seka, kad naudojant [, norma, Lipsico konstanta yra lygi tikslo funkcijos
gradiento [, normos supremumui.

2.2. Lipsico konstanty apskaiciavimas

1.3.1 poskyryje pateikta Lipsico algoritmy klasifikacija pagal Lipsico kons-
tantos prigimtj. Disertacijoje sitilomus Lipsico optimizavimo algoritmus galima
priskirti tiek pirmos, tiek antros grupés algoritmams. Siulomi algoritmai remia-
si prielaida, kad Lipsico konstanta zinoma is anksto, tac¢iau kai ji néra zinoma,
tuomet pries algoritmg surandamas globalusis konstantos jvertis.

Lipsico konstanty L,, jvertis surandamas panaudojus tinklelio paieskos stra-
tegija. Tuo tikslu leistinoji sritis padengiama 1000™ leistinosios srities taskais
n = 2,3 atveju (kaip siuloma [49]) ir 100" taskais n > 4 atveju bei surandamas
taskas (vektorius) z € D, kuriame tikslo funkcijos gradiento [, norma didziau-
sia. Apskaiciuoti LipSico konstanty jverciai L, : p = 1,2,00 bei optimalus
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2.1 lentelé. Lipsico konstanty jverciai dviejy ir trijyu (n = 2,3) matmeny
tikslo funkcijoms naudojant l..,ls,1l; normas

Lipsico konstanta Optimalus vektorius
Nr. L1 L2 LQ [49] Loo zZ1 V) z3
1 50,27 50,27 50,2665 50,27 1,000 1,000 -
2 7,98 6,32 6,3183 6,00 1,000 0,380 -
3 141,34 112,44 112,44 107,09 0,000 0,000 -
4 2,00 2,00 2 2,00 1,000 1,000 -
5 2,00 1,42 V2 1,00 0,000 0,000 -
6 1284,80 1059,59 1059,59 4,000 4,000 -
1034,00  -2,000 4,000 -
7 14708,00 12781,70 12781,7 12608,00 -3,000 -1,500 -
8 122,00 86,32 86,3134 63,00 -2,500 4,500 -
9 2639040 2225890 2225890 2177520 -2,000 2,000 -
10 24,00 17,03 17,034 13,04 4,000 -3,000 -
11 64,14 4755 47,426 42,16 1,000 2,000 -
12 80,40 56,85 56,852 40,40 1,000 1,000 -
13 993,72 988,82 993,72 0,010 0,458 -
995,29 0,010 0,020 -
14 600,00 346,41 244,95 200,00 1,000 1,000 0,000
15 18,33 42,626 18,32 0,001 0,556 0,990
21,36 0202 0444 0,970
16 988,79 971,59 988,79 0,010 0,130 0,250
991,05 0,010 0,020 0,210
17 33,52 19,39 19,39 4,000 3,528 4,000
14,80 1,177 4,000 4,000
18 4,77 2,92 2,919 2,38 1,000 1,000 1,000
19 224,00 130,00 130,0 80,00 2,000 -2,000 2,000
20 33616,00 22267,90 - 16808,00 -3,000 -3,000 -3,000
vektoriai z = (z1,..., 2,) kuriuose surastos LipSico konstantos, pateikti 2.1 ir

2.2 lentelése.

FEukliding norma [, atitinkancios LipSico konstantos Lo gautieji jverciai
dviejy ir trijuy matmeny tikslo funkcijoms palyginti su autoriy [49] pateikia-
mais. Daugumai tikslo funkcijy apskaic¢iuoti Lo jverciai sutampa arba skiriasi
nezymiai lyginant su [49]. Tik 14 ir 15 tikslo funkcijoms disertacijoje pateikiami
iverciai skiriasi iS esmés, taciau tikétina, kad disertacijoje gautieji Lipsico kons-
tanty jverciai Sioms funkcijoms yra tikslesni. Pastebime, kad 14-tos funkcijos
visy daliniy i$vestiniy reik§més absoliutiniu didumu taske (1,1,0) € D = [0,1]3
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2.2 lentelé. Lipsico konstanty jverciai daugiamatéms (n > 4) tikslo funk-

cijoms naudojant |, l2,l; normas

Lipsico konstanta

Optimalus vektorius

Nr. L1 L2 Loo Z1 Z9 z3 zZa zZ5 Z6
21 1370,2 1196,4 1195,5 -10,00 -10,00 -10,00  -9,58 - -
22 108720 60402 36026 4,00 -4,00 -4,00 -4,00 - -
23 204,1  102,4 56,1 10,00 0,00 0,00 0,00 - -
24 300,1  151,5 86,1 0,00 0,00 10,00 0,00 - -
25 408,2 2045 1108 0,00 0,00 10,00 0,00 - -
26 600,0  313,7  200,0 10,00 10,00 10,00 10,00 - -
27 92216 48252 -4,00  -4,00 5,00 5,00 - -
20270 500 500 -4,00  -4,00 - -

28 26,1 14,4 83 -10,00 -10,00 -10,00 -10,00 - -
29 370,7 369,7 -5,00 -5,00 -5,00 -5,00 -5,00 -
476,7 500 -500 -5,00 -4,92  -458 -

30 264385 129425 66032 5,00 -5,00 -5,00 -5,00 -5,00 -
31 34,4 16,6 8,3 -10,00 -10,00 -10,00 -10,00 -10,00 -
32 370,9 369,7 -5,00 -5,00 -5,00 -5,00 -5,00 -4,59
488,7 500  -500 -5,00 -500 -4,92 -458

33 546547 240918 109238 6,00 -6,00 -6,00 -6,00 -6,00 -6,00

lygios 200, todél i$ (2.1) gauname

2.3. pu tipo réziy tikslinimas parenkant /, normas

Ly = |V £(1,0;1,0;0,0)|]2 = v/2002 + 2002 + 2002 ~ 346, 41.

Apibrézus rysj tarp normy ir jas atitinkanciy LipSico konstanty atlikime

teorinius jvairiy normy ir jas atitinkanciy LipSico konstanty efektyvumo ty-
rimus simpleksiniuose posri¢iuose. Paprastumo tikslu analizuojamos (vieneti-
nés) hiperkubinés leistinosios sritys, o simpleksiniai posri¢iai gaunami atlikus

leistinosios srities virsuniy trianguliacija, aprasyta 1.2 poskyryje.

2.3.1. Dvimatis atvejis

Dvimaciu atveju leistinoji sritis D = [0, 1]? yra (vienetinis) kvadratas, kuris

panaudojant virstuniy trianguliacija padalijamas j 2 dvimacius simpleksus I} =
[v1,v3, v4], I = [v1,v2,v4] (Zr. 2.1 pav.). Lauztiniuose skliaustuose pazymima,
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2.1 pav. Kvadrato dalijimas j simpleksus

kokios virsunés sudaro konkrety simpleksa. Saky ir réziy pagrindu realizuoti
Lipsico optimizavimo algoritmai dazniausiai virSutinius rézius skaiciuoja pagal
vieng i8 p tipo formuliy: p; (1.9) arba pg (1.11). Simpleksiniuose posric¢iuose
naudojant ps tipo rézius, gaunami tikslesni réziai, o funkcijy skaic¢iavimo kiekis
skai¢iuojant po tipo rézj simplekse toks pat, kaip ir p; tipo atveju. Dél to
koncentruosimes j pg tipo rézius.

Laisvai pasirinkime vieng i simpleksy, tarkime Iy. Apskai¢iuokime kam
lygus po tipo virsutinis rézis:

I,)) = i i)+ L — il ¢ - 2.2
) = min {5+ L mx [l o]} ©2)

Skaic¢iuojant g tipo rézj virsunéje vy (arba vg) maksimalus atstumas

max |z — v
zeV (1)
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yra tarp virsiniy v; ir vg, kuris priklausomai nuo normos yra lygus:

lvr —valh = (J0-1[+[0-1]) =2,

1 1
v —vally = (J0=17+[0-1]7)a =24, 1< gq< o0,
lvg1 — v4]loc = max{|0—1],|0-1|} =1

Pasinaudoje (2.1) gauname, kad pe tipo rézio apskaiciavimui reikalinga san-
dauga
L, max |z —wv
e flo = vl

priklausomai nuo normos ir ja atitinkancios Lipsico konstantos lygi:

Loollvr —wslly = max{[f,, (z1)], [0, (22)|} - 2

11 1 1
Lplvi —wlly = (If2,(z0)P + | fr,y(22)P) 7 - 24, ];4-6:171 <p,q < 00,
Lillvi —vallee = (f2,(210)] + | f2,(22)]) - 1,

¢ia z = (21,22) € D. Is 2.1 ir 2.2 lenteliy pastebime, kad leistinosios srities
taskai z, kuriuose surastos maksimalios Lipsico konstantos naudojant skirtingas
l, normas, ne visada sutampa. Paprastumo tikslu tariame, kad jos sutampa.
Pasinaudoje lema

2.2 Lema ([90]). Jeip > 0, tai su visais a,b > 0 teisinga nelygybé

(a + )P < max{1,2P"1}(a? + bP),

gauname

(\fél(zn)l T 1AL (2)l) -1 <257 (12, )P + £, (2)P) 5. (2.3)

ISreiske ¢ = P4 bei jstate i (2.3) gauname

Jun

(12 ()P + 11, (z2) )7 - 20
max {|f, (z1)], | fz, (22)|} - 2,

(1fe, GOl + [ £2,(22)]) - 1

IAINA

t.y.
Lifor = valloo < Lpllr = vallg < Loofvr — valfs. (2.4)
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IS (2.4) seka, kad jvertinant us tipo virsutinj rézj simplekso Iy virSunése vy ir
v4 optimalu naudoti [, normg ir ja atitinkanciag LipSico konstanta L1, t.y.

p3 (vi) = f(vi) + Laflvr = valloo, (2.5)

¢ia ¢ = 1 arba ¢ = 4. Virsutinis indeksas parodo pagal kurig norma, o ateityje
kelias normas yra apskaiciuojamas virsutinis rézis.

Apskaic¢iuojant rézj paskutinéje simplekso I virsunéje v, pastebime, kad
atstumas nuo jos iki virsunés v; (arba v4) nepriklausomai nuo normos yra 1:

o —oilli = ([1-0[+[0—-0]) =1,
1

lvg—villy = (1 =0/7+]0-0[")a =1, 1<g<o0,
|lvs —v1]lec = max{|1—0],|0—-0]|}=1.

Todél skaic¢iuojant rézj virsunéje vy optimalu naudoti [; norma ir jg atitinkancia
L konstanta
p3(vs) = f(v3) + Loollvs — i1, (2.6)

nes Lo < L,,1 <p < oo.

Taigi normy atzvilgiu geriausi réziai simplekso I; virsunése gaunami nau-
dojant (2.6) pasiulyta /; norma ir ja atitinkancia LipSico konstantas L, arba
(2.5) pasiulyta lo norma ir ja atitinkancia LipSico konstanta Lj.

Nesunku pastebéti, kad likusiam simpleksui Iy, kaip ir bet ku-
riam véliau gautam simpleksui (lygiasoniui stac¢iajam  trikampiui
[vs, V4, V5], [U3, V5, 6], ... (2r. 1.3 pav.)) dalijant i du hiperplokStuma, ei-
nancia per ilgiausios briaunos vidurj ir virSunes, nepriklausancias ilgiausiajai
briaunai, geriausi po tipo réziai gaunami naudojant (2.5) arba (2.6) pasiulytas
normas ir jas atitinkancias LipSico konstantas. Todél siekiant geresniy po
tipo réziy dvimaciuose simpleksiniuose posric¢iuose I, tikslinga Sio tipo rézius
skaic¢iuoti ne pagal vieng konkrecia norma, o apjungti {1 ir /o, normas ir jas
atitinkancias LipSico konstantas L. ir Lq:

'Ué,oo(]:) = Uigl‘i/I(lI) {f(vz) + min {Loo wren‘z}(}%) |z — vill1, L1 zren‘?(}i) ||z — vl||oo}} .
(2.7)

Pastebime, kad ir skaic¢iuojant py tipo rézius pagal [ ir lo, normas ir jas ati-
tinkancias Lipsico konstantas

p(I) = min_ f(v;) + min{Leod(T1)1, L1611}, (2.8)
v; €V (I)
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X3

V4(0,1,1) Vs(1,1,1)
|
V(000 | Ve(LO.D) 7
N g
\ | /
N\ | /7
N\ 7 X2
V3(0,1,0) — w10
~
V1(0,0,0) V5(1,0.0) xi

2.2 pav. Kubinés leistinosios srities padalijimas j 5 tetraedrus

gaunami tikslesni ir p; tipo réziai, negu skaiciuojant pagal viena konkrecia
norma.

Tuomet, kai dvimaté leistinoji sritis yra ne kvadratas, o staciakampis, po
leistinosios srities padengimo simpleksais, gaunami ne lygiasoniai statieji simp-
leksai, todél nelygybeé (2.4) yra ne visuomet teisinga, o pasiulytasis rézis u;’oo
(2.7) yra ne visada tikslesnis, negu skai¢iuojant pagal viena konkrecia norma.
Taciau atlikti eksperimentiniai tyrimai parodé (zr. 3.1 poskyri), kad pasiuly-
tas rézis ,u%’oo stipriai pagerina optimizavimo rezultatus ir staciakampio tipo
leistinyjuy sriciy atveju.

2.3.2. Trimatis atvejis

Prateskime tyrima, kai leistinoji sritis D = [0, 1]? yra (vienetinis) kubas.
Trimaciu atveju pasitléme du skirtingus leistinosios srities padalijimus j simp-
leksinius posri¢ius (zr. 1.4 pav.) ir (zr. 1.5 pav.). Pradékime nuo atvejo, kai
kubas padalijamas j 5 tetraedrus (zr. 2.2 pav.).

A. Naudojant padalijimg j 5 tetraedrus

Atlikus padalijima gaunami keturi vienodo, o vidurinis [va, v3, vs, vs] - dvi-
gubai didesnio turio simpleksai. Laisvai pasirinke viena is 4, tarkime simpleksa,
kurio vir§uneés [v1, va, v3, v5] apskai¢iuokime po tipo rézius, gaunamus kiekvie-
noje is sio simplekso virsuniy, kaip tai daréme dviejy matmeny atveju.
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Skaic¢iuojant virsutinj rézj virsunéje v, maksimalus atstumas

max ||z — vy
z€{vz,v3,v5}

sutampa su atstumu iki bet kurios kitos virsunés (pasirinkime v9) ir nepriklau-
somai nuo normos lygus 1:
lor —wolli = (J0-0[+[0-0[+]0—1]) =1,
1
lvi —wvally = (J0=0[7+[0-0[T+[0-17)a =1, 1<q<o0,
|lv1 — v2llec = max{|0—0][,|0—-0],]0—1]} =1.

~—

Todél skaiciuojant virsutinj rézj virsunéje vi, optimalu naudoti /; norma ir ja
atitinkancia LipSico konstanta Lo:

pz(v1) = f(v1) + Looflvr — val|1. (2.9)

SkaiCiuojant rézius likusiose simplekso virsunése v, v3, vs maksimalus atstu-
mas, nepriklausomai nuo virsunés (pasirinkime virsune vs)

max |l — vo|
z€{v1,v3,05}

yra tarp virsuniy vy ir vs (arba ve ir vs), kuris priklausomai nuo normos lygus:
loz —wslli = (J0-0[+[0—1[+[1-0]) =2,
1
q

[ve —wvsllq = (J0—=0[7+]0—1]7+[1-0[9) —23, 1<q<oo,
|lva —v3]lec = max{|0—1],|0—-0],]1 —0[} =1.

Todél galimos tokios, Lipsico konstantos ir ja atitinkancios normos, sandaugos:

Loollva — w3l = max {|f;, (z1)], | f2, (22)|, | frg (23)] } - 2,
Lyllva —w3lly = (If2, (2P + | f2y (22)IP + \fég(z?,)!p)% 1241 < p,q < oo,
Lillva —vsllee = (Ifn, (z0)| + 1Sy (22)| + | fry(23)]) - 1.

Trijy matmeny atveju (2.4) nelygybiu analogas

1
. 9249

3 =

(If2, GOl + [ fay ()| + |2y (2)]) < (1fa, (GO + [ fay (22) [P + [ £, (23)P)
< max {|fz, (20)], £z, (22)|s | 2, (23)|} - 2
(2.10)
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X3

V4(0,1,1) Vs(1,1,1)
v2(0,0,1) | Vs(1,0, //
4
V'
; Vo7
//
/ ¥
/ / X2
/ X0.10) _ Vi)
V1(0.0.0) V5(1,0.0) X1

2.3 pav. Kubinés leistinosios srities padalijimas j 3! = 6 simpleksus

teisingas tik tada, kai viena i§ daliniy iSvestiniy reikSmiy | f;. (2;)],7 =1,...,3
lygi arba artima 0. Todél trimaciu atveju rézis u;’oo yra ne visada tikslesnis,
negu skaic¢iuojant po pagal viena konkrecia norma.

Beliko istirti vidurinj simpleksa su virSunémis [va, v3,vs,vs]. Pastebime,
kad atstumai i$ bet kurios sio simplekso virsunés iki kity yra vienodi ir sutampa
su ka tik nagrinéto simplekso [v1,ve, v3, 5] atstumu tarp virSuniy vg ir vs. IS

o v . . . o v l,oo . . .
to seka, kad ir Siam simpleksui pasiulytas rézis p,"" yra ne visada tikslesnis.

B. Naudojant apibendrintg padalijimag

Prateskime tyrima simpleksams, gautiems po kombinatorinio padalijimo
(zr. 2.3 pav.). Pastebime, kad naudojant § padalijima, virSunés vy ir vg
priklauso visiems gautiems simpleksams, o visi gautieji simpleksai yra vienodo
turio. Laisvai pasirinke viena i$ simpleksy, pvz. su virSunémis [v,vg, vg, vg]
apskaiciuokime po tipo rézius kiekvienoje virsunéje.

Maksimalus atstumas i$ virsunés vy yra iki virSunés vg, kuris priklausomai
nuo Normos yra:

o1 — sl ([0 =140 =1] 4]0 —1]) = 3,
lor —vslly = (0—17+]0—17+|0—19)7 =37, 1<q< o0,
o1 — vsflee = max{]0—1[,[0—1[,[0— 1]} = 1.
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Todél galimos tokios, Lipsico konstantos ir ja atitinkan¢ios normos, sandaugos:

Loollvr —wsli = max {|f;, (21)], [z, (z2)|, | f2g (23)] } - 3,

11
Lyllor —wslly = (Ifz, GO)P + [ fr,(22)[P + [ f2,(23)[P)7 -39, 1< p,q< o0,
Lillor —wvslloo = (Ifz, GOl + [ f2y (22)| + [ f2,(23)]) - 1.

Siuo atveju nelygybes

(£, GO+ 1 o) + 1)) < (£ GOP + 1 £y (22)[P + | £y (23)P)7 - 33
< max {|f, (=), 12, (22)], £, (2)]} - 3,
t.y.
Li|lvr — vslloo < Lpllvr — vsllqg < Loo||v1 — w1 (2.11)

yra visada teisingos, todél skai¢iuojant g tipo rézj virsunéje vy (arba vg) op-
timalu naudoti I, norma ir ja atitinkancia LipSico konstanta:

fvr) + Lafvr = vgloo- (2.12)

Taigi naudojant kombinatorinj leistinosios srities padalijima, visuose gauna-
muose simpleksuose yra dvi virsinés, kuriose iS anksto zinoma, kad pg tipo
virsutinio rézio skai¢iavimui optimalu naudoti begaline norma ir ja atitinkan-
¢ig pirmaja Lipsico konstanta.

Apskai¢iuokime virSutinius rézius likusiose virsunése vy ir v4. Maksimalus
atstumas i§ virsunés ve yra iki vg, o i$ virSunés wvs iki v1. Abiems atvejais
maksimaliis atstumai yra lygus ir priklausomai nuo normos gauname:

lv2 =wslli = (I0=1[+[0 =1 +[1-1]) =2,
1
lv2 =wslly = (0= 1T+]0— 1T+ 1 - 1|7«
lvo —vslloc = max{]0—1[,[0—1[,[1 - 1]} =1.

Gauta situacija yra analogiska iSnagrinétai (2.10), todél ir sio padalijimo atveju
rézis ,u;’oo trimaciuose simpleksuose yra ne visada tikslesnis, negu skaiciuojant
o pagal viena konkreciag norma.

Dalijant pradinius simpleksus toliau, situacija islieka panasi, kaip ir su
pirminiais simpleksais: ne visose virsunése pasitlytas rézis ,ué’oo yra tikslesnis
nei po tipo rézis skaic¢iuojant pagal kazkuria konkrecig norma, todél tikrasis
pasitilyto rézio gerumas didesnés dimensijos atveju parodomas atlikus eksper-
imentinius tyrimus (Zr. 3.1 poskyri).
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2.4. Pijavskij tipo rézis pirmosios normos atveju

Pijavskij (¢) tipo (1.8) réziy radimo skai¢iavimo apimtys didéja eksponen-
tiskai didéjant erdvés D dimensijai. Todél Saky ir réziy pagrindu realizuoti
algoritmai virSutinio rézio skaiciavimui dazniausiai naudoja lengviau apskai-
¢iuojamus p tipo rézius. Taciau ,brangiy“ tikslo funkcijy atveju Pijavskij réziy
naudojimas gali buti tikslingas. Todél siame poskyryje pasiiilomas metodas,
kuriuo Pijavskij tipo LipSico réziai simplekse gaunami sprendziant tiesiniy lyg-
¢iy sistemas, vietoj kvadratiniy lygéiy sistemy Pijavskij algoritmo atveju [100]
arba kvadratiniy ir tiesiniy lygéiy sistemy Mladineo algoritmo [82] atveju. Pir-
miausia jrodykime pagalbinj teiginj.

2.3 teiginys. Tegu F, (z) = f(v1) + Loo||lz — 1|1 ir Fyy(x) = f(v2) + Loo||x —
va||1 yra n-matés piramidés ir f(v1) > f(v2). Tuomet Siy n-maciy piramidziy
sankirta yra n — 1 matmens daugdaroje, apibréztoje lygybe

n

> d(vii,va) — Fla) = fo) _ g, (2.13)

; Lo

=1

cia
12z; — v1; —voi|  kai vy <@ < vy
d (Ulz’; UQZ') = 0 kai V1; = V25

|1 — V2 kai x; ¢ [v1i, v2i]

ir sankirtos taskai x yra arciau virsunés v| nei ve, t.y.
[l = v1][x < [lz = val]1. (2.14)

Irodymas. IS lygybés F,, (z) = F,, (x) gauname

n
[ (v2) = f (v1)
g (lwi —vii] = o —ve]) = ————————. (2.15)
; Lo
=1
Kiekvienam is skirtumy |z; — v1,| — |z; —vo,|, ¢ = 1,...,n yra teisinga viena
is siy lygybiy:
21 — v1; — Vo kai vi; < x; < vy, vi; < Uy
—2x; + 1 v kai vy <y < gy, v > v
0 kai V1; = V95
V1 — V24 kai x; > v1;, vo;

V2; — V15 kai x; > v1g, v
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Todél is (2.15) gauname (2.13).
Kadangi f(v1) > f(v2), todél is lygybés F, (z) = F,,(x) gauname

f(v2) = f(v1)

<0
Lo -

|z —vifl1 — [z — val|1 =

vadinasi (2.14) yra teisinga

|z — vl < [z — val|1.

2.4 teiginys. Pijavski tipo virsutinio réZio su pirmaja norma o' radimui uz-
tenka isspresti n tiesiniy lygybiy sistema.

Irodymas. Leistinosios srities virsunes v; sunumeruokime taip, kad f(vy) >
f(va) > ... > f(vpg1). Piramidziy Fy, (z) = f(v1) + Lo ||z —vi]|y ir
Fy, () = f (vi) + Loo ||lx — vil|y, © = 2,...,n + 1 sankirta yra n — 1-daugdara,
apibrézta (2.13). Atsizvelge i (2.14) galime nagrinéti tik dalj daugdaros, api-
bréztos tiesinémis lygtimis ir apribojimais. Tokiu biidu sudarome sistema is
n tiesiniy lygciy, nusakanciy sankirta F,, (z) = F,,(z). Jeigu Sios sistemos
sprendinys tenkina apribojimus (Zr. 1 pavyzdj), tuomet jis yra ieSkomasis vir-
Sutinio rézio taskas, o ieSkomasis Pijavskij (p) tipo rézZis su pirmaja norma
@' yra lygus virsutinio rézio funkcijos reiksmei siame taske. Taciau jeigu sis-
temos sprendinys netenkina apribojimy, tuomet virsutinio rézio maksimumas
yra lygus minimaliai funkcijos reikSmei sankirtos taskuose, kaip parodyta 2
pavyzdyje. O

C. Pavyzdziai

|
2.1 pavyzdys
Tarkime, kad tikslo funkcija f (x1,x9) = sin (2x1 + 1) + 2sin (3z2 + 2), o leis-
tinoji sritis [0, 1] x [0, 1] padengta simpleksais I (v1,va, v3) ir I (v1,vs,v4) (1.
2.4 pav. a)). Nagrinékime simpleksa I, (v1,ve, v3).
Kadangi f (v1) = f(0,0) = 2,6601 > f(v2) = f(1,0) = 1,9597 > f (v3) =
f(1,1) = —1,7767, sankirtos taskas yra arciau virsunés vy ir yra pakankama
surasti piramidziy sankirta F,, = F,, ir F,,, = F,,.
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X2
Vi(0, 1) vs(l, 1)
10
0ot
0s+ [
2:
074
06t
05t
04t I]
03
P1(0.44164, 0.18863)
01
vi(0,0) | N\ Va(1, 0
*00 o1 02 03 04 05 0j6| 07 08 09 10
a)

2.4 pav. Pijavskij tipo réziy su pirmaja norma 1 pavyzdys: a) san-
kirtos tiesiy projekcijos; b) virsutinio rézio funkcijy vizualizacija

PiramidZiy sankirta F,, = F,, yra:

f(l,O) — f(0,0)

|z1 — 0] — |21 — 1| + |22 — O] — |22 — O]

6 )
kadangi 0 < =z <1,
1,0) — (0,0
pem o1 = L0100
1 = 0,44164. (2.16)
Analogiskai piramidziy sankirta F,, = F,, yra:

f(lal) - f(0,0)

lz1 = 0] — |21 — 1| + |22 — O] — 22 — 1| = G :

21+ mg = LELSOO — 63027, kai 0< a2y < 1,0 < <1,
29 = 0,63027, kaizy <0, (2.17)
z1 = 0,63027, kai xg < 0.
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IS (2.14), (2.16), (2.17) =

z1 = 0,44164
z1 + 29 = 0, 63027
0<z1<0,5
0<a5<1,0

= sankirtos taskas p; = (0,44164;0, 18863) .

Todél virsutinis rézis ' (Iy) (zr. 2.4 pav.) yra

o'(L) = F,(p1)=F, (p)=f(1)+Le|pr — 1]y
— £(0,0) 4 6(|0,44164 — 0] + |0, 18863 — 0]) = 6,441. (2.18)

Parodykime, kad rézis o' i§ tiesy yra geresnis nei lengviau apskaiciuojamas jio
tipo réZis su pirmaja norma p3:

pa(v1) = £(0,0) +6ng;12f<||a: —wv|l; = £(0,0) +6 -2 = 14,66,

pa(va) = £(1,0) +6152;<||x —velly = f£(1,0) +6-1=7,9597,
ps(vz) = f(1,1) +6r£121x|y:1: —wsll; = f(1,1) +6-2 = 10,223,
pp(L) = min {ps(v1), pa(va), py(vs)} = 7,9597. (2.19)

I3 (2.18) ir (2.19) = ¢ (1) < pd ().

2.2 pavyzdys

Padalije simpleksus Iy ir Iy gauname keturis naujus Is,...,Ig (Zr. 2.5 pav.).
Pasirinkime simpleksa Is = [v1, ve, v5]. Kadangi

£ (v1) =2,6601 > f (vs) = 1,9597 > f (v5) = 0.20773,

sankirtos taskas yra arciausiai virsinés vy, todél pakanka surasti piramidziy
F,, = F,, ir F,, = F,; sankirtas.
Sankirta piramidziy F,, = F,, surasta 1 pavyzdyje

21 = 0,44164. (2.20)
Sankirta piramidziy F,, = F,,:

£(0.5,0.5) — £(0,0)
6 9

‘.’L‘l — O’ — |x1 — O.5| + ‘.%'2 — O’ — |ac2 — 0.5| =
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21 4 g = LOB0BZT00) 4 1 99564, kai 0 <21 <0.5,0 <ay <05,

9 = 0,29564, kaiz <0,
x1 = 0,29564, kaixzo <O0.

(2.21)
lva0, 1) vs(l, 1)
10
09
o I
07
1
e Is
0s vs5(0.35, 05)
04
— o3
02 13
01 | -
6 II(O, I0 : : ‘ : . : ' o b4 ) nxs ©s 07 98  0s 1o 11
“00 01 02 1.3 04| 05 06|07 08 09 1l
a) b)

2.5 pav. Pijavskij tipo réziy su pirmaja norma 2 pavyzdys: a) San-
kirtos tiesiy projekcijos; b) Virsutinio rézio funkcijy vizualizacija

IS (2.14),(2.20), (2.21) =

r1 = 0.44164
1 + x2 = 0.29564
0<21 <05
0<22<0.5

= & (7r. 2.5 pav.)

Todeél virsutinis rézis jgyjamas viename is piramidziy atkarpos tasky (zr. 2.5
pav.), t.y.
301(13) = Fy, (pl) )

Cia p1 yra bet kuris atkarpos 1 + x2 = 0,29564 taskas 0 < x; < 0.5,0 <z <
0.5. Tarkime p; = (0,29564;0), tada

¢'(I3) = Fy (p1) = f (1) + Loo 1 — 01,
= £(0,0)+6(]0,29564 — 0| + [0 — 0|) = 4.4339.  (2.22)
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Analogiskai parodykime, kad ¢ tipo rézis su pirmaja norma @' i$ tiesy yra
geresnis nei rézis pid:

= f(0,0)+615121xHx—U1H1 = f(0,0) +6-1=8,66,

= F(1,0)+ 6max 2 — vall, = £ (1,0)+ 61 = 7,957,

= £(05,0.5) + 6max|le — vs ], = f(0.5,0.5) +6 -1 = 6,20773,
— min e on), b (), k() } = 6. 20775 229)

I5 (2.22) ir (2.23) = o' (I3) < pi(I3).

2.5. Lipsico rézis, pagrjstas daugiamatés apibréztinés
sferos spinduliu

Siame poskyryje pasitilytas naujas rézis, kuris gali buti naudojamas kaip
alternatyva p ir ¢ tipo réziams.

2.5 teiginys. Tegu I C R"™ yra n-matis simpleksas, R(I) — apie simpleksa I
apibréztinés n-matés sferos spindulys, V (I) simplekso virsuniy aibé. Tuomet

V(1) = max f(v) + LE(D), (2.24)

yra Lipsico virsutinis rézis.

Irodymas. N-matis simpleksas I gali buti padengtas n-maciais rutuliais
Ci,i=1,...,n+1, kuriy spindulys lygus R(I), o centrai sutampa su simplekso
virsunémis. Dvimatis tokio padengimo pavyzdys pavaizduotas 2.6 paveiksle.
Tuomet Vi = 1,...,n + 1 teisinga nelygybé

f(x) < f(vi)yevne, + LR(I), Ve C,NL (2.25)
Todél i§ (2.25) =
f(z) € max f(v)+ LR(I) = *(I), Vrecl (2.26)
veV(I)

O
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Vo(X21, X22)

Vi(X3;, X32)

"

2.6 pav. Dvimacio simplekso padengimas trimis 2-maciais rutuliais
(skrituliais) C;,i = 1,...,n + 1 su spinduliu R(I)

Pasitlyto 1 tipo rézio skaic¢iavimo sunkumas daugiausiai priklauso nuo apibréz-
tinés daugiamatés sferos spindulio R radimo. Isveskime apie n—matj simpleksa
apibréztos daugiamateés sferos spindulio R formule. Pirmiausia iSvesime n = 2
atvejui, o tuomet apibendrinsime bet kokiam.

Pasinaudokime i§ analizinés geometrijos zinomu faktu [91], kad dvimatés
sferos (apskritimo), einancios per tris taskus (musy atveju per visas simplek-
so (trikampio) virsunes) vi(x11,x12), va(z21, T22), v3(x31,x32), lygtis isreiksta
determinantine forma yra

P+a3 m w
2 2
xgl + 132 21 T22

= 0. (2.27)

—_ = =
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Isskleide pagal pirmaja eilute, gauname
a (23 + 23) + Dy,@1 + Dyywa + ¢ =0, (2.28)
cia

x11 w12 1
a = | T2 w2 1|,
x31 w32 1
2 2
D961 - = x%l+x%2 2 1|,
2 2
T3 T T3 T2 1
2 2
D932 - $%1+x%2 o1 1,
2 2
Ta + T r31 1
31 32
x2 +x2 x x
%1 %2 11 12
c = — xgl—i—x%Q To1 T922

Perrase lygybe (2.28) i forma

D, \?2 D, \2 D2 D2
“(wﬁ ) +“<x2+ ) — 2 T e te=0,

2a 2a 4a 4a

gauname
(x1 — 01)2 + (29 — 02)2 = R?

formos dvimateés sferos (apskritimo) lygtj

D,, 2 D,, 2 B D?El + D?EQ —4ac
(xl + 2a ) * <$2 * 2a N 4a?

su centru

B Dy, Dy,
(e, 02) = < 2a’  2a >

ir spinduliu

R \/Dg1 + D2, — dac
4a?
Analogiskai (2.27) n-matés apibréztinés sferos, einancios per n-macio simp-
lekso virsunes v1(T11,---,%1n), -+, Vnt1(T(ng1)1s - > T(ng1)n), Lygtis isreiksta
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determinantine forma yra

n
3 a? 1 T T, 1
i=1
N9
Z xh 11 Xr12 e T1n 1
i=1
42 =0 2.29
ZIL‘% o1 o9 Ton 1|~ ( : )
i=1
A
le(nﬂ)i Tnt1)l T2 -+ Taln 1
1=

Isskleide pagal pirmaja eilute, gauname

a (Zn: x?) + (ZH: Dxixi> +c=0, (2.30)
i=1 =1

¢ia
11 12 e T1n 1
21 29 PN Ton 1
a = N
Tl Tnt)2 - Ttln 1
n
2
2 a?h- I12 e T1in 1
1=
n
Z l’%l 922 e Ton 1
D, =- i=1 ,
n
2
2 Tty T2 - Tt 1
1=
n
3 a2, x x 1
o~ 1i 11 oo In—1
1=
n
2 1
" Z x1; T21 ce Ton—1
Dmn - (_1) i=1 )
n
2
Z; T(n+1)i LTn+1)1 -+ L(ntl)n—1 1




2.6. Nuoseklusis simpleksinis Saky ir réziy algoritmas su LipSico... 59

z xi 11 e T1n
i=1
2
¢ = (c1) l; i Z21 Ton
n
le(nJrl)i L(n+1)1 L(n+1)n
1=
Perrase lygybe (2.30) i forma
Dm1 2 -DQ? 2 Dgl Dg
a<$1+2a> +...+alzy+ %4 1a 1a +c

gauname n-matés sferos lygti

2 2 2 2
<x1+DI1> +...+ <a:2+Dx2> = Dy, + Da, — dac

2a 2a 4a?
su centru
(c1,c cn) = _Day Da,
1, €2, s Cn 2, ) ) 2,

ir spinduliu

2.6. Nuoseklusis simpleksinis Saky ir réziy
algoritmas su LipSico réziais

Saky ir réziy algoritmuose padengimo, isrinkimo, padalijimo ir réziy skai-
¢iavimo taisyklés priklauso nuo konkretaus algoritmo. Bendras n-matis simp-
leksinis Saky ir réziy Lipsico optimizavimo algoritmas pasiulytas [130]. Diser-
tacijoje siuloma algoritmo modifikacija, naudojanti po, ¢, ¥ tipo Lipsico su
jivairiomis normomis bei agreguotus rézius, sudarytus is skirtingo tipo réziy su
ivairiomis normomis.

Pagrindinis simpleksiniy posri¢iy trikumas — poreikis padengti leisting-
ja sritj simpleksais, todél inicializavimo etape leistinoji sritis padalijama j n!
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vienodo tiurio simpleksy, panaudojant apibendrintg kombinatorinj hiperstacia-
kampio virsuniy trianguliacijos algoritma (zr. 1.2 skyriu).

Elemento isrinkimo/jterpimo strategijos itakoja Saky ir réziy algoritmuy
efektyvuma, todeél siulomame algoritme gali buti naudojamos jvairios (geryn,
gilyn, platyn, statistiné) strategijos.

Posriciai dalijami atsizvelgiant j eksperimenty rezultatus [130]. Juose atlik-
tas tyrimas parodé, kad naudingiausias yra iskraipymo iSvengiantis simpleksy
dalijimas j du hiperplokstuma, einancia per ilgiausios briaunos vidurj ir virsu-
nes, nepriklausancias ilgiausiai briaunai (zr. 1.3 pav.).

Tikslo funkcijos maksimumo apatinis rézis (LB) yra maksimali funkcijos
reiksmeé simplekso virsunése. VirSutinis rézis apskaiciuojamas naudojant jvai-
rius pasitlytus p, @, ¥ tipo bei agreguotus rézius su jvairiomis normomis.
Pilnas nuoseklusis simpleksinis Saky ir réziy algoritmas su tokiais réziais pa-
vaizduotas 3 algoritme.

3 algoritmas Simpleksinis Saky ir réziy algoritmas su LipSico réziais

1: Leistinoji sritis D padengiama n-maciais simpleksais I < {I;|D = UI;,j =
1,...,n!} naudojant virSuniy trianguliacija
2: S« @, LB(D) + —o0
3: while (I # @) do
4:  Pasirenkamas I; € I naudojant viena i$ (geryn, gilyn, platyn, statistiné) isrin-
kimo strategijuy, I < I\{I;}
5. LB(D) + max{LB(D), max f(v)}
v

eV (L)
6: S < argmax{f(S), max f(v)}
veV(l;)
7. Apskaiciuojamas UB(I;) pagal 1, ¢, ¥ tipo sudaryta rézj su jvairiomis normo-

mis.

8 if (UB(I;) > LB(D) +¢) then

9: Padalijamas I; i I, I;, hiperplokstuma, einancia per ilgiausios briaunos
vidurj ir virsunes, nepriklausancias ilgiausiajai briaunai
10: H%HU{I]‘I,IJ‘Q}
11:  end if

12: end while

Pavaizduokime Saky ir réziy procesa paprasciausiu, vienmaciu atveju.

2.3 pavyzdys
Tegu D = [-2,2], f(x)— Lipsico funkcija. Vienmaciu atveju pirminis pada-
lijimas yra trivialus: visa leistinoji sritis yra pirminis simpleksas. Pirmiausia
jis dalijimas j du per vidurio taska (pirmasis algoritmo Zingsnis), kurie toliau
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2.7 pav. Simpleksinio saky ir réziy algoritmo antrasis zingsnis
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2.8 pav. Simpleksinio Saky ir réziy algoritmo treciasis zingsnis

dalijami per vidurio taska j du naujus (antrasis algoritmo zingsnis). Siame
algoritmo etape gaunami keturi simpleksai 1;,i = 1,...,4 (Zr. 2.7 pav.). Kiek-
vienam is simpleksy apskaiciuojami virsutiniai réziai pagal skirtingas taisykles.
Vienmaciu atveju visos normos lygios, todél uztenka jvertinti rézius p, ¥ ir u,
neakcentuojant pagal kurias normas jie skaiciuoti. Naudojant p tipo rézius,
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visiems simpleksams 1; : p(I;) > LB,i = 1,...,4, tadiau naudojant ¢ ir 1
tipo rézius gauname (1) < LB ir ¥(14) < LB. Todél ¢ ir v tipo réziy
atveju simpleksas 14 yra pasalinamas ir nedalyvauja tolesniame Saky ir réziy
algoritme. Nepasalinti simpleksai toliau yra dalijami (zr. 2.8 pav.). Gauna-
me 6 simpleksus ¢ ir ¢ réziy atveju ir 8 simpleksus p rézio atveju. Naujai
gautiems simpleksams gauname, u(1;) < LB kaii = 4,5,6,7, o(I;) < LB kai
j=3,4,5,6 ir ¢»(I;) < LB kai j = 3,4,5,6. Po sio Zingsnio ¢ ir v réziy atveju
lieka du simpleksai {I,12}, o u rézio atveju - keturi {Iy,I5,13,14}. Todél nau-
dojant o ir v tipo rézius, galime greic¢iau aptikti ir pasalinti iS tolesnés paieskos
sritis, kuriose negali biiti globaliojo maksimumo.

|

2.7. Lygiagretieji simpleksiniai saky ir réziy
algoritmai su LipSico réziais

Lipsico optimizavimo algoritmai reikalauja daug skaic¢iavimy resursy, todél
nuosekliyjy algoritmy lygiagreciosios versijos yra svarbi ir siuo metu aktyviai
vystoma sritis [12, 17, 28, 81, 89].

Tuo tikslu disertacijoje realizuota dvi lygiagreciosios pasitlytojo nuosek-
liojo algoritmo (zr. 3 algoritma) versijos: bendrosios atminties kompiuteriams
(OpenMP versija) ir paskirstytosios atminties kompiuteriams (MPI versija).

2.7.1. Bendrosios atminties kompiuteriams skirtas lygiagretusis
algoritmas

Lygiagrecioji algoritmo versija, skirta bendrosios atminties kompiuteriams,
realizuota OpenMP 2.0 standarto pagrindu. Joje realizuotos tos pacios paden-
gimo, isrinkimo, padalijimo ir réziy skaiciavimo taisykles, kaip ir nuosekliojoje
algoritmo versijoje.

Sioje lygiagrecioje versijoje realizuota galimybé po simplekso padalijimo
atlikti patikrinima, ar naujai gautoje virsunéje nebuvo apskaiciuota funkcijos
reiksmé anksciau. T.y. pries apskaic¢iuojant funkcijos reikSme naujai gautoje
simplekso virsunéje, atlieckamas patikrinimas visy iki tol surasty virsuniy aibeé-
je, ar ta virsuné nebuvo rasta ankstesniame Saky ir réziy algoritmo zingsnyje.
Jeigu funkcijos reiksmé tame taske buvo apskaiciuota ankséiau, tai ta reiks-
mé paimama i§ apskai¢iuoty virstinése reik$miy aibés. Si modifikacija leidzia
iSvengti pasikartojanciy funkcijos reiksmiy skaic¢iavimy toje pacioje virsunéje,
todél yra prasminga atlikti ,,brangiy“ funkcijy atveju.
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Lygiagretusis (OpenMP) simpleksinis saky ir réziy algoritmas pavaizduotas
4 algoritme. Duomeny lygiagretinimas naudojamas. C/C++ programavimo
kalboje OpenMP direktyvos nurodomos pradedant #pragma zodziu. Direkty-
va ,for* nurodo, kad ciklo iteracijos atlieckamos lygiagreciai skirtinguose proce-
suose. Direktyva ,schedule (static)“ nurodo, kad ciklo iteracijos yra po lygiai
(jeigu imanoma) iSdalinamos ir statiskai paskirstomos tarp skirtingy procesy.
Direktyva ,critical“ nurodo, kuri algoritmo dalis turi buti vykdoma tik vieno
proceso tam tikru laiko momentu.

4 algoritmas Lygiagretusis (OpenMP) simpleksinis Saky ir réziy algoritmas su Lip-
Sico réziais

1: Leistinoji sritis D padengiama n-maciais simpleksais I < {I;|D = UI;,j =
1,...,n!} naudojant virSuniy trianguliacija

2: S+ 0, LB(D) + —o0

3: while (I # 0) do

4: k=1

5:  #pragma omp parallel private (UB)

6: #pragma omp for schedule (static)

7. for (j=0;j<=k; j++) do

8: Pasirenkamas I; € I naudojant vieng i§ (geryn, gilyn, platyn, statistiné)

isrinkimo strategijy, I < I\{I;}
9: #pragma omp critical (LB(D)
10: LB(D) + max{LB(D), max f(v)}
veV (1)
11: #pragma omp critical (S)
12: S + argmax{f(S), max f(v)}
veV(I;)
13: Apskai¢iuojamas UB(I;) pagal p, ¢, ¥ tipo sudaryta rézj su jvairiomis nor-
momis.
14: if (UB(I;) > LB(D) +¢) then
15: Padalijamas I; j I, I, hiperplokstuma, einancia per ilgiausios briauunos
vidurj ir virSunes, nepriklausancias ilgiausiajai briaunai

16: Patikrinama ar gauta po dalijimo virsuné yra ,nauja“

17: #pragma omp critical (I)

18: I+ Tu{l,; I;}

19: end if
20: end for

21: end while
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2.7.2. Paskirstytosios atminties kompiuteriams skirtas
lygiagretusis algoritmas

Lygiagrecioji algoritmo versija, skirta paskirstytosios atminties kompiute-
riams, realizuota naudojantis MPI 1.2 standarto pagrindu sukurtu Saky ir réziy
algoritmo sablonu [2, 3|. Pradinis (statinis) uzduoc¢iuy paskirstymas yra naudo-
jamas. Pradinés uzduotys is pradziy atlieckamos tik procesoriaus Seimininko,
kol pradinis uzduociy skaic¢ius pasidaro didesnis uz procesoriy skai¢iy. Tuomet
uzduotys atsitiktinai lygiomis dalimis (jei imanoma) padalijamos tarp proceso-
riy darbininky. Véliau uzduotys neperskirstomos tarp procesoriy, o kiekvienas
procesorius atlieka ta patj algoritma, kuris pavaizduotas 5 algoritme.

Sios schemos trukumas yra tas, kad procesoriai gali uzbaigti skaic¢iavimus
skirtingu metu, o bendra sprendimo trukmé apsprendziama ilgiausiai skaicia-
vusio procesoriaus darbo trukme.

MPI algoritmo versijoje realizuotos tos pacios padengimo, iSrinkimo, pa-
dalijimo ir réziy skaiCiavimo taisyklés, kaip ir nuoseklioje algoritmo versijoje:

5 algoritmas Lygiagretusis (MPI) simpleksinis Saky ir réziy algoritmas su Lipsico
réziais

1: Leistinoji sritis D padengiama n-madiais simpleksais I < {I;|D = UL;,j =
1,...,n!} naudojant virSuniy trianguliacija

2: Padalijama I po lygiai (jei imanoma) tarp p procesoriy I = UI", [I"| = |I|/p

3: 8"« O, LB(I") + —o0.

4: while (I" # @) do

5:  Pasirenkamas I’ € I" naudojant viena i$ (geryn, gilyn, platyn, statistine) isrin-

kimo strategiju, I" < I"\{I’}}

6: LB(I") + max{LB(I"), Ug‘l/a()é) f)}

7 Persiunciama geriausia surasta funkcijos reiksmé LB(I") tarp procesoriy
8  S" «+ argmax{f(S"), max f(v)}

veV (I})
9:  Apskaic¢iuojamas UB(I7}) pagal p, ¢, ¢ tipo sudaryta rézj su jvairiomis normo-
mis.
10:  if (UB(I}) > LB(I") +¢) then
11: Padalijamas I | I7, I; hiperplokstuma, einancia per ilgiausios briaunos
vidurj ir virSunes, nepriklausancias ilgiausiajai briaunai

12: "« I"u{I; I} }

13:  end if

14: end while
15: Surenkami rezultatai S”
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« Kiekvienas procesorius gauna po lygia (jeigu jmanoma) dalj neiSsprestu

posri¢iy. Simboliskai tai pavaizduota I = UI", |I"| ~ |I|/p, ¢ia p —
procesoriy skaicius, r — procesoriaus numeris.

o Geriausia tikslo funkcijos reiksmé LB(I") yra lokali, todél baziniu at-

veju procesoriai ja nesikei¢ia. Modifikuotoje algoritmo versijoje - ja
apsikeicia, kai tik kazkuris procesorius randa geresne uz jau zinoma.

e Po uzbaigimo visy procesoriy rezultatai surenkami ir geriausia rasta

reiksmeé yra ieskomo globaliojo maksimumo aproksimacija.

2.8. Antrojo skyriaus apibendrinimas

1.

Pasiulyta Lipsico saky ir réziy algoritmuose virSutiniy us tipo réziy
skaiciavimui vietoj vienos konkreéios normos apjungti kelias normas,
kuriy déka gaunami tikslesni Lipsico réziai nenaudojant papildomy tiks-
lo funkcijos skaic¢iavimy.

Dvimaciu atveju parodyta, kad geriausiai normy atzvilgiu uo tipo ré-
zius patiksliname naudojant pasiulytag rézj ,ué’oo su pirmaja ir begaline
normomis.

Daugiamaciu atveju (n > 3) parodyta, kad pasiulytas rézis ,u%’oo yra ne
visuomet tikslesnis, negu skaic¢iuojant po pagal viena konkreciag norma.

Pasiulyta, kaip naudojant pirma norma galima Pijavskij () tipo rézius
apskaic¢iuoti sprendziant tiesines lygciy sistemas vietoj kvadratiniy arba
kvadratiniy ir tiesiniy lygciy Euklidinés normos atveju.

Pasiulytas naujas v tipo rézis, pagristas apibréztinés daugiamateés sferos
spinduliu. Sis rézis gali biiti naudojamas kaip alternatyva pp ir ¢ tipo
réziams.

Sukurtas nuoseklusis simpleksinis Saky ir réziy algoritmas su pasiulytais
réziais, bei dvi lygiagrecios Sio algoritmo versijos skirtos bendrosios ir
paskirstytosios atminties kompiuteriams.






Lipsico optimizavimo algoritmy su
simpleksiniais posriciais
eksperimentinis tyrimas

Lipsico optimizavime réziy skai¢iavimui dazniausiai naudojama Euklidiné
norma, taciau kity normy naudojimas gali pagerinti optimizavimo rezultatus.
2 skyriuje gauti teoriniai rezultatai rodo, kad kity normy naudojimas patikslina
virsutinius rézius, o Pijavskij tipo rézio atveju — palengvina juy apskaiciavima.
Taciau ar reikSmingi gautieji teoriniai rezultatai sprendziant globaliojo opti-
mizavimo uzdavinius? Ar pasitlytas 1 tipo rézis yra tinkamas naudoti, kaip
alternatyva uo ir ¢ tipo réziams?

Siame skyriuje atliksime eksperimentinius pasifilyty réziy ,u%’oo, ol P? ty-
rimus dvimaciu [A1] ir daugiamaciu [A2, A3] leistinuyjy sri¢iu atvejais. Pagal
funkcijy skaic¢iavimo kiekio kriterijy palyginsime pasiulyto nuoseklaus simplek-
sinio Saky ir réziy algoritmo efektyvuma priklausomai nuo naudojamy Lipsico
réziy [A3, A7, A4] bei gautus rezultatus palyginsime su kitais gerai Zinomais
Lipsico optimizavimo algoritmy rezultatais [A4]. IStirsime kurias paieskos stra-
tegijas ir kada tikslinga naudoti nuosekliuosiuose bei lygiagrec¢iuosiuose saky ir
réziy algoritmuose [A6] bei palyginsime lygiagreciyju algoritmuy, skirty bend-
rosios ir paskirstytosios atminties kompiuteriams efektyvuma [A8, A5].

67
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3.1. uo tipo réziy su jvairiomis normomis efektyvumo
tyrimas

Naudojant 1.6 poskyryje aprasytus Lipsico testo uzdavinius, atliktas pa-
siulyto nuosekliojo simpleksinio Saky ir réziy algoritmo (zr. 3 algoritma) eks-
perimentinis tyrimas patvirtino 2.3.1 poskyryje gautus teorinius rezultatus.
Dvimadiu (n = 2) atveju (zr. 3.1 lentele) néra vienos konkrecios normos ir
ja atitinkancios LipSico konstantos, su kuria gautume geriausius rezultatus vi-
siems testo uzdaviniams. Taciau naudojant pasitulyta patikslinta rézj Mé"x’ (2.7)
visiems testo uzdaviniams gauname geriausius rezultatus. Naudojant rézj u;’oo
dvimadiu (n = 2) atveju funkciju skaic¢iavimo kiekis vidutiniskai yra apie 21%
mazesnis, nei po tipo virsutinj rézj skai¢iuojant su Euklidine norma 3.

Kai leistinoji sritis yra nekubiné arba erdves dimensija (n > 3), 2.3.2 posky-
ryje parodyta, kad naudojant simpleksinius posric¢ius ne visuomet tiksliausius
rézius gauname naudojant rézj ,ué’oo. Tas atsispindi gautuosiuose rezultatuo-
se. Daliai testo uzdaviniy geresni rezultatai gaunami naudojant kitas normas.
Eksperimentiniu budu pastebéta, kad is kity normy, dazniausiai geriausius re-
zultatus duoda Euklidiné norma. Todél pasitlyta virSutinio rézio skaiciavimui

. v . RN 1700 . . ..
daugiamaciu atveju rézj uy, ~ papildyti Euklidine norma

py (1) = min {F(0) + KVD)} (3.1)

Cia
K(V(I)) = min { L — o1, L —ola, L _ .
V(1) = min { L [l ol Lzl = ol Ly e o = o}

Dvimaciu atveju Euklidinés normos papildymas yra naudingas tik nekubinéms
sritims. IS trylikos dvimaciy testo uzdaviniy, vienintelio desimtojo uzdavi-
nio leistinoji sritis yra staciakampé. Pastebime, kad jai vienintelei funkcijos
skai¢iavimy kiekis naudojant rézj py > gavosi mazesnis, nei su réziu py ™. Di-
desnés dimensijos atveju (n > 3) rézis ,ué’z’oo beveik visiems testo uzdaviniams
pagerina rezultatus lyginant su réziu u%’oo. Vidutiniskai funkcijy skaiciavimy
kiekis yra apie 5% mazZesnis nei su ,u%’oo ir apie 52% nei su viena Euklidine
norma 3.

Naudojant kai kuriuos rézius dalis optimizavimo uzdaviniy nebuvo is vi-
so isspresta su pasirinktu maksimaliu tikslo funkcijy skaic¢iavimy kiekiu —
10000000.
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3.1 lentelé. Tikslo funkcijy skai¢iavimo kiekis optimizuojant simpleksiniu

v . v . cve . . . . . 1 . 1.2
Saky ir réziy algoritmu su pd, p3, psS° réziais bei su patikslintais jy"™ ir py=>

réziais

N. b 13 15° py™ oyt
i 2019 1356 970 970 970
2. 321 299 246 216 216
3. 10700 8935 10825 7539 7539
n 40 52 72 8 8
5. 61 126 153 61 61
6. 2864 2046 1953 1751 1751
7. 34814 23100 24098 20200 20200
8. 528 729 1042 521 521
9. 73333 42844 46233 40314 40314
10. 2421 3055 4397 2369 2297
11. 6783 6936 9426 5654 5654
12. 29369 37756 58690 20357 20357
13. 44908 37774 22262 922241 922241
vid. 16012 12697 13874 10092 10087
14, 1157824 6043338 5693624 4157824 4157740
15. 51730 14140 3864 3864 3864
16, >10000000 >10000000 3145728 3145728 3145728
17. 1663261 2702422 3721012 1596633 1596633
18. 47080 19632 38888 38792 18720
19. 95292 50812 60088 24748 24748
2. 904186 713398 TT7482  TTTATS 668510
vid. >2407053 >2791963 1920098 1392152 1373706
21, >10000000 >10000000 6496801 6496791 6264147
92, 256557 925298 721331 239217 175107
23. 556488 1048292 5347547 556488 556412
24, 1031808 1066128 5353683 1031808 1031808
25. 573350 1066128 5359481 573281 573025
2. 2036200 1565127 5801659 1852688 1253836
27, 572414 496904 3818039 549730 438141
28 408540 480831 1933931 384746 331977
vid. >1929421 >1994714 4354059 1460594 1328057
90, 10000000 7914387 1017124 1017124 1917002
30. 6936368 8284881 >10000000 6932546 6239743
31. 6490797 8535473 >10000000 6482327 6099520
vid. >7809055 8244914 >7305708 5110666 4752118
32, >10000000 6269636 823320 823320 821892
33, 1926497 7419819 >10000000 1926497 1919569
vid. >5963249 6844728 >5411660 1374909 1370731
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3.2. Pijavskij tipo réZio su pirmaja norma ()
efektyvumo tyrimas

Pijavskij (¢) tipo réziai pasizymi tuo, kad zinant funkcijos reikSmes tam
tikruose leistinosios srities taskuose bei LipsSico konstanta L pagal Siuos rézius
gaunami tiksliausi jmanomi Lipsico réziai. Taciau bendru atveju Siy réziy
radimas yra sudétingas optimizavimo uzdavinys. Naudojant Eukliding norma
Sie réziai apskaic¢iuojami sprendziant kvadratiniy lygéiu [100] arba kvadratiniy
ir tiesiniy lygéiy [82] sistemas. Taciau naudojant pirmaja norma 2.4 skyriuje
pasiulyta, kaip galima Sio tipo rézius apskaic¢iuoti sprendziant tik tiesiniy lygciy
sistemas.

Atliekant eksperimentinius tyrimus, pirmiausia lygintas tikslo funkcijy
skaic¢iavimy kiekis virsutinj rézj skaic¢iuojant pagal ¢ ir o tipo rézius su pirma-
ja norma ¢! ir pd. I8 3.2 lenteléje pateikty rezultaty matyti, kad visiems testo
uzdaviniams geresni rezultatai gaunami skai¢iuojant virsutinj rézj pagal ¢! ne-
gu pagal pd. Naudojant rézj ! tikslo funkcijos skai¢iavimy kiekis vidutiniskai
apie 18% mazesnis negu naudojant pd rézi.

Atlikti eksperimentiniai tyrimai (zr. 3.1 lentele) patvirtino, kad néra vienos
konkrecios normos ir ja atitinkancios konstantos, su kuria buty gauti geriausi
rezultatai visiems testo uzdaviniams. Todél ir Pijavskij tipo rézis pirmai nor-
mai ¢! yra ne visoms funkcijoms efektyvus. I$ 3.2 rezultaty lentelés matyti,
kad toms funkcijoms, kurioms pirma norma yra neefektyvi, pasiiilytas rézis !
duoda blogesnius rezultatus lyginant su réziu ,ué’Q’oo. Todél siekiant sumazinti
funkcijy skaic¢iavimy kiekj, neskaiciuojant naujy funkcijos reiksmiy, tikslinga
bty rézj ps pakeisti Pijavskij tipo réziuy !. Tokiu budu gaunamas naujas
agreguotasis rézis

o5 (1) = min { ! (1), 43 ™(D) | (3:2)

—min fomo (i £7(0) + Lol = oll,} ) min {0) + KVD)} .

zel \veV(I v
cia

K'(V(I)) = min {Ll max |z — v, L2 max ||z — 1)”2} .
Te e

Naudojant §j agreguotajj rézj vidutiniskai gauname apie 9% mazesnj funkcijy

eve . . . . e 1.2 .. . v . . e
skai¢iavimy kiekj nei rézio p, =™ atveju ir apie 25% mazesnj lyginant su réziu
1
P
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3.2 lentelé. Tikslo funkcijy skaic¢iavimo kiekis optimizuojant simpleksi-

niu Saky ir réziy algoritmu su pd ir ' réziais, bei su patikslintu ps

1,2,00 _.v. .
agreguotu ¢~y reziais

1,2,00

Nr. i ot py > o' s>
3 2019 1663 970 967
2. 321 215 216 188
3. 10700 8264 7539 6653
4. 40 28 8 8
5. 61 39 61 39
6. 2864 2465 1751 1723
7. 34814 26792 20200 19171
8. 528 381 521 380
9. 73333 54630 40314 38860
10. 2421 1866 2297 1807
11. 6783 5416 5654 4789
12. 20369 21160 20357 21153
13. 44908 33917 22241 22094
vid. 16012 12065 10087 9064
14, 1157824 3423524 4157740 3423480
15. 51730 41212 3864 3863
16. >10000000  >10000000 3145728 3145728
17. 1663261 1410165 1596633 1363004
18. 47080 34464 18720 16884
19. 25292 20876 24748 20487
20. 904186 733234 668510 547622
vid.  >2407053  >2237639 1373706 1217295
2. ~10000000 10000000 6264147 6262233
22. 256557 240901 175107 167217
23, 556488 536356 556412 536280
2. 1031808 988493 1031808 088493
25, 573359 544034 573025 543712
26. 2036200 1867961 1253836 1176018
27. 572414 546240 438141 420417
2. 408540 383084 331977 314023
vid.  >1920421  >1888384 1328057 1301049
29. ~10000000 10000000 1917092 1916941
30. 6936368 6730455 6239743 6064924
31. 6490797 5641951 6099520 5940304
vid.  >7809055  >7682866 4752118 4640723
32, ~10000000 10000000 821802 821892
33, 1926497 1875911 1919569 1868983
vid.  >5963249  >5937956 1370731 1345438

ir
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3.3. ¢ tipo rézio su Euklidine norma (1/?)
efektyvumo tyrimas

Pasitilyto rézio 1% (2.24) eksperimentinis tyrimas pateiktas 3.3 lenteléje.
Pirmiausia palyginti rezultatai, gauti naudojant 12 ir u3 tipo rézius. Daugumai
testiniy uzdaviniy funkcijy skaic¢iavimy kiekis naudojant 2 yra mazesnis nei
su p3. Vidutiniskai dvimaciams ir trimaciams (n = 2,3) uzdaviniams funkcijy
skai¢iavimy kiekis yra apie 47%), o didesnio matmens (n > 4) testo uzdaviniams
funkciju skaic¢iavimy kiekis apie 26% mazesnis negu naudojant rézj 3.

Santykis 72 Ju2 Yra lygus virsuniy skai¢iui, kuriose rézis 12 yra geresnis
nei rézis p3, padalintas i§ viso funkcijy skaic¢iavimo kiekio. Natiiralu, kad
kuo sis santykis artimesnis vienetui, tuo dazniau tikslesnius virSutinius rézius
gauname skai¢iuojant pagal 1)? taisykle lyginant su 3. I8 santykio T2 /2 BaUty
reik§miy pastebime, kad ne visose virsunése rézis ¥? yra geresnis uz u3, ypacé
didéjant erdvés dimensijai. Pirmos normos atveju Pijavskij rézis ! visuomet
geresnis uz 3, todél rézyje ,ué’z’oo pakeite rézi pd geresniu réziu !, gavome
tikslesnj agreguotaji rézj gplug’oo (3.2). Siuo atveju nebiity tikslinga rézj 3
pakeisti réziu 12, nes ne visuomet pastarasis yra geresnis. Todél agreguotaji
rézj @' ,ug’oo papilde réziu 2, gauname tikslesnj agreguotajj rézj

s (1) = min { !5 (1,2 (1) } (3:3)

kuris vidutiniskai apie 20% sumazina funkcijy skai¢iavimy kiekj lyginant su

. RN 1 2,00
agreguotuoju réziu -y .

Siekiant iSvengti pasikartojanciy funkcijos reikSmiy skaiCiavimy toje pa-
¢ioje virsuneéje pasiulytame 4 algoritme realizuota galimybé atlikti patikrinima
ar gauta po dalijimo virsuné yra ,nauja“, t.y. pries apskaic¢iuojant funkcijos
reikSme naujai gautoje simplekso virsunéje, atliekamas patikrinimas visy iki
tol surasty virsuniy aibéje, ar ta virSuné nebuvo rasta ankstesniame saky ir
réziy algoritmo zingsnyje. Jeigu funkcijos reikSmé tame taske buvo apskai-
¢iuota anksciau, tai reikSmé paimama is apskaic¢iuoty Viré/ﬁﬁse reiksmiy aibés.
Atlikus virSuniy patikrinima su agreguotuoju réziu <p11/)2,u§’°° funkcijy skai-
ciavimy kiekis vidutiniskai sumazéja nuo 1,91 karto dvimaciu iki 62,73 karty
SeSiamaciu atvejais.



3.3. ¢ tipo rézio su Euklidine norma (¢?) efektyvumo tyrimas

3.3 lentelé. Tikslo funkcijy skaidiavimo kiekis optimizuojant simpleksiniu
Saky ir réziy algoritmu su p3 ir 1? réZiais, agreguotaisiais gpl,ug’oo ir plap? ug’oo

\Siais bei . ST e . rini 1.9, 2,00
réziais bei su agreguotuoju réziu ir virsuniy patikrinimu @'?pu;

Nr. 13 WP oy s P ™ e
I 1356 856 967 716 12 0,93
2. 299 286 188 185 122 0,39
3, 8935 5048 6653 4843 2551 1,00
4. 52 128 8 8 50,02
5. 126 155 39 39 36 0,06
6. 2046 1284 1723 1241 691 0,99
7. 23100 12547 19171 12195 6240 0,99
8, 729 479 380 341 212 0,96
9. 42844 22038 38860 21724 11049 1,00
10. 3055 1734 1807 1495 830 0,98
11. 6986 3015 4789 3598 1931 0,00
12. 37756 19211 21153 16938 8926 1,00
13. 37774 20366 22004 18737 9855 1,00
vid. 12697 6773 9064 6312 3297 0,72
4. 6043338 2642302 3423480 2355490 495711 0,99
15. 14140 11928 3863 3784 1030 0,64
16.  >10000000 6325269 3145728 3145728 536761 1,00
17 2702422 1131286 1363004 1020782 229049 0,95
18. 19632 14368 16884 12032 3001 0,75
19. 50812 20776 20487 17105 4684 0,91
20. 713398 281098 547622 262311 55605 0,98
vid. >2791063 1489717 1217295 973890 189419 0,89
1. >10000000 7350930 6262233 5349848 540697 0,64
22. 925298 182447 167217 120144 13707 0,59
23, 1048292 635716 536280 450084 44421 0,67
24, 1066128 635832 088493 563835 68502 0,67
25. 1066128 635922 543712 465955 44991 0,67
26. 1565127 965474 1176018 749518 52078 0,65
27. 496004 426493 420417 333568 5760 0,64
28. 489831 918077 314023 271614 37981 0,24
vid. >1994714 1469986 1301049 1038071 101018 0,60
20. 7914387 5826460 1016041 1633849 84406 0,57
30. 8284881 SO79412 6064924 4500448 162989 0,52
31. 8535473 11291062 5040304 5102437 256963 0,47
vid. 8244914 8398978 4640723 3805578 168119 0,52
32, 6260636 1623674 821892 524940 9340 0,57
33. 7410819 6818423 1868083 1685793 25308 0,50
vid. 6844728 4221049 1345438 1105367 17619 0,53
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3.4. Palyginimas su kitais LipSico optimizavimo
algoritmais

Gautieji rezultatai naudojant pasiulyta simpleksinj Ssaky ir réziy algoritma
su agreguotuoju réziu ir virsuniy patikrinimu gp%/ﬂ,u%’oo palyginti su kitais ge-
rais zinomais LipsSico optimizavimo algoritmais, apzvelgtais 1.4 poskyryje bei
eksperimentiskai palygintais [49]. Isskirtinos dvi pagrindinés Lipsico algoritmuy
klasés:

1. Algoritmai, naudojantys viena virSutinio rézio funkcija (t.y. jvairus
Pijavskij algoritmo [99, 100] variantai):

o Mladineo (Mla) [82],
o Jaumard, Herrmann ir Ribault (JHR) [64],
o Wood (Wood) [122, 123].

2. Saky ir réziy algoritmai:

« Pasiulytas simpleksinis saky ir réziy algoritmas su réziu cpllj}Q,ug’oo,
o Galperin (Gal85, Gal88) [38, 40],

o Pinter (Pint) [94],

o Meewella and Mayne (MM) [78],

o Gourdin, Hansen and Joumard (GHJ) [46].

Gauti rezultatai pateikti 3.4 lentelgje. Algoritmus realizave autoriai [49] pa-
stebi, kad visi algoritmai realizuotomis priemonémis issprendé optimizavimo
uzdavinj tik tuomet, kai reikalaujamas tikslumas () néra labai mazas. Taip
pat jie pastebi, kad kai kuriais algoritmais dalis optimizavimo uzdaviniy nebu-
vo i$ viso iSspresti per fiksuota laiko tarpg arba pritrukus turimos atminties.

Lyginant nagrinéjamy LipSico optimizavimo algoritmy rezultatus maziau-
sias funkciju skaic¢iavimo kiekis gaunamas sprendziant Mladineo (Mla86) ir
Jaumard, Herrmann, Ribault (JHR) algoritmais. Taciau sie algoritmai pri-
klauso pirmajai algoritmy klasei, kuriy sprendimas reikalauja gerokai daugiau
laiko negu Saky ir réziy klasés algoritmai, ypac¢ didéjant erdvés dimensijai. Dél
to su sios klasés algoritmais n = 3 atveju daznai nebuvo surastas sprendinys
per fiksuotg maksimaly laika, kai tuo tarpu beveik visi nagrinéti saky ir réziy
algoritmai beveik visada surasdavo sprendinj per mazesnj, nei fiksuotas mak-
simalus laiko tarpas. Todél pirmosios klasés algoritmy naudojimas pasiteisina
tik brangiy tikslo funkcijy ir mazo matmeny skaiciaus atveju.
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3.4 lentelé. Pasiulyto simpleksinio Saky ir réziy algoritmo su agreguotuoju
réZiu ir virSuniy patikrinimu '42u5> palyginimas (pagal tikslo funkcijy
skaiciavimy kiekj) su kitais LipSico optimizavimo algoritmais

Nr. Mla JHR  Wood ‘ el ‘ Gal85 Gal88 Pint MM GHJ
1. 320 323 5528 412 3553 1713 3807 1749 643
2. 80 80 2861 122 1036 577 1762 744 167
3. 2066 2066 70955 2551 24214 16089 28417 10839 3531
4. 6 6 157 5 106 73 1527 94 45
5. 41 41 209 36 430 217 907 424 73
6. 548 548 14740 691 7729 2929 T2 2684 969
7. - 5088 183759 6240 43123 34705 62917 22799 7969
8. 177 177 1403 212 2113 1289 2272 964 301
9. - 8838 309763 11049 57814 49873 88932 53549 13953
10. 673 673 18613 830 8508 5628 9022 3814 1123
11. 1613 1613 53348 1931 18235 12737 20312 9224 2677
12. - 8414 470200 8926 63088 56177 105572 45389 12643
13. - 9617 - 9855 65536 59049 109227 35949 15695
14. >460 >41700 - 495711 5383113 3886897 - - 215061
15.  >290 9363 - 1030 635909 347075 - - 24249
16. >290 >12000 -| 536761 | 15620627 - - - 1297205
17. >280 >14400 -| 229049 | 12481708 - - - 268279
18.  >690 1309 - 3091 46411 23765 - - 3219
19. 446 445 - 4684 35463 18669 - - 717

Pasitlytas simpleksinis Saky ir réziy algoritmas beveik visiems testo uz-
daviniams duoda geresnius rezultatus, lyginant su geriausiu apzvelgtu saky ir
réziy LipSico optimizavimo algoritmu (GHJ).

3.5. Lygiagreciyjy algoritmy efektyvumo tyrimas

Lygiagreciosios pasitilyto simpleksinio Saky ir réziy algoritmo versijos bend-
rosios atminties kompiuteriams (zr. 4 algoritma) ir paskirstytosios atminties
kompiuteriams (7r. 5 algoritma) pateiktos 3.5 poskyryje. Siame poskyryje
pateikti pasiulyty lygiagreciyjy algoritmy efektyvumo tyrimai.

Lygiagreciojo OpenMP algoritmo eksperimentiniai skaic¢iavimai atlikti
Edinburgo lygiagreciuyjy skai¢iavimy centro (EPCC) bendrosios atminties skai-
¢iavimo masinoje Ness (http://www.epcc.ed.ac.uk/facilities/ness/). Sioje skai-
¢iavimo masinoje realizuota galimybé tirti tiek OpenMP, tiek ir MPI siste-
moms skirtus algoritmus. Lygiagreciaja masing Ness sudaro du mazgai X4600
SMP, kuriy kiekvienas turi po 16 procesoriu-branduoliy (2.6 GHz AMD Opte-


http://www.epcc.ed.ac.uk/facilities/ness/
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ron (AMD64e)) ir 2GB operatyviosios atminties. Iki 16 procesoriy-branduoliy
naudota eksperimentiniuose tyrimuose.

Lygiagreciojo MPI algoritmo eksperimentiniai skaic¢iavimai atlikti Vilniaus
Gedimino technikos universiteto klasteryje VILKAS (http://vilkas.vgtu.lt/).
Klasterj VILKAS sudaro 14 mazgy su Intel Core 2 Quad Q6600 (2.4GHz, 4
branduoliai) ir 9 mazgai su Intel Core i7-860 (2.8GHz, 4 branduoliai, 8 sijos)
procesoriais, sujungty j Gigabit Ethernet lokalyjj tinkla. Iki 16 branduoliy
Intel Core i7-860 tipo naudota eksperimentiniuose tyrimuose. Pasitlyti lygia-
gretieji algoritmai analizuoti naudojant lygiagreciojo algoritmo spartinimo s,
ir efektyvumo e, koeficientus.

Kai optimizavimo uzdavinys yra lengvas, tokio uzdavinio sprendimas nau-
dojant lygiagrecigsias algoritmo versijas yra neefektyvus. Todél testo uzdavi-
niai, kuriems globaliojo optimumo tasko paieska vienu procesoriumi uztruko
trumpiau negu 1 s., nenaudoti lygiagreciyjy algoritmy efektyvumo tyrimuose.

Bendrosios ir paskirstytosios atminties kompiuteriams skirty algoritmuy
spartinimai ir lygiagretinimo efektyvumai pateikti 3.1 ir 3.2 paveiksluose. Juo-
se matyti, kad MPI algoritmo lygiagretinimo efektyvumas yra zZymiai geresnis,
nei OpenMP. Viena i galimy to priezasciy, kad MPI versija ,,iSeikvoja* maziau
laiko komunikavimui.

Virsuniy patikrinimas stipriai sumazina funkcijy skaiciavimu kiekj (7r. 3.3
lentelé), bet tuo paciu pailgina optimizavimo laika. Naudojant MPI versija,
virsuniy patikrinimo realizacija yra sudétingesné nei OpenMP, todél si galimy-
bé buvo realizuota tik pastarojoje versijoje. Pastebime, kad OpenMP versijos
lygiagretinimo efektyvumas su virsuniy patikrinimu yra geresnis nei be jo.

Tikslo funkcijy skaiciavimy kiekis naudojant abi MPI versijas: su geriau-
sios surastos funkcijos reikSmeés apsikeitimu (MPIa) ir be jo (MPI), su skirtingu
procesoriy skai¢iumi yra panasus (zr. 3.5 lentele). Daliai testo uzdaviniy,
funkcijy skaiciavimy kiekis naudojant MPI su virsuniy apsikeitimu yra apie 5%
mazesnis nei be jo, bet tuo paciu programos vykdymo laikas yra vidutiniskai
apie 10% didesnis (zr. 3.6 lentele). Todél naudojant MPI su geriausios
funkcijos reiksmés apsikeitimu lygiagretinimo efektyvumas yra mazesnis, nei
be jo.

Tiek OpenMP tiek ir MPI algoritmo efektyvumas geréja, kai tikslo funk-
cijos dimensija didéja, t.y. funkcija sudétingéja. Lygiagretinimo efektyvumas
sudétingesnéms tikslo funkcijoms mazéja léciau, didéjant procesoriy skaiciui,
nei paprastesniy funkcijy atveju.


http://vilkas.vgtu.lt/
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3.1 pav. Lygiagreciojo simpleksinio Saky ir réziy LipSico optimizavi-
mo algoritmo su OpenMP spartinimas ir lygiagretinimo efektyvumas
(su virsuniy patikrinimu — (a), (b); be virsuniy patikrinimo — (c), (d))

3.6. Paieskos strategijy tyrimas saky ir réziy

algoritmuose

Paieskos strategijos jtakoja Saky ir réziy algoritmy rezultatus, todél tiks-
linga istirti tai. Nors eksperimentai buvo atlikti tik su pasiulytu saky ir réziy
LipSico optimizavimo algoritmu, taciau panasus rezultatai tikétini ir kituose
Saky ir réziy algoritmuose.

Pagrindinés paieskos (kandidato (elemento) isrinkimo) strategijos yra:

e geryn — iSrenkamas kandidatas, kurio virSutinio rézio reikSmé yra di-
dziausia. Kandidaty sarasas gali buti realizuotas panaudojant kriivos
arba prioritetinés eilés duomeny strukturas.
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Spartinimas
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(c) (d)

3.2 pav. Lygiagreciojo simpleksinio Saky ir réziy LipsSico optimi-
zavimo algoritmo su MPI spartinimas ir lygiagretinimo efektyvumas
(be geriausios reiksmés apsikeitimo — (a), (b); su geriausios reiksSmés
apsikeitimu — (c), (d))

o gilyn — iSrenkamas jauniausias kandidaty aibés I elementas. FILO pag-
rindu realizuotas kandidaty sarasas panaudojant déklo duomeny struk-
tura.

o platyn — iSrenkamas seniausias aibés I elementas. FIFO principu reali-
zuotas kandidaty sarasas panaudojant eilés duomeny struktira.

 pagerinta — paremta euristiniais [14, 69], tikimybiniais [23] ar statisti-
niais [129] kriterijais. Kandidaty sarasas gali buti realizuotas panau-
dojant kruvos arba prioritetinés eilés duomeny strukturas. Statistinio
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3.5 lentelé. Tikslo funkcijy skaiciavimy kiekis optimizuojant lygiagreciuo-
. . .. v . e . . . e 1, 2,00
Jju simpleksiniu Saky ir réZiy algoritmu su MPI ir agreguotuoju rézZiu ¢- i,

(Vilko klasteryje)

Nr. MPI MPIa

2 p. 4 p. 8 p. 16 p. 2 p. 4 p. 8 p. 16 p.
14. 3423480 3423480 3423480 3423480 3423480 3423480 3423480 3423480
16. 3145728 3145728 3145728 3145728 3145728 3145728 3145728 3145728
17. 1363119 1363700 1427885 1425216 1363025 1363002 1363010 1363019
20. 547622 547622 547981 548079 547622 547622 547622 547622
21. 6262233 6262233 6262233 6264548 6262211 6262191 6262224 6262191
22. 167217 167217 167217 167217 167217 167217 167217 167217
23. 536280 536282 536300 541431 536148 536030 536068 535241
24. 988493 988493 988493 988493 988493 988493 988493 988493
25, 543712 543716 543717 628371 543451 542736 542984 539629
26. 1176018 1176020 1177106 1178412 1176134 1176102 1176018 1176006
28. 314025 314195 316543 318247 313579 313702 313478 313189
29. 1916941 1916941 1916941 1916941 1916941 1916941 1916941 1916941
30. 6064924 6064924 6064924 6064924 6064924 6064924 6064924 6064924
31. 5940304 5940304 5940304 5940304 5940034 5939938 5939645 5938389
32. 1488939 1488939 1488939 1488939 1488939 1488939 1488939 1488939
33. 11948747 11948747 11948747 11948747 11948747 11948747 11948747 11948747

iSrinkimo strategijos atveju iSrenkamas kandidatas, kurio jvertis @(I)

? 2
=) v - max v) — _1 v
ﬂ(I) — — (f n+1v€‘z/:(]) f( )) (UGV(I) f( ) n+1v€%:(]) f( ))

min
veV(I)

yra didziausias.

Nuosekliojo simpleksinio saky ir réziy algoritmo rezultatai iStirti naudojant
funkecijy skai¢iavimo kiekio (f.k.), vykdymo laiko (¢(s)), istirtu posri¢iy (simp-
leksy) skaiciaus (PS), maksimalaus kandidaty (simpleksy) saraso (M K.S) dy-
dzio bei santykio r(f*) kriterijus:

o _ LB
r(f7) = Th
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3.6 lentelé. Programos vykdymo laikas (s) optimizuojant lygiagrediuoju
. . v . Cv. . . . A~ 1, 2,00
simpleksiniu Saky ir réziy algoritmu su MPI ir agreguotuoju réziu ¢- i,

(Vilko klasteryje)

Nr. MPI MPIa

2p. 4p. 8p. 16 p. 2p. 4p. 8p. 16 p.
14. 5,04 263 154 0,82 5,77 3,27 193 1,09
16. 492 212 1,06 0,63 6,52 2,86 143 0,94
17. 1,87 1,00 047 0,31 2,39 131 062 040
20. 0,67 042 0,23 0,12 0,86 0,56 0,30 0,17
21. 20,37 10,32 4,85 3,28 23,68 12,52 5,65 343
22. 0,44 0,23 0,11 0,09 0,51 0,26 0,12 0,10
23. 149 0,75 0,36 0,24 1,78 087 0,43 0,26
24. 29 148 0,70 0,45 4,04 1,80 0,83 0,53
25. 1,55 0,76 0,37 0,40 1,78 088 044 0,28
26. 2,52 1,35 0,75 0,38 290 153 088 0,48
28. 0,99 047 0,29 0,17 1,13 054 0,34 0,21
29. 26,18 13,06 6,66 8,16 27,02 13,55 6,79 8,44
30. 80,69 40,57 20,86 21,36 84,67 42,14 21,80 21,87
31. 87,29 46,13 26,99 23,40 90,24 47,91 28,04 25,02
32. 126,00 63,17 31,68 20,00 125,25 63,24 31,62 21,52
33. 1015,47 531,86 267,25 157,45 1040,17 529,17 263,96 157,17

¢ia (f.k.(f*)) yra funkcijos skai¢iavimy kiekis iki tol, kol buvo surasta globa-
liojo maksimumo f* aproksimacija e tikslumu. Sis santykis visuomet yra tarp
nulio ir vieneto bei parodo, kaip greitai optimizavimo procese yra surandamas
sprendinys.

Lygiagreciojo simpleksinio Saky ir réziy algoritmo efektyvumas, naudojant
ivairias paieskos strategijas, buvo matuojamas vertinant spartinimo koeficiento
ir lygiagretinimo efektyvumo kriterijus.

3.6.1. Paieskos strategijy jtaka nuosekliesiems Saky ir réziy
algoritmams

Nuosekliosios algoritmo versijos (zr. 3 algoritma) funkciju skaiciavimo kie-
kis (f.k.) bei programos vykdymo laikas ((s)) naudojant jvairias paieskos stra-
tegijas pavaizduoti 3.7 lenteléje. Lentelés eilutése, pazymeétose ,vid.* pateikti
vidurkiniai funkcijy skaic¢iavimo kiekiai bei programos vykdymo laikai skirtin-
gos dimensijos testo uzdaviniams. IS jy matyti, kad n = 2,3 dimensijos testo
uzdaviniams pagal funkcijy skaic¢iavimo kiekio kriterijy maziausiai efektyvi pa-
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3.7 lentelé. Tikslo funkcijy skaidiavimo kiekis ir optimizavimo laikas
optimizuojant simpleksiniu Saky ir réziy algoritmu su agreguotuoju réziu
plep? ,ug’oo ir jvairiomis paieskos strategijomis

geryn gilyn platyn statistiné

Nr. fk. t(s) fk. t(s) fk. t(s) fk. t(s)

1 716 0,002 4513 0,013 720 0,002 707 0,002

2 185 0,001 199 0,000 185 0,001 184 0,001

3 4843 0,014 5312 0,015 4844 0,014 4843 0,015

4 8 0,000 8 0,000 8 0,000 8 0,000

5 39 0,000 39 0,000 53 0,001 39 0,000

6 1241 0,003 5921 0,016 1241 0,003 1241 0,003

7 12195 0,037 12296 0,034 12195 0,034 12202 0,041

8 341 0,001 462 0,001 342 0,001 340 0,001

9 21724 0,068 21760 0,062 21724 0,058 21724 0,066

10 1495 0,005 1606 0,005 1511 0,004 1493 0,005

11 3598 0,010 5195 0,015 3601 0,009 3979 0,012

12 16938 0,052 17001 0,046 16939 0,046 16937 0,053

13 18737 0,062 18781 0,056 18747 0,055 18766 0,066

vid. 6312 0,020 7161 0,020 6316 0,018 6343 0,020

14 2355490 19,73 2355490 16,90 2355490 17,11 2355490 19,02

15 3784 0,03 6442 0,05 4193 0,03 3797 0,03

16 3145728 27,563 3145728 23,10 3145728 23,15 3145728 27,22

17 1020782 8,58 1059124 7,79 1022743 7,62 1020772 8,50

18 12032 0,09 15025 0,11 12321 0,09 12160 0,10

19 17105 0,14 108820 0,78 17105 0,13 17105 0,13

20 262311 2,09 262340 1,89 262351 1,89 262308 2,07

vid. 973890 8,31 993281 7,23 974276 7,15 973909 8,15

21 5349848 190,17 5350803 185,14 5349944 185,65 5349782 191,10

22 120144 4,13 120144 4,12 120144 4,00 120144 4,15

23 450084 15,73 443780 15,17 443219 15,02 443588 15,74

24 563835 20,02 563836 19,34 563835 19,20 563835 19,96

25 465955 15,81 445906 15,23 443433 15,27 445309 15,91

26 749518 26,27 750735 25,43 750092 25,35 749851 26,26

27 333568 11,79 333471 11,30 333512 11,45 333470 11,63

28 271614 9,38 275474 9,46 276474 9,47 269485 9,35

vid. 1038071 36,66 1035519 35,65 1035082 35,68 1034433 36,76

29 1633849 307,36 1633969 316,83 1633837 310,06 1633837 305,74

30 4590448 864,75 4590448 849,56 4590448 856,56 4590448 879,39

31 5192437 976,94 5202842 976,77 5222690 970,65 5189886 960,17

vid. 3805578 716,35 3809086 714,39 3815658 712,42 3804724 715,10

32 524940 805,94 524940 794,75 524940 779,13 524940 829,04

33 1685793 2451,97 1685793 2462,63 1685793 2464,22 1685793 2578,57

vid. 1105367 1324,75 1105367 1323,92 1105367 1318,59 1105367 1374,24
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3.8 lentelé. Vidutiniai santykiai v(f*) optimizuojant simpleksiniu Saky
ir réziy algoritmu su agreguotuoju réziu ¢'1)? ug’oo ir jvairiomis paieskos stra-

tegijomis
n geryn gilyn platyn statistiné
2 0,47 0,47 0,63 0,20
3 0,27 0,26 0,52 0,09
4 0,18 0,14 0,32 0,05
5-6 0,19 0,03 0,21 0,00

ieskos gilyn strategija. Didesnés dimensijos testo uzdaviniams n > 4 vidutinis
funkcijy skai¢iavimo kiekis naudojant visas tiriamas paieskos strategijas yra
labai panasus ir gautieji skirtumai yra nezymus. Maziausi optimizavimo laikai
gaunami su paieskos gilyn ir platyn strategijomis. Pagrindiné to priezastis yra
tai, kad Siy strategiju realizavimui naudojamos eilés ir déklo duomeny struktu-
ros, kurioms naujo elemento (simplekso) jterpimo ir iStrynimo operacijos laikas
nepriklauso nuo esamy elementy skaiciaus sarase. Naudojant paieskos geryn ir
statistine strategijas, kurios realizuotos krtivos duomeny struktiros pagrindu,
yra sudaromas prioritetinis sarasas, todél naujo elemento jterpimas reikalauja
daugiau laiko sanaudy, ypac kai kandidaty aibés elementy skaicius yra didelis.

Gauti vidutiniai santykiniai dydziai r(f*) skirtingos dimensijos testo uz-
daviniams naudojant jvairias paieskos strategijas pavaizduoti 3.8 lenteléje.

Beveik visiems testo uzdaviniams maziausias dydis r(f*) gaunamas naudo-
jant statistine iSrinkimo strategija ir jis yra vidutiniskai daugiau nei du kartus
mazesnis, negu naudojant kitas strategijas. Lyginant kitas paieskos strategijas
pastebime, kad dvimaciams ir trimac¢iams (n = 2,3) testo uzdaviniams gau-
nami panasts santykiai taikant paieskos geryn ir gilyn strategijas, bet n > 4
testo uzdaviniams geresni rezultatai (mazesnis santykis) gaunami naudojant
paieskos gilyn strategija. Blogiausi vidutiniai dydziai r(f*) gaunami naudo-
jant paieskos platyn strategija.

IStirty posriciy (P.S) ir maksimalus kandidaty (simpleksy) skaicius (M K.S)
naudojat jvairias paieskos strategijas pateikti 3.9 lenteléje. Pastebime, kad
n = 2,3 dimensijos testo uzdaviniams didziausias posriciy skaicius gaunamas
naudojant paieskos gilyn strategija. Didesnés dimensijos (n > 4) uzdaviniams
naudojant visas analizuojamas paieskos strategijas dydis PS yra labai panasus.
Gerokai labiau varijuoja naudojant paieskos strategijas maksimalus kandidaty
sarasas. Geriausi rezultatai (maziausias M K S) gaunamas naudojant paieskos
gilyn strategija ir yra iki 7000 karty mazesnis, nei naudojant kitas paieskos
strategijas. Naudojant paieskos statistine strategija M K S yra iki 5 karty ma-
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3.9 lentelé. Istirty posriciy skaicius (PS) bei maksimalus kandidaty skai-
dius (M K S) optimizuojant simpleksiniu Saky ir réziy algoritmu su agreguo-
tuoju réziu @11/12;@’00 ir jvairiomis paieskos strategijomis

geryn gilyn platyn statistiné

Nr. PS MKS PS MKS PS MKS PS MKS

1 1412 216 9024 14 1430 179 1412 161

2 366 53 396 12 368 30 366 29

3 9684 1843 10622 12 9686 1147 9684 303

4 14 3 14 3 14 4 14 4

5 74 10 74 5 74 16 76 6

6 2480 382 11840 14 2480 283 2480 204

7 24388 5489 24590 13 24388 3603 24402 580

8 678 105 922 11 680 63 678 33

9 43446 10444 43518 14 43446 8508 43446 636

10 2984 483 3210 13 2994 341 2984 93

11 7192 1371 10388 14 7194 1037 7956 210

12 33872 5698 34000 13 33874 7258 33872 1268

13 37466 8559 37560 15 37466 8192 37530 2638

vid. 12620 2666 14320 12 12623 2359 12685 474

14 4710974 901316 4710974 24 4710974 689262 4710974 123184

15 7460 761 12878 20 8046 554 7588 102

16 6291450 1543482 6291450 24 6291450 1572864 6291450 368469

17 2041520 378083 2118242 24 2042846 320538 2041538 154576

18 23954 4660 30044 23 24602 3033 24314 2653

19 34204 6321 217634 24 34204 5534 34204 4780

20 524610 111467 524674 21 524652 76043 524610 11060

vid. 1947739 420870 1986557 23 1948111 381118 1947811 94975

21 10699540 1016395 10701582 39 10699674 1656157 10699540 358063

22 240264 28168 240264 35 240264 27865 240264 5170

23 884808 147320 887536 37 885914 159881 887152 132836

24 1127646 164100 1127648 37 1127646 162612 1127646 144028

25 882342 162790 891788 37 885484 157913 890594 130912

26 1498916 216403 1501446 38 1499432 171915 1499678 16513

27 666916 100877 666918 37 666948 98238 666916 8669

28 538946 57926 550924 39 547820 48453 538946 9126

vid. 2067422 236747 2071013 37 2069148 310379 2068842 100665

29 3267554 496255 3267818 132 3267554 398547 3267554 107605

30 9180776 998386 9180776 133 9180776 977293 9180776 159233

31 10379652 1049544 10405564 138 10413428 784132 10379652 136655

vid. 7609327 848062 7618053 134 7620586 719991 7609327 134498

32 1049160 126600 1049160 728 1049160 126720 1049160 69684

33 3370866 249612 3370866 729 3370866 360473 3370866 142415

vid. 4009784 188106 4012693 729 4013537 243597 4009784 106050




84 3. LIPSICO OPTIMIZAVIMO ALGORITMU SU...

zesnis, nei su paieskos strategija geryn. Didziausias maksimalus kandidaty
sarasas gaunamas naudojant paieskos platyn strategija.

3.6.2. Paieskos strategijy jtaka lygiagretiesiems saky ir réziy
algoritmams

Lygiagrecioji algoritmo versija su MPI naudojant jvairias paieskos strate-
gijas vertinta naudojant tradicinius kriterijus: spartinimo koeficientg bei lygia-
gretinimo efektyvuma. Vidutiniai spartinimo koeficientai bei vidutiniai efekty-
vumai pateikti 3.10 lenteléje. Geriausias vidutinis lygiagretinimo efektyvumas
su skirtingu procesoriy skai¢iumi (p) gaunamas naudojant paieskos platyn stra-
tegija. Taikant paieskos geryn ir statistine strategijas gaunami panasus lygia-
gretinimo efektyvumai. Blogiausias efektyvumas gaunamas kuomet paieskos
gilyn strategija yra naudojama. Optimizuojant dimensijos n > 5 uzdavinius
gaunami vidutiniai efektyvumai su visomis paieskos strategijomis skiriasi nezy-
miai. Galiausiai nepriklausomai pasirinktai strategijai, efektyvumo koeficientai
sudétingesniems uzdaviniams yra geresni, lyginant su paprastesniais.

3.7. Treciojo skyriaus apibendrinimas

1. Pasiulyta didesnés dimensijos (n > 3) atveju rézj /é’oo papildyti Euk-
. 1. 1,2,00 . - . Y . s
lidine norma — uy ™. Naudojant pasiulyta simpleksinj saky ir réziy
algoritma su Siuo réziu tikslo funkcijy skaic¢iavimy kiekis skirtingos di-
mensijos testo uzdaviniams vidutini$kai nuo 21% iki 52% maZesnis
lyginant su rezultatais gautais naudojant jprasta rézi u3.

2. Istirta, kad naudojant o' rézj tikslo funkcijy skaic¢iavimy kiekis viduti-
niskai apie 18% maZesnis nei naudojant rézj pa.

3. Pasiulytas agreguotasis rézis golug’oo su kuriuo vidutiniskai gauname
apie 9% mazesnj tikslo funkecijy skaic¢iavimy kiekj nei rézio ,u%’Q’OO atveju

ir apie 25% mazesnj lyginant su réziu ¢!

4. Istirta, kad rézis 2 dvimaciu ir trimaciu (n = 2,3) atvejais tikslo
funkecijy skai¢iavimy kiekj sumazina apie 47%, o (n > 4) atveju — apie
26% lyginant su p3 réziu.

5. Pasitilyta agreguotajj rézj o' ,ug’oo papildyti 1? réziu. Naudojant patiks-
linta agreguotaji rézj 'e)? ,ué’oo funkcijy skaiciavimy kiekis vidutiniskai
apie 20% sumazéja lyginant su agreguotuoju ' ug’oo réziu.
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3.10 lentelé. Saky ir réziy Lipsico optimizavimo lygiagreciojo algoritmo
su MPI vidutinis spartinimas ir lygiagretinimo efektyvumas su jvairiomis pa-
ieskos strategijomis

2p 4p 8p 16 p
n 5 & 5% &5 5 5 &
geryn
3 1,97 0,98 3,13 0,78 4,45 0,56 8,18 0,01
4 1,95 0,98 3,73 0,93 7,28 0,91 11,58 0,72
) 1,90 0,95 3,67 0,92 6,70 0,84 12,68 0,79
6 1,82 0,91 3,60 0,90 6,88 0,86 13,36 0,83
vid. 1,91 0,96 3,53 0,88 6,33 0,79 11,45 0,72

gilyn
1,87 0,94 2,98 0,74 4,57 0,57 4,59 0,29
1,91 0,96 3,74 0,94 7,02 0,88 10,34 0,65
1,81 0,90 3,53 0,88 6,75 0,84 12,40 0,77
1,76 0,88 3,52 0,88 6,60 0,83 13,13 0,82
vid. 1,84 0,92 3,44 0,86 6,23 0,78 10,11 0,63
platyn
1,91 0,95 3,53 0,88 6,40 0,80 10,10 0,63
1,93 0,97 3,79 0,95 7,24 0,91 10,35 0,65
1,81 0,91 3,61 0,90 6,83 0,85 13,25 0,83
1,77 0,89 3,53 0,88 6,63 0,83 13,22 0,83
vid. 1,86 0,93 3,61 0,90 6,78 0,85 11,73 0,73
statistine
1,93 0,96 3,18 0,80 4,61 0,58 8,07 0,50
1,96 0,98 3,79 0,95 7,48 0,94 11,23 0,70
1,92 0,96 3,64 0,91 6,85 0,86 13,13 0,82
1,79 0,90 3,58 0,90 6,86 0,86 13,44 0,84
vid. 1,90 0,95 3,55 0,89 6,45 0,81 11,47 0,72

O UL W

O U i W

Oy U i W

6. Nustatyta, kad atlikus virsuniy patikrinima, tikslo funkcijy skaic¢iavimy
kiekis vidutiniskai sumazéja nuo 1,91 karto dvimaciu iki 62,73 karty
Sesiamaciu atvejais.

7. Gauta, kad pasiulytasis simpleksinis saky ir réziy algoritmas naudojan-

tis agreguotajj rézj su virsuniy patikrinimu @11#2#3’00, beveik visiems
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10.

11.

12.

13.

14.

testo uzdaviniams duoda geresnius rezultatus, lyginant su geriausiu ap-
zvelgtu Saky ir réziy Lipsico optimizavimo algoritmu (GHJ).

Pastebéta, kad nepriklausomai nuo lygiagreéiojo algoritmo realizacijos,
lygiagretinimo efektyvumas geréja, o didéjant procesoriy skaiciui ma-
z€ja léciau, kai optimizavimo uzdaviniai yra sudétingesni.

Nustatyta, kad naudojant lygiagreciaja MPI versija su geriausios suras-
tos funkcijos reikSmeés apsikeitimu ir be jo funkcijos skaiciavimo kiekis
skyriasi nezymiai.

Nustatyta, kad pagal tikslo funkcijy skaic¢iavimo kiekio kriterijy ma-
ziausiai efektyvi paieskos gilyn strategija, tac¢iau su ja ir paieskos platyn
strategijomis gaunami maziausi optimizavimo laikai.

Istirta, kad maziausias maksimalus kandidaty sarasas gaunamas naudo-
jant paieskos gilyn strategija ir yra iki 7000 karty mazesnis, nei naudo-
jant kitas paieskos strategijas. Naudojant statistine paieskos strategija
MKS yra iki 5 karty mazesnis, nei su paieskos strategija geryn. Di-
dziausias maksimalus kandidaty skaic¢ius gaunamas naudojant platyn
strategija.

Didziausias posriciy skaic¢ius gaunamas naudojant paieskos gilyn strate-
gija, nors kai n > 4 gaunami PS yra labai panasus su visomis paieskos
strategijomis.

Nustatyta, kad optimizavimo procese greic¢iausiai sprendinys suranda-
mas naudojant statistine paieskos strategija, nes gaunamas maziausias
santykis r(f*). Blogiausias santykis r(f*) gaunamas naudojant paies-
kos platyn strategija.

Istirta, kad geriausias lygiagretinimo efektyvumas gaunamas naudojant
paieskos platyn strategija. Taikant geryn ir statistine paieskos strate-
gijas gaunami panasus lygiagretinimo efektyvumai. Blogiausias efekty-
vumas gaunamas kai paieskos gilyn strategija yra naudojama.



Bendrosios isvados

Issprendus darbe suformuluotus uzdavinius, gauti sie rezultatai:

1. Sukonstruoti tikslesni ps tipo Lipsico réziai, naudojantys jvairias nor-
mas. Pasiiilyti nauji 12 tipo Lipsico réziai, pagristi daugiamatés api-
bréztinés sferos spinduliu. Pasiulytas metodas, kuriuo Pijavskij tipo
Lipsico réziai gaunami sprendziant tiesiniy lygc¢iy sistemas. Sudaryti
agreguotieji réziai, naudojantys pasitulytus rézius su jvairiomis normo-
mis. SkaiCiuojamojo eksperimento rezultatai su jvairiais testiniais uzda-
viniais parodé, kad pasiulyti réziai yra tikslesni uz tradicinius Lipsico
rézius, o juos naudojant stipriai sumazéja tikslo funkcijy skaiciavimy
kiekis.

2. Sudarytas nuoseklusis simpleksinis Ssaky ir réziy algoritmas naudojan-
tis jvairius pasitlytus rézius. Jo pagrindu realizuota programiné jranga
Lipsico optimizavimo uzdaviniams spresti. Atlikti eksperimentiniai ty-
rimai parodé pasitilytojo simpleksinio Saky ir réziy algoritmo pranasu-
ma lyginant ji su geriausiu apzvelgtu saky ir réziy Lipsico optimizavimo
algoritmu (GHJ).

3. Sudaryti lygiagretieji simpleksiniai Saky ir réziy algoritmai bei prog-
raminé jranga skirta bendrosios ir paskirstytosios atminties kompiu-
teriams. Paskirstytosios atminties kompiuteriams skirto lygiagreciojo
algoritmo efektyvumas yra zymiai geresnis, nei bendrosios atminties
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kompiuteriams, tac¢iau pastaroji algoritmo versija svarbi dél nesudétin-
gos virsuniy patikrinimo realizacijos, kurios déka stipriai sumazinamas
funkcijy skaic¢iavimy kiekis bei padidinamas algoritmo lygiagretinimo
efektyvumas.

. Istirta, kad lygiagreciojo paskirstytosios atminties kompiuteriams skir-

to algoritmo funkcijy skaic¢iavimy kiekis su geriausios surastos funkcijos
reiksmeés apsikeitimu ir be jo, skyriasi nezymiai. Nepriklausomai nuo
lygiagreciojo algoritmo realizacijos, lygiagretinimo efektyvumas yra di-
desnis, o didéjant procesoriy skaic¢iui mazéja léciau, kai optimizavimo
uzdaviniai yra sudétingesni.

. Pagal funkcijy skaic¢iavimo kiekio, optimizavimo laiko, iStirty posriciy

skaiciaus bei maksimalaus kandidaty saraso kriterijus atlikti Saky ir ré-
ziy algoritmy efektyvumo tyrimai parodé, kad néra vienos konkrecios
paieskos strategijos, pagal kurig buty gaunami geriausi optimizavimo
rezultatai pagal visus kriterijus, todél paieskos strategija tikslinga pa-
sirinkti priklausomai nuo sprendziamo optimizavimo uzdavinio skaicia-
vimo resursy.
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— 57384x5 — 36 86425 — 6120z — 720
f*==3., " = (0.00000000, —1.00045725)

10. n=2,D = [~1.5,4] x [-3,3], f(x) = —sin(zx1 +22) — (21 — 22)* + 1.521 — 2.522 — 1

) 219 — 221 — COS (331 +$2)+1.5
f (z2) = 2z1 — 229 — cos (1 + x2) — 2.5
fr=1.91322295, z* = (—0.54719386, —1.54720091)

11. n = 27D — [1,2}2 7f (3:’) _ _ (331 _ 2)2 _ (.’EQ _ 1)2 _ 1%04042 _ (921—?)3'722-0-1)2
-3 —xptl
T1
f (z1) = 202 — 1221 — 002———-5—6
(2% +23-1)
f (22) = 2021 — 4225 — 0.08 2 +22

(ix% + 22— 1)2

fT=-0.16904267, =" = (1.79541003, 1.37786415)

2 T
12. n=2,D=[1,3]%, f (z) = —0.1 (12+x§+(1+722)+m)
1

oieg
0.2 0.2 0.4
f(z1) = x—:{’ (az% + 1) — @ + % (mf:rg + 100) —-0.1
! 04 2 2 02 02

fr=-174, 2" = (1.74333181,2.02987349)

13. n=2,D=1[0.01,1, f (z) = —1 (2% + 23) + cos (101n (221)) cos (101n (3z2)) — 1

f (1) = —z1 — ? cos (101n 3z2) sin (10 In 2z1)
1

' (x2) = —22 — g cos (101n2z;) sin (10 1n 3z2)
2

fF=10.0001, z* = (0.01152703, 0.01440453)
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14. n=3,D = [0,1]*, f (z) = —100 (mg - (%)2)2 S (—a1)? = (1—a2)?

, 1 1 \?\ /1 1
f (Il) =200 | x3 — §$1 + §$2 §$1 + §$2 —2x1 + 2

, 1 1\ /1 1
f (332) =200 | z3 — 5331 + QQZ‘Q 5331 + QQZ‘Q — 229 + 2

1 2
1+ 5&'2) — 200x3

15. n=3,D=[0,1°, f (z) = X}_, ciexp (= 37, i (x5 — pig)?)
[ (@) =
—aricrexp (—aa1 (z1 — p11)? — auz (v2 — p12)” — aus (x5 — p13)?)
(221 — 2p11) — az1c2
exp (—az1 (z1 — p21)° — a2z (22 — p22)® — a3 (v3 — p23)?)
(221 — 2p21) — aszics
exp (—as1 (21 — ps1)® — asz (22 — p32)” — ass (v3 — p3s)?)
(221 — 2p31) — @a1ca
exp (—aur (21 — pa1)” — aus (22 — paz)® — aus (v3 — pas)?)
(221 — 2pas1)

[ (@2) =

— arzer exp (—au1 (21 — p11)? — a2 (x2 — p12)° — aus (23 — p13)?)
X (2x2 — 2p12) — a22c2

X exp (—021 (131 - pzl)2 — (22 (xz - p22)2 — (23 (963 - p23)2)

X (2z2 — 2p22) — aizacs

x exp (—as1 (z1 — ps1)® — asz (v2 — ps2)? — ass (x5 — p3s)?)

X (222 — 2p32) — qa2¢4

X exp (*041 (361 - 1741)2 — (42 (xz - p42)2 — 43 (903 - p43)2)

X (2112 — 2p42)
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f'(zs) =
— auser exp (—au1 (21 — p11)? — a2 (z2 — p12)° — aus (23 — p1s)?)
X (2x3 — 2p13) — (a3C2
x exp (—ao1 (21 — p21)® — oz (z2 — pa2)? — a3 (x3 — p23)?)
X (2x3 — 2pa3) — asacs
X exp (—a31 (301 - ;D:«xl)2 — (32 (IQ - p32)2 — Q33 (2?3 — ;033)2)
X (2x3 — 2p33) — qusca
X exp (*C!41 (9&’1 - ]?41)2 — 042 (xz *p42)2 — 043 ($3 - p43)2)
X (2x3 — 2p43)
fF=3.8627814, x* = (0.114540,0.555784, 0.852538)

&) Qi1 Q2 Qa3 Pi1 Di2 Pi3

1.0 1 3.0 | 10 30 | 0.3689 | 0.1170 | 0.2673
1.2 101 ] 10 35 | 0.4699 | 0.4387 | 0.7470
3.0 3.0 ] 10 30 | 0.1091 | 0.8732 | 0.5547
3.2 1 1.0 ] 10 35 | 0.0382 | 0.5743 | 0.8828

=W N | .

16. n = 3,D = [0.01,1)*, f(z) = —% (a7 + 23 + 23) + cos(10In(2x1)) cos(10In(3z2)) x
cos(10In(4z3)) — 1

f(z1) = f;rl — i—o cos (101n 3z2) cos (10 In4x3) sin (101n 2z,)

1

2 1
I (x2) = —3%2 :?O cos (101n2z1) cos (101n4x3) sin (101n 3z2)
2
, 2 10 _
f(x3) —3%s — - cos (101In2z1) cos (101n 3z2) sin (10 In 4x3)
3

f* =0, 2" = (0.040555,0.069074, 0.052778)

17. n=3,D = [0,4}3 , f () =sinzy sinziz2 sin z1x273

f’ (xl) = Sin X1Z2 COS L1 SIN T1X2L3 + T2 COSXT1T2 Sin x1 Sin T1T2x3
+ Xox3 Sin 12 Sin T1 COS T1L2T3
f’ (mz) = X1 COST1x2Sinx1 SN T1X2x3 + T1x3Sin X122 Sin L1 COST1T2X3
f (z3) = 122 Sin T122 Sin 1 COS T1X2T3
*

=109, z* = (1.572016, 2.998628, 2.998628)
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18. n=3,D =[-1, 1}3 ,f(x) = (x? —2x% + x%) sin x1 sin x2 sin 3
(:vl) = (cosx1 sinz2 sin x3) (acl — 2x2 + xg) + 221 sin x1 sin 2 sin x3
f' (z2) = (cos x2 sin z1 sin 3) ( —2x5 + 1:3) — 4o sin x4 sin x2 sin x3
f' (z3) = (cos w3 sin x1 sin z2) (xl — 22 + x3) + 2z3 sin z1 sin 2 sin T3

f* =0.51637406, z* = (—1.000000, —0.555968, —1.000000)

19. n=3,D=[-2,2P, f(z) = (1 — 1) (x1 4+ 2) (z2 + 1) (x2 — 2) z3

f (@) =23 (21— 1) (w2 + 1) (w2 — 2) + 25 (21 + 2) (22 + 1) (72 — 2)
f(@2) = a3 (21— 1) (w1 +2) (w2 + 1) + 23 (21 — 1) (71 + 2) (22 — 2)
[ () = 23 (x1 — 1) (21 2) (w2 +1) (z2 — 2)

f5 = —35.99999997, = (—0.500000, —2.000000, —2.000000)

20. n=3,D=[-337,f(x) =— " (100 (21 — 22)? + (2i — 1)2)

[ (1) = 400 (22 — x%) 1 —2(x1 — 1)
f (i) = 400 (zi41 — 27) 2 — 2 (w1 — 1) — 200 (25 — 27 _,)
f' (xn) = =200 (20 — @7, 1)
ff=0, 2" =(1,1,1)
21. n = 4,D = [-10,10)*, f (z) = —sin®3r21 — 377 (xi — 1)* (1 + sin® 3rwiq) —

(2 — 1) x (l—l—sm 27rmn)

!

(z1) = —6sin (3mz1) cos (3mz1) m — 2 (21 — 1) (1 + sin® (3722))
(2:) = —6 (zi_1 — 1) sin (3mx;) cos (3mas) m — 2 (2 — 1)
X (1 + sin? (37rx¢+1))
I (xn) = =6 (2n_1 — 1) sin (37, cos (3man) m — 1
— sin® (27x,) — 4 (x5 — 1) sin (2m2,,) cos (272,)
ff=0,z"=(1,1,1,1)

f
f/

22, n=4,D=[-4,4"* f(z)= -7 (100(3:¢+1—x12)2+(mi71)2)

(ml) = (:cz — xf) 1 —2(z1 — 1)
f(25) = 400 (zi41 — 27) @5 — 2 (2i41 — 1) — 200 (25 — 27 _y)
I (zn) = =200 (2 — T 1)

[r=0, 2" =(1,1,1,1)
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23. n=4,D=1[0,10*, f (z) =

24. n=4,D =1[0,10*, f (z) =

-2

5

i=1 (z—a;)(w—a;) T +e;

1

2(z; — aij)

f'(wj):—z

k3

2
1 ((m —ai) (x—a)" + Ci)
f*=10.1532, z* = (4.00004, 4.00013, 4.00004, 4.00013)

7 a; C;
1 [ (4.0,4.0,4.0,4.0) | 0.1
2| (1.0,1.0,1.0,1.0) | 0.2
3| (8.0,8.0,8.0,8.0) | 0.2
4| (6.0,6.0,6.0,6.0) | 0.4
51 (3.0,7.0,3.0,7.0) | 0.4
7 1
— i (z—ay)(@—ai)T+e;
7
2(zj — as,
fla) ==y )
i=1 ((1’ —a;)(z—a;) + ci)

7 =10.4029, ™ = (4.00057, 4.00069, 3.99949, 3.99961)

7 a; C;
1| (4.0,4.0,4.0,4.0) | 0.1
2 | (1.0,1.0,1.0,1.0) | 0.2
3| (8.0,8.0,8.0,8.0) | 0.2
4| (6.0,6.0,6.0,6.0) | 0.4
5| (3.0,7.0,3.0,7.0) | 0.4
6 | (2.0,9.0,2.0,9.0) | 0.6
7 | (5.0,5.0,3.0,3.0) | 0.6

25. n=4,D =[0,10]", f (z) = —

10

ZIO 1
i=1 (z—a;)(z—a;) T +c;

2(zj — aiy)

fa)==Y

2
i=1 ((x —ai)(x—a)" + ci)
f*=10.5364, z* = (4.00075, 4.00059, 3.99966, 3.99951)
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Cia
) a; C;
1 | (4.0,4.0,4.0,4.0) | 0.1
2 | (1.0,1.0,1.0,1.0) | 0.2
3 | (8.0,8.0,8.0,8.0) | 0.2
4 | (6.0,6.0,6.0,6.0) [ 0.4
5 | (3.0,7.0,3.0,7.0) | 0.4
6 | (2.0,9.0,2.0,9.0) | 0.6
7 | (5.0,5.0,3.0,3.0) | 0.6
8 | (8.0,1.0,8.0,1.0) | 0.7
9 | (6.0,2.0,6.0,2.0) | 0.5
10 | (7.0,3.6,7.0,3.6) | 0.5
. 2
26. n=4,D=[-510", f () = - i, (Tii )
f’ (1‘1) = —8I1 — 6562 — 4:53 — 2$4
f’ (1‘2) = —6I1 — 656‘2 — 41‘3 — 21}4
f’ (273) = —41’1 — 41‘2 — 4ZB3 — 2]34
f' (wa) = =221 — 222 — 223 — 274
fr=02"=(1,1,11)
27. n = 4,D = [-4,5]", f(x) = — (@1 +10x2)® — 5 (w3 — x4)° — (22 — 223)"* —
10 ($1 — $4)4
I (z1) = —2x1 — 2022 — 40 (21 — z4)°
[ (z2) = —20z1 — 20022 — 4 (z2 — 2x3)°
I (z3) = 1024 — 1023 + 8 (22 — 223)°
I (z4) = 1023 — 1024 + 40 (x1 — 24)°
f7=0,2"=(0,0,0,0)
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28. n = 4,D = [-10,10]*, f (z) = —sin®3mys — >0, (v — 1)° (1 + 10sin® 7yi41) —

. 1 3
[ (z2) = — (10 sin® 7 (ng + Z) +1
— 57 (cosw <1x2 + 3) sinm <%I2 + %) (x1—1)?
. 1 3 1
f (z3) = — (10 sin? 7 (Z:a; + Z) + 1) (gmg - =
1 1

f (m4):l—57r <COS7T(*CL‘4+ )sinﬂ'(lm—i—%)) (1x3—1>2
8 4 4 4 4 4 4
1
,§m4
f —O,Jf _(17131>1)7 1+($1—1)/4

29. n=5,D = [-5,5]", f (x) = —sin? 3rz1 — 30" (2 — 1) (1 + sin® 3r2i41)

— (zn — 1)* (1 + sin® 27,
f' (z1) = —6sin (37x1) cos (3ma1) 7 — 2 (x1 — 1) (1 + sin® (37z2))
f' (z:) = =6 (xi—1 — 1) sin (3mz;) cos (3mas) m — 2 (zi — 1)
X (1 + sin? (37m:i+1))
f'(xn) = =6 (xp—1 — 1)*sin (37, cos (3mz,) m — 1
—sin® (27,) — 4 (2, — 1) sin (27, ) cos (27,
ff=0,z"=(1,1,1,1,1)

30. n=5,D=[-55]°,f(x) = — 7" (100 (xi+1fm?)2+(x¢fl)2)

£ (1) = 400 (22 — 23) 21 — 2 (21 — 1)
f () = 400 (2i41 — 27) @5 — 2 (241 — 1) — 200 (25 — 7 _y)
I (zn) = 7200( —2h )

fr=0, 2" =(1,1,1,1,1)
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31. n = 5D = [-10,10]°, f (z) = —sin® 37y, — ?;11 (yi — 1) (1+10sin® 7yiq1) —

f (x1) =— (1Osin27r (i.’ﬁz + 2) + 1)
—§7TCOSS7T lm —|—§ sin 37 lx —l—§
2 47y 47ty
f(w2) = — <10sin27r (ilﬁ + Z) + 1)
1 3\ . 1 3
— 57 (cos7r (sz + Z) sinm (ng + 1)) (#1 —1)2
i) — I 1 1
fi(z:) = (10511’1 7r(4m,+1+4> +1) (sz 8)
— 57 | cosm lxﬂ—% sin 1gr:—i—§ 1:10 —1
17T 47 47 g
| 1 3\ . 1 3 1 1\?
[ (zn) = 3 5m (Cos7r<4a:n+4) sinm (4:%—1—4)) (4xn,1 4)

_1
8
f =0 2" =(1,1,1,1,1), yi =1+ (z: — 1) /4

Tn

32. n=6,D=[-5,5°, f (x) = —sin® 3ra1 — 37! (s — 1) (1 + sin® 3m2i41)

— (zn — 1)2 (1 + sin? 27T$n)
[ (1) = —65sin (3mwz1) cos (3mar) m— 2 (z1 — 1) (1 + sin’ (3mx2))
I/ (z5) = =6 (xi_1 — 1)* sin (3wx;) cos (3mas) 7w — 2 (@ — 1)

X (1 + sin? (377xi+1))
f' (@) = =6 (xn—1 — 1)*sin (37z,) cos (3man) m — 1

—sin® (272, — 4 (zn, — 1) sin (27, cos (272,

fr=0 2" =(1,1,1,1,1,1)

) =400 (z2 — a3) 21 — 2 (21 — 1)
f, (J}-L) = 400 (CEZ‘+1 — mf) X; — 2 (xi+1 — 1) — 200 (CCZ — x?,l)
) = —200 (zn — a:fl_l)



Savoky zodynas

adaptyviofi atsitiktiné paieska — adaptive random search
agrequotasis rézis — aggregate bound

algoritmas — algorithm

apatinis rézis — lower bound

apibendrintas nusileidimo metodas — generalized descent method
apibréztiné sfera — circumscribed sphere

atkaitinimo modeliavimo metodas — simulated annealing
atsitiktinis dydis — random variable

atsitiktinés paieskos metodas — random search method

atstumo funkcijo — distance function

baigties nustatymas — termination detection
Bagjeso optimizavimas — Bayesian optimization
baudy metodas — penalty method

bendrosios atminties kompiuteris — shared memory computer
dalijimo taisyklé — branching rule

daliné isvestiné — partial derivative

determinantiné forma — determinant form
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Savoky zodynas

dinaminis uZduociy paskirstymas — dynamic load balancing
déklas — stack
duomeny, struktura (tipas) — data type

ekstremumas — extremum

evoliucinés strategijos — evolution strategy

fazé — phase
funkcijos skaiciavimy kiekis — number of function evaluations

genetinis algoritmas — genetic algorithm
globalusis maksimumas — global maximum
globalusis minimumas — global minimum
globalusis optimizavimas — global optimization
gradientas — gradient

grupavimo metodas — clustering method

i$kilas apvalkalas — convex envelope
iSkiloji aibé — convex set

isrinkimo taisyklé — selection rule
iteracijy skaicius — number of iterations
iteracinis procesas — iterative process
isvestiné — derivative

juodoji dézé — black box

kartotiniy nusileidimy metodas — multi start method

klasteris — cluster

kompaktiné aibé (kompaktas) — compact set (compactum)

kruva — heap

kvadratiné lygtis — quadratic equation

kvadratinio priskyrimo uZdavinys — quadratic assignment problem
Kvazi Monte-Karlo metodas — Quasi-Monte Carlo method

Lebego matas — Lebesgue measure
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leistinyjy krypciy metodas — trajectory method
leistinoji sritis — feasible region

Lipsico funkcija — Lipschitz function

Lipsico konstanta — Lipschitz constant

Lipsico optimizavimas — Lipschitz optimization
Lipsico réZis — Lipschitz bound

Lipsico sqlyga — Lipschitz condition

lokalioji paieska — local search

LP seka — low-discrepancy point set
lygiagretieji algoritmai — parallel algorithms
lygiagretieji kompiuteriai — parallel computers
lygiagretinimo efektymas — efficiency

lygio aibé — level set

M aksimalus kandidaty sqgrasas — maximal size of candidate list
maksimizavimas — maximization
maksimumas — maximum
minimizavimas — minimization

minimumas — minimum

N neadaptyvi atsitiktiné paieska — nonadaptive random search
netiesiné funkcija — nonlinear function
netiesioginis metodas — indirect method
noTrma — norm

NP uzdavinys — nondeterministic polynomial time problem

O optimizavimo uzdavinys — optimization problem

optimumas — optimum

P padengimo metodas — covering method
pagerinta paieskos strategija — improved selection strategy
paieska tinkleliu — grid search
paieskos geryn strategija — best first selection strategy
paieskos gilyn strategija — depth first selection strategy
paieskos platyn strategija — breadth first selection strategy
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paskirstytosios atminties kompiuteris — distributed memory
computer

Peano kreivé — space-filling curve

pirmas jeina, paskutinis iseina — first in, last out (FILO)
pirmas jeina, pirmas iseina — first in, first out (FIFO)
posriciy skaicius — number of partitions

prioritetiné eilé — priority queue

procesoriy panaudojimo koeficientas — processor utilization
pseudo efektyvumo koeficientas — pseudo efficiency

U

sablonas — template
saky ir réZiy metodas — branch and bound method
seitmininkas-darbininkai — master-slave

simpleksas — simplex

stmpleksiniai posriciai — simplicial partitions
skirstinys — distribution

spartinimo koeficientas — speedup
staciakampiai posriciai — rectangular partitions

standartiné pranesimy persiuntimo biblioteka — Message Passing Inter-

face (MPI)
statinis uZduociy paskirstymas — static load balancing

sustojimo sglyga — stopping condition

tiesiné lygtis — linear equation

tiesinis programavimas — linear programming
tiesioginés paieskos metodas — direct search method
tikslo funkcija — objective function

tolydZioji funkcija — continuous function

tolydusis kintamasis — continuous variable
tolygumo matas — uniformity measure

tolygusis skirstinys — uniform distribution
tuneliavimas — tunneling

uzdaroji aibé — closed set
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\%

viduriniy reiksmiy teorema — mean value theorem
virsuniy atbé — vertex set

virsuniy patikrinimas — vertex verification

virsuniy trianguliacija — vertex triangulation
virsutinio rézio funkcija — upper bounding function
virsutinis rézis — upper bound
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