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Rezium é

Disertacijoje nagrigjamas tikriniy reikSmiy uzdavinys diferencialiniam
operatoriui su nelokaliosiomis integralimis slygomis. Tikriniy reikdmiy
uzdaviniai su nelokaliosiomisalygomis yra viena iS naujesninelokaliju
diferencialiniy uzdaviniy tyrinéjimo sriciy. Spektro strukiros tyrimas svarbus:
nagrirgjant diferencialinio ir skirtuminio uzZdavinisprendinio egzistavimir
vienai; skirtuminy Ilygéiuy sistemos sprendimui iteraciniais metodais;
skirtuminiy schenq paraboligms lygtims stabilumui tirti. Be to, spektro
strukfiros tyrimas yra atskiras svarbus uZdavinys. Atliieertacinio darbo
rezultatai prapl&a ir papildo iki Siol kit mokslininky gautus rezultatus tiriant
Siuos ir panaSius uzdavinius.

Disertacip sudaro jvadas, SeSi skyriai, bendrosios iSvados, liteost
saraSas ir autas publikacij; sarasas.

Ivadiniame skyriuje apraSyta tiriamoji problema iembs objektas,
iSanalizuotas temos aktualumas,égtgti darbo tikslai, uzdaviniai, naudojama
tyrimy metodika, mokslinis darbo naujumas ir gatgzultat; reikSne, pateikti
ginamieji teiginiai ir darbo rezultataprobavimas, aptarta disertacijos shukt

Pirmajame skyriuje iStirta diferencialinio operaamis su nelokaliosiomis
integraliremis silygomis spektro strulita, jos priklausomyb nuo parametr
reikSmiy i8 nelokaliju salygu ir integravimo &ziy parinkimo.

Disertacijoje didelis émesys yra skiriamas tikriqi reikSmiy uzdaviniui
skirtuminiam operatoriui su nelokaliosiomis intdgramis slygomis.
Antrajame disertacijos skyriuje iSsamiai istirtd §iZdavinio kokybiniai spektro
strukiiros pasikeitimai.

TreCiajame ir ketvirtajame skyriuose analizuojamas itikr reikSmiy
uzdavinys diferencialiniam operatoriui su neloksiionis integraliamis
salygomis ir kintamais koeficientais, kai kintami Kaxéentai yra nelokaliosiose
salygose arba diferenciakfe lygtyje. Spektro strukta nagrigjama tiek
analiziniu, tiek skaitiniu ©du. Irodomos kai kurios tikrini reikSmi; savyles.
Atliktas skaitinis eksperimentas kartotinir kompleksini; tikriniy reikSmiy
analizei.

Penktajame disertacijos skyriuje nagjamas tikriniy reikSmiy uzdavinys
dvimatiam elipsiniam operatoriui su integraimis slygomis.

Sestajame skyriuje pateikta parabajinilygéiy su nelokaliosiomis
integralirtmis slygomis skirtumini schenmy stabilumo anali taikant
pirmuose skyriuose gautus rezultatus apie skirtumiroperaton; su
nelokaliosiomis glygomis spektro strukita. Stabilumo glygos apibéziamos ir
irodomos per tikrines Sio uzdavinio reikSmes.



Abstract

In the dissertation, the eigenvalue problem foiifierdntial operator with
nonlocal integral conditions is investigated. Thigrk extends and supplements
the results of other scientists in this area. Bigiie problems with nonlocal
conditions are one of the newest investigation saanonlocal differential
problems. Investigations of the spectrum struciareather important for the
analysis of differential and difference problemgstence and uniqueness of
their solution; for the solution of difference sofes using iterative methods; for
the stability analysis of difference schemes ofapalic equations. However,
investigation of the spectrum structure is a sdpai@portant problem. This
work extends and supplements the results of othientssts in this area.

The doctoral dissertation consists of the introductsix chapters, conclu-
sions, the list of references and the list of atshpublications.

In the introduction the topicality of the probleshdefined, the goals and
tasks of the research are formulated, the sciemtdielty of the dissertation, the
methodology of research, the practical value amedsignificance of the results
are presented.

In the first chapter, the spectrum structure ofiféere@ntial operator with
nonlocal integral conditions is explored as welitaglependence on the parame-
ters of nonlocal conditions and on interval of gregion.

In the dissertation, much attention is paid to efgenvalue problem for a
difference operator with nonlocal integral condiso In the second chapter of
the dissertation, qualitative changes in the spatstructure of this problem are
analyzed comprehensively. The structure of thetgpecis analyzed both in an
analytical and numerical way. Some properties gémvalues are proved. The
numerical experiment is done to examine multiplé eamplex eigenvalues.

In the fifth chapter, the eigenvalue problem fama-dimensional elliptic
operator with integral conditions is consideredjdfivalue properties are formu-
lated and proved.

In the sixth chapter of the dissertation, the ditgbanalysis of difference
schemes of parabolic equations with nonlocal irlegonditions is presented,
obtained applying the results on the spectrum straecof difference operators
with nonlocal conditions described in the previchapters.

Vi
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lvadas

Problemos formulavimas

Diferencialinés lygtys yra viena i§ placiausiai taikomy matematikos moks-
lo Saky kitose mokslo srityse. Diferencialinémis lygtimis yra apraSomi jvairiis
procesai. Per keletg deSimtmeciy placiai iSaugo susidoméjimas diferencialinémis
lygtimis su jvairiomis nelokaliosiomis sglygomis. Nelokaliosiomis vadiname to-
kias salygas, j kurias jeina funkcijos ar jos iSvestinés reikSmés nemaziau kaip
dviejuose skirtinguose (krastiniuose arba vidiniuose) taskuose. Kitaip tariant,
nelokaliosios salygos apibréZia sarySj tarp sprendinio reikSmiy intervalo kras-
tiniuose ir vidiniuose taSkuose. Jei nelokaliosios salygos apibréZiamos vietoje
kraStiniy salygy ir jose yra kraStinis taSkas, tai Sias salygas vadiname nelokalio-
siomis kraStinémis sglygomis. Nelokaliosios salygos atsiranda tada, kai negalima
iSmatuoti duomeny nagrinéjamo uzdavinio srities kraSte.

Disertacijoje nagriné¢jamas tikriniy reikSmiy uzdavinys diferencialiniam ope-
ratoriui su nelokaliosiomis integralinémis salygomis.



2 IVADAS

Darbo aktualumas

Diferencialiniai uZdaviniai su nelokaliosiomis salygomis gana placiai nagri-
néjama matematikos Saka. Tokiy uzdaviniy tyrima skatina fizikos, biologijos, me-
chanikos, chemijos ir kitos mokslo sritys. Diferencialinémis lygtimis su jvairaus
tipo nelokaliosiomis sglygomis gali buiti apraSomi jvairtis praktiniai uZdaviniai:
Silumos laidumo (Cannon 1963; Kamynin 1964), Siluminio tamprumo (Day 1982,
1985, 1992) difuzijos (Buda er al. 1986; Cannon et al. 1993), elektrocheminés
difuzijos (Choi and Chan 1992), termostato (Kalna and McKee 2004), laso lais-
vojo pavirsiaus (Ciegis et al. 1995; Finn 1986; Ragulskis et al. 1986), cikliniai
bioreaktoriy (Schugerl 1987), hidrodinamikos, dirvoZemio drékinimo modeliavi-
mo (Nakhushev 1995) ir kiti (Avalishvili and Gordeziani 2003; Gordeziani and
Davitashvili 1999). Nagrinéjant Siuos uZdavinius daZniausiai reikSmingi btina
tik teigiami sprendiniai, todél daugelyje darby Sie sprendiniai ir analizuojami.
Taciau diferencialiniai uZdaviniai su nelokaliosiomis salygomis dar néra pilnai ir
iSsamiai iSnagrinéti, nes tai gana plati tyrinéjimo sritis. Pladiau yra iSnagrinéti
tik atskiri atvejai.

Sioje disertacijoje nagrinéjamos antros eilés diferencialinés lygtys su nelo-
kaliosiomis salygomis, todél placiau aptarsime kity autoriy atliktus tyrinéjimus,
susijusius su tokio tipo uzdaviniais. Taip pristatysime darbo aktualuma.

Elipsinio tipo lyg¢iy su nelokaliosiomis sglygomis pradininkais yra laikomi
A. A. Samarskis ir A. V. Bitsadzé. 1969 m. jie pradéjo tirti dvimatj elipsinj
uzdavinj (1969).

Bitsadzés ir Samarskio vardu vadinamos salygos vienamaciu atveju yra pa-
vidalo

u(a) = you(&o) + o, a <& <b, (D
yué) +p1, a <& <b 2)

S
—~

=
SN—

I

Vélesniais metais diferencialinis uzdavinys su nelokaliosiomis Bitsadzés ir
Samarskio sglygomis buvo pla¢iau analizuotas daugelyje darby (Ciegis 1984;
I’in and Moiseev 1987; Sapagovas and Ciegis 1987b). Nagrin¢jama sprendi-
nio egzistavimas, vienatis ir glodumas. Pastarajj deSimtmetj taip pat sutinkama
gana daug publikacijy Sia tema su Bitsadzés ir Samarskio arba daugiataskémis
krastinémis sglygomis (Peciulyté 2006; Sapagovas et al. 2007; Sapagovas and
Stikonas 2005; Stikonas and Stikoniené¢ 2009).

Straipsnyje (Sapagovas and Ciegis 1987b) nagrinéjama plati klasé nelokaliyjy
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salygy antros eilés diferencialinéms lygtims, suformuluojamos bitinos ir pakan-
kamos sprendinio egzistavimo ir vienaties salygos, tiriamos skirtuminés schemos
Siems uzdaviniams. Taip pat uZzraSomos ir netiesinés diferencialinés lygties pakan-
kamos vienintelio sprendinio egzistavimo salygos. Irodymas paremtas bendrojo
sprendinio iSraiSka per Gryno funkcija.

Parabolinio tipo lygtys su nelokaliosiomis integralinémis salygomis pradétos
nagrinéti J. R. Cannon 1963 mety publikacijoje (1963) ir 1964 mety L. I. Kamy-
nin straipsnyje (1964), kuriuose nagrinéjama Silumos sklidimo lygtis. UZdavinio
formulavime viena kraStiné salyga keic¢iama j nelokaliajg integraline salyga

/g(x,t)u(ac,t)dw = E(t), 0<t<T,

&ia a ir b bendru atveju yra kintamojo ¢ funkcijos. Si nelokalioji salyga interpre-
tuojama kaip Silumos kiekio (energijos) tvermes deésnis.

1977 m. N. L. Ionkin straipsnyje (1977) nagrinéjama paraboliné lygtis su
kitokio tipo nelokaligja salyga, kuri susieja neZinomos funkcijos kraStinius taskus

Vienmadiai ir dvimaciai diferencialiniai uzZdaviniai su nelokaliosiomis inte-
gralinémis salygomis daZznai sutinkami mokslinéje literaturoje (Bandirskii et al.
2006; Ciegis 2005, 2006; Liu 1999; Peciulyté et al. 2005, 2008, Sajavicius and
Sapagovas 2009; Sapagovas 2005, 2008; Wang 2002). M. Sapagovo ir R. Ciegio
straipsnyje (1987a) vienamaciu atveju rastos vienintelio sprendinio egzistavimo
salygos. Skirtuminés schemos naudojamos ir nagrinéjamos apytiksliam sprendi-
niui rasti M. Dehghan darbe (2003).

R. Ciegis ir M. Meiliinas straipsnyje (1993) nagrinéjo lygéiy sistema, kai
difuzijos ir Siluminio talpumo koeficientai netiesiniai. Buvo jrodytas besalyginis
sukonstruoty skirtuminiy schemy konvergavimas C' normoje O(7 + h?) greiciu,
bei jrodytas pasitilyto iteracinio proceso konvergavimas geometrinés progresijos
greic¢iu. Pateikta algoritmo modifikacija, leidZianti adaptyviai parinkti diskretyjj
parametra 7. Panaudojant Ri¢ardsono ekstrapoliacijg, sukonstruota O(72 + h?)
tikslumo schema.

Tikriniy reik§miy uZdavinys paprastajam diferencialiniam operatoriui, o taip
pat elipsinio tipo operatoriui dvimaciu atveju su nelokaligja Bitsadzés ir Samar-
skio salyga skirtuminiais metodais pradétas tirti M. Sapagovo (2002b) ir M. Sa-
pagovo, A. Stikono (2005) straipsniuose.
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Darbuose (Peciulyté and Stikonas 2006; Stikonas 2007; Stikonas and Stiko-
niené 2009) tiriamas Sturmo ir Liuvilio (Sturm—Liouville) uzdavinys

—u" =X, z€(0,1) 3)
su viena klasikine kraStine salyga

u(0) =0, “)

u'(1) = yu(f), (1 atv.) (51)
u'(1) = ' (€), (2 atv.) (52)
u(1) = ' (€), (3 atv.) (53)
u(1l) = ~yu(§), (4 atv.) (54)

su parametrais v € C ir £ € [0, 1].

S. Pegiulytés ir A. Stikono straipsnyje (2006) rastos bendros tikriniy reik§miy
ir tikriniy funkcijy savybés kompleksingje erdvéje. Taip pat iStirtos realiosios tik-
rinés reikSmeés su realiaisiais parametrais v ir £. Gauta, kad tiriamo uZdavinio
(3), (4) ir nelokaliosios saglygos pirmais trimis atvejais (51), (52), (53) spektro
savybés yra tos pacios. Visos pastoviosios tikrinés reikSmes yra realios ir tei-
giamos. Parodyta, kad 1 ir 2 atvejais egzistuoja viena neigiama tikriné reikSme,
kai v > 79, ir 3 atveju egzistuoja viena neigiama tikriné reikSmé, kai v > 1 ir
€<+/3/3irkai 0 <y < 1ir&=1;3 atveju egzistuoja dvi neigiamos tikrinés
reikmés, kai 0 < 7, < v < v = 1 ir £ € (v/3/3,1). Tirta sritis ir uZraSytos
salygos, kada 3 atveju gali atsirasti kartotinés ir kompleksinés tikrinés reikSmeés.

Straipsnyje (Pe&iulyté and Stikonas 2006) nagrinéjamos $io Sturmo ir Liuvilio
(3)—(54) uzdavinio tikrinés funkcijos. Gauti teigiamy tikriniy funkcijy egzistavi-
mo intervalai visais keturiais atvejais. Rastos parametro ~y reik§més, su kuriomis
egzistuoja teigiamos tikrinés funkcijos intervale (0, 1) kiekvienam & € (0,1).
Rastos biitinos ir pakankamos salygos, kada egzistuoja maZiausiai viena teigia-
ma tikriné reik§mé ar ja atitinkanti tikriné funkcija. S. Peciulytés ir A. Stikono
darbe (2008) suformuluotos lemos apie pirmosios ir antrosios eilés prijungtiniy
funkcijy egzistavimg ir rastos Sios funkcijos.

A. Stikonas (2007) apraso Sturmo ir Liuvilio uzdavinj (3), (4) su nelokaliaja
salyga (54) i§ 4 atvejo. IStirtos charakteristinés funkcijos ir uZdavinio spektro
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savybés. ApraSytas kokybinis tikriniy reikSmiy pasiskirstymas priklausomai nuo
nelokaliyjy krastiniy salygy parametry. ISsami nelokaliyjy uZdaviniy apZvalga
ir gauty rezultaty apibendrinimas pateiktas A. Stikono ir O. Stikonienés darbe
(2009). Rastos naujo tipo charakteristinés funkcijos uZdaviniui (3), (4), (54).
Sios funkcijos pagalba nagrinétos kompleksinés dalies savybés.

Disertacijoje nagrin¢jama diferencialiné lygtis su nelokaliosiomis integrali-
némis salygomis. Pirmajame ir antrajame skyriuose tiriamas nelokalusis tikri-
niy reikSmiy uZdavinys vienamatei diferencialinei lygciai. PradZioje, pirmame
skyriuje, atliktas tyrimas diferencialiniu, véliau, antrame skyriuje, skirtuminiu
atvejais.

Tikriniy reikSmiy uZdaviniai su nelokaliosiomis salygomis yra viena i§ nau-
jesniy nelokaliyjy diferencialiniy uzdaviniy tyrinéjimo sri¢iy. Sie uZdaviniai yra
glaudZiai susij¢ su diferencialiniy lyg¢iy krastiniais uZdaviniais (Greenberg and
Marletta 2001; Sapagovas 2007). Spektro struktiiros tyrimas svarbus: nagri-
néjant diferencialinio ir skirtuminio uzdaviniy sprendinio egzistavima ir vienatj
(Ionkin et al. 1992); skirtuminiy lygciy sistemos sprendimui iteraciniais metodais
(Manteuffel 1977; Sapagovas 2002b); skirtuminiy schemy parabolinéms lygtims
stabilumui (Cahlon er al. 1995; Ciegis et al. 2002; Gulin et al. 2001, 2006a;
Ivanauskas er al. 2009; Sapagovas 2005; Sapagovas et al. 2007). Be to, spektro
struktiiros tyrimas yra atskiras svarbus uzdavinys (Mennicken and Moller 2003;
Sapagovas 2007).

Tikriniy reikSmiy uZdavinys, spektro tyrimas ir panaSts uZdaviniai diferen-
cialinéms lygtims su nelokaliosiomis Bitsadzés ir Samarskio ar daugiataSkémis
krastinémis salygomis analizuojami darbuose (Gulin and Morozova 2003; Infante
2005; Peciulyté 2006; Sapagovas 2002b; Sapagovas and Stikonas 2005; Stiko-
nas and Stikoniené 2009), su integralinémis salygomis — darbuose (Cahlon et al.
1995; Infante 2005; Peciulyté and Stikonas 2007a; Sapagovas 2008).

Antros eilés paprastojo diferencialinio operatoriaus su nelokaligja salyga tik-
riniy reik§miy uzdavinys buvo suformuluotas ir nagrinétas 1977 m. N. L. Ionkino
(1977) ir 1995 m. B. Cahlon, D. M. Kulkarni ir P. Shi (1995) straipsniuo-
se. Straipsnyje (Cahlon et al. 1995) autoriai tikriniy reik§miy uZdavinj sieja su
vienamaciy paraboliniy lygciy skirtuminiy schemy stabilumu. Straipsnyje buvo
nagrinéjamas uZdavinys su tokiomis krastine ir nelokaligja sglygomis:

ug(1,t) + ku(l,t) =0, k>0,

b
/u(x,t)dw =E(t), z€]0,1], b<1l
0
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M. Sapagovas straipsnyje (2002b) tikriniy reikSmiy uZdavinj sieja su skirtu-
miniy lygciy sistemy su nelokaliosiomis sglygomis sprendimu iteraciniais meto-
dais, straipsniuose (Sapagovas 2005, 2008; Sapagovas et al. 2007) — su parabo-
liniy lygc€iy skirtuminiy schemy stabilumu.

Tikriniy reikSmiy uzdavinj diferencialinei lyg€iai su integralinémis neloka-
liosiomis salygomis nagrinéja S. Peiulyté, A. Stikonas ir O. Stikoniené (2005).
Jie tyré Sturmo ir Liuvilio uzdavinj su viena klasikine kraStine salyga (3), (4) ir
kita nelokaligja integraline salyga

¢
u(l) = y/u(aj)dw, (1 atv.) (6)
0
1
u(l) = v/u(az)dzp, (2 atv.) (7)
g

su parametrais v € C ir £ € [0, 1].

IStirta Siy uzdaviniy (3), (4), (6) ir (3), (4), (7) realiosios spektro dalies
priklausomybé nuo parametry v ir £&. Abiem atvejais Sis uZdavinys turi vieng
nuling tikrine reikSme, kai parametras v = g, 70 = g% (1 atv.); v = 1—2T
(2 atv.). Egzistuoja viena neigiama tikriné¢ reikSmeé, kai v > ~y. Gauta, kad
teigiamos spektry dalys yra skirtingos realiesiems . Siame uZdavinyje, 2 atveju,
egzistuoja tik realiosios tikrinés reikSmeés; 1 atveju kai kuriems realiesiems ~ gali
egzistuoti kartotinés ir kompleksinés tikrinés reikSmés.

S. Peciulyté, A. Stikonas (2007a) bei S. Peciulyté, A. Stikonas ir O. Stikonie-
né straipsnyje (2008) nagrinéjo charakteristinés funkcijos kritinius taskus Sturmo
ir Liuvilio uZdaviniui (3), (4) ir jvairiomis nelokaliosiomis salygomis (51), (52),
(53), (54), (6), (7). Buvo tirta, kaip kritiniai taskai priklauso nuo parametry i$
nelokaliyjy salygy. Straipsnyje (2008) didesnis démesys skiriamas neigiamiems
kritiniams taskams. ISraSytos Siy neigiamy kritiniy taSky savybés.

Panasiy uZdaviniy spektra taip pat nagrinéjo V. L. Makarov, I. I. Lazurchak
ir B. I. Bandyrsky (2003) bei G. V. Radzievski (1996).

Straipsnyje (Makarov et al. 2003) tikrinéms funkcijoms ir tikrinéms reiks-
meéms gauti pasitelkiamas skaitinis-analitinis metodas. Taip pat, naudojant diskrety-
funkcinj metoda, randamos pakankamos paprastyjy tikriniy reikSmiy egzistavimo
salygos.

Treciajame ir ketvirtajame disertacijos skyriuose analizuojamas tikriniy reiks-
miy uZdavinys diferencialiniam operatoriui su nelokaliosiomis integralinémis sa-
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lygomis ir kintamais koeficientais, kai kintami koeficientai yra nelokaliosiose
salygose ar diferencialinéje lygtyje. Tokio tipo darby néra gausu mokslingje li-
teratiiroje. Yra iStirti tik kai kurie atskiri atvejai (Bandirskii and Makarov 2006;
Bandirskii et al. 2000; Gulin and Morozova 2009; Ionkin and Valikova 1996;
Sajavicius and Sapagovas 2009; Shkalikov 1982).

B. Bandyrskii, I. Lazurchak, V. Makarov ir M. Sapagovo straipsnyje (2006)
nagrinéjamas tikriniy reikSmiy uzdavinys antros eilés diferencialinei lygciai su
kintamais koeficientais ir nelokaliosiomis integralinémis sglygomis

u’(z) + [N — q(2)]u(z) = 0,0 <z < 1,

1

w0) = [ ulw)on(o)
1

u(l):/o u(z)doy (z),

¢ia og(x), o1(x) duotos tam tikros funkcijos, ¢(x) > 0, kiekvienam z € [0, 1].

Siame straipsnyje (Bandirskii et al. 2006) bei B. Bandyrskii ir V. L. Ma-
karov straipsnyje (2000) apraSomas konstruktyvus funkcinis-diskretus algoritmas
tikrinéms reikSmeéms rasti. Darbe (Bandirskii et al. 2006) taip pat gautos atskiros
kompleksinés tikrinés reikSmés. Irodytas funkcinio-diskretaus metodo konverga-
vimas. Pateikti skaitinio eksperimento rezultatai.

N. L. Ionkin, E. A. Valikova (1996) ir S. Sajaviciaus, M. Sapagovo (2009)
straipsniuose nagrinéjami nelokalieji tikriniy reikSmiy uZdaviniai su kintamais
koeficientais diferencialinéje lygtyje. Diferencialiniai uzZdaviniai suvedami j skir-
tuminiy lygc¢iy sistemas ir jos analizuojamos. Buvo atlikti skaitiniai eksperimentai
prie tam tikry konkreciy kintamyjy koeficienty reikSmiy, tiriamas tikriniy reiks-
miy iSsibarstymas. A. A. Shkalikov nagrinéjo ir aprasé tikriniy funkcijy savybes
(1982).

Paraboliniai uZdaviniai su nelokaliosiomis integralinémis salygomis bei jy
skaitiniai sprendimo metodai tiriami gana aktyviai ir placiai.

Vienas i$ nagrinéjamy uZdaviniy parabolinei lygciai su nelokaliosiomis inte-
gralinémis sglygomis yra

ou  0%u

o =gz /@), a<wz<b 0<t<T, ®)

b
w(a,t) = / o(@)ulz, )dz + (L), ©
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b
u(s.t) = [ Blayule, o+ ) (10)
u(z,0) = p(x). (11)

Pirma kartg nelokaliosios salygos (9), (10) buvo apibréZtos 1982 m. W. A. Day
straipsnyje (1982). Cia buvo nagrinéjami tiesiniai $iluminio tamprumo uZdavi-
niai. Siame straipsnyje autorius jrodo, kad entropija 7(x,t) tirio vienete yra

parabolinés lygties

o _ 0%

su nelokaliosiomis integralinémis salygomis

l

n(-11) = —w [ (= 3}l (13)
—1
l
n(l,t) = —w/(l + 3x)n(x, t)dx (14)
21
ir pradine salyga
n(z,0) = no(x) (15)

sprendinys. Cia a ir w yra fizikines ir geometrines savybes aprasancios konstan-
tos.

Straipsniuose (Day 1982, 1983) buvo tirta Sio uZdavinio sprendinio egzista-
vimo ir vienaties sglygos vienmatéje srityje. ISsamig rezultaty ir bibliografijos
apzvalga apie Sias nelokaliasias salygas galima rasti G. Fairweather ir J. C. Lopez-
Marcos (1996) bei M. Dehghan (2005, 2007) apZvalginiuose straipsniuose.

N. I. Ionkino straipsnyje (1977) yra tiriamos parabolinés lygtys su Samarskio
ir Ionkino nelokaliosiomis sglygomis. Siame darbe jrodoma sprendinio egzista-
vimas ir vienatis tiriant diferencialinio operatoriaus tikrines reikSmes ir tikrines
funkcijas.

Parabolinés diferencialinés lygtys su jvairiomis nelokaliosiomis sglygomis
taip pat nagrinétos (Cahlon et al. 1995; Ciegis 2006; Ciegis et al. 2002;
Ivanauskas et al. 2009; Makarov and Kulyev 1985), su nelokaliosiomis inte-
gralinémis salygomis (Ang 2006; Borovykh 2002; Day 1983; Dehghan 2002;
Fairweather and Lopez-Marcos 1996; Liu 1999; Sapagovas 2002a); tokie uz-
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daviniai elipsinéms lygtims tirti (Berikelaschvili 2003; Bitsadze and Samarskii
1969; Scheepper and Keer 1997; Wang 2002) ir hiperbolinéms lygtims (Beilin
2001; Bouziani 1997; Fairweather and Saylor 1991; Gordeziani and Avalishvili
2001; Zikirov 2007) straipsniuose.

Sestajame disertacijos skyriuje pateikta paraboliniy lyg¢iy su nelokaliosiomis
integralinémis salygomis skirtuminiy schemy stabilumo analiz¢, taikant pirmuose
skyriuose gautus rezultatus apie skirtuminiy operatoriy su nelokaliosiomis saly-
gomis spektro strukttrg.

Baigtiniy skirtumy schemy su jvairaus tipo nelokaliosiomis sglygomis sta-
bilumas buvo nagrinétas daugelio uZsienio autoriy straipsniuose. Sis metodas
placiai taikomas bei analizuojamas ir Lietuvos mokslininky darbuose (Ciegis
2005, 2006; Ciegis et al. 2002; Sapagovas 2005, 2008).

Vienas pirmyjy darby, kuriuose nagrinéjami skirtuminiy schemy teoriniai
klausimai, yra 1991 m. G. Ekolin straipsnis (1991). Autorius jrodé isreikstinio
ir neiSreikStinio Oilerio metody konvergavima. Darbe taip pat apibréZtos pakan-
kamos vienintelio sprendinio egzistavimo salygos ir pateikta skirtuminiy schemy
parabolinéms lytims stabilumo analizeé, kai nelokaliosios integralinés salygos yra
(9), (10) tipo. Stabilumo salygos $iuo atveju buvo apibréztos sekanciai:

b b
/\a(w)]dx <1, /\5(m)]dx <1 (16)

PanasSios pakankamos stabilumo salygos (16) buvo gautos daugelyje straips-
niy. Y. Liu straipsnyje (1999) jrodé vadinamo 6 —metodo konvergavimg, kai
6 > 1/2. Autorius stabilumo salygas apibrézé nelygybe

b

b
/]a(x)\zdw+/]ﬂ(x)\2dx < 2. (17)

a

G. Fairweather ir J. C. Lopez-Marcos straipsnyje (1996) gautos stabilumo
salygos skirtuminei schemai netiesinei parabolinei lygciai su nelokaliosiomis in-
tegralinémis salygomis (9), (10)

b b

/|a(:1:)|2d3: <1, /|ﬁ(:p)|2dw <1 (18)

a a
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Siame straipsnyje sprendZiama vienmaté netiesiné paraboliné lygtis diskre¢iuoju
Galiorkino metodu.

Tiek G. Ekolin (1991), tiek G. Fairweather ir J. C. Lopez-Marcos (1996)
straipsniuose optimalius paklaidos jvercius gavo maksimumo normoje, pasiréme
maksimumo principu. Straipsniuose (Ekolin 1991; Liu 1999) nagrinéti metodai
ir gauti rezultatai apibendrinti N. Borovykh darbe (2002).

Skirtuminiy schemy stabilumas parabolinéms lygtims su jvairaus tipo neloka-
liosiomis sglygomis nagrinéjamas straipsniuose (Ciegis et al. 2001, 2002; Goolin
et al. 2001, 2006a, 2006b; Gulin and Morozova 2003, 2009). V. L. Makarov ir
D. T. Kulyev straipsnyje (1985) naudojamas tiesiy metodas kvazitiesinéms para-
bolinéms lygtims spresti.

R. Ciegio, A. Stikono, O. Stikonienés ir O. Subo¢ straipsnyje (Ciegis et al.
2002) iSnagrinétas uZdavinys

a5 = L (@) 91) ~ gl tpu b fo, 1) € (0,12 € (0,7], (19

ox
u(z,0) = up(z),z € [0,1], (20)
1
u(0,£) = o(Go(B)ulio(t), 1) + /0 B, tyu(e, H)dz) + folt), @1
1
u(L, £) = (G (Bl (6), 1) + /0 B, tyule, H)da) + fi (1), 22)

Ciat € (0, 7], p(z,t) > 0, p(x) > 0, g(x,t) >0, 0 < F(t) < 1, oy ir [y yra
Zinomos funkcijos, o parametrai (v0,71) € R2 = {(70,m)|7 >0}, =0, 1.

Straipsnyje (Ciegis et al. 2001) istirtas uZzdavinj (19)—(22) atitinkantis sta-
cionarusis uZdavinys. Siuose darbuose nagrinéjamas tiek diferencialinis, tiek
skirtuminis uZdaviniai, tiriama, kaip jy sprendinio egzistavimas priklauso nuo
parametry y;,l = 0,1 reikSmiy, surastos vienintelio neneigiamo sprendinio eg-
zistavimo sritys. Buvo gautos biitinos ir pakankamos sprendinio korektiSkumo
salygos pagal maksimumo normg stacionariajam uZzdaviniui tiek diferencialiniu,
tiek skituminiu atveju (Ciegis et al. 2001), o baigtiniy skirtumy schemai parabo-
linio uzdavinio atveju pakankamos skirtuminio sprendinio korektiSkumo salygos
(Ciegis et al. 2002).

A. Gulino ir V. Morozovos straipsnyje (2009) nagrin¢jama Siluminio laidumo
lygtis su nelokaliosiomis salygomis
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ou  0%*u

TR 0<z<l, u(z,0)=uy(x), (23)
ou ou

’LL(O,t) - au(l,t), 78_x(07t) - %(Lt)’ (24)

¢ia «v ir y yra duoti realils skaiciai.

Kai a = 0 ir v = 1 (Samarskio ir Ionkino uZdavinys), tai A. Gulino, I. Ion-
kino ir V. Morozovos straipsnyje (2001) buvo nagrinétos $io uzdavinio (23)—(24)
tiksli ir svoriné skirtuminés schemos. Sukonstruota energetiné norma ir pateiktos
skirtuminiy schemy butinosios ir pakankamosios stabilumo salygos.

Atvejis, kai « = 0 ir 7 € [0,1), detaliau i$nagrinétas straipsnyje (Gulin
et al. 2006). Rastos Sio uzdavinio skirtuminés schemos biitinosios ir pakanka-
mosios stabilumo salygos energetinéje normoje. Taip pat jrodytas Sios normos
ekvivalentiSkumas tinklelio Lo—normai.

Straipsnyje (Gulin and Morozova 2009) iSsamiai nagrinéjamas tikriniy reiks-
miy uzdavinys. Koordina¢iy plok§tumoje (cv,~y) buvo rasta sritis, kurioje visos
tikrinés reikSmés ir tikrinés funkcijos yra realios. Buvo parodyta, kad skirtumi-
nés schemos yra simetrinés realioje srityje, t. y. Siy schemy peréjimo operatoriai
yra panasis j saujungtinius. ApibréZtos butinosios ir pakankamosios skirtuminés
schemos stabilumo salygos energetinéje normoje, kuri yra ekvivalenti Lo—normai.

Literattiroje galima aptikti autoriy darbus, kurie nagrinéja austesnés eilés di-
ferencialines lygtis su nelokaliosiomis sglygomis (pvz.: O. S. Zikirov (2007)).
DaZniausiai Sie uZdaviniai atsiranda techniniuose taikymuose. Nagrinéjami taip
pat daugiataskiai uZdaviniai n-tosios eilés (n > 3) paprastosioms diferenciali-
néms lygtims (P. W. Eloe ir J. Henderson (1997, 2007)). Trecios eilés diferencia-
linei lygciai tikriniy reik§miy uZdavinys nagrinéjamas J. R. Graef ir J. R. L. Webb
straipsnyje (2009); skirtuminés schemos parabolinei lyg¢iai — R. Ciegio (2005);
teigiamy tikriniy reik§miy egzistavimo saglygos rastos ketvirtos eilés diferencia-
liniam uZdaviniui su nelokaliosiomis integralinémis salygomis H. Ma (2008);
apibendrinta teorija i§ G. Infante ir J. R. L. Webb darby ir pritaikyta aukStesnés
eiles diferencialiniy lygCiy su nelokaliosiomis salygomis nagrin¢jimui pateikta
straipsnyje J. R. L. Webb (2009).

Daugiataskj nelokalyjj kraStinj uZdavinj antros eilés paprastosioms diferen-
cialinéms lygtims vienamaciu atveju pradéjo nagrinéti V. II’in ir E. I. Moiseev
(1987). Siame straipsnyje i$nagrinétos pakankamos vienintelio sprendinio eg-
zistavimo salygos tiek diferencialiniam, tiek skirtuminiam uzdaviniams. DaZnai
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literatiiroje aptinkami netiesiniai nelokaliis uzdaviniai su tritaSkémis (Gupta and
Trofimchuk 1997; Infante and Web 2003; Ma 1998, 2000) arba m-taskémis kras-
tinémis salygomis (Cao and Ma 2000; Eloe and Henderson 1997; Gupta et al.
1994; Palamides 2002).

Daugelis autoriy nagrinéja netiesinius nelokaliuosius uzdavinius. Literattroje
daZnai sutinkama antros eilés diferencialiné lygtis

u'(t) +g(t)f(t,u(t)) =0, te(0,1) (25)

su jvairiomis nelokaliosiomis salygomis.

Tokius uzdavinius su jvairiomis integralinémis ir daugiataSkémis salygomis
tiria G. Infante (2003, 2005), J. R. L. Webb ir G. Infante (2008). G. Infante
(2003, 2005) nustate sglygas, kurioms esant nagrinéjami uZdaviniai turi teigiamas
tikrines reikSmes. Buvo rastos tas tikrines reikSmes atitinkanciy tikriniy funkcijy
egzistavimo sritys.

PanaSaus tipo uZdavinius su m-taskémis kraStinémis salygomis nagrinéjo
C. P. Gupta kartu su bendraautoriais (1994), D. Cao ir R. Ma (2000); taip pat
ir uZdavinius su tritaSkémis kraStinémis salygomis tyré R. Ma (1998, 2000),
C. P. Gupta (1997).

Netiesinius nelokaliuosius uZdavinius su integralinémis salygomis nagriné-
jo G. L. Karakostas ir P. Ch. Tsamatos (2000a; 2002). Straipsniuose jrodomos
pakankamos teigiamy sprendiniy egzistavimo salygos, apatinio ir virSutinio spren-
dinio egzistavimas. Netiesinj tikriniy reikSmiy uZdavinj nagrinéjo J. Henderson
ir H. Wang (1997).

P. K. Palamides (2002) tyrinéjo antros eilés paprastajg diferencialing lygtj su
viena treciojo tipo salyga, o kita daugiataske kraStine salyga (1.28). Straipsnyje
jrodomas teigiamo ir monotoniSko sprendinio egzistavimas, kai funkcija f yra
subtiesin¢ arba supertiesine.

Tyrimy objektas

Disertacijos tyrimo objektas — diferencialinis operatorius su nelokaliosiomis
integralinémis salygomis, Sio uZdavinio spektro strukttra, skirtuminés schemos,
rezultaty taikymas skirtuminiy schemy stabilumui tirti.
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Darbo tikslas ir uzdaviniai

Disertacijos tikslas — istirti diferencialinio ir jam atitinkancio skirtuminio
operatoriy su nelokaliosiomis integralinémis salygomis spektro struktira, tikriniy
reik§miy priklausomybe nuo parametry, esanciy nelokaliosiose salygose, reiks-
miy.

Siekiant numatyto tikslo buvo sprendZiami Sie uZdaviniai:

o ISnagrinéti tikriniy reikSmiy uZdavinj vienmaciam diferencialiniam ir jj
atitinkan¢iam skirtuminiam operatoriams su nelokaliosiomis integraliné-
mis salygomis.

e ISanalizuoti diferencialinio operatoriaus su nelokaliosiomis sglygomis ir
kintamais koeficientais tikriniy reikSmiy pasiskirstyma. IStirti kintamyjy
koeficienty jtakg kartotiniy ir kompleksiniy tikriniy reikSmiy atsiradimui,
nustatyti Siy reikSmiy atsiradimo sritis.

o IStirti tikriniy reik§miy uZdavinio diferencialiniam operatoriui su nelo-
kaliosiomis sglygomis dvimatj atvejj. Nustatyti nelokaliyjy integraliniy
salygy parametry jtaka tikriniy reikSmiy pasiskirstymui.

o Skirtuminiy schemy stabilumo parabolinéms lygtims su nelokaliosiomis
integralinémis salygomis analize, t. y. iStirti baigtiniy skirtumy schemuy,
aproksimuojanciy nelokalyjj parabolinj uzdavinj, stabiluma.

Tyrimy metodai

Darbe taikomas analizinis diferencialinés ir skirtuminés lygties sprendiniy
tyrimo metodas. Nagriné¢jama diferencialinés ir skirtuminés lygties bendrojo
sprendinio iSraiSka, o Sioje iSraiSkoje esancios laisvosios konstantos randamos
i§ nelokaliyjy salygy. Nagrinéjama operatoriy spektro struktura. Taip pat taiko-
mas skaitinio eksperimento bei matematinio modeliavimo metodas. Tai padeda
geriau suprasti spektro struktiira, bei §ig strukturg lemiancias priezastis. Atliekant
skaitinj eksperimenta, naudotasi programy paketais Mathcad ir Maple.

Darbo mokslinis nhaujumas ir jo reikSme

Disertacijoje iSnagrinétas tikriniy reikSmiy uzdavinys diferencialiniam ope-
ratoriui su nelokaliosiomis integralinémis sglygomis. Atlikto darbo rezultatai
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praplecia ir papildo iki Siol kity mokslininky gautus rezultatus tiriant Siuos ir
panasSius uZdavinius.

I8tirta diferencialinio operatoriaus su nelokaliosiomis integralinémis salygo-
mis spektro struktira, jos priklausomybé nuo parametry reikSmiy i$ nelokaliyjy
salygy ir integravimo réZiy parinkimo.

Disertacijoje didelis démesys yra skiriamas tikriniy reik§Smiy uZdaviniui skir-
tuminiam operatoriui su nelokaliosiomis integralinémis salygomis. I$samiai iStirti
Sio uZdavinio kokybiniai spektro struktiiros pasikeitimai. Atskirais atvejais suras-
tos tikrinés funkcijos ir tikrinés reikSmés (nulinés, neigiamos ir teigiamos) ir is-
tirta jy priklausomybé nuo parametro NV (intervalo padalinimy skaicius) reikSmés
parinkimo. ISanalizuoti atvejai ir sritys, kuriose atsiranda kartotinés ir komplek-
sinés tikrinés reikSmeés.

Daugelis mokslininky nagrinéja jvairius nelokaliuosius uZdavinius su pa-
stoviais koeficientais. Tik nedideléje dalyje darby galima aptikti uzdavinius su
kintamais koeficientais. Yra iStirti tik kai kurie atskiri atvejai. Taigi yra neaiski
diferencialinio uzdavinio su nelokaliosiomis sglygomis tikriniy reikSmiy struktu-
ra. Sioje disertacijoje analizuojamas tikriniy reik§miy uZdavinys diferencialiniam
operatoriui su nelokaliosiomis integralinémis salygomis ir kintamais koeficientais,
kai kintami koeficientai yra nelokaliosiose salygose arba diferencialinéje lygtyje.
Spektro struktura nagrinéjama tiek analiziniu, tiek skaitiniu budu. Irodomos kai
kurios tikriniy reikSmiy savybés. Atliktas skaitinis eksperimentas kartotiniy ir
kompleksiniy tikriniy reikSmiy analizei.

ISnagrinéjus tikriniy reikSmiy uZdavinj, gauti rezultatai panaudojami skir-
tuminiy schemy parabolinéms lygtims su nelokaliosiomis sglygomis stabilumo
analizei. Stabilumo salygos apibréZiamos ir jrodomos per tikrines $io uZdavinio
reikSmes.

Darbo rezultaty praktiné reikSmeé

Disertacijoje gauti rezultatai, t. y. tikriniy reikSmiy uZdavinio diferenciali-
niam operatoriui su jvairaus tipo nelokaliosiomis integralinémis sglygomis spekt-
ro struktiiros tyrimo rezultatai gali biiti panaudojami sprendZiant daugiamacius
tokio tipo uZdavinius, taip pat nagrin¢jant diferencialinio ir skirtuminio uzda-
viniy sprendinio egzistavimg ir vienatj, skirtuminiy lygCiy sistemy sprendimui
iteraciniais metodais bei skirtuminiy schemy parabolinéms lygtims stabilumui
tirti. Matematiniai modeliai su nelokaliosiomis salygomis svarbus sprendZiant
praktinius uZdavinius i$ fizikos, biochemijos, ekologijos ir kity mokslo sri¢iy.
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Ginamieji teiginiai

Diferencialinio ir skirtuminio operatoriy su nelokaliosiomis integraliné-
mis salygomis spektro tyrimo metodika. Salygos, su kuriomis egzistuoja
nuliné, neigiamos, teigiamos, taip pat kartotinés ir kompleksinés tikrinés
reikSmés.

Gauty rezultaty apibendrinimas ir taikymas dvimacio elipsinio operato-
riaus su integralinémis salygomis spektro stuktirai tirti.

Skirtuminiy schemy stabilumo parabolinéms lygtims su nelokaliosiomis
integralinémis sglygomis nagrinéjimo biuidas.

Darbo rezultaty aprobavimas

Disertacijos rezultatai paskelbti 8 straipsniuose, i§ jy 6 recenzuojamuose lei-
diniuose ir vienas jy yra referuojamas ISI Master Journal List duomeny bazéje.
Autorés publikacijos pateiktos papildome saraSe ,,Autorés publikacijos disertaci-
jos tema‘.

Tarpiniai disertacijos rezultatai pristatyti Siose Lietuvos ir tarptautinése moks-
linése konferencijose:

eve—

lokaliosiomis sglygomis skaitiniai sprendimo metodai. // Lietuvos ma-
tematiky draugijos XLVI konferencija, Vilniaus universitetas, 2005 m.
birzelio 15-16 d., Vilnius, Lietuva.

7. Jeseviciité. Diferencialinio operatoriaus su nelokaligja integraline sg-
lyga spektro struktiira. //Matematika ir matematikos déstymas — 2006,
KTU, 2006 m. balandZio 6-7 d., Kaunas, Lietuva.

eve—

tial operator subject to integral conditions. // 11th International Confe-
rence Mathematical Modeling and Analysis, 2006 m. birZelio 1-4 d.,
Jurmala, Latvija.

ey —

su nelokaligja integraline salyga. //Lietuvos matematiky draugijos XLVII
konferencija, KTU, 2006 m. birZelio 20-21 d., Kaunas, Lietuva.
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eve—

su integraline salyga. //Matematika ir matematikos déstymas — 2007,
KTU, 2007 m. balandzio 12—-13 d., Kaunas, Lietuva.

o 7. Jeseviciité, M. Sapagovas. The Eigenvalue problem for second-order
differential operator subject to nonlocal conditions. // 12th International
Conference Mathematical Modeling and Analysis, 2007 m., geguzés 30
— birZelio 2, Trakai, Lietuva.

o 7. Jeseviciité, M. Sapagovas. Nelokalusis tikriniy reik§miy uZdavinys
diferencialiniam operatoriui su kintamais koeficientais. // Lietuvos ma-
tematiky draugijos XLVIII konferencija, VGTU, 2007 m. birZelio 27-28
d., Vilnius, Lietuva.

o 7. Jeseviciiité. Tikriniy reik§miy uzdavinys skirtuminiam operatoriui su
nelokaligja salyga. //Matematika ir matematikos déstymas — 2008, KTU,
2008 m. balandzio 2-3 d., Kaunas, Lietuva.

o 7. Jeseviciaté, M. Sapagovas. On the stability of difference schemes for
parabolic equation with integral condition. // 13th International Confe-
rence Mathematical Modeling and Analysis, 2008 m., birzelio 4-7 d.,
Tartu (Kaariku), Estija.

eve—

sprendimas skirtuminiu metodu. // Lietuvos matematiky draugijos XLIX
konferencija, VDU, 2008 m. birZelio 25-26 d., Kaunas, Lietuva.

eve—

differential operator with variable coefficient subject to integral condi-
tions. // 14th International Conference Mathematical Modeling and Ana-
lysis, 2009 m., geguzés 27-30, Daugavpils, Latvija.

o 7. Jeseviciiité, M. Sapagovas. Tikriniy reik§miy uZdavinys diferenciali-
niam operatoriui su kintamais koeficientais ir nelokaliosiomis integrali-
némis salygomis. // Lietuvos matematiky draugijos L konferencija, Ma-
tematikos ir Informatikos Institutas, 2009 m., birzelio 18-19 d., Vilnius,
Lietuva.

Taip pat skaityti praneSimai Matematikos ir informatikos instituto Skai¢iavimo
metody skyriaus ir Diferencialiniy lygciy skyriaus seminaruose.
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Disertacijos struktura

Disertacija sudaro jvadas, 6 skyriai, iSvados ir literattros saraSas. Skyriai yra
suskaidyti j poskyrius. Disertacijoje naudojama numeracija ,,skyrius.poskyris®,
»skyrius.teiginys®, ,,skyrius.paveikslélis®, ,,skyrius.lentelé”. Ivadas néra kaip at-
skiras skyrius, todél jo numerio néra darbo formuliy ir poskyriy numeracijoje.
Formulés yra numeruojamos kiekviename skyriuje atskirai, t. y. ,,skyrius. nu-
meris®.

Ivade apraSytas problemos formulavimas ir temos objektas, iSanalizuotas te-
mos aktualumas, iSdéstyti darbo tikslai, uZdaviniai, naudojama tyrimy metodika,
mokslinis darbo naujumas ir gauty rezultaty reikSme, pateikti ginamieji teiginiai,
darbo rezultaty aprobavimas bei aptarta disertacijos stuktra.

Pirmajame skyriuje suformuluojamas tikriniy reikSmiy uzdavinys diferencia-
liniam operatoriui su nelokaliosiomis integralinémis salygomis (Ciupaila et al.
2003, 2004)

2
j—;zb—|—)\u:0,0<x<1, (26)
1
u(0) = [ ula)da, @7
0
1
u(1) = 75 / w(z)dz. (28)
0

Tiriama §io uZdavinio spektro struktiira. Nagrinéjami atskiri uzZdavinio variantai
su jvairiomis nelokaliosiomis salygomis. Analizuojama, kaip Sio uzdavinio tik-
rinés reikSmes ir tikrinés funkcijos priklauso nuo nelokaliyjy salygy parametry
1 ir 72 reikSmiy. Tiriama integravimo réZiy jtaka tikriniy reikSmiy pasiskirsty-
mui. Suformuluotos iSvados apie nulinés, neigiamy ir teigiamy tikriniy reikSmiy
egzistavimg. IStirti atvejai, kada atsiranda kartotinés ir kompleksinés tikrinés
reikSmeés.

Antrajame disertacijos skyriuje nagrinéjamas tikriniy reikSmiy uZdavinys
skirtuminiu atveju. UZdavinys (26)—(28) suvedamas j skirtuminiy lygciy siste-
ma (Jeseviciate 2006, 2007)

Ui—1 — 2u; + Uiq

2 +Au; =0,i=1,2..,N—1, (29)
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N-1
up = 71h <UO+TUN + Uk) ; (30)
k=1
Uy + un =
0
uy = yh <T+ ;W:) . (31)

Pateikiama i§sami Sio uZdavinio tikriniy reikSmiy analizé. Suformuluotos ir jro-
dytos lemos apie nulinés, neigiamy ir teigiamy tikriniy reikSmiy egzistavima
bei istirta jy priklausomybé nuo parametry i, 72 ir N (intervalo padalinimy
skaicius) reikSmiy parinkimo. Gauti rezultatai lyginami su pirmajame skyriuje
aptartomis diferencialinio operatoriaus atveju gautomis iSvadomis.

TreCiajame skyriuje analizuojamas tikriniy reik§miy uzdavinys diferenciali-
niam operatoriui su nelokaliosiomis sglygomis ir kintamais koeficientais integra-

eve—

2
j—£+)\u20,0<x<1, (32)
1
u(0) = [ a(oyula)de, (33)
0
1
u(1) :72/0 B(z)u(z)dz. (34)

ISnagrinéta Sio uzdavinio spektro priklausomybé nuo nelokaliyjy integraliniy sa-
lygy parametry 71, y2, a(x) ir G(z). ISsamiai istirtos nulinés tikrinés reikSmés
egzistavimo salygos. Parametry v;, 72 koordinadiy sistemoje apibréZiama hi-
perbolé — geometriné vieta tasky, kuriuose egzistuoja tikriné reikSmé A = 0.
Aptariami gauti teoriniai ir skaitiniy eksperimenty rezultatai.

Ketvirtasis skyrius yra skirtas diferencialinei lygciai su kintamais koeficien-
tais. Siuo atveju nagrin¢jamas uZdavinys

% (p(:n)j—Z) +lu=00<2x<1, (35)
1
u(0) = 71 /0 u(w)dz, (36)

1
u(l) = 72/0 u(x)dx. (37)
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Analizuojama, kaip tikrinés reik§més priklauso nuo funkcijos p(x), esancios di-
ferencialinéje lygtyje, tipo ir nuo parametry 7, 2, esanciy nelokaliosiose integ-
ralinése sglygose. Siame skyriuje jrodomos kai kurios tikriniy reik§miy spektro
savybés. Ypatingai didelis démesys skiriamas nulinei tikrinei reik§mei, nes ji
teikia daug informacijos apie skirtuminiy schemy parabolinéms lygtims su nelo-
kaliosiomis sglygomis stabiluma. Aptariami atlikto skaitinio eksperimento rezul-
tatai.

Atlikus i$samig tikriniy reikSmiy uZdavinio diferencialiniam operatoriui su
nelokaliosiomis integralinémis salygomis analize pirmuose keturiuose skyriuose,
Penktajame ir SeStajame disertacijos skyriuose pateikiami Siy uzdaviniy taikymai.

Penktajame disertacijos skyriuje nagrinéjamas dvimatis atvejis, t. y. dvimaté
elipsinio tipo diferencialiné lygtis su nelokaliosiomis integralinémis saglygomis

Pu 0%

W+8—y2+/\u_0’0<x<1’ (38)
1
0
1

u(l,y) :72/ u(x,y)de. (40)
0

IStirtos ir apraSytos tikriniy reikSmiy savybés.
Sestajame skyriuje pateikta paraboliniy lyg&iy su nelokaliosiomis integraliné-

2008).
Nagrin¢jamas uZdavinys

2
%:%-Ff(ﬂ?,t), a<z<b 0<t<T, 41)
b
u(et) = [ al)ue, o+ (e “2)
ab
u(s.t) = [ Blayul, s + ), (43)
u(#,0) = ¢ (). (44)

Tokie uzdaviniai sutinkami kvazistatinéje tamprumo teorijoje nagrinéjant homo-
gening izotroping juosta 0 < x < 1, kuri juda taip, kad slinkties vektorius yra
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lygiagretus Dekarto koordinadiy sistemos abscisiy aSiai. Sio uZdavinio stabilumo
analizé yra paremta skirtuminés lyg¢iy sistemos matricos spektro analize. Gautos
skirtuminés schemos stabilumo salygos yra naujos ir i§ esmés skiriasi nuo dau-
gelio kity autoriy gauty stabilumo salygy. Atliktas skaitinis eksperimentas, kurio
pagalba pateiktas iSsamus skirtuminés lygciy sistemos matricos spektro savybiy
tyrimas.

ISvadose apibendrinti tyrimy rezultatai. Disertacijos pabaigoje pateikti nau-
dotos literatiros bei autorés publikacijy saraSai.

Padéka

NuosirdZiai dékoju darbo vadovui prof. habil. dr. Mifodijui Sapagovui uZz
vadovavimg disertaciniam darbui, skirta laikg ir energija; doc. dr. Artiirui Stiko-
nui, prof. dr. Vytautui Kleizai ir dr. Sigitai Peciulytei uZ vertingas pastabas ir
patarimus, padéjusius patobulinti disertacijg; visam Matematikos ir informatikos
instituto Skai¢iavimo metody skyriaus kolektyvui uz pagalba raSant disertacija;
kolegoms i§ Kauno Medicinos universiteto Fizikos, matematikos ir biofizikos
katedros bei visam Vytauto DidZiojo universiteto Matematikos ir statistikos ka-
tedros kolektyvui uZ moralinj palaikymg. Aciu visiems artimiesiems ir draugams
uzZ visokeriopa pagalbg, parama ir supratima.



Tikriniy reiksmiy uzdavinys
vienmaciam diferencialiniam
operatoriui su nelokaliosiomis
integralinémis sglygomis

1.1. Tikriniy reikSmiy uzdavinys vienmaciam
diferencialiniam operatoriui su nelokaliosiomis
integralinémis salygomis

Tikriniy reikSmiy uZdavinj diferencialinéms lygtims su nelokaliosiomis in-
tegralinémis salygomis nagrinéjo B. Cahlon, D.M. Kulkarni ir P. Shi (1995),
G. Infante (1995), S. Peciulyté ir A. Stikonas (2007a), S. Peciulyte, O. Stikonie-
né ir A. Stikonas (2004, 2005, 2008), B. Bandyrskii, I. Lazurchak, V. Makarov
ir M. Sapagovas (2006), M. Sapagovas (2005, 2007, 2008).

Pagrindiniai $io skyriaus rezultatai pasklebti straipsniuose (Ciupaila et al.
2003, 2004). Véliau uZ Siuos darbus pasirodZiusiame straipsnyje S. Peciulyte,
A. Stikonas ir O. Stikoniené (2005) nagrinéja Sturmo ir Liuvilio uZdavinj

—u" =X, z€(0,1) (1.1)
su viena klasikine kraStine salyga
u(0) =0 (1.2)

21
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ir kita nelokaligja integraline salyga

S
u(l) = v/u(aj)dzp, (1 atv.) (1.3)
0
1
u(l) = v/u(az)dzp, (2 atv.) (1.4)
3

su parametrais v € C ir £ € [0, 1], ¢ia C — iSpléstiné kompleksiniy skaiciy aibé
C U {o0}.

IStirta Siy uzdaviniy (1.1), (1.2), (1.3) ir (1.1), (1.2), (1.4) realiosios spektro
dalies priklausomybé nuo parametry + ir £&. Sis uZdavinys abiem atvejais turi
vieng nuline tikrine reikSme, kai parametras v = o, o = 5% (1 atv.); vo = 1_27
(2 atv.). Taip pat egzistuoja viena neigiama tikriné reikSme, kai v > ~g. Gauta,
kad teigiamos spektry dalys yra skirtingos realiesiems ~. Siam uZdaviniui, 2
atveju, egzistuoja tik realiosios tikrinés reikSmés; 1 atveju kai kuriems realiesiems
~ gali egzistuoti kartotinés ir kompleksines tikrinés reikSmeés.

Pirmajame disertacijos skyriuje nagrinéjamas tikriniy reikSmiy uzdavinys di-
ferencialiniam operatoriui su nelokaliosiomis integralinémis salygomis. Tiriami
atskiri Sio uzdavinio atvejai su jvairiomis nelokaliosiomis salygomis. Suranda-
mos tikrinés funkcijos ir tikrinés reikSmés. Analizuojama, kaip Sio uZdavinio
tikrinés reikSmes ir tikrinés funkcijos priklauso nuo parametry ~y; ir 7y, i$ neloka-
liyjy integraliniy salygy reik§miy. Suformuluotos ir jrodytos nulinés, neigiamy
ir teigiamy tikriniy reikSmiy egzistavimo salygos. IStirti atvejai, kada atsiranda
kartotinés ir kompleksinés tikrinés reikSmes.

1.2. Uzdavinio formulavimas

Nagrinéjamas tikriniy reikSmiy uzdavinys vienmaciam diferencialiniam ope-
ratoriui su nelokaliosiomis integralinémis sglygomis

d’u

d—l’2+)\u:0,0<3§‘<1, (1.5)
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1

u0) = [ ulwaa. (16)
1

u(1) :72/0 u(x)dx. (1.7)

Siame uZdavinyje i, 72 yra Zinomi parametrai (realieji skai¢iai), A — neZinomas
parametras, o u(x) — nezinoma funkcija. Tos parametro A reik§més, kurioms
esant (1.5)—(1.7) tikriniy reik§miy uzdavinys turi netrivialy sprendinj wu(z) #
0, vadinamos uZdavinio tikrinémis reik§mémis, o pats netrivialus sprendinys —
tikrine funkcija.

Tirsime diferencialinio operatoriaus su dviem nelokaliosiomis integralinémis
salygomis spektro struktirg. Spektru vadiname visy tikriniy reik§miy visuma.
Atskirais atvejais iSraSysime tikrines reikSmes A ir tikrines funkcijas u(z). Taip
pat analizuosime parametry 1, 2 jtaka tikriniy reikSmiy pasiskirstymui.

Pastebésime, kad tuo atveju, kai y; = 2 = 0, turime klasikinj atvejj. Tada
tiriamo (1.5)—(1.6) uZzdavinio tikrinés reik§més ir tikrinés funkcijos yra gerai
Zinomos ir iSnagrinétos (Samarskii 2001)

e = (k)2 ug(x) = sin(rkz),k € N.
Siame skyriuje i¥nagrinétas ir kitas tikriniy reik§miy uZdavinys, analogiskas

(1.5)—(1.7) uzdaviniui, kai nelokaliosiose salygose integravimo intervalas (0, 1)
pakeistas integravimo intervalu (1/4,3/4).

1.3. Diferencialinio operatoriaus su nelokaliosiomis
integralinémis sglygomis spektro struktiira

1.3.1. Diferencialinio operatoriaus su viena nelokaligja
integraline salyga tikriniy reikSmiy uzdavinys

Tirsime (1.5) tikriniy reikSmiy uZdavinj su viena klasikine ir kita nelokaliaja
integraline salygomis

u(0) =0, (1.8)

1
u(1) = / u(w)dz, (1.9)
0
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¢ia o yra duotas parametras (realus skaicius).

IeSkosime §io uZdavinio tikriniy reik§Smiy. Tuo tikslu bus nagrinéjami trys
atskiri atvejai, t. y. ieSkosime nulinés, neigiamy ir teigiamy tikriniy reikSmiy
egzistavimo salygy.

1 atvejis: A = 0. Pirmiausia apibréSime salygas, kada (1.5), (1.8), (1.9)
uzdavinio tikriné reik§mé yra lygi nuliui.

Siuo atveju i§ (1.5) diferencialinés lygties ir (1.8) krastinés salygos turime,
kad u(x) = Cz. Iras¢ Sig iSraiSka j (1.9) nelokalig integraling salyga, gauname

02
o(1-7) -0

Taigi darome tokias iSvadas: jei 7o # 2, tai tuo atveju, kai A = 0, egzistuoja tik
trivialus sprendinys; jei 7o = 2, tai A = 0 yra (1.5), (1.8), (1.9) diferencialinio
uzdavinio tikriné reik§me, o u(z) = Cz yra tikriné funkcija, kur C' — bet koks
skaicius.

2 atvejis: A < 0. Tirsime neigiamas tikrines reikSmes.
Iveskime pazyméjimg 3 = v/—X > 0, t. y. A = —32. Siuo atveju i§ (1.5)
lygties ir (1.8) kraStinés salygos turime, kad

u(x) = Csh(Bx). (1.10)

Sig i¥raidkq jrasome j (1.9) integraling sglyga ir, atlike pertvarkymus, gauname

Bl B 7 B\ _

I§ ¢ia darome iSvada, kad C # 0, jei shg =0 arba chg — %Shg =0.

IS lygybés shg = 0 seka, kad § = 0, t. y. A = 0, tadiau mes ieSkome

neigiamy tikriniy reikSmiy A < 0. Taigi Siuo atveju, kai A < 0, gauname kad,
(1.5), (1.8), (1.9) uzdavinio (1.10) sprendinys egzistuoja tik tada, kai [3 yra lygties

a2 _2gB
2 2

B

Saknis.
Panagrinékime, kada ir kiek Sakny turi $i lygtis. Pirmiausia Sia lygtj pertvar-
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kome j sekancio pavidalo lygtj

the = —. 1.11
5 (I.11)

Remiantis funkcijos thé savybémis, darome iSvadas, kad (1.11) lygtis turi tik
vieng (# = 0 Saknj, kai —oo < 72 < 2. Kai v2 > 2, egzistuoja trys (1.11) lygties
Saknys: 3 =0, 3> 0ir —3 < 0. Kai 8 =0, tai turime atvejj A = 0, tuo tarpu
Saknims +(3 turime, kad A = —(£3)? < 0. Taigi, kai 7o > 2, (1.5), (1.8), (1.9)
uzdavinio tikriné reik§mé \ < 0 egzistuoja, ir \/—_/_\ = 3 yra vienintelé teigiama
(1.11) lygties Saknis. Atitinkama tikrin¢ funkcija apibréZiama (1.10) formule, kur
B = v/—\. Konkrediais atvejais neigiamos tikrinés reikimés atsiradima galime
stebéti 1.1 paveiksle, kai vo > 2.

3 atvejis: A\ > 0. ApraSysime treCiajj atvejj, t. y. nagrinésime teigiamas
tikrines reikSmes.
I8 (1.5) diferencialinés lygties ir (1.8) krastinés salygos seka, kad

u(x) = Csin(ax). (1.12)

Sig i3raiskg jrasius j (1.9) nelokalig salyga, kaip ir antru atveju, gauname

lygtj
L« a  yoa)
C’sm2 (cos 5 . s1n2> =0.

Salyga C' # 0 tenkinama, jei

sine = 0 (1.13)
2
arba o o
S — (1.14)
2 7y

&ia v — Zinomas parametras, a = v\ > 0.

IS (1.14) seka, kad visoms 72 reikSméms egzistuoja be galo daug teigiamy
tikriniy reikSmiy A\p, = ozz > 0, k = 1,2,..., o atitinkama tikriné¢ funkcija
apibréziama (1.12) lygybe. Butent, kai v > 2, (1.14) lygtis turi po viena teigiamag
Saknj oy > 0 kiekviename intervale (2km, (2k + 1)), k = 1,2,3,...; kai 0 <
2 < 2, tai $i lygtis turi dar vieng papildomg Saknj intervale (0,7); kai v2 < 0,
tai (1.14) lygties Saknys oy > 0 yra kiekviename i§ intervaly ((2k — 1)7, 2kn),
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1.1 pav. Funkcijy f(8) = th(5/2) ir 1.2 pav. Funkcijy f(8) = th(5/2) ir
9(8) = B/~2 grafikai, Cia kreivés [1], ..., 9(8) = B/~2 grafikai, Cia kreivés [1], ...,
[4], kai v2 =0,8;2;3;7 [4], kai v2 = 0,8;2;3;7

Fig. 1.1. Graphs of functions f(3) = Fig. 1.2. Graphs of functions f(3) =
th(5/2) and g(8) = /72, where curves th(5/2) and g(3) = /72, where curves
[1], ..., [4], then 7o = 0,8;2:3: 7 [1], ..., [4], then 7o = 0,8;2:3: 7

k=1,2,3,.... Kai 9 =0, tai ag, = (2k — 1)7, k = 1,2,3,.... Kitais atvejais

)\k = Oéi.

Gauname, kad bet kokiai parametro 7, reikSmei egzistuoja be galo daug
(1.5), (1.8), (1.9) uZdavinio tikriniy reikSmiy, kurios yra gaunamos i§ (1.14) lyg-
ties. Grafiskai teigiamos tikrinés reikSmés atvaizduotos 1.2 paveiksle. Grafiky
susikirtimo taskus atitinkancios «ay, reikSmés apibrézia tikrines reikSmes A\ = ozz.
Cia pateiktos tikrinés reikSmes, esancios intervale [O, 871]. Galime pastebéti, kad,
keiciantis 7o reiSmei, kinta teigiamy tikriniy reik§miy skaicius. I (1.13) lygties
taip pat gauname be galo daug tikriniy reik§miy A\, = (27k)?, k = 1,2, .... Sios
tikrinés reikSmés nepriklauso nuo parametro 7, reikSmeés.

IStyre Siuos tris atvejus, galime padaryti apibendrintas i$vadas.

e Nagrinédami (1.5), (1.8), (1.9) diferencialinj uZdavinj gauname, kad bet
kuriai o reikSmei egzistuoja be galo daug teigiamy tikriniy reik§miy
A = ai, k = 1,2,..., priklausan¢iy nuo parametro 7o reik§més. Sios

tikrinés reikSmés yra gaunamos is lygties
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ir atitinkamos tikrinés funkcijos apibréZiamos lygybe
ug(x) = Csiny/ Mgz, k= 1,2, ...

Tikrinés reik§més \, = (27k)2, k = 1,2,..., gautos i§ (1.13) lygties,
nepriklauso nuo parametro s.

e Kai —00 < 79 < 2, tai néra kity tikriniy reikSmiy, iSskyrus ¢ia apibréZtas
teigiamas tikrines reikSmes.

o Kai vo = 2, tai \yp = 0 yra uzdavinio (1.5), (1.8), (1.9) tikriné reikSmé
ir atitinkama tikriné funkcija ug(z) = x.

e Kai 2 < v < oo, tai egzistuoja viena neigiama tikriné reikimé \ =
—f% < 0. Ji gaunama i§ (1.11) lygties, kuri turi vieng teigiama Saknj.
Atitinkamai tikriné funkcija yra u(x) = shfz.

1.3.2. Diferencialinio operatoriaus su modifikuota integraline
salyga tikriniy reikSmiy uzdavinys

Tirsime tikriniy reikSmiy uzdavinj (1.5) lygciai su viena klasikine ir kita
nelokaligja integraline salygomis. Cia vietoje (1.9) nelokaliosios salygos imki-
me kita salyga, kurioje integralo réZiai nesutampa su intervalo (0, 1) krastiniais
taSkais:

3/4
u(l) = ’yg/ u(z)dz, (1.15)
1/4
¢ia 9 yra duotas parametras.
Taigi spresime (1.5), (1.8), (1.15) uZzdavinj. Atlikus analogiSka tyrima prie§
tai aptartam uZdaviniui, buvo gautos sekancios iSvados.
e (1.5), (1.8), (1.15) diferencialinis uZdavinys turi be galo daug teigiamy
tikriniy reik§miy A\x = of, k = 1,2, ..., priklausan¢iy nuo parametro o
reik§mes; oy, yra lygties (1.3 paveikslas)

a Yy, o«
— — Zgin— 1.16
cos2 as1n4 ( )

Saknys; atitinkamos tikrinés funkcijos apibréZiamos lygybe

ug(x) = Csiny/ Mgz, k= 1,2, ...
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1.3 pav. Funkcijy f(a) = cos(a/2) (kreivé [1]) ir g(a) = (v/a)sin(a/4) grafikai,
Cia kreives [2], ..., [6], kai v = —6,5; 0, 8;2; 7; 20. Intervale [0, 87]

Fig. 1.3. Graphs of functions f(«) = cos(a/2) (curve [1]) and g(a) =
(v/a)sin(«/4), where curves [2], ... , [6], then v = —6,5;0,8;2;7;20 in inter-
val [0, 87]

1.1 lentelé. (1.5), (1.8), (1.15) uzdavinio tikrinés reikSmés
Table 1.1. The eigenvalues of the problem (1.5), (1.8), (1.15)

Y2 0 1 4 18 18,852 18,9896 18,995
Ao 7% = 9,869 7,149 0 -23,5  -24,934  -24,937 -24,937
A (2m)? = 39,478 39,478 39,478 39,478 39478 39,478 39,478

A2 (37)% =88,826 91,422 98359 118,483 119,534 119,536 119,536

X3 (4m)% = 157,914 157914 157914 157,914 157,914 157,914 157,914

A1 (Bm)? = 246,74 248,805 258,102 335261 363,017 364,17 364,177+0,412i
2

As (6m)° = 355,306 355,306 355,306 355,306 355,306 355,306 355,306
Xo (7m)? = 483,611 477,748 486,612 392,950 365,332 364,17 364,177-0,412i
A7 (87)% = 631,655 631,655 631,655 631,655 631,655 631,655 631,655

s (97m)% =799,438 788,441 780,666 750,31 748,319 748315 748,315

Tikrinés reik§més \, = (27k)2, k = 1,2, ..., gautos i§ lygties sin% =0,

nepriklauso nuo parametro o.

e Kai —00 < 72 < 4, tai néra kity tikriniy reikSmiy, iSskyrus ¢ia apibréZtas
teigiamas tikrines reikSmes.

o Kai 9 =4, tai \yg = 0 yra (1.5), (1.8), (1.15) uZdavinio tikriné reikSmé
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1.2 lentele. (1.5), (1.8), (1.15) uZdavinio tikrinés reikSmeés (1.1 lentelés tesinys)
Table 1.2. The eigenvalues of the problem (1.5), (1.8), (1.15)

Y2 18,9896 18,995 43 45,19 45,1933505 45,199

Ao -24,93 -24.94 -50,32

A1 3948 39,48 39,48

A2 119,54 119,54 134,32

Az 157,92 157,92 157,92

A4 364,17 364,18+0,412i 364, 83+138, 317

As 355,31 355,31 355,31

A6 364,17 364,18-0,412i 364,83—138, 317

A7 631,66 631,66 631,66

Ag 748,32 748,32 713,67

A9 986,96 986,96 986,96 986,96

A10 1256,16 125895 125895 1258,96

A1 1421,22 1421,22  1421,22 1421,22

A12 1836,71 1894,44  1896,79 1896, 80+2,912¢
A13 1934,44 1934,44  1934,44 1934,44

A14 1956,71 1899,22  1896,79 1896, 80—2,912¢

ir atitinkamai tikriné funkcija ug(x) = .

o Kai 4 < 75 < o0, tai egzistuoja viena neigiama tikriné reikSmé A=
—[3% < 0; 3 yra lygties
B_ v, P
h— = —sh— 1.17
chy =5 (1.17)
teigiamoji Saknis. Atitinkamai tikriné funkcija yra u(z) = sh3z.

Be to, tuo atveju, kai 4 < 2 < 0o, naudojant skaitinj eksperimentg nustatyta,
kad gali egzistuoti kartotinés ir kompleksinés tikrinés reikSmés.

Kaip pavyzdj pateiksime vieng iS atvejy, kada (1.5), (1.8), (1.15) uzdavinys
turi kartoting tikrine reik§me. SprendZiame (1.16) lygtj ir ieSkome teigiamy tik-
riniy reik§miy intervale [0, 87]. Gauname, kad Siame intervale lygtis turi keturias
teigiamas skirtingas Saknis, kai 0 < o < 4; tris teigiamas skirtingas Saknis ir
Saknj Ao = 0, kai yo = 4; tris teigiamas skirtingas Saknis, kai 4 < vy9 < v*, ¢ia
v* ~ 18.99; vieng teigiama ir vieng kartoting Saknis, kai 2 = +*; vieng teigiama
Saknj ir dvi kompleksines Saknis, kai v* < 7.

Daugiau skai¢iavimo rezultaty pateikta 1.1 ir 2.1 lentelése. Pateiktos teigia-
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mos tikrines reikSmeés, kurias gauname i§ (1.16) lygties, neigiama tikrin¢ reikSme
i§ (1.17) lygties ir taip pat kiekvienu atveju egzistuoja pastoviosios tikrinés reiks-
meés, gautos iS (1.13) lygties. 1.1 lenteléje galime stebéti atsiradima kartotinés
tikrinés reikSmeés, kuri véliau, keiCiant parametro 7y, reikSme, pereina j dvi komp-
leksines tikrines reikSmes. 2.1 lenteléje pateikti rezultatai, kai buvo tesiama ta
pati procediira ir atsiranda dar viena kompleksiniy tikriniy reik§miy pora.

1.3.3. Diferencialinio operatoriaus su dviem nelokaliosiomis
integralinémis sglygomis tikriniy reik§miy uzdavinys

Siame poskyryije tirsime (1.5) tikriniy reik§miy uZdavinj su dviem neloka-
liosiomis integralinémis salygomis

1
u(0) :71/ u(z)de, (1.18)
0

1
u(1) :’Yg/ u(z)dz, (1.19)
0

¢ia 1, 72 yra duoti parametrai (realieji skaiciai).
Naudodami analogi$ka technologija, tiriame tris tikriniy reik§miy atvejus
(nulinés, neigiamy ir teigiamy).

1 atvejis: A\ = 0. Bendrajj diferencialinés lygties sprendinj u(x) = ¢ + cox
jraSome i (1.18), (1.19) nelokaliasias salygas ir, atlike pertvarkymus, gauname
lygciy sistema su dviem neZinomaisiais c; ir co

(1 — 71)01 — %02 = O,

(I —v2)c1 + (1 — %)cz =0.

IS tiesinés algebros Zinome, kad homogeniné lygCiy sistema turi nenulinj
sprendinj tada ir tik tada, kai jos determinantas lygus O, t. y.

7

1 — =
a! 5
1— 1—%

IS to seka, kad v1 + v = 2. Taigi, jei 71 + 2 # 2, tai A = 0 néra uZdavinio
tikriné reikSme, t. y. sprendinys yra trivialus. Jei 73 +v2 = 2, tai A = 0 yra



1. TIKRINTY REIKSMIU UZDAVINYS VIENMACIAM DIFERENCIALINIAM OPERATORIUL... 31

(1.5), (1.18), (1.19) diferencialinio uzdavinio tikriné reikSmé su atitinkama tikrine
funkcija

2(1 — ’yl)x‘

ulx) =1+
() 7

2 atvejis: \ < 0. Siuo atveju bendrasis (1.5) lygties sprendinys yra
u(z) = cichBz + coshBz, B=+vV-XA>0. (1.20)

Sig i3raiska jrasome j (1.18), (1.19) integralines salygas ir, atlike pertvarky-
mus, gauname

1 sh chg —1
e -N
g g
D = b3 hi 1 =0.
s chg —
chf —v2—= shf—
g g
Atlike skai¢iavimus, turime lygtj
thé = b . (1.21)
2 mtmr

(1.21) lygtis turi vieng teigiama $aknj /3, kai 1 +v2 > 2. I§ to seka, kad (1.5),
(1.18), (1.19) nelokalusis uZdavinys turi neigiama tikring reiksme A = —(3)2.

Atitinkama tikriné funkcija apibréZiama (1.20) formule, kur 3 = /—A\.

3 atvejis: \ > 0. Nagrinésime teigiamas tikrines reikSmes. Bendrasis (1.5)
lygties sprendinys yra

u(z) = cjcosax + cosinaz, o= VA > 0. (1.22)

Sig israiskg jrasome j (1.18), (1.19) nelokaligsias sglygas ir gauname lygéiy
sistema su dviem neZinomaisiais c; ir ca

sina cosar — 1
(1- 20, p lesa =l
« o
i -1
(cosa — ygw)cl + (sina + M)CQ = 0.
«

Vel determinanta prilyging nuliui ir atlike skai¢iavimus, gauname lygtj, i kurios
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galime gauti teigiamas tikrines reikSmes

a( a 714”2'0‘):0. (1.23)

sin—( cos— — ———sin—
2 2 2a 2
Pertvarke Sig lygtj turime dvi lygtis, i§ kuriy gaunamos Sio uZdavinio teigia-

mos tikrinés reikSmés

sins = 0 (1.24)
2
ir o o
g = , (1.25)
2 7+ 2

&ia 1, 2 — Zinomi parametrai, o = v/A > 0.
Galime uZraSyti bendras iSvadas:

o Bet kokiai parametro v, + 72 reikSmei egzistuoja be galo daug Sio uzda-
vinio tikriniy reikSmiy, kurios yra gaunamos i§ (1.25) lygties, t. y. Sios
tikrinés reikSmés priklauso nuo parametro y; + y2. IS (1.24) lygties gau-
name be galo daug tikriniy reik§miy A\, = (27k)?, k = 1,2, ..., kurios
nepriklauso nuo parametro ~y; + o reikSmés.

e Kai —0o < 71 + 72 < 2, tai néra kity tikriniy reikSmiy, iSskyrus cia
apibréztas teigiamas tikrines reikSmes.

o Kai v + 72 = 2, tai A yra (1.5), (1.18), (1.19) uzdavinio tikriné reikSmé
ir atitinkama tikriné funkcija ug(z) = x.

e Kai 2 < 71 4+ 72 < o0, tai egzistuoja viena neigiama tikriné reikSmé
A = —(3% < 0. Ji gaunama i§ (1.21) lygties, kuri turi vieng teigiama
Saknj. Atitinkama tikriné funkcija yra i(x) = sh3x.

(1.5), (1.18), (1.19) diferencialinio uZdavinio neigiamos ir teigiamos tikrinés
reik§més pavaizduotos atitinkamai 1.1 ir 1.2 paveiksluose (intervale [0, 87]). Tik
Siuo atveju vietoje parametro o turime 7y; + 2.

Pagrindiné iSvada: Diferencialinio operatoriaus su dviem nelokaliosiomis
integralinémis salygomis, apibréZtomis (1.18), (1.19), spektras priklauso ne nuo
parametry ;, 2 atskirai, o nuo vieno parametro y; + vz .

1.4. Pirmojo skyriaus iSvados

o IStyrus (1.5), (1.8), (1.9) uzdavinj gauta, kad kai —oco < 7o < 2, tai
visos realios tikrinés reik§meés yra teigiamos; kai v = 2, tai A = 0
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yra Sio uzdavinio tikriné reikSmé ir kitos teigiamos tikrinés reikSmes; kai
2 < 5 < 00, tai egzistuoja viena neigiama tikriné reik§meé A = —3% < 0
ir kitos teigiamos tikrinés reikSmeés.

o IStirta (1.5), (1.8), (1.15) diferencialinio operatoriaus su viena klasiki-
ne ir kita nelokaligja integraline salyga tikriniy reikSmiy priklausomybé
nuo parametro o reik§més ir integravimo réZiy parinkimo. Pastebéta,
kad, integruojant ne visame intervale [0, 1], o tik jo dalyje, gali atsirasti
kartotiniy ir kompleksiniy tikriniy reikSmiy.

e ISanalizavus (1.5), (1.18), (1.19) diferencialinj uZdavinj su dviem neloka-
liosiomis integralinémis salygomis gauta, kad kai —oo < 1 +vy2 < 2, tai
visos realios tikrinés reikSmés yra teigiamos; kai v; +v2 = 2, tai A =0
yra $io uZdavinio tikriné reikSme ir kitos tikrinés reikSmés yra teigiamos;
kai 2 < ;1 + 2 < oo, tai egzistuoja viena neigiama tikriné reikSmeé
A = —(3% < 0 ir kitos tikrinés reikimés yra teigiamos. Sio uZdavinio
spektras priklauso tik nuo parametro v; + 2, 0 ne nuo kiekvieno jy 1,
7o atskirai.






Skirtuminis tikriniy reiksmiy
uzdavinys su nelokaliosiomis
integralinémis sglygomis

2.1. Skirtuminis tikriniy reikSmiy uzdavinys su
nelokaliosiomis integralinémis salygomis

Skirtumines schemas diferencialiniams uzdaviniams su nelokaliosiomis inte-
gralinémis salygomis nagrinéjo R. Ciegis (2005, 2006); R. Ciegis ir M. Meiliinas
(1993); M. Dehghan (2003); G. Ekolin (1991) ir kiti autoriai.

M. Sapagovo ir R. Ciegio straipsnyje (1987a) rastos vienintelio sprendinio
egzistavimo sglygos. Tikrinés reik§meés tiriamos vienmacio ir dvimacio skirtumi-
nio uZdavinio atvejais (Sapagovas 2005). M. Dehghan darbe (2003) skirtuminés
schemos naudojamos ir nagrinéjamos apytiksliam sprendiniui rasti.

N. L. Ionkin ir E. A. Valikova (1996) nagrinéjo diferencialinj uzdavinj su
krastinémis sglygomis

2 (k) ) ~ @)U ) = 5 (@),
U(0) = U(0), dlgi’l) 0,

gia f(x),q(z) € C[0,1], k(x) € CL[0,1], 0 < ¢1 < k(x) < g, q(z) > 0.
Straipsnyje skaitiSkai tiriamas uZdavinio spektras diferencialiniu ir skirtu-

35
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miniu atvejais. Atliktas skaitinis eksperimentas su tam tikromis funkcijos k(x)
reik§mémis. ISnagrinéta, su kokiomis nelokaliyjy salygy parametry reik§mémis
gali egzistuoti kompleksinés tikrinés reikSmes.

Siame disertacijos skyriuje nagrinéjamas tikriniy reik§miy uzdavinys skir-
tuminiam operatoriui su nelokaliosiomis integralinémis saglygomis. Pateikiamas
diferencialinio uzdavinio suvedimas j algebrinj tikriniy reikSmiy uZdavinj. Nagri-
nésime uzdavinio spektro struktiirg ir parametry i§ nelokaliyjy integraliniy salygy
jtakg jos pokyciams.

eve—

2007).

2.2. Uzdavinio formulavimas

Nagrinéjamas tikriniy reikSmiy uZdavinys paprastai diferencialinei lygc¢iai su
nelokaliosiomis integralinémis salygomis

2

j—;zb—|—)\u:0,0<x<1, 2.1
1

u(0) =0 [ ula)da, 22)
0
1

u() = [ ula)da, 2.3)
0

su realiaisiais parametrais 7, y;. Tiriamame uzZdavinyje parametras \ yra tikriné
reik§mé, u(z) — tikriné funkcija, o 9, y1 — Zinomi skaiciai.

Tirsime skirtuminio operatoriaus, atitinkancio Siam diferencialiniam opera-
toriui su nelokaliosiomis integralinémis salygomis, spektro struktirg. Atskirais
atvejais rasime tikrines reikSmes \ € C ir tikrines funkcijas w(x). Nagrinési-
me, kaip tokio uzdavinio spektras priklauso nuo nelokaliyjy integraliniy salygy
parametry 7o, 1.

Skirtuminio operatoriaus tikrinés reikSmes yra labai svarbios nagrin¢jant skir-
tuminiy lygciy sistemos vienintelio sprendinio egzistavimg ir vienatj, paraboliniy
lygciy skirtuminiy schemy stabiluma, skirtuminiy lygciy sistemy iteraciniy me-
tody konvergavimg.
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2.3. Skirtuminio operatoriaus su nelokaliosiomis
integralinémis sglygomis spektro struktira

UZraSysime (2.1)—(2.3) diferencialiniam operatoriui atitinkantj skirtuminj uz-
davinj. Intervalg [0,1] padaliname j N lygiy daliy taskais z; = hi, Cia i =
0,1,...N; h = % Kiekviename taSke antraja iSvesting pakeiCiame apytiksliai
skirtumine iSraiSka. Atlike §j pakeitima kiekviename taske z;, ¢ = 1,2..., N — 1,
gauname N — 1 lygtj su NV + 1 neZinomuoju. Nelokalios integralinés salygos
taSkuose x( ir x pakeiiamos skirtuminémis lygtimis pasinaudojus trapecijy
formule (Ciegis and Buda 1997). Tuo budu, sprendziamg (2.1)—(2.3) uzdavinj
suvedame j skirtuminiy lyg€iy sistema

Ui—1 — 2U; + U1

s F =0,i=1,2,..,N —1, (2.4)
Uug + u =
ot un
up = Yoh (T + ) uk> : (2.5)
k=1
ug + uN =
0
uny = 71h (T + kz_:l Uk) . (2.6)

Mus domina Sio skirtuminio uZdavinio su nelokaliosiomis sglygomis tikrinés
reikSmes, t. y. tokios A reikSmés, su kuriomis uzdavinys (2.4)—(2.6) turi netrivialy
(tapatingai nelygy nuliui: u; # 0) sprendinj.

Pastebésime, kad (2.4)—(2.6) tikriniy reikSmiy uZdavinj skirtuminiam opera-
toriui galime uZraSyti kaip tikriniy reik§miy (/N — 1)-osios eilés matricai. Tuo
tikslu uzraSykime (2.5), (2.6) salygas kaip dviejy lygciy sistema su neZinomaisiais
Uug, UN-

(1 - @>uo - @uzv = Iy Yohoy ks

2 2
2.7)

h h _
—%uo + <1 — %)u]\/ = hm Zivzll Uk

Si sistema turi vienintelj sprendinj, jei jos determinantas nelygus nuliui, t. y.
jei

oo o
2 2 h
D = =1-500+mn)#0
I
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arba

2
Yo+m

(2.8)

Taigi (2.7) sistema turi vienintelj sprendinj, jei Zingsnis h yra pakankamai
mazas, t. y., jei
2

h < .
Yo + 71

Tarkime, kad (2.8) salyga iSpildyta. Tada i§ (2.7) sistemos iSreiskiame o,
un neZinomaisiais wui, us, ..., un_1:

_ N—
ug =Yy, un = Y Brux, 2.9
Cia
o = 120 e =
R=p k=7

IraSe ug, uyv iSraiskas i§ (2.9) lygybiy i (2.4) lygtis, gauname vietoje (2.4)—
(2.6) sistemos tikriniy reik§miy uzdavinj (N — 1)-osios eilés matricai A:

Au = \u, (2.10)
dia
2—a1 —1—a2 —as ce. AN
-1 2 -1 0
1 —1 2 0
A=12 0 |’

2 -1
—bl —b2 —1—bN_1 2—bN

Uy

Uz

u =
UN-1

(2.4)—(2.6) tikriniy reikSmiy uZdavinys skirtuminiam operatoriui ir (2.10)
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tikriniy reikSmiy uzdavinys matricai yra ekvivalentis, kai h # P t.y.
. Y0 TN
ju sprendiniai yra tie patys. Si pastaba naudinga tuo, kad i§ jos gaunama tokia

iSvada.
2.1 iSvada. Kai h #

0
turi (N — 1) tikring reik§me (realigja ar kompleksing).

, tai: (2.4)—(2.6) tikriniy reikSmiy uZdavinys
1

v

Imdami vietoje salygos h # Si

grieztesne salyga h < ,
tn ¥ e Yo+ M
iSvada galime suformuluoti kitais ZodZiais:

(2.4)—(2.6) tikriniy reik§miy uzdavinys turi (N — 1) tikring reik§me, visoms

pakankamai maZoms h reikSméms, t. y., kai h < npw
7 TN
Kadangi koeficientai esantys skirtumingje lygtyje (2.4) yra pastovis, rasime

lygties bendrajj sprendinj ir i§ jo gausime konstantas reikalaudami, kad bendrasis
sprendinys tenkinty nelokaligsias integralines salygas (2.5), (2.6). Nagrinéjami
trys atskiri atvejai.

1 atvejis: A\ = 0.
Tirsime atvejj, ar (2.4)—(2.6) uzdavinys turi netrivialyjj sprendinj u(x) # 0,
kai A = 0. Kai A = 0 bendrasis (2.4) lygties sprendinys yra Sapagovas (2007)

u; = c1ih + co.

IraSe Sia iSraiSka i (2.5), (2.6) nelokaligsias integralines salygas ir atlike
skai¢iavimus, gauname

— e+ (1= q0)er =0,

(1-— %)01 + (1 —m)c2 =0.

Si sistema turi nenulinj sprendinj tada ir tik tada, kai jos determinantas lygus
nuliui, t. y.

- I =10
2
D= _wtm gy,
-1y 2
2 1

IS to seka, kad (2.4)—(2.6) uzdaviniui egzistuoja netrivialus sprendinys u; # 0
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w B

I

A J

bk b b L

2.1 pav. Tiesés o + 71 = 2 grafikas
Fig. 2.1. Line v + 71 =2

su A =0, kai 7o + 1 = 2. Taigi, su Sia sglyga egzistuoja tikriné reikSmé A = 0.
Salyga Yo + 71 = 2 galima interpretuoti kaip tiese koordinaciy plokStumoje
(70, 1), atvaizduotg 2.1 paveiksle. Taigi taSkuose (7o, 1), priklausanciuose Siai
tiesei, egzistuoja (2.4)—(2.6) uzdavinio tikriné reikSmé \ = 0.

Taigi jrodéme lema apie nulinés tikrinés reikSmés egzistavimg.

2.1 lema. Skaic¢ius A = 0 yra (2.4)—(2.6) skirtuminio uzdavinio tikriné reikSmé
tada ir tik tada, kai

Yo+m =2 2.11)

Pastebésime, kad skirtuminiam operatoriui (2.11) sglyga sutampa su tikrinés
reik§meés A = 0 egzistavimo salyga diferencialiniam operatoriui.

2 atvejis: A < 0.

Siuo atveju turime

h2\
Uig — 2 (1 - 7) ui + w1 = 0, 2.12)

. 2
Cia —% > 1.
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[vedame pazyméjima: 1 — h?\/2 = chjh. I ¢ia

1.0k
)\:—ﬁsh 5

(2.13)
Tada bendrasis Sios lygties sprendinys yra Sapagovas (2007):
U; = clch(iﬁh) + CgSh(Zﬁh)

IraSome S$ig iSraiSka i (2.5), (2.6) nelokaligsias integralines salygas ir, atli-
ke skaiciavimus, gauname tokio pavidalo determinanta, kurj prilyginame nuliui,
norédami rasti nenulinj sprendinj

1 Bh/2 1 Bh/2
B T T R I
1 Bh/2 1 Bh/2 '
chf — 71ﬁth(ﬁh/2)8hﬁ Shﬁ—%BW(Chﬁ—l)
(Bh)/2

Kai Sh/2 — pakankamai mazas skaicius, tai ———— =~
Bh(2 -2 tn(1/2)
Taigi, neigiama tikriné reikSmé A, apibrézta (2.13) formule egzistuoja tuomet,
kai [ yra Sios lygties

hB = (y0 + 1)1

Bn(an) Y

sprendinys.
Ja pertvarke i pavidala (pasinaudoje formule: chf — 1 = 2sh?(3h/2) )

B(. B otmu. B Bh N\
) (2‘*5 T Th h5th(ﬁh/2)> =0

gauname dvi lygtis:

sh — o, (2.14)

2
oep® _ Y0t B Bh

2 5 U 2th(Bh/2)
IS (2.14) lygties seka, kad ji turi tik nulinj sprendinj 3 =0,t. y. A=0. O

(2.15)



42 2. SKIRTUMINIS TIKRINIY REIKSMIU UZDAVINYS SU NELOKALIOSIOMIS ...

kita (2.15) lygtis ekvivalenti lygciai

B2 th(Bh/2)

th— =
2 vyw+m b

. (2.16)

2.2 lema. Jei h < , tai (2.4)—(2.6) skirtuminis uZdavinys turi vienintele
0

neigiamg tikrine reikSme

4 5h
— —_—gh?—
A hzs 5

(B — (2.16) lygties teigiamoji Saknis), tada ir tik tada, kai

Y+ > 2. (2.17)
Irodymas. Pazymeékime
g 2 ph
=th—, = ———th—.
F(8) = S 909) = 4o

ISnagrinékime keturis atvejus.

1) 70 +71 < 0. Siuo atveju f(B) ir g(3) visame intervale 8 € (0,00) yra
prieSingy Zenkly, taigi $iy funkcijy grafikai intervale (0,00) nesikerta.
(2.16) lygtis intervale (0, 00) Sakny neturi.

2) v + 71 = 0. (2.16) lygtis tampa tokia:

ph _
th=- =0

ir intervale (3 € (0, 00) Sakny neturi.
3) 0 <~ + 71 < 2. Surandame funkcijy f(3) ir g(/3) iSvestines

1 . 1 1
gB)=——""—7F+.
Yo + 71 Chzﬁ_Qh

f,(ﬁ) = T o>
20h2§
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Funkcijos f (), g(/5) — monotoniskai didéjancios intervale (0, o), be to,

f(0) =0, 9(0) =0,

| 1
fO)=5 9O =

h
Kadangi v +v1 < 2 ir chz% < ch2§, kai h < 1, turime

F(B) < d'B), B € (0,00).

Taigi visame intervale 5 € (0,00) f(3) < g(f). Lygtis (2.16) Sakny
neturi.

2
4) o+ v1 > 2. Salyga h < " galime perraSyti
"o
2

— > 1.
h(vo + 1)

2

h(yo +71)
B) < g(B). 18 salygy

Kai 3 — oo, tai f(3) — 1, g(8) — > 1, t. y. pakankamai

~~

dideléms ( reikSméms f

B 1
Yo + 71

/

710) = 3. ¢(0)

<1
2

gauname f(3) > g(f), kai § — pakankamai maZas teigiamas skaiCius. Taigi
egzistuoja vienas taskas 5* > 0, kuriame funkcijy f(/3) ir g(3) grafikai kertasi.
(2.16) lygtis intervale 3 € (0,00) turi vieng Saknj (2.2 paveikslas). Egzistuoja
viena neigiama tikriné reikSme, turinti (2.13) iSraiSkg. Lema jrodyta.
3 atvejis: A > 0.

Siuo atveju turime

R\
Up—1 — 2 <1 — T) U + ug4+1 = 0, (2.18)
Gial— DA <1,
Nagrinésime pirmiausia atvejj, kai |1 — %\ < 1. Jvedame paZyméjima:

1 — h?)\/2 = cosah, a € (— %,%)
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f(E’)‘l
1 Z w  wf L7 A
1 ¥ 'f ”
16 : / yd
- / i yd
; : / . -
1.2 ] / e "'-‘
1 " - el -t
0,8 ;l‘ // ; ,4' ,//:::'-::,—
0.6 ¢ // e
041+ g et
) :’/ //' ""
<1 Ao

2.2 pav. Funkcijy f(3) = th(8/2) ir g(8) = (2/(70 + 71))th(h3/2)/h grafikai, ¢ia
kreivés [11, ..., [5], kai 70 + 71 = 4;8;20;25;40 ir h = 1/10

Fig. 2.2. Graphs of functions f(3) = th(3/2) and g(3) = (2/(vo +71))th(hG/2) /A,
where curves [1], ..., [5], then v + v1 = 4;8;20;25;40 and h = 1/10

Bendras (2.18) lygties sprendinys yra

ug = cicos(kah) + cosin(kah).

IraSe Sia iSraiSka i (2.5), (2.6) nelokaligsias integralines salygas ir atlike
skai¢iavimus, gauname
h - -
€1 =7 [(cl Z]kvzol cos(kah) + co Z]kvzol sin(kah))
+ (cl SOV cos(kah) 4+ ca N sin(kah))] ,

h
c1co8 + cosina = N3 [(Cl Ziv:_ol cos(kah) + co Ziv:_ol sin(k:ah))

+ (cl SOV cos(kah) 4+ ca SN sin(kah))] .

Atlikus pertvarkymus turime (Cia % ~1)
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(1~ Doina 2, Wpga (@h))2

« tg(ah/2) « 2 tg(ah/2) 2 =0,
.. (ah)/2 . Y. . g0 (ah)/2 B
(cosa — Esmam>q + <sma — EQSIH2§M)62 = 0.

IS Sios sistemos gauname tokio pavidalo determinantg, kurj prilyginame nu-
liui, norédami rasti nenulinj sprendinj

1- Esinai(ah)/2 —E2sin2g7(ah)/2
5 « tg(ah/2) o' 2 tg(ah/2)
cosa — ﬂsinozM sina — ﬂ2sin2gM
« tg(ah/2) o' 2 tg(ah/2)
IS ¢ia seka, kad
L ar o p+mn (@h)/2 .«
2sin— - — — ) =0. 2.1
sin 5 <cos 5 o te(ah/2) sin 2) 0 (2.19)

Si lygtis skiriasi nuo atitinkamos (1.23) lygties, gautos diferencialinio ope-

ratoriaus tikrinéms reikSmeéms, tik daugikliu , kuris, esant pakankamai

tg(ah/2)

mazoms h reikSméms, mazai skiriasi nuo vieneto.

IS Sios lygties surasime « reikSmes. Prilyginame nuliui kiekvieng i§ dviejy
daugikliy:

1) sin% =0, t. y. a nepriklauso nuo 7y ir v reik§miy, todél gauname, kad
o =2km,k=1,2,.. K.
Misy nagrinéjamu atveju |1 — @| < 1ir1—h%)\/2 = cosah. Taigi

h2\
T

= cos(kmh). (2.20)
IS Sios lygties gauname tikrines reikSmes

)\k = —sin“——. (2.21)
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Skirtingas Ay reikSmes gauname imant K = N/2 — 1, jei N — lyginis
ir K = (N —1)/2, jei N — nelyginis. Siuo atveju tikrinés reik¥més ne-
priklauso nuo parametry g, 71 iS nelokaliyjy integraliniy salygy, todél
mes jas vadinsime pastoviosiomis tikrinémis reik§Smémis. Taigi pasto-
viyjy tikriniy reikSmiy skaiCius yra N/2 — 1, kai N — lyginis skai¢ius;
(N —1)/2, kai N — nelyginis skaicius.

a y+mn (ah)/2 o

2) cos— sin— = 0.
) 2 a tg(ah/2) 2
IS Sios lygties gauname
o 2 tg(ah/2
el = g(ah/2) (2.22)
2 y+m h
f(m)n f(ﬂ:k
iG m | wm 5.1 [,
s / [ 42 / - -
36 — - ’ o,
f4 e Y e Z: i — T
i M > 150 el /
P TTROHG %@‘ 251 283 31,4 06 :_ oy Sag
24 AN -0.310 v " 0 &
- \ 1 2 T
-48 N 2.1 - AR :
60 e\ a LB ~
23 pav. Funkcijy f(a) = tg(a/2) 2.4 pav. Funkcijy f(a) = tg(a/2)

ir g(a) = (2/(v0 + m))(tg(ha/2)/h)
grafikai, ¢ia kreivés [1], ... , [5], kai
Y+ =0,8;2;3;-3;—2irh =1/10
Fig. 2.3. Graphs of functions f(a) =
tg(e/2) and g(a) = (2/(%0 +
~v))(tg(ha/2)/h), where curves [1], ...,
[5], then vo+~v1 = 0,8;2;3; —3; —2 and
h=1/10

ir g() = (2/(30 + m))(te(hay/2)/h)
grafikai, ¢ia kreivés [1], ... , [5], kai
Yo+ =0,8;2;3;,-3;—2irh =1/10
Fig. 2.4. Graphs of functions f(a) =
tg(e/2) and g(a) = (2/(0 +
~v1))(tg(ha/2)/h), where curves [1], ...,
[5], then vo+~1 = 0,8;2;3; —3; —2 and
h=1/10

Tikrinéms reikSméms rasti nubraiZome (2.22) lygties abiejy pusiy funk-
cijy grafikus (2.3-2.6 paveikslai).

Priklausomai nuo pasirinktos N reikSmés (lyginis ar nelyginis skaiCius),
gauname skirtinga teigiamy tikriniy reikSmiy skaicCiy. Nagrinékime atvejj, kai
N = 10 (2.3-2.4 paveikslai). Tikriniy reikSmiy skaicius priklauso nuo g ir 11
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A

f(a)

o wf o

:U R /131
14 . el Sl

4 T MR Pt

140 3 63 - o gst 25,1 28,3
-28 s <

,:t" lﬁ}‘ \[41
7o i\
2.5 pav. Funkcijy f(a) = tg(a/2)

it g(a) = (2/(v + m))(te(ha/2)/h)
grafikai, ¢ia kreivés [1], ... , [5], kai
Y +71=0,82;3;,-3;,—2ir h=1/9
Fig. 2.5. Graphs of functions f(«) =
w(a/2) and gla) = (2/(0 +
~v1))(tg(ha/2)/h), where curves [1], ...,
[5], then vo+71 = 0,8;2;3; —3; —2 and
h=1/9
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b

flc)

U f m,."

5’1 [ 2

:!., |28 B
i A= s

24 p - ey /

15— T =1

0,61, :__- =2t
-0,317 " s a 0
-1,2 Tra -l
’2’1 ¥ ‘\jgf T~
2.6 pav. Funkcijy f(a) = tg(a/2)

ir g(a) = (2/(30 + m))(te(ha/2)/h)
grafikai, ¢ia kreivés [1], ... , [5], kai
Y+71=0,82;3;,-3;,—2irh=1/9
Fig. 2.6. Graphs of functions f(a) =
wa/2) and gla) = (2/(0 +
~1))(tg(ha/2)/h), where curves [1], ...,
[5], then vo+~v1 = 0,8;2;3; —3; —2 and
h=1/9

reikSmiy parinkimo. Gauname, kad kai o+ < 2, tai tikriniy reikSmiy skaicius
yra N/2; kai o +y1 > 2, tai tikriniy reik§miy skai¢ius N/2 — 1. Galime daryti
iSvada, kad didinant g + 71 reikSme, tiksliau, kai v9 + v1 > 2, vienetu suma-
Z¢ja tikriniy reikSmiy skaicius. Nagrinéjamame pavyzdyje (2.3-2.4 paveikslai)
turime, kad vietoje 5 tikriniy reikSmiy, kai yo + 71 < 2, atsiranda tik 4 tikrinés
reik§meés, kai v +v1 > 2.

Taip pat iSnagrinékime atveji, kai /V — nelyginis, N = 9 (2.5-2.6 paveikslai).
Atlikus analogiS$kg analize gauname, kad tikriniy reik§miy skaicius (N — 1)/2,
kai vo + 71 < 2 ir (N — 3)/2, tuo atveju, kai vo + 71 > 2. Taip pat pastebime,
kad kai v9 + y1 > 2, tikriniy reikSmiy skaiius sumazéja vienetu. IS 2.5-2.6
paveiksly matome, kad vietoje 4 teigiamy tikriniy reikSmiy (kai vo + 71 < 2),
atsiranda 3 tikrinés reik§més (kai o + y1 > 2).

ISanalizavus visas teigiamas tikrines reikSmes gauname, kad su visomis g+
1 reikSmémis (2.4)—(2.6) skirtuminis uzdavinys turi tam tikrg skaiciy teigiamyjy
tikriniy reikSmiy, gaunamy i§ (2.20) lygties, priklausanciy nuo ~yy + 1 reikSmeés,
ir tam tikrg skaiciy pastoviyjy teigiamyjy tikriniy reikSmiy, gaunamy i§ (2.22)
lygties ir nepriklausanciy nuo parametro g + 7y; reikSmeés.

Taigi bet kurioms g + 71 ir NV reikSméms suskaiciave visas gautas realias
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tikrines reikSmes (nuline, neigiamas ir teigiamas), gauname, kad bendras realiy
tikriniy reik§miy skaic¢ius yra N — 1, t. y. realiyjy tikriniy reikSmiy skaicius
sutampa su matricos eile. IS to darome iSvada, kad visos tikrinés reikSmés yra
realios, t. y. kompleksiniy tikriniy reikSmiy néra.

Taip pat pastebésime, kad ieSkant teigiamy tikriniy reikSmiy buvo nagrinétas
tik atvejis |1 — @] < 1. Kity atvejy nagrinéti nebereikia, nes suradome visas
N — 1 tikrines reikSmes.

2.4. Kartotinés ir kompleksinés tikrinés reikSmeés

Siame skyriuje nagrinésime tikriniy reik§miy uzdavinj diferencialiniam ope-
ratoriui su viena klasikine salyga kairiajame taSke ir kita nelokaliaja integraline
sglyga, kurioje integruojama ne visame intervale [0, 1] kaip prie$ tai aptartame
atvejyje, o tik jo dalyje [1/4,3/4]

2
= 00<z<1, (2.23)
dz?
u(0) =0, (2.24)
3/4
u(l) = 7/ u(z)dz. (2.25)
1/4

Pritaikius baigtiniy skirtumy metoda (2.23) diferencialinei lygciai, o (2.24),
(2.25) nelokaliosioms integralinéms sglygoms trapecijy formule, §j uzdavinj su-
vedame j skirtumine lygc€iy sistema

Ui—1 — 2U; + Uiyl

™ F o =0,i=1,2,..,N—1, (2.26)
ug = 0, .27
3N/4—1
B UN/4 + U3N/4
uy = ’yh<f + > u> (2.28)
i=N/4+1

Skai¢ius N parinktas taip, kad N/4 buty sveikas skaiCius. IeSkosime skirtuminio
operatoriaus tikriniy reik§miy, t. y. tokiy A reik§miy, su kuriomis tiesiniy algeb-
riniy lygciy sistema turi netrivialy sprendinj. Pasinaudodami ta pacia metodika,
kaip ir prie§ tai aptartame skyriuje, nagrinésime tris atskirus atvejus.
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1 atvejis: A\ = 0.
ISnagrinésime, ar A = 0 gali bati tikriné reikSmé. Kai A = 0, tai (2.26)
lygties bendrasis sprendinys yra

U; = Clih + co.

IS (2.27) salygos gauname, kad cp = 0, tai u; = cyth. IraSe Sig iSraiska i
(2.28) nelokaliaja integraline salyga, turime

N 3N 3N/4-1
Sh+2%h
cgNh = cwh(% + Z z'h>.
i=N/4+1

IS Sios lygybés gauname, kad ’yh% = 1. IS to seka, kad egzistuoja A = 0,
kai v = 4. Galime suformuluoti lemga apie nulinés tikrinés reik§meés egzistavima.

2.3 lema. Skaicius A = 0 yra (2.26)—(2.28) skirtuminio uzdavinio tikriné reikSmé
tada ir tik tada, kai

N =4 (2.29)

2 atvejis: A < 0.
Nagrinésime neigiamas tikrines reik§mes. Siuo atveju turime

h2)\
Uj—1 — 2 (1 - T) u; + uip1 =0,

Gial— 2 > 1,
Ivede paZyméjima

2
1— % = chgh, (2.30)

gauname, kad bendrasis sprendinys yra
U; = clsh(iﬁh) + CQCh(Zﬁh)

I3 (2.27) salygos gauname, kad cp = 0, tai u; = cish(ihf3). Irase Sig iSraiska
i (2.28) nelokaliaja integraline salyga turime, kad



50 2. SKIRTUMINIS TIKRINIY REIKSMIU UZDAVINYS SU NELOKALIOSIOMIS ...

N 3N 3N/4—1
cish(Nh) zyh(clsh(ﬁthﬁ ) zclSh( £hb) | S ash(ing)).
i=N/A+1

Pasinaudosime Zinoma formule Gradstein and Ryzhik (1974)

n_l n—1 ny 1
hky = sh sh =
kz_os T Y S Sy /2)

kuriag naudosime musy gautai sumai apskaiciuoti.

Atlike skaic¢iavimus, gauname tokio pavidalo lygtj

ché = lhcth@shé
2 2 2 4

arba

chg = lshé (ﬁcth@) ,

=575 5 (2.31)

dia %cth% ~ 1, kai Bh — pakankamai mazas skaiCius. Vélgi pastebésime,
kad Si lygtis skiriasi nuo (1.17) lygties, apraSancios diferencialinio operatoriaus
tikrines reikSmes daugikliu %cth%, kuris mazai skiriasi nuo vieneto, kai Sh
pakankamai mazas skaicius.

Taip pat Sig lygtj galime perraSyti kitokiu pavidalu
th— = —ch——+*-. (2.32)

Kompiuterinio modeliavimo metodu gauname, kad Sios lygties vienintel¢ tei-
giama Saknis 0* egzistuoja, kai v > 4. Taigi kai v > 4, skirtuminis operatorius,
apibréztas (2.26)—(2.28) formulémis, turi vieng neigiamg tikrine reikSme, apibreé-
Ziamg lygtimi (2.30), t. y. A = —%sh2%.

Norédami rasti neigiamas tikrines reikSmes, nubraizome (2.32) lygties abiejy
pusiy grafikus prie skirtingy v reikSmiy (2.7 paveikslas). Kaip matome i§ 2.7
paveikslo, grafikai intervale (0,00) nesikerta, kai 0 < v < 4, ir turi viena
susikirtimo taska tuo atveju, jei v > 4. Taip pat kaip ir nulinés tikrinés reik§més
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2.7 pav.  Funkcijy f(5) = th(5/2) ir g(B) = (28/7)ch(B/4)th(h5/2)/(hf5/2)
grafikai, ¢ia kreivés [1], ..., [4], kai v = 2;5;7;10ir h = 1/10

Fig. 2.7. Graphs of functions f(8) = th(8/2) and g(8) =
(28/~)ch(B/4)th(h3/2)/(hB3/2), where curves [1], ... , [4], then v = 2;5;7;10
and h = 1/10

atveju, taip ir neigiamos tikrinés reik§meés atveju galima suformuluoti lemg apie
jos egzistavimo salygas.

2.4 lema. (2.26)—(2.28) skirtuminis uZdavinys turi vienintele neigiama tikrine
reik§Sme A tada ir tik tada, kai

v > 4. (2.33)

3 atvejis: A > 0.
leskosime teigiamyjy tikriniy reik§miy. Siuo atveju turime

h2\
wig — 2 (1 - 7) i + w1 = 0, (2.34)

gial— % <1

Nagrinésime atvejj, kai |1 — %\ < 1. Ivedame pazyméjima: 1 — h2)\/2 =
cosah.

Bendras (2.34) lygties sprendinys yra

u; = cisin(aih) + cacos(aih).
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I§ (2.27) salygos gauname, kad co = 0, tai u; = cisin(iha). Jrase Sig iSraiska
i (2.28) nelokaliaja integraline salyga turime, kad

. /N . /3N 3N/4—-1
c1sin(-ha)) + cysin(*-ha
c1sin(Nha) = yh( isin(g ha) 5 isin(’g ha) + Z clsin(iha)>.
i=N/4+1
(2.35)
Pasinaudojus formule
n—1
. n—1 —ny 1
Z sinky = sin 5 Y- s1n7m
k=0
ir atlikus pertvarkymus, i§ (2.35) lygties gauname dvi lygtis
h h
sin% =0, cos% = %ctg%sin%
arba
sin% — 0, (2.36)
a v, « (ah ah)
Z = Lgin— [ = cto— 2.37
cos2 as1n4 2cg2 , (2.37)
dia a—;ctg%h ~ 1, kai h — pakankamai mazas.
Lygties (2.36) Saknys yra
ap = 2km, k=12, ... K, (2.38)

kurios nepriklauso nuo parametro y reikSmes.

Taip pat nustatysime, kiek (2.37) lygtis turi Sakny pasirinktame intervale.
Zinant Sios lygties $aknis o, tikrinés reikimés \; apskai¢iuojamos pagal formule
Ak = fgsinz%h.

Tikrinéms reik§méms rasti nubraiZzome (2.37) lygties abiejy pusiy funkcijy
grafikus (2.8 paveikslas).

I8 pateikty grafiky nustatysime, kiek (2.37) lygtis turi realiyjy teigiamy Sak-
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2.8 pav. Funkcijy f(a) = cos(e/2) (kreivé [1]) ir g(r) = (v/a)sin(o/4) Y ctg %
grafikai, ¢ia kreives [2], ..., [6], kai v = —6,5;0,8;2;7;32ir h = 1/10

Fig. 2.8. Graphs of functions f(a) = cos(a/2) (curve [1]) and g(a) =
(v/a)sin(a/4)%ctg, where curves [2], ... , [6], then v = —6,5;0,8;2;7;32
and h = 1/10

2

ny intervale (0, N7), t. y. rasime, kiek tikriniy reik§miy, patenkanciy j in-
tervalg (0, N7), turi (2.23)—(2.25) uzdavinys. 2.8 paveiksle pateikti cos(a/2) ir

l .
o S

a ah

T TCtg%h funkcijy grafikai skirtingoms ~y reik§méms (v = —6, 5; 2; 7; 10; 32).

Prie skirtingy v reik§miy yra skirtingas skaicius teigiamy tikriniy reikSmiy A. Ka-
dangi nagrinéjame (2.26)—(2.28) skirtuminj uzdavinj, tai spektro strukturai jtakos
turi ir parametro N parinkimas. Placiau aptarsime atvejj, kai N = 10, ir gautas
iSvadas (2.8 paveikslas).

e Jei 0 < v < 4, tai (2.37) lygtis turi penkias Saknis intervale (0, 107).

Tada galime daryti iSvada, kad misy nagrinéjamas (2.23)—(2.25) uZda-
vinys turi penkias paprastasias tikrines reikSmes, kurios priklauso nuo
parametro y reik§més. Taip pat dar yra keturios pastoviosios tikrinés
reik§més, gaunamos i3 (2.38) lygybés: (2m)2, (47)2, (67)2, (87)2.

Jei v = 4, tai (2.37) lygtis turi keturias Saknis intervale (0,107). Tada
galime daryti iSvadg, kad musy nagrinéjamas (2.23)—(2.25) uzdavinys
turi keturias paprastasias tikrines reikSmes, priklausancias nuo parametro
~ reik§més, vieng nuling tikring reikSm¢ (A = 0) ir dar yra keturios
pastoviosios tikrinés reik§més (27)2, (47)2, (67)2, (87)2.

e Jei 4 < v < 7y, Cia v, = 28,367, tai lygtis (2.37) turi keturias Saknis
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2.1 lentelé. Parametro v reikSmeés, su kuriomis atsiranda kartotinés tikrinés
reikSmés
Table 2.1. Values of parameter v , when there exist multiple eigenvalues

N Y
10 28,367
20 20,587
40 19,393
100 19,049
200 18,999

intervale (0,107). Tada galime daryti i§vadg, kad musy nagrinéjamas
uzdavinys (2.23)—(2.25) turi keturias paprastasias tikrines reikSmes, pri-
klausancias nuo parametro «y reikSmés, taip pat vieng neigiamg tikring
reik§Sme ir keturias pastovigsias tikrines reikSmes.

e Jei v =y, = 28,367, tai lygtis (2.37) turi dvi paprastasias Saknis ir vie-
ng kartoting intervale (0,107). Tada musy nagrinéjamas (2.23)—(2.25)
uzdavinys turi dvi paprastasias tikrines reikSmes ir teigiamaja dukart kar-
totine tikring reik§me, kurios priklauso nuo parametro ~y reik§més, taip
pat vieng neigiamg tikrine reikSme ir keturias pastoviasias tikrines reiks-
mes.

o Jei v > . ~ 28,367, tai (2.23)—(2.25) uzdavinys intervale (0,107) turi
dvi paprastasias tikrines reikSmes, priklausancias nuo v reik§meés, vieng
neigiama tikrine reikSme, keturias pastovigsias tikrines reikSmes. Taip
pat Siuo atveju vietoje kartotinés teigiamosios tikrinés reikSmés atsiranda
dvi kompleksinés tikrinés reikSmeés.

Keiciant parametro N reikSme, pastebétas ir v, kitimas, t. y. didinant N
reik§me, 7, reikSmeé artéja i 18,99 (toks rezultatas buvo gautas diferencialinio
operatoriaus atveju (1 skyrius)). Keletas rezultaty pateikta 2.1 lenteléje.

IStyrus (2.23)—(2.25) uZdavinio spektra galima teigti, kad, priklausomai nuo
parametro -y, esancio (2.25) nelokaliojoje salygoje, reikSmés ir integravimo réZiy
Sioje nelokalioje integralinéje salygoje, be teigiamy tikriniy reikSmiy gali atsirasti
neigiamos, kartotinés ir kompleksinés tikrinés reikSmés. Taigi gauname, kad kaip
ir diferencialinio operatoriaus atveju (1 skyrius), taip ir skirtuminiam operatoriui
gali egzistuoti kompleksinés tikrinés reikSmeés.
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2.5. Antrojo skyriaus iSvados

o ISnagrinéta (2.1)—(2.3) diferencialinio operatoriaus su nelokaliosiomis in-
tegralinémis saglygomis spektro struktiira, jos priklausomybé nuo paramet-
ry 7o, 1 reikSmiy. Taip pat iStirta (2.23)—(2.25) diferencialinio opera-
toriaus su viena klasikine ir kita nelokaligja integraline salyga tikriniy
reik§Smiy priklausomybé nuo parametro v reik§Smés ir integravimo réziy.

« Pateiktas (2.1)-(2.3) ir (2.23)—(2.25) diferencialiniy uZdaviniy suvedimas
i (2.4)—(2.6) ir (2.26)—(2.28) skirtuminiy lygc€iy sistemas atitinkamai ir is-
tirti kokybiniai spektro strukturos pasikeitimai. Atskirais atvejais surastos
tikrinés funkcijos ir tikrinés reikSmeés. (2.1)—(2.3) uzdavinio atveju su-
rastos visos realios tikrinés reikSmeés (nulinés, neigiamos ir teigiamos) ir
iStirta jy priklausomybé nuo parametro /N reik§més parinkimo. Padaryta
iSvada apie kompleksiniy reikSmiy nebuvima. Gauta, kad Siame uzdavi-
nyje egzistuoja tik realiosios tikrinés reikSmés. Nagrinéjant diferencialinj
(2.23)—(2.25) uzdavinj visos realiosios tikrinés reikSmés egzistuoja tik kai
0 < 7 < 7. Prie kai kuriy  gali atsirasti kartotinés ir kompleksinés
tikrinés reik§més. Siy reikimiy atsiradimui jtakos turi ir parametro N
parinkimas.






Tikriniy reiksmiy uzdavinys
diferencialiniam operatoriui su
kintamais koeficientais
integralinése salygose

3.1. Tikriniy reikSmiy uzdavinys diferencialiniam
operatoriui su kintamais koeficientais
integralinése salygose

Siame skyriuje nagrinéjamas tikriniy reik§miy uZdavinys diferencialiniam
operatoriui su nelokaliosiomis integralinémis sglygomis ir kintamais koeficien-
tais jose. Tiriama tikriniy reikSmiy uZdavinio spektro struktura. Atlickama ana-
lizé, kaip tikrinés reik§meés priklauso nuo parametry reikSmiy i§ nelokaliyjy in-
tegraliniy salygy. Buvo atliktas ir apraSytas skaitinis eksperimentas tikrinéms
reik§méms rasti. Analizuojamos kartotiniy ir kompleksiniy tikriniy reikSmiy at-
siradimo ir egzistavimo sritys.

Tikriniy reik§miy uZdavinys nagrinéjamas straipsniuose (Sapagovas 2002b,
2005; Stikonas 2007), kai nelokaliosios salygos yra Bitsadzés ir Samarskio ti-
po; straipsnivose (Ciegis et al. 2002; Peciulyté et al. 2005; Sapagovas 2005,
2008), kai nelokaliosios salygos yra integralinés. Siame disertacijos skyriuje
nagrinéjamas tikriniy reikSmiy uzdavinys paprastajam diferencialiniam operato-
riui su nelokaliosiomis kraStinémis salygomis, kai kintami koeficientai yra Siose
salygose. Toks atvejis, t. y. uzdavinys su kintamais koeficientais i$ nelokaliyjy
salygy, matematinéje literatliroje yra maZiau nagrinétas, o teoriniy tyrimy apie

57
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spektro struktiirg Siuo atveju praktiSkai néra. Skyriuje tirsime, kada atsiranda nu-
liné, neigiamos, teigiamos, taip pat kartotinés ir kompleksinés tikrinés reikSmeés.
Kompleksiniy tikriniy reikSmiy atsiradimas nagrinéjamas per kartotiniy tikriniy
reik§miy pasirodymg. Norint atlikti i§samesne analize, Siame skyriuje tiriamas
tiek diferencialinis, tiek skirtuminis atvejai. Pagrindiniai skyriaus rezultatai at-

eve—

3.2. Uzdavinio formulavimas

Nagrinékime tikriniy reikSmiy uzdavinj diferencialiniam operatoriui su nelo-
kaliosiomis integralinémis salygomis

2
%+)\u:0,0<x<1, 3.1)
1
u(0) :71/ a(x)u(zr)de, (3.2)
0
1
u(l) =72 /O Bla)u(w)da, (3.3)

¢ia 1, 2 — duoti parametrai, o «(x), B(x) — duotos svorinés funkcijos.

Siame skyriuje tirsime spektro struktiirg ir parametry i§ nelokaliyjy salygy
jtakg tikriniy reikSmiy pasiskirstymui. Tikriniy reik§miy analizé diferencialiniam
operatoriui su nelokaliosiomis integralinémis salygomis yra glaudZiai susijusi su
skirtuminiy schemy parabolinéms lygtims stabilumu, diferencialinio uzdavinio
sprendinio egzistavimo ir vienaties klausimais ir skirtuminiy schemy sprendi-
mu iteraciniais metodais. Tirsime (3.1)—(3.3) uZdavinio stabilumo sritj. Siame
skyriuje skaitiSkai nagrinésime (3.1) uzdavinj su tam tikromis konkreciomis ne-
lokaliosiomis salygomis.

3.3. Spektro strukturos analize

Analizuokime (3.1) vienamatj tikriniy reik§miy uZdavinj su nelokaliosiomis
kraStinémis salygomis

1
w(0) = /0 (1+ biz)u(z)dz, (3.4)
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1
u(l) = 72/0 (1 + box)u(z)de, (3.5)

¢ia v, 2, b1, be yra duoti parametrai. Tokio tipo funkcijy a(z), 5(z) iSraiskos
sutinkamos daugelyje praktiniy uzdaviniy.

Tirsime tikrines reikSmes. Tuo tikslu bus nagrinéjami trys atskiri atvejai.
1 atvejis: A\ = 0. Pirmiausia apibréSime sglygas, kada (3.1), (3.4), (3.5)

uzdavinio tikrin¢ reikSme yra lygi nuliui.

3.1 lema. Bitinos ir pakankamos salygos, kad (3.1), (3.4), (3.5) uzdavinio tikriné
reik§mée buty lygi nuliui, A = 0, yra

172 gl by 1 by B
2 (b —bo) + 2 <1+ 3>+’y2<2+ 3> 1=0. (3.6)

Irodymas. Siuo tiriamu atveju A = 0, tada bendrasis (3.1) diferencialinés
lygties sprendinys yra

u(x) =1z + ¢

visoms laisvai pasirinktoms konstantoms c; ir co.
Irade §j sprendinj i (3.4) ir (3.5) nelokaligsias salygas, gauname tokig lygciy

sistema:
1 b b
02:"}/1<Cl<§+§1> +02<1+51>>,
1 b b
Cl+02:’}/2<61<§+§2> +02<1—|—E2>>.

(3.1), (3.4), (3.5) uzdavinio tikriné reikSmé A\ yra lygi nuliui, jei (3.7) lyg-
Ciy sistema turi netrivialy sprendinj. Kad biity tenkinamos Sios salygos, (3.7)
sistemos determinantas turi buti lygus nuliui

1 b b1
’Yl<§+§> ’Yl<1+5>—1

1 by by
72<§+§>_1 ’Y2<1+5>—1

Atlike pertvarkymus, gauname (3.6) lygtj. Lema jrodyta.

(3.7)
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AN

S
v B o o o=

a0
S ® 9 & N

3.1 pav. Hiperbolé (3.6) ir sritys S, So, 3.2 pav. Tiesé (3.6), kai by = b, =0
S3, kai by = —by =1 Fig. 3.2. Line (3.6), when by = by =0
Fig. 3.1. Hyperbola (3.6) and areas S,

52, 53, when bl = —b2 =1

Koordinaciy plokStumoje (v1,72) (3.6) lygtis apraso hiperbole (3.1 paveiks-
las). Priklausomai nuo parametry b; ir by reikSmiy, $i hiperbole gali peraugti j
tiese (3.2 paveikslas).

3.1 lemoje buvo gauta, kad taske, priklausanc¢iam hiperbolei (arba tiesei), A =
0 yra tikriné reikSmeé. Dvi hiperbolés Sakos dalina visa koordinaciy plokStuma
(v1,72) i tris sritis Sy, So, S3 (3.1 paveikslas). Tuo atveju, kai i§ (3.6) lygties
vietoje hiperbolés gauname ties¢, koordinaciy sritis dalinama j dvi begalines
sritis. ISsamesne spektro analize atliksime 3.4 poskyryje.

2 atvejis: A > 0. Tirsime teigiamas tikrines reikSmes.

3.2 lema. (3.1), (3.4), (3.5) diferencialinis uZdavinys turi teigiamas tikrines reiks-
mes
Ak = a%,

kai oy, yra lygties

by — by (2 i
Y172 ! 5 2(—(cosa—1)—|—sina> +ﬂ<cosa+b1(sma —1> _1>_
« « (% (%

B(l —cosa—{—bg(Slna —cosoz)) +sina =0
«o o

3.8)
Saknys intervale « € (0, 00).
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Irodymas. Jei A > 0, tai bendrasis (3.1) lygties sprendinys yra
u(x) = cycosax + cosinar,

Siaa=vV\>0.
Naudodami prie§ tai apraSyta metodika, §j sprendinj jraSome j (3.4) ir (3.5)
nelokaligsias integralines salygas. Atlike pertvarkymus, gauname lygciy sistema

( 71( . <cosa . 1>>
c1 = c¢;— | sina + by + sine — — | |+
«@ « «

+c2ﬂ <1 — cosa + by (w + cosa> ) ,
« Q@

. "2 . cosw . 1
€1C08c + cosina = ¢ — | sina + by + sina — — | |+
Q@ « «

+c2E <1 — cosa + by (% — cosa> ) .
« «

Sios sistemos determinantas turi biiti lygus nuliui. Determinanty prilygine
nuliui ir atlike skai¢iavimus, gauname (3.8) lygtj. Lema jrodyta.

(3.8) lygtis gali turéti begalinj skaiciy Sakny.
3 atvejis: A\ < 0. ApraSysime trecigjj atvejj — neigiamas tikrines reikSmes.

3.3 lema. (3.1), (3.4), (3.5) diferencialinis uzdavinys turi neigiamas tikrines reiks-
mes

Ak = _ﬁ]%7
kai O > 0 yra lygties

71’72b1ﬁ—2b2 <%(chﬁ— 1) — shﬁ) +%<1 — chB + by <1 _ %»_

2 (chg—1+40 <chﬁ—%>>+8hﬁ:0
5 <° ’ B
(3.9)

Saknys intervale 5 € (0, 00).

Irodymas. Sios lemos jrodymui taikome tokj patj principa, kaip ir 3.1, 3.2
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lemy jrodymui. Kai A < 0, tai bendrasis (3.1) lygties sprendinys yra
u(x) = cichfBz + coshfz.

IraSe bendrajj sprendinj j (3.4) ir (3.5) nelokaliasias integralines salygas tu-
rime

c] =c1— 3 <shﬂ+bl <shﬂ+ _Chﬁ>> +02 B <ch6— 1+

g
#bn (ens - 27)).

cichf + cash = 01% sh@ + ba | shf + ! _;hﬁ>>+

| +co— 3 <Chﬁ — 14 bo <Ch Sgﬁ>>

Prilygine Sios lyg€iy sistemos determinantg nuliui ir atlike skai¢iavimus, gau-
name (3.9) lygtj. IS to seka, kad lema jrodyta.

Po atliktos analizés randame nuline, neigiamas ir teigiamas tikrines reikSmes,
atitinkamai i§ (3.6), (3.8) ir (3.9) lygciy. ISsamesne tikriniy reikSmiy analizg
apraSysime 3.4 poskyryje pasitelke skaitinius eksperimentus.

3.4. Skaitiniai eksperimentai

Turime (3.1)—(3.3) diferencialinj operatoriy su nelokaliosiomis integraliné-
mis salygomis. Mus domina tikriniy reikSmiy strukttra. Norint atlikti iSsamesne
spektro analize, buvo atliktas skaitinis eksperimentas. Analizuojama paramet-
ry i, 7o jtaka tikriniy reikSmiy pasiskirstymui. Stebimi neigiamy ir teigiamy
tikriniy reik§miy skai¢iaus poky&iai. Siam tikslui skaiti$kai nagrinésime atvejj,
kai turime (3.1) diferencialing lygtj ir (3.4), (3.5) nelokaligsias salygas, kuriose
by = —by = 1. Siame poskyryje pristatysime skaitinio eksperimento rezultatus.

Norédami iStirti nelokalaus uZdavinio spektra, ieSkome visy tikriniy reik§miy
(nulinés, neigiamy ir teigiamy). Svarbu iStirti, ar yra kompleksiniy tikriniy reiks-
miy. Trumpai apraSysime, kaip ir kada atsiranda kompleksinés tikrinés reikSmeés.
Tuo tikslu tirsime kartotiniy tikriniy reik§miy atsiradimo sritis.

Nulines tikrines reikimes gauname i (3.6) lygties. Si lygtis apraSo hiperbole
(3.1 paveikslas). Jei taSkas (71,72) priklauso $iai hiperbole, tuo atveju A = 0
yra (3.1), (3.4), (3.5) uzdavinio tikriné reik§mé.
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3.3 pav. Funkcija f(8,71,72), b1 = 3.4 pav. Funkcija f(8,71,72), b1 =
_b2 - 19 ’Yl - 19 FYQ - 0589 (71772) € _b2 - 19 "Yl - 17 FYQ - 1;59 (71772) €
Ss. Néra Sakny intervale 5 € (0, 00) S3. Viena Saknis intervale 5 € (0, c0)
Fig. 3.3. Function f(8,71,72), b1 = Fig. 34. Function f(8,71,72), b1 =
—bo=1m=117=08 (11,72) € —bo=1m=111 =15 (1,72) €
S5. There are no roots in the interval S3. There is one root in the interval
B € (0,00) B € (0,00)

Kaip buvo minéta anksciau, hiperbolés (3.6) Sakos visa koordinaciy ploks-
tumg (71,72) dalina j tris sritis Sy, Sa, S3 (3.1 paveikslas, sritys Sy, Sa, S3).
Taskas (y; = 0,72 = 0) priklauso sri¢iai So (kai by = —by = 1). Skirtingoms
b1, by reik§méms taskas (y; = 0,v2 = 0) gali priklausyti ir kitoms sritims. Sritj
So nuo kity sri¢iy Sy ir S5 skiria hiperbolés Sakos. Nagrinéjamu atveju reiks-
mems ~; ir 2 i§ srities Sy néra neigiamy tikriniy reikSmiy. Reik§méms (71, v2)
i§ sriciy Sy ir S3 (3.1), (3.4), (3.5) uZdavinys turi vieng neigiamg tikrin¢ reikSme,
kuri yra gaunama i8 (3.9) lygties. Kitaip tariant, kai kintant reikSméms ~1, ¥2
arba bent vienai i§ jy taskas (-1, y2) pereina i§ Sy | Sy (arba S3), viena teigiama
tikriné reik§mé i§ pradZiy virsta nuline (kai (1, 72) priklauso hiperbolei), o po
to tampa neigiama tikrine reikSme.

3.3 ir 3.4 paveiksluose pavaizduotas neigiamos tikrinés reikSmés atsiradimas.
Siuose paveiksluose funkcija f(3,71,72) yra (3.9) lygties kairioji pusé. I3 3.3
ir 3.4 paveiksly galima matyti, kaip, keiiant parametro 7, reikSme, atsiranda
neigiama tikriné reikSmeé (3.4 paveikslas, kai v > 1).

3.5 ir 3.6 paveiksluose pavaizduotas funkcijos f(«,~1,72) grafikas (kairé
(3.8) lygties puse). IS (3.8) lygties gauname teigiamas tikrines reikSmes. Visos
realios tikrinés reikSmés srityje S yra teigiamos. Pastebime, kad srityse S ir
Ss egzistuoja viena neigiama tikriné reikSmé, o kitos realiosios tikrinés reik§més
yra teigiamos (3.3-3.6 paveikslai).
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3.5 pav. Funkcija f(a,y1,72), b1 = —=bo = 1, v1 = 1, 79 = 0,8, (y1,72) € S ir
a € (0,107). Yra 9 Saknys intervale o € (0, 107)

Fig. 3.5. Function f(a,vl,vg), by = —bs=1, 11 =1, v% =0,8, (’71,’72) € Sy and
« € (0,107). There are 9 roots in the interval « € (0, 107)
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3.6 pav. Funkcija f(co,71,72), b1 = —ba = 1, v1 = 1, vo = 1,5, (7,72) € S; ir
a € (0,107). Yra 8 Saknys intervale o € (0, 107)

Fig. 3.6. Function f(a,vl,vg), by = —bs=1, 11 =1, % = 1,5, (’71,’72) € S3 and
« € (0,107). There are 8 roots in the interval « € (0, 107)

Paanalizuokime kompleksines tikrines reik§mes. ISsiaiskinkime, kada ir kaip
tokios tikrinés reikSmeés atsiranda. Naudojant kompiuterinj modeliavimag, galima
pastebéti, kad egzistuoja kompleksinés tikrinés reikSmes. Tokig situacija galime
stebéti 3.7, 3.8, 3.9 ir 3.10 paveiksluose. Jei parametry y;,y2 reikSmes keiciame
taip, kad taskas (1, 2) juda tolyn nuo tasko (0, 0) kokia nors kryptimi (NW arba
SE kryptimis), tada dvi skirtingos realios Saknys (3.7 paveikslas) i$ (3.8) lygties
susilieja j vieng realig kartoting Saknj (3.8 paveikslas). Jei kei¢iame parametry
Y1, Y2 reikSmes toliau, tai tada Si kartotiné Saknis, gauta iS (3.8) lygties, gali
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3.7 pav. Funkcija f(a,71,72), b1 =
by =1 m=17=-3 (1.7 €
Sg ir @ € (0,107). Intervale o € (0, c0)
néra kompleksiniy Sakny

Fig. 3.7. Function f(a,7y1,7%2), b1 =
~by=1,m =19 =-3 (11,7) €
Sy and o € (0,10m). There are no
complex in the interval o € (0, co0) roots

ol

3 ox 176 15 1?8 2 25',41 8P ayd &
VIV VIV

3.8 pav. Funkcija f(a,71,72), b1 =
—bg = 1, Y1 = 1, Yo = —3,977;
(m1,72) € Sz ir @ € (0,107). Intervale
a € (0,00) yra viena kartotiné Saknis

Fig. 3.8. Function f(a,7y1,7%2), b1 =
—bQ = 1, Y1 = 1, Yo = —3,977,
(’71,’)/2) € Sy and o € (0,107‘1’). The-
re is one multiple root in the interval

a € (0,00)

pereiti j dvi jungtines kompleksines Saknis (3.9 paveikslas). Taip keiCiant 71, v
reik§mes, susidaro situacija, kai turésime vieng kartoting ar dvi kompleksines
Saknis (3.10 paveikslas).

Norint i§samiau istirti (3.1), (3.4), (3.5) nelokalaus uzdavinio spektra buvo
atliktas skaitinis eksperimentas. Naudojant kompiuterinj modeliavima, buvo gau-
ta daug kartotiniy ir kompleksiniy tikriniy reikSmiy i$ (3.8) lygties srityje So prie
skirtingy nelokaliyjy salygy (3.11, 3.12 ir 3.13 paveikslai). Hiperbolés Sakos rodo
nulines tikrines reikSmes (juodos kreives). Kitos kreives (pilkos kreivés) atvaiz-
duoja kartotines tikrines reikSmes. Pilka spalva paZymétose srityse visos tikrinés
reik§més yra realios ir teigiamos. Cia néra kompleksiniy tikriniy reik§miy. Sios
zonos Zymi skirtuminiy schemy parabolinéms lygtims su nelokaliosiomis saly-
gomis stabilumo sritj. 3.11, 3.12 ir 3.13 paveikslai rodo, kad stabilumo srities
konturas apibréZiamas pakankamai sudétingai. Visais trimis atvejais II ir IV
koordinaciy sistemos ketvir¢iuose arti koordinaciy pradZios nepavyko rasti stabi-
lumo srities konturo, t. y. kreiviy, apribojanciy Sig sritj. Gauta, kad skirtuminio
uZdavinio spektras neturi neigiamy tikriniy reik§miy, esant pakankamai dideléms
absoliuciu dydziu ~y; ir o reikSméms, jei jos yra prieSingy Zenkly, o jy reikSmeés
absoliutiniu dydZiu yra artimos, pvz.: 73 = —7s.
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3.9 pav. Funkcija f(a,71,72), b1 =
—by=1,71=1,7=-4,4; (11,72) €
Sg ir @ € (0,107). Intervale o € (0, 00)
yra 2 kompleksinés Saknys

Fig. 3.9. Function f(a,71,72), b1 =
—be=1,m=17=—-44 (n,7) €
Sz and « € (0, 107). There are 2 comp-
lex roots in the interval « € (0, c0)
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3.10 pav. Funkcija f(o,v1,72), b1 =
—bQ = 1, Y1 = 1, Y2 = —10,1;
(m1,72) € Sa ir @ € (0,107). Intervale
a € (0, 00) yra kartotiné ir 2 kompleksi-
nés Saknys

Fig. 3.10. Function f(«o,71,72), b1 =
—bQ = 1, Y1 = 1, Y2 = —10,1;
(71,72) € S2 and « € (0,107). The-
re are 2 complex roots and one multiple
root in the interval o € (0, c0)

Taip pat i§ Siy paveiksly matyti, kad kai by — 0 ir by — 0, tai stabilumo
sritis didéja, t. y. pleciasi ir artéja prie atvejo, kai by = by = 0, kuris buvo
nagrinétas pirmajame ir antrajame disertacijos skyriuose.

I§ atliktos iSsamios analizés galime daryti iSvadas, kad tiek diferencialinio,
tiek skirtuminio operatoriaus spektras gali buti labai sudétingas ir jdomus, pri-
klausomai nuo parametry i, 2 i§ nelokaliyjy integraliniy salygy reikSmiy. Tik-
riniy reik§miy tyrimas yra labai svarbus skirtuminiy schemy parabolinéms lyg-
tims su nelokaliosiomis salygomis stabilumo analizei. Tokiy skirtuminiy schemy
stabilumo tyrimas placiau aptariamas Sios disertacijos SeStajame skyriuje.



3. TIKRINIY REIKSMIU UZDAVINYS DIFERENCIALINIAM OPERATORIUL... 67

T2
401

0 30 oY

-40+

3.11 pav. UZdavinio (3.1), (3.4), (3.5)
kartotinés teigiamos tikrinés reikSmés
(pakankama stabilumo sritis), kai by =
—by =1

Fig. 3.11. Positive multiple eigenvalues
of the problem (3.1), (3.4), (3.5) (suffici-
ent stability area), when by = —bs = 1

3.12 pav. UZdavinio (3.1), (3.4), (3.5)
kartotinés teigiamos tikrinés reikSmés
(pakankama stabilumo sritis), kai b; =
—by =0,2

Fig. 3.12. Positive multiple eigenvalues
of the problem (3.1), (3.4), (3.5) (suffici-
ent stability area), when by = —by = 0,2

3.5. Apie vieng diferencialinj uzdavinj su kintamais

koeficientais

3.5.1. Diferencialinio uzdavinio nagrinéjimas

Nagrinésime tikriniy reikSmiy uzdavinj (3.1) diferencialinei lygciai su nelo-

kaliosiomis sglygomis

1
aqu(0) = 71/ u(x)dx, (3.10)
0

1
agu(l) = 72/ zu(x)dx, (3.11)
0

¢ia v1, 2, a1, oo yra duoti parametrai.

Tokio tipo nelokaliosios salygos, kuriose integralai gali biiti interpretuojami
kaip nulinés ir pirmosios eilés momentai, sutinkamos techninio profilio taiko-

muosiuose uzdaviniuose.
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3.13 pav. UZdavinio (3.1), (3.4), (3.5) kartotinés teigiamos tikrinés
reik§més (pakankama stabilumo sritis), kai by = —by = 0,05

Fig. 3.13. Positive multiple eigenvalues of the problem (3.1), (3.4),
(3.5) (sufficient stability area), when by = —bs = 0,05

Naudodami prie§ tai aptarta metodika, tirsime tris (nulinés, neigiamy ir tei-
giamy) tikriniy reikSmiy atvejus. Suformuluokime lema apie (3.1), (3.10), (3.11)
uZdavinio nulinés tikrinés reik§meés egzistavimo salygas.

3.4 lema. Bitinos ir pakankamos salygos, kad (3.1), (3.10), (3.11) uZdavinio
tikriné reik§me buty lygi nuliui, A = 0, yra

Y172 (%) aq
—_— = =y — — =0. 3.12
D 5 1T 3 + aron (3.12)

Jrodymas. Kadangi A = 0, tai bendrasis (3.1) diferencialinés lygties spren-
dinys yra

u(x) = 1z + e,
visoms laisvai parinktoms konstantoms c; ir ca.

IraSe §j sprendinj j (3.10) ir (3.11) nelokaligsias salygas, gauname tokig lygciy
sistema:
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c1
Q1C2 =71 (5 + 02),

(3.13)

(e
052(014-02)—")/2(3 + 2).

(3.1), (3.10), (3.11) uzdavinio tikriné reikSmé A yra lygi nuliui, jei (3.13)
lyg€iy sistema turi netrivialy sprendinj. Tuo tikslu (3.13) sistemos determinantg
prilyginame nuliui

il
9 ar—m
D - = 07
S T D)

o i§ to seka, kad teisinga (3.12) lygtis. Lema jrodyta.

h

3.14 pav. Hiperbolé (3.12) ir sritys S, Sa, S3, kai a1 = ag =1
Fig. 3.14. Hyperbola (3.12) and areas S7, So, S3, when a; = as =1

(3.12) lygtis koordinaciy plokStumoje (71,72) apraso hiperbole (3.5.1 pa-
veikslas).
Suformuluosime i§vadas apie nuling tikring reik§me:
e jei a1 = ao = 1, tai nuliné tikriné reikSmé A\ = 0 egzistuoja, kai taskas
(71, 72) priklauso hiperbolei;

o jeia; =ap =0, tai A #0;

1
e jei g =0, ap =1, tai A = 0 yra tikriné reikSme, kai % — 571 =0,
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ty 72 =06
1
e jeiag =1, ag = 0, tai A = 0 yra tikriné reikSmé, kai % — g’}’g =0,
t.y. v =4

Nagrin¢kime teigiamas tikrines reikSmes.

3.5 lema. (3.1), (3.10), (3.11) diferencialinis uZdavinys turi teigiamas tikrines
reikSmes
Ak = O‘%v

kai o yra lygties

sina fcosa  Sina 1—cosa(sina 1—cosa
o o « o « «
1 —cos« sin® av cosa  sina .
+agy | ——— cosav — + a17y9 — + ajassina =0
« « o

a2
(3.14)

Saknys intervale « € (0, 00).
Irodymas. Jei A > 0, tai bendrasis (3.1) lygties sprendinys yra
u(x) = cycosax + cosinar,

Sia o = V> 0.
Si sprendinj jragome j (3.10) ir (3.11) nelokaligsias integralines salygas. Tu-
rime spresti lygciy sistema

sina 1 — cosa
c2 ),

a1C2 =N 1+
(6% (6%

Q2C1C08Q + (ipcosina =

sina 1 — cosa sine  cos«
=72\ C1 — 3 + C9 —5 .
« « « «

Norédami rasti nenulinj sprendinj, Sios sistemos determinantg prilyginame
nuliui ir, atlike skaiciavimus, gauname lygtj (3.14). Lema jrodyta.
ISvada. Jei o = g = 0, tai lygtis (3.14) virsta

sino [ cosay  sina 1 — cosa [/ sinc 1 — cosa 0
o o o? o o o?
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lygtimi, kurig galima suvesti j dvi sekancias lygtis
n® 0 . Y
sin— = — ==
2 Y g 2 2 )
i§ kuriy randame teigiamas tikrines reikSmes.

IStirsime neigiamy tikriniy reik§miy egzistavimo salygas.

3.6 lema. (3.1), (3.10), (3.11) diferencialinis uZdavinys turi neigiamas tikrines
reikSmes

Ak = _ﬁ]%7
kai 3 > 0 yra lygties

(350 By (o))
N\ I\ T B 5\ i

_ in2
- <1 Chﬁchﬁ N sin ﬁ) o <chﬁ shi3

5 5 5 W) Fotashf =0

(3.15)
Saknys intervale 5 € (0, 00).

Lemos jrodymas yra analogiSkas kaip ir prieS tai nagrinétos 3.5 lemos.
ISvada. Jei oy = g = 0, tai (3.15) lygtis jgauna pavidalg

shi (chf  shB\  1—chd(sh3 1-—chg) _
5( >+6<6+62>0'

g p?
Siuo atveju néra neigiamy tikriniy reik§miy. Tai galima jrodyti i§ lyg¢iy

=0, ml =0
2 2 2

I8tyrus visas (3.1), (3.10), (3.11) diferencialinio uZdavinio tikrines reikSmes,
seka, kad nuling, neigiamas ir teigiamas tikrines reikSmes gauname atitinkamai
i§ (3.12), (3.14), (3.15) lygciy.

Paanalizuokime hiperbolés reikSme Sio uzdavinio atveju. TaSkuose, priklau-
sanciuose hiperbolés Sakoms (3.12), egzistuoja nuliné tikriné reik§meé, tai seka i$
3.4 lemos. Dvi hiperbolés $akos dalina visg koordina¢iy plokStumg (vy1,72) | tris
neapibréztas sritis S1, Sa, S3 ( 3.5.1 paveikslas). Taskas (y; = 0,72 = 0) yra
srityje S7. Visos realiosios tikrinés reik§més §ioje srityje yra skirtingos ir tei-
giamos. Srityje S egzistuoja viena neigiama tikriné reikSme, o srityje S3 — dvi
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neigiamos tikrinés reikSmés. Visos kitos realiosios tikrinés reikSmés, esancios
srityse Sy ir S3, yra teigiamos.

3.5.2. Skirtuminio uzdavinio tyrimas
Nagrinéjama (3.1), (3.10), (3.11) diferencialinj uzdavinj spr¢sime baigtiniy

skirtumy metodu. Sj uZdavinj aproksimuojame skirtuminiy lyg¢iy sistema

Ui—1 — 2U; + U1

e + A =0,i=1,2..,N—1, (3.16)
ug + un =
arug = Y1k <°T + ) uk> , (3.17)
k=1
un N-1
asuy = Yoh (7 + ; khuk> . (3.18)

Tirsime §io skirtuminio uZdavinio spektra, t. y. rasime visas (3.16)—(3.18)
uzdavinio tikrines reikSmes. Kaip ir diferencialiniam, taip ir skirtuminiam uzda-
viniui nagrinésime tris atvejus. Suformuluosime lemas apie nulinés, teigiamy ir
neigiamy tikriniy reik§miy egzistavima.

1 atvejis: A = 0. Rasime sglygas, su kuriomis A = 0 yra (3.16)—(3.18)
uzdavinio tikriné reikSmé.

3.7 lema. Bitinos ir pakankamos salygos, kad (3.16)—(3.18) uZdavinio tikriné
reik§mée buty lygi nuliui, A = 0, yra

1 h2 (6 %) 1 h2
Y172 (ﬁ + f) —o N T <§ + f) +aras = 0. (3.19)

Jrodymas. Kadangi A = 0, tai bendrasis (3.16) skirtuminés lygties sprendi-
nys yra

u(z) =ciith+co, 1=1,2,.... N

visoms laisvai parinktoms konstantoms c; ir ca.

IraSome §j sprendinj j (3.17), (3.18) salygas ir gauname lygCiy sistema
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C1
Q1C2 =71 <§ + Cz);

as(c1 + ) = 7ac }—i-h—z + c1
2(C1 2—’Y213 6 7222-

Sios sistemos determinanta prilyginame nuliui

e

5 ar —M
1 + h2 Y2
Qg — 72 3 6 &%) 5

IS Cia seka, kad teisinga (3.19) lygtis. Lema jrodyta.

2 atvejis: A\ > 0. Teigiamy tikriniy reikSmiy nagrinéjimas.

3.8 lema. (3.16)—(3.18) uzdavinys turi teigiamas tikrines reikSmes, priklausancias

nuo parametry -y, 2 reikSmiy,

4 h
Ak = ﬁsin2a%,

kai a4, yra lygties

2

s <sin04cosaA2 _ sin * 4B+ sin a(1 — cos ) e (1 —cosa)

a? o? o? s’

cosa(l — cosa sin? o cos & sin «v
+Oé27114< ( ) _ 5 > +04172< A— B>—|—

« « «

+aragsina = 0,

Cia A = 1/a—2htg%h, B= l/ﬁsinzo‘—zh,
Saknys intervale o € (0,4/h?).

Irodymas. (3.16) skirtumine lygtj perraSome pavidalu

h2\
Uil — 2 <1 - T) u; + w41 = 0.

(3.20)

Jei A >0, tai 1 — % < 1. Nagrinésime atvejj, kai |1 — %| < 1. Jvedame
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pazyméjima: cosah =1 — h2\/2.
IS to seka 1 .
_ 2 Yk
)\k ﬁ in T

Bendrasis (3.16) lygties sprendinys yra
u; = cicos(aih) + cosin(aih).

Irase Sia iSraiSka j (3.17), (3.18) nelokaligsias integralines salygas ir atlike
skai¢iavimus, gauname

sina 1 — cosa
< ’71—A> C1—M" (%.Z)ACQ = 0,

sina 1 — cosa . sina
<agcosa —yo—A+ 723> c1 + <a251na — 2—B+
« «

Cos«

+72

A>62 = 0,
Cia A = 1/ahtg°‘h B = 1/—2—gs1n2 2h

IS Sios sistemos gauname tokio pavidalo determinanta, kurj prilyginame nu-
liui, norédami rasti nenulinj sprendinj

sina 1 — cosa

mmATT A
a a
. 1 ) =0.
Q2COoSQY — Y2 <SmaA _ (;OSO‘B> agsina + 7 <COSaA - Slnz()g B>
« o o -

IS ¢ia gauname (3.20) lygtj. Lema jrodyta.

3 atvejis: A\ < 0. Suformuluokime lemg apie (3.16)—(3.18) uzdavinio nei-
giamy tikriniy reikSmiy egzistavimo salygas.

3.9 lema. (3.16)—(3.18) skirtuminis uzdavinys turi neigiamas tikrines reikSmes

6kh

A = — 5

h? R

kai O > 0 yra lygties
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N <ﬁ <%A2 - %AB> L l=chs <%A2 41z ChﬁAB)) -

B\ B 3 B B 32
2 [e—
_azfylA(Shﬁﬁ + 1 ﬁChﬁch[i) — 172 <% — S;—fB) + aqaashf = 0,
(3.21)

Saknys intervale 5 € (0, 00).

Lemos jrodymas analogiSkas lemos 3.8 jrodymui.

Jei ah yra pakankamai mazas teigiamas skaiius, tai A(ah) ~ 1, B(ah) ~ 1.
Tada, kai h pakankamai maZzas teigiamas skaiCius, tai (3.20) lygties sprendinys
artéja j (3.14) lygties, kuri gauta 3.5 lemoje, sprendinj. Tokig pacig iSvada galime
daryti ir apie neigiamas tikrines reikSmes, t. y. jei h yra pakankamai maZas
teigiamas skaiCius, tai (3.21) lygties sprendinys artéja j (3.14) lygties, iS 3.6
lemos, sprendinj.

Diferencialiniam uZdaviniui (3.14) lygtis turi be galo daug Sakny intervale
(0,00), t. y. (3.1), (3.10), (3.11) uZdavinys turi be galo daug tikriniy reiks-
miy. Kai nagrinéjamas (3.16)—(3.18) skirtuminis uzdavinys, tai (3.20) lygtis turi
baigtinj skai¢iy Sakny intervale (0, N) ir Sis Sakny skai¢ius néra didesnis nei
N — 1. Taigi tiriant (3.16)—(3.18) skirtuminj uZdavinj galime rasti visas (nuli-
ne, teigiamas, neigiamas) tikrines reikSmes, atitinkamai i§ (3.19), (3.20), (3.21)
lygéiy.

3.6. Trec€iojo skyriaus iSvados

e ISnagrinétas tikriniy reikSmiy uzdavinys diferencialiniam operatoriui su
kintamo svorio integralinémis salygomis. ISanalizuota spektro strukti-
ros priklausomybé nuo parametry 1, o reikSmiy. Jrodytos lemos apie
nulinés, neigiamy ir teigiamy tikriniy reikSmiy egzistavimo salygas. Api-
brézta ir iSanalizuota hiperbolés reik§me tikriniy reikSmiy pasiskirstymui
ir stabilumo analizei.

o Siame skyriuje apraytas ir iSnagrinétas skaitinis eksperimentas neigia-
moms, teigiamoms, kartotinéms ir kompleksinéms tikrinéms reikSméms
rasti. Apibrézta sritis, kurioje visos tikrinés reik§més yra realios ir tei-
giamos.






Diferencialiné lygtis su kintamais
koeficientais

4.1. Diferencialiné lygtis su kintamais koeficientais

Tikriniy reikSmiy uzdavinys diferencialiniam operatoriui su nelokaliosiomis
integralinémis salygomis ir kintamais koeficientais, kai kintami koeficientai yra
diferencialinéje lygtyje, mokslinéje literatiiroje néra placiai iSnagrinétas uzdavi-
nys. Yra iStirti tik kai kurie atskiri atvejai (Bandirskii er al. 2006; Bandirskii
and Makarov 2000; Ionkin and Valikova 1996; Sajavicius and Sapagovas 2009;
Shkalikov 1982).

S. Sajaviciaus, M. Sapagovo (2009), N. L. Ionkino, E. A. Valikovos (1996)
straipsniuose nagrinéjami nelokalieji tikriniy reikSmiy uZdaviniai su kintamais
koeficientais, esanciais diferencialinéje lygtyje.

S. Sajaviciaus, M. Sapagovo straipsnyje (2009) apraSytas tikriniy reikSmiy
uZdavinio
du

d
—_— [ — 1
i <p($)dx) A, 0 <z <1,

1

u0) = [ uta)ds,
1

u(l) = 72/0 u(x)dx.

77
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ia p(x) > po > 0, 70,71 € R, tyrimas.

Diferencialinis uZdavinys suvedamas j skirtuminiy lygciy sistemg ir ji anali-
zuojama. Pateikiami skaitinio eksperimento rezultatai, kurio metu buvo tiriamas
skirtuminio uzdavinio spektras prie tam tikry kintamyjy koeficienty reikSmiy.

Ketvirtajame disertacijos skyriuje nagrinéjamas tikriniy reikSmiy uZdavinys
vienmaciam diferencialiniam operatoriui su kintamais koeficientais ir nelokalio-
siomis integralinémis sglygomis. PradZioje teoriSkai nagrinéjama tikriniy reiks-
miy priklausomybé nuo funkcijos p(z) tipo (simetriné, monotoniskai didéjanti ar
monotoniskai mazZéjanti). Véliau Sis uZdavinys sprendZiamas skaitiSkai. Taip pat
atlikta analize, kaip tikrinés reik§meés priklauso nuo parametry v, v reik§miy i$
nelokaliyjy salygy. Irodytos kelios Sio uzdavinio spektro savybés. Nagrinéjami
atvejai, kada atsiranda nuliné, neigiamos ir teigiamos tikrinés reik§meés. Anali-
zuojama kartotiniy ir kompleksiniy tikriniy reikSmiy atsiradimo ir egzistavimo
sritys. Aptarti skaitinio eksperimento rezultatai.

4.2. Uzdavinio formulavimas

Nagrinékime tikriniy reik§miy uZdavinj vienmaciam diferencialiniam opera-
toriui su kintamais koeficientais ir nelokaliosiomis integralinémis sglygomis

%(p(m)j—z) +Au=0,0<z<1, 4.1)
1

u(0) =m / u(z)da, 4.2)
0
1

u(l) =72 / u(x)dz, (4.3)
0

gia p(z) € C[0,1], p(x) > 0.

Siame disertacijos skyriuje tiriama diferencialiné lygtis su kintamais koefi-
cientais. Nagrinéjama nuliné tikriné reikSmé. Randamos Sios tikrinés reik§meés
egzistavimo salygos. Kelios i§vados suformuluojamos kaip lemos. Pateikiamas
algoritmas charakteristinéms funkcijoms rasti panaudojant Perkelties metoda. ro-
domos spektro savybés nagriné¢jamam diferencialiniam uzdaviniui. Pateikiami
skaitinio eksperimento, naudojant kompiuterinj modeliavima, rezultatai.
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4.3. Tikriniy reikSmiy uzdavinys. Nuliné tikriné
reikSmeé

Didelj démesj skirsime nulinei tikrinei reikSmei, nes ji teikia daug informaci-
jos apie skirtuminiy metody parabolinéms lygtims su nelokaliosiomis sglygomis

eve—

da A = 0 yra (4.1)—(4.3) uzdavinio tikriné reik§mé. Tuo tikslu nagrinéjamas Sio
uZzdavinio bendrasis sprendinys

u(x) = crur () + couz (), (4.4)

kuriame wuj (), ug(x) yra du tiesiSkai nepriklausomi (4.1)—(4.3) uzdavinio spren-
diniai. Apibrézkime Siuos sprendinius nusakancius uzdavinius:

d d’LLl o d d’LL2 o
& (@) =0 & (@) =0

ul(O) = 1,U1(1) = O, UQ(O) = O,U2(1) =1.

I3 ¢ia nesunkiai randame wuq(x), ug(x) iSraiskas:

up(x) = —————=, ug(x) = ; 4.5)

Cia

Nagrinéjamu atveju sprendiniai priklausomi nuo funkcijos p(z) reik§més i$
diferencialinés lygties (4.1). Siuos sprendinius (4.5) naudosime lemos jrodymui.

4.1 lema. Bitina ir pakankama salyga, kad A = 0 buty (4.1)—(4.3) diferencialinio
uzdavinio tikriné reikSmé, yra

1 1
" / up(z)dz + 72 / ug(z)de —1=0. (4.6)
0 0
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Irodymas. IraS¢ (4.4) bendrajj sprendinj j (4.2) ir (4.3) nelokaligsias integ-
ralines salygas, gauname tokig lygciy sistema:

c1u1(0) + couz(0) = y1¢9 fu1 Ydz + Y10 qu

crui (1) + caua(l) = y2c1 fU1 )dx +’Y2C2fu2
Sig sistema galima perraSyti kitu pavidalu:

(1 -7 ful dac)cl (’nfug dx)CQ =0,
4.7

(vgful d$>61+<1—72fu2 d:z:)cQ—O

Diferencialinio uzdavinio (4.1)—(4.3) tikriné reikSmé yra lygi nuliui, jei (4.7)
sistema turi netrivialy sprendinj. Siuo atveju (4.7) sistemos determinantas turi
buti lygus nuliui

1 1
1—m ful(x)dx - fu2(96)d95

—72fu1 )dx 1—72fu2

IS to gauname lygtj (4.6). Lema jrodyta.

Pastaba. (4.6) formulés ir 4.1 lemos jrodymo metodika yra artima straipsnio
(Ciegis et al. 2001) rezultatams; tik Siame straipsnyje nenagrinéjamas tikriniy
reik§miy uZdavinys.

IS 4.1 lemos seka, kad nuliné tikriné reik§Sme priklauso nuo parametry 71, y2
reikSmiy i§ nelokaliyjy salygy ir funkcijos p(x). Srityje (71,72) gauname tiesg
i§ (4.6) lygties, kuri dalina visg sritj i dvi dalis (4.3 paveikslas). Vienoje i§ Siy
sric¢iy yra taskas (y; = 0, 72 = 0). Sioje srityje visos realios tikrinés reik¥més
yra teigiamos. Kitoje srityje nagrinéjamas uzdavinys turi vieng neigiama tikrine
reik§me. Kitos realiosios tikrinés reikSmés yra teigiamos. Taip pat gali atsirasti
kompleksiniy tikriniy reikSmiy.
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-10 -8 -6 4 2 0 2 4 6 8 0A

4.1 pav. Funkcijos (4.6) grafikas
Fig. 4.1. Graph of the function (4.6)

Nurodysime kai kurias funkcijos F'(x) savybes, kurias véliau panaudosime
4.3 lemos jrodymui.

4.2 lema. Jei p(x) = p(1 — z), tai teisingos tokios lygybeés:

F(z)=F(1) - F(1 - ), (4.8)

! 1
/ F(x)dx = §F(1) (4.9)
0

Irodymas. Turime
v d
Flz) = / Sy
o p(s)

Siame integrale atlike kintamyjy pakeitimg s = 1 — y, gauname

- 1—x dy B 1 d_y B
Flo) = /1 p(l—y) /1_95 ply)

B 1d_y_ 1—xﬂ_ B .
_/0 p(y) /0 p(y) =P -FA o).
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Toliau

1 1/2 1

JF(z)dz = [ F(z)dz+ [ F(z)dz =

0 0 1/2
1/2 1

= [ F(z)dz+ [(F(1) - F(1—x))dz = (4.10)
0 1/2
1/2 1 1

= [ F(z)dz + §F(1) — [ F(1 - z)d.
0 1/2

Atskirai pertvarkome (4.10) lygybés deSiniosios pusés paskutinjjj integrala,
pakeisdami integravimo kintamajj = 1 — y. Gauname

1 0 1/2
/ F(1—z)dx = —/ F(y)dy = F(y)dy.
1/2 1/2 0

IraSe Sig iSraiSka j (4.10)lygybe, gauname (4.9). Lema jrodyta.

Suformuluokime i§vadas apie nulinés tikrinés reikSmés priklausomybe nuo
funkcijos p(z) tipo.

4.3 lema. Sekantys teiginiai yra teisingi:

1
o jei funkcija p(x) yra simetriné tasko x = 3 atzvilgiu (p(x) = p(1 — x)),
M1t e

tai A = 0 yra tikriné reikSmé, kai —1=0;

Q
m

o jei funkcija p(z) yra monotoniskai didéjanti (p/(z) > 0), tai 3
(1/2,1), kad A = 0 yra tikriné reik§me, kai v1(1 — a) + y2a — 1 =
1

=

—<a<l;
5 a

e jei funkcija p(z) yra monotoniskai mazéjanti (p'(x) < 0), tai 3 a €
(1/2,1), kad A = 0 yra tikriné reik§mé, kai via + y2(1 — a) = 0,

—<a<l
5 a

Jrodymas.

Pirmojo teiginio jrodymas. 1§ 4.1 lemos (4.6) nulinés tikrinés reikSmés eg-
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zistavimo salygos ir 4.5 iSraiSky turime, kad

1 1
F(1) - OfF(x)dw be(w)dx

+ 72 —1=0.

n F(1) F(1)

1
Funkcija p(x) yra simetriné tasko = = 5 atzvilgiu (p(x) = p(1 — x)).
71+ 72
2

Tada pasinaudoje 4.2 lemos (4.9) formule, gauname — 1 = 0. Teiginys
jrodytas.
Antrojo teiginio jrodymas. Kai funkcija p(x) yra monotoniSkai didéjanti

(p'(z) > 0), tai
P (z)
p(z)?

F(x) yra monotoniskai didéjanti iSkyla funkcija intervale (0, 1), su salyga F'(0) =
0. Todeél

F'(z) = — >0, F'(z) = — <0,

1 1 1
/0 F(x)dz > SF(1), /0 F(z)dz < F(1).

Pasinaudoje Siomis savybémis, turime

1 1
. OfF(aj)d:E F(1) —OfF(aj)d:E )
§<W<l’ 0< a0 <3

1 1

Pazyméje pirmu atveju [ F'(z)dz = 1—a, o antruoju atveju F'(1)— [ F(z)dz =

0 0
1 — a, gauname ir antro teiginio jrodyma, t. y., kad A = 0 yra tikriné reikSme,
kai v1(1 —a) +y2a—1=0, 5 <a< 1.

Treciojo teiginio jrodymas. Kai funkcija p(x) yra monotoniskai mazéjanti
(p'(x) < 0), tai teiginio apie nulinés tikrinés reik§més egzistavimo sglygas jrody-
mas yra analogiskas prie§ tai aptartam. Tik ¢ia gauname, kad A = 0 yra tikriné

1
reik§me, kai y1a + y2(1 —a) — 1 =0, 5 <a< 1.

4.3, 4.3 ir 4.4 paveiksluose galima stebéti keletg tiesiy pavyzdziy. 4.3 pa-
veiksle atvaizduotas atvejis, kai funkcija p(x) yra simetriné; 4.3 paveiksle, kai
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72

5]

w

4.2 pav. Simetriné funkcija (p(
Fig. 4.2. Symmetrical function

rw.’

LS I8

A#0 RN

4.3 pav. p(z) — monotoniskai mazéjanti
funkcija, p’(x) <0
Fig. 4.3. p(x) — monotonous decreasing
function, p'(z) <0

) — monotoniskai didéjanti
funkcija, p'(x) > 0

) — monotonous increasing
>0

~

function, p'(x

p(z) — monotoniskai mazéjanti funkcija; 4.4 paveiksle, monotoniskai didéjanti
funkcija. Visos Sios tiesés kerta taska (1,1). Kai 7, 72 priklauso pilkai sriciai,
tai A = 0 gali buti (4.1)—(4.3) uzdavinio tikriné reik§mé (4.3 ir 4.4 paveikslai).

Nagrinékime (4.1)—(4.3) uzdavinj ir atskirg atvejj, kai funkcija p(x) = 1.
Siuo atveju uzrasykime nulinés reik§meés egzistavimo salygas (2 skyriaus 2.3.1

lema).

Tarkime, p(x) = 1, tada butinos ir pakankamos salygos, kad (4.1)—(4.3)
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diferencialinio uZdavinio tikriné reik§me bty lygi nuliui, A = 0, yra

Y1+ 72 —1=0. (4.11)

Remiantis 4.2, 4.3 lemomis galime prieiti prie iSvados, kad nulinés tikrinés
reik§més egzistavimo salyga, kai funkcija p(x) yra simetriné, sutampa su uzdavi-
nio su pastoviais koeficientais (p(z) = 1) nulinés tikrinés reik§més egzistavimo
salyga.

4.4. Kiti rezultatai

Nagrinékime atveji, kai funkcija p(x) yra bendro pavidalo funkcija. Sudary-
sime skaitinj algoritma, kaip galima tirti (4.1)—(4.3) uzdavinio spektro struktira.
Siam tikslui buvo atliktas didelis skaitinis eksperimentas su jvairiomis funkci-
jomis p(z). Tikrinéms reik§méms rasti buvo sudarytas algoritmas panaudojant
perkelties metoda. PradZioje (4.1) diferencialing lygtj ir (4.2), (4.3) nelokaliasias
salygas aproksimuojame skirtuminiy lygciy sistema

Pi—1/2Ui—1 — (2%'-1/2 +pi+1/2)ui + Pit1/2Uit1

2 + Aju; =0, 4.12)
i=1,2,..,N —1
Ug +u =
N
uy = ’nh(OT + u,) = v1l(u;), (4.13)
=1
Uy +u =
0 N
uy = ’ygh(T + ul) = Yol (uy). (4.14)
i=1

Tiriame atvejus, kada egzistuoja nuline, neigiamos ir teigiamos tikrinés reiks-
més. Siuo nagrinéjamu atveju funkcija p(x) yra su kintamais koeficientais. Pir-
miausia apraSysime nulinés tikrinés reikSmés egzistavimo salyga. Nagrinéjamas
(4.12)—(4.14) skirtuminis uzdavinys. UZraSykime (4.12) lygties bendrajj sprendinj
(7

u; = cyul + cu? i =0,...,N. (4.15)

Kai p(z) — laisvai parinkta funkcija, gali buti sunku (ar nejmanoma) uZrasyti
sprendiniy ull ir u?, 1 =1,..., N — 1 analizines iSrai$kas. Reikia surasti sprendi-
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nius ull ir uf apytiksliai. Juos galima rasti sprendZiant Stai tokius du skirtuminius
uzdavinius: . . .
au;_q —bju; + ciug =0,
(4.16)
1 _ 1 1 _ 0
ug = Liuy =
ir 2 2 2
auy_q — bjui + ciui, =0,
4.17)
u% = O,u?\, =1;
¢ia a; = p;_1/2, bi = pi—1/2 + Piy1/2: Ci = Dit1/2-
p(x) 4 P (g):h
2 ~ =2
1,3\\ w3/ 3
P N / 25 /1
SN s ) Pl
14 \“"--..\\ - //’: ‘ - //
e — s =,
08 ,’/// \\h‘"""-___‘_ 1 : a=
6 /1 N 05 —
e AN T~
04 i 0 0/1 02 0,3 04 05 06 07 009 fx
/ e 3N !
0.2 . 05 N
N 1 a=-2 [N\
0 0/1 02 03 04 05 06 07 08 09 1x - | N
02 1,5
4.5 pav. Funkcija p(x) = a(x — 1)z + 4.6 pav. Funkcija p(z) = a(222 — x) +
(1 + %) (1 + %) 9
Fig. 4.6. Functi = a(22° —
Fig. 4.5. Function p(z) = a(z — 1)z + (ig—l— ;) unction p(z) = (22" — x) +
(1+%) *

Perkelties metodas naudojamas Sioms dviems sistemoms iSspresti. Tuo budu
gaunami sprendiniai u}, 1 =0,..., N i$ sistemos (4.16) ir sprendiniai u?, 1=
0,...,N i§ (4.17). Sie du sprendiniai sudaro bendrajj (4.12) skirtuminés lygties
sprendinj. [raSe §j bendraji sprendinj i (4.13), (4.14) nelokaligsias integralines
salygas, gauname lygciy sistema

c1 = ’ylcll(u%) + ’ncgl(u?),

ca = yacrl(u}) + yacal (u?).
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4.1 lentelé. Teigiamos tikrinés

4.2 lentelé. Neigiamos tikrinés

reik§més, kai p(z) — simetriné funkcija reik§més, kai p(z) — simetriné funkcija

(p(x) =alz — 1)z + (1 + %))
Table 4.1. Positive eigenvalues,

when p(z) — symmetrical function
®(@) =alz =Dz + (1+5))

« )\2 )\4
-4 38,8 1142
-3 52 153.9
-2 60,2 180,7
-1 66,8  202,1
-0,5 695 211,8
-02 71,2 217,11
-0,1 71,8 219
0 72,1 220,6
0,1 72,7 2224
1 77,1 2372
1,5 79,4 245,1
2 81,65 2525

®(@) = alz — 1)z + (1 + %))
Table 4.2. Negative eigenvalues,
when p(z) — symmetrical function

(p(z) = alz — 1)z + (1 + %))

« A
-4 -2,9
-3 -6,7
-2 -9,7
-1 -12,3
-0,5 -13,6
-0,2 -14,3
-0,1 -14,6
0 -14,8
0,1 -15,1
1 -17,28
1,5 -18,4
2 -19,6

Sios sistemos determinantas turi biti lygus nuliui, kad A = 0 buty (4.12)—(4.14)
uzdavinio tikriné reikSmé

L—ml(uf)  —ml(yf)

—Yol(uj) 1 —yal(uf)

Visg atliktg analize galima apibendrinti suformuluota iSvada.

4.1 iSvada.

Bitina ir pakankama sglyga, kad A = 0 buty (4.12)-(4.14)

skirtuminio uzdavinio tikriné reikSmé yra:

—yl(u}) =yl (u?) + 1 =0. (4.18)

Tuo paciu metodu randame neigiamy tikriniy reikSmiy egzistavimo salyga.
Siuo atveju A < 0. Kai A < 0, tai bendrasis (4.12) skirtuminés lygties sprendinys
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4.4 lentelé. Neigiamos tikrinés

4.3 lentelé. Teigiamos tikrinés reik§més, kai p(x) — nesimetriné
reik§més, kai p(z) — nesimetriné funkcija funkcija

(p(2) = a(20? — 2) + (1 + 2)) (@) = a(20® — ) + (1+2))
Table 4.3. Positive eigenvalues, Table 4.4. Negative eigenvalues,
when p(z) — nonsymmetrical function when p(z) — nonsymmetrical
(p(x) = (22 —2) + (14 £)) function

(p(z) = a(22? —2) + (1 + %))

« )\1 )\2 )\3 )\4

-1 2731 56 98,51 149,2 (67 A
-0,5 31,69 60,5 12539 1829 -1 -9,5
-0,1 37,8 70,1 148,11 2142 -0,5 -11

0 3915 722 152,79 220,6 -0,1 -14,1
0,1 40,5 741 1571 226,7 0 -14,8

1 49,2 88 189,81 271,35 0,1 -15,49

2 57 100 218 309,8 1 -20,9

2 -26,1

priklauso nuo parametro \, todél jj Zymésime u;(\):

ui(\) = crut(\) + cpu?(\), A=0,1,2,....N. (4.19)
Kad surastume u} () ir u?(\) reik¥mes, reikia su konkregia A reik§me perkelties
metodu spresti sekancias dvi skirtuminiy lyg€iy sistemas:

aiu}_y(A) = (b + AH)ur(N) + cul (A =0,i =1,2,..., N — 1,

71—

(4.20)

ir

aiu? 1 (A) = (b + AhH)ui(N) + cu? (A =0,i =1,2,...,N — 1,
(4.21)

Tarkime, kad jau surasti u}(\) ir u?(\), i = 0, N sprendiniai, kai A € [0, ].

IraSe Siuos sprendinius j (4.19) iSraiSka, o po to jraS¢ (4.19) iSraiSka i (4.13),
(4.14) nelokaligsias sglygas, panaSiai kaip ir A = 0 atveju gauname iSvada:
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4.2 iSvada. (4.12)—(4.14) skirtuminio uzdavinio neigiama tikriné reikSme,
A < 0, jei ji egzistuoja, yra Sios lygties

—mil(ui(N) = 2l (uf(N) +1=10 (4.22)

sprendinys.

ApraSysime algoritma neigiamai tikrinei reikSmei rasti kompiuterinio mode-
liavimo metodu. Kadangi bendru atveju diferencialinés lygties du tiesiSkai ne-
priklausomus sprendinius u}(\), u?(\) galima surasti tik kiekvienai konkreciai
skaitinei A reikSmei, tai (4.22) lygties analizinés iSraiSkos neturime. Pazymékime
(4.22) lygties kairiaja puse

() = mil(uj (X)) —y2l(uf(N) + 1. (4.23)

Nurodysime, kaip apskaiCiuoti ®()j) imant konkre¢ig A reik§me. Pasirinke
A = )\, i8sprendziame (4.20), (4.21) sistemas ir surandame ®(\y) i§ (4.23) for-
mulés. Taip, neturédami ®(\) iSraiSkos, galime spresti lygtj ®(A) = 0 iteraciniu
metodu (pvz., bisekcijos ar Niutono metodu), kiekviename iteracijos Zingsnyje
skai¢iuodami ®(\y). Pastebékime, kad lygiai taip pat galima ieskoti ir teigiamy
tikriniy reikSmiy Ay > 0.

Tokiu budu buvo atliktas skaitinis eksperimentas tikrinéms reik§Sméms rasti,
t. y. buvo skaiciuota su daugeliu simetriniy, monotoniskai didéjanciy ir mono-
toniskai mazéjanciy funkcijy p(x). Siekta patikrinti, ar negalima parinkti p(x)
taip, kad gautume prieStaravimg gerai Zinomai klasikinei teoremai apie tikri-
nes reikSmes (4.1) lygciai, kai 73 = 72 = 0: jei funkcijos tenkina nelygybe
p1(z) > po(x), tai tikrinés reiksmés (\;); > (\;)2. Cia pateikiame tik keleta
pavyzdZiy su simetrine ir nesimetrine funkcijomis (4.5, 4.6 paveikslai). Taip pat
konkretiems pavyzdZiams iSraSyti skaiCiavimo rezultatai (4.1-4.4 lentelés). Pa-
teikiamos teigiamos ir neigiamos tikrinés reik§més ir analizuojame ar jos tenkina
aukSciau aptartg teiginj. Visada gavome, kad didéjant funkcijos reikSmei, didéja
ir teigiamos tikrinés reikSmés (4.1, 4.3 lentelés). Neigiama tikriné reikSmé auga
absoliutiniu didumu, kai didéja p(z) funkcija (4.2, 4.4 lentelés). Ta pati situacija
kartojasi, kai mes turime simetring ar nesimetring p(z) funkcija. PrieStaravimy
teoremai, nebuvo rasta.
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4.5. Ketvirtojo skyriaus iSvados

o ISnagrinéta diferencialiné lygtis su kintamais koeficientais. Irodyta, kad
nulinés tikrinés reik§més egzistavimo salygos priklauso nuo funkcijos
p(x) pobudzio (simetriné, monotoniskai mazéjanti ar monotoniskai dideé-
janti funkcija).

o Esant bet kuriai funkcijai p(x) > 0, tikrines reik§mes galima rasti skai-
tiniu metodu, kurio efektyvumas iliustruojamas skaitinio eksperimento
rezultatais.



Dvimate elipsinio tipo diferencialine
lygtis su integralinémis sglygomis

5.1. Dvimaté elipsinio tipo diferencialiné lygtis su
integralinémis salygomis

Rezultatus, gautus nagrinéjant paprastojo diferencialinio operatoriaus tikrines
reikSmes, galima apibendrinti ir dvimaciam elipsiniam operatoriui su integrali-
némis salygomis.

Pirma karta krastinis uZdavinys elipsinei lygciai su nelokaliosiomis salygo-
mis buvo suformuluotas 1969 m. A. V. Bitsadzés, A. A. Samarskio straipsnyje
(1969). Siame straipsnyje buvo nagrinétas uzdavinys dvimatei elipsinei lygciai
su nelokaliosiomis sglygomos

U(x)‘xel“l = u(s)‘SELn r = QO(S), (51)

kuriose I'y — srities kontaro dalis, L — vidiné srities kreive, x = ¢(s) — funk-
cija, nusakanti abipus vienareik§me kreiviy I'y ir L tasky atitinkamybe. (5.1)
nelokaliosios salygos dabar vadinamos Bitsadzés ir Samarskio nelokaliosiomis
salygomis.

V. A Iljino ir E. J. Moisejevo 1990 m. straipsnyje (1990) iSnagrinétas baig-
tiniy skirtumy metodas dvimatei elipsinio tipo lyg€iai su pastoviais koeficientais
staciakampéje srityje su daugiataske nelokaligja salyga pagal vieng kintamajj.
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Tikriniy reikSmiy uzdavinys dvimaciam elipsiniam operatoriui su Bitsadzés
ir Samarskio sglyga pagal vieng kintamajj pradétas nagrinéti (Sapagovas 2002b;
Sapagovas and Stikonas 2005). Tikrinés reikimés dvimaciu atveju su nelokaligja
Samarskio ir Ionkino salyga nagrinétos (Gulin ef al. 2006a; Ionkin and Morozova
2000) straipsniuose. Siuose straipsniuose tikrinés reikimés buvo nagrinéjamos
su tikslu istirti skirtuminiy schemy stabilumg dvimatéms parabolinéms lygtims.

Tikriniy reikSmiy uZdavinys dvimaciam operatoriui su integralinémis saly-
gomis literatiroje nagrinétas gana mazai. 2008 m. M. Sapagovo (2008) ir 2009
m. M. Sapagovo, O. Stikonienés (2009) straipsniuose nagrinéjant padidinto tiks-
lumo skirtumines schemas Puasono lygciai spresti buvo nagrinétas ir atitinkamas
tikriniy reikSmiy uzdavinys.

Siame disertacijos skyriuje nagrinéjamas tikriniy reik§miy uzdavinys dvi-
maciam elipsiniam operatoriui su integralinémis saglygomis. Dvimatis uZdavinys
suvedamas j du vienamacius tikriniy reikSmiy uZdavinius, ir jie nagrinéjami at-
skirai. Analizuojama tikriniy reik§miy priklausomybé nuo nelokaliyjy salygy
parametry. Suformuluojamos ir pateikiamos gautos tikriniy reik§miy savybeés.

5.2. Uzdavinio formulavimas

Nagrinésime tikriniy reikSmiy uZdavinj elipsiniam operatoriui

Pu %
@+8—y2—|—)\u:0, (5.2)

sta¢iakampeje srityje (x,y) € {0 <z < 1,0 <y < 1} su krastinémis
u(xz,0) =0, wu(x,1)=0, (5.3)
ir nelokaliosiomis salygomis

1
U(O,y)Z’n/O u(z,y)dz, (5.4)

1
u(l,y) = ’yg/o u(z,y)dz. (5.5)

Ieskosime elipsinés lygties (5.2) netrivialaus sprendinio (u(z) # 0). Tuo
tikslu naudosime kintamyjy atskyrimo metodg (Furjé metodg). Taigi naudojant
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§j metodg ieSkosime sprendinio u(x,y) tokiu pavidalu:
u(z,y) = v(x)w(y). (5.6)
IraSe §j (5.6) sprendinj i (5.2) elipsinio tipo lygti, gauname

d*w(y)
dy?

+ Mv(z)w(y) =0

— Y (5.7)

Kairioji lygybés pusé priklauso tik nuo kintamojo z, deSinioji tik nuo kin-
tamojo y. Todél iStikryjy abi Sios iSraiSkos nepriklauso nei nuo z, nei nuo y.
Iveskime paZyméjima

(5.8)

&ia 7 ir p — neZinomos konstantos. Sias iSraiskas (5.8) palygine su (5.7), gauname
lygybe

n+p=A\ (5.9
Toliau, jraSe (5.6) sprendinio iSraiSka j (5.4) kraStines salygas, gauname

v(z)w(0) =0,
0

w(0) =0, w(1)=0, (5.10)

nes prieingu atveju buty v(z) = 0 visoms z reiksméms, t. y. u(z,y) = 0, ko
buti negali. Gautume prieStaravima.
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Dabar jrasysime (5.6) sprendinio iSraiSka j (5.4) integraling salyga. Istate
gauname, kad

1
w(O)w(y) = 1w(y) /0 o(z)dz. (5.11)

Si lygybé turi biiti teisinga visoms w(y) reiksméms. Kadangi w(y) # 0, tai
(5.11) lygybe bus teisinga tada ir tik tada, kai

1
v(0) :71/0 v(z)dz.

Lygiai tokiu pat budu iS (5.5) integralinés salygos gauname sekancia salyga

1
v(1) :72/0 v(z)dz.

Taigi gauname du vienamacius tikriniy reikSmiy uZdavinius

d?v
2 +nv =0, (5.12)
1
v(0) :71/ v(x)dz, (5.13)
0
1
v(1) :72/ v(z)dz (5.14)
0
ir
d?w
w(0) = 0, (5.16)
w(1l) = 0. (5.17)

Antrasis i§ Siy uzdaviniy (5.15)—(5.17) yra tikriniy reikSmiy uZdavinys su
klasikinémis salygomis, ir jo sprendiniai yra Zinomi (Paulauskas 1974):

w = (72, wy(y) =sinwly, 1=1,2,3... (5.18)

(5.12)—(5.14) tikriniy reikSmiy uZdavinys iSnagrinétas disertacijos 1 skyriu-
je. PaZzymeéje (5.12)—(5.14) uzdavinio tikrines reik§mes 7, gauname (5.2)—(5.5)
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dvimacio uzdavinio tikring reikSme Az;:
A =mne +w, k=-1,0,1,2,..., [=1,2,3.. (5.19)

Sekanciame poskyryje nagrinésime dvimacio elipsinio uZdavinio su integ-
ralinémis salygomis tikriniy reik§miy savybes, jy priklausomybe nuo uzdavinio
parametry.

5.3. Tikriniy reikSmiy savybés

Siame poskyryje pasinaudosime 1 skyriuje gautais rezultatais apie paprastojo
diferencialinio operatoriaus su nelokaliosiomis sglygomis tikriniy reikSmiy savy-
bes.

Jei (5.2)—(5.5) uzdavinio visos tikrinés reikSmeés yra teigiamos, tai aiSku, kad
ir \; yra teigiamos. Sios salygos apibréZtos 1 skyriaus 3.3 poskyryje.

I8siaiskinsime, kada musy nagrinéjamam tikriniy reikSmiy uZdaviniui egzis-
tuoja nuliné tikriné reikSmé.

5.1 teorema. Jei ;
T
,Yl—’_’YZ: Wa l:172737"'7 (520)

2
tai (5.2)—(5.5) uzdavinys turi paprastajg (nekartoting) tikring reikSme A = 0.

Irodymas. I§ (5.18) ir (5.19) seka, kad A\ = 0, jei
= —u = —(w)?, 1=1,2,3...

I5 1 disertacijos skyriaus formulés (1.21) seka, kad 1, = —(7l)?, jei skaicius
B=mwl,1=1,23.. yra lygties

th (5.21)

5_ 8
2 Mt
teigiamoji Saknis. IS ¢ia gauname
wl
Y1+ 72 = mal’ [1=1,2,3...

2

Teorema jrodyta.
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5.2 teorema. Jei parametrai 1, o tenkina nelygybes

(s—1)m <ty < T
th(s_21)ﬂ_ ’71 ’72 th%?

s=1,2,3, ..., (5.22)

tai (5.2)—(5.5) dvimatis uZdavinys turi s — 1 neigiamy tikriniy reikSmiy. Likusios
tikrinés reikSmés yra teigiamos ir jy yra be galo daug.

Irodymas. Kai

fY1+fY2: 82172737"'7

ST

th”’

tai f = sm, s = 1,2,3... yra lygties (5.21) Saknis, t. y. _1 = —(s7)? yra (5.12)—

(5.14) uzdavinio tikriné reikSmé. Tada misy nagrinéjamas dvimatis uzdavinys

turi (s — 1) neigiamg tikring reik§me ir vieng nuling (A = 0) tikrin¢ reikSme.
Pasinaudosime savybe, kad funkcija

yra monotoniskai didéjanti (1 Skyriaus 1.1 paveikslas). Tada, kai galioja Si savybe
ir kai parametro reikSmé ~y; 4 2 tenkina (5.22) nelygybe, (5.2)—(5.5) dvimatis
uzdavinys turi s — 1 neigiamuyjy tikriniy reikSmiy. Visos likusios realios tikrinés
reik§més yra teigiamos, o jy yra be galo daug.

Teorema jrodyta.

Galime apibendrinti ir uZraSyti sekancias i§vadas apie dvimacio elipsinio tipo
diferencialinio operatoriaus su integralinémis salygomis spektrg.

5.1 iSvada. Jei
™

T
thZ

T+ <

tai visos tikrinés reik§meés teigiamos.
5.2 iSvada. Jei

m 2
thZ <m+7< I
tai egzistuoja viena neigiama tikriné reikSmé, kitos tikrinés reikSmés yra teigia-
mos.
Pastaba. IStyrus tikriniy reikSmiy uzdavinj dvimaciam elipsinio tipo dife-
rencialiniam operatoriui su integralinémis salygomis, gautus rezultatus galima
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pritaikyti skirtuminiy lygciy sistemy sprendimui iteraciniais metodais.
Nagrinékime dvimate diferencialing lygtj

O*u  0%*u
92 T o2 f(@,y)

su (5.3)—(5.5) nelokaliosiomis integralinémis sglygomis. Visas staciakampés
srities (z,y) € {0 < < 1,0 < y < 1} krastines padaliname j N lygiy daliy.
Tada (5.2)—(5.5) diferencialinj uZdavinj suvedame j skirtuminiy lyg¢iy sistema

Ui—1,j = 2Usj + Uiga n Uij—1 —2Uij + Uij1

h2 : h2 = fZ]7 (523)
Uo=0, Un=0, (5.24)
UJ+1 Uj-i-l
Uo,j = mh ( + Z Ul (5.25)
Unj = 72h ( + Z Ul (5.26)
Giah=1/N,i=1,N—-1irj=1,N -1
Sukonstruojame iteracinj metoda

uF Tt = uF — a(AuF — f). (5.27)

Remiantis gerai Zinoma teorema Sapagovas (2002b), galime daryti iSvada.
Jei )\(A) > 0, tai (5.27) iteracinis metodas konverguoja, kai

O<a<7maa:)\i(A)'

5.4. Penktojo skyriaus iSvados

o Jrodyta, kad 1 skyriaus rezultatus galima apibendrinti tikriniy reikSmiy
uZdaviniui dvimaciam elipsiniam operatoriui su integralinémis salygomis,
suvedant §j uzdavinj j du vienamacius tikriniy reikSmiy uZdavinius.

™
T b
thl

e ISanalizavus (5.2)—(5.5) dvimatj uZdavinj gauta, kad jei v; + v2 <
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tai visos tikrinés reikSmeés teigiamos; jei T <M+ < oI tai
2 2

egzistuoja viena neigiama tikriné reik§Smé, o kitos tikrinés reikSmés yra

teigiamos. Gauta, kad Sio uZdavinio tikriniy reikSmiy iSsibarstymas pri-

klauso tik nuo parametro y; + 2 reikSmés.



Parabolinés lygties su
nelokaliosiomis integralinémis
salygomis skirtumines schemos
stabilumo analize

6.1. Parabolinés lygties su nelokaliosiomis
integralinémis salygomis skirtuminés schemos
stabilumo analize

Siame skyriuje nagrinéjamas baigtiniy skirtuminiy schemy stabilumas pa-
rabolinéms lygtims su integralinémis sglygomis. Analizuojamas nelokalusis pa-
rabolinis uzdavinys sutinkamas apraSant Silumos laidumo ar Silumos tamprumo
procesus. Vienas pirmyjy tokiy uZdaviniy yra sutinkamas kvazistatinéje tam-
prumo teorijoje nagrinéjant homogening¢ izotroping juosta 0 < x < 1, kuri juda
taip, kad slinkties vektorius yra lygiagretus Dekarto koordinaciy sistemos abscisiy
aSiai (Day 1982, 1992). Sis uZdavinys yra pladiai cituojamas mokslinéje literati-
roje (Fairweather and Lopez-Marcos 1996; Merazga and Bouziani 2005). Siame
disertacijos skyriuje stabilumo analizé yra paremta skirtuminés lygciy sistemos
peréjimo matricos spektro analize. ApibréZtos naujos bendresnés stabilumo sa-
lygos lyginant su kity autoriy darbais.

Nagrinéjamas skirtuminiy schemy stabilumas parabolinéms lygtims su nelo-
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kaliosiomis integralinémis salygomis

2
%:%—Ff(w,t), a<z<b 0<t<T, ©6.1)
b
u(a,t) = / a(@)u(z, dz + p 2), 6.2)
ab
u(b t) = / B(a)ulz, )dz + ua(t), 63)
u(z,0) = ¢(z). (6.4)

Parabolinés lygtys su nelokaliosiomis sglygomis pradétos tyrinéti 1963 m.
J. R. Cannon ir 1964 m. L. Kamynino straipsniuose, kuriuose nagrin¢jama
Silumos sklidimo lygtis. UZdavinio formulavime viena krastiné sglyga keic¢iama
i nelokaliaja integraline salyga

b
/ (@ Dule, dz = B),  0<t<T

a

¢ia a ir b bendru atveju yra kintamojo ¢ funkcijos.

1977 m. N. L. Ionkin straipsnyje nagrinéjama paraboliné lygtis su kitokio
tipo nelokaligja salyga, kuri susieja neZinomos funkcijos krastinius taSkus

Pirma karta (6.2), (6.3) nelokaliosios salygos buvo apibréZtos W. A. Day
straipsnyje 1982 m. Cia buvo nagrinéjami tiesiniai $iluminio tamprumo uZda-
viniai. Siame straipsnyje autorius jrodo, kad entropija n(x,t) turio vienete yra
parabolinés lygties

o _ 0%

su nelokaliosiomis integralinémis salygomis

l

n(—1,t) = —w/(l — 3x)n(x,t)dz, (6.6)

-l
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l

n(l,t) = —w /(l + 3z)n(x, t)dz (6.7
2

ir pradine salyga
n(x,0) = no(x)

sprendinys. Cia a ir w yra fizikines ir geometrines savybes apraSancios konstan-
tos.

Baigtiniy skirtumy schemy su jvairaus tipo nelokaliosiomis sglygomis sta-
bilumas buvo nagrinétas daugelio autoriy straipsniuose. 1991 m. G. Ekolin
staipsnyje pateikta skirtuminiy schemy parabolinéms lytims stabilumo analizé,
kai nelokaliosios integralinés salygos yra (6.2), (6.3) tipo. Stabilumo salygos
Siuo atveju buvo apibréZtos sekanciai:

b b
/\a(w)]dx <1, /\5(m)]dx <1 (6.8)

PanasSios pakankamos stabilumo salygos (6.8) buvo apibréZtos Y. Liu straips-
nyje (1999). Cia stabilumo sglygos gautos tokios:

b b
/ya(x)\de +/]6(x)\2dx <2 6.9)

1996 m. G. Fairweather ir J. C. Lopez-Marcos straipsnyje jrodyta stabilumo
salygos skirtuminei schemai netiesinéms parabolinéms lygtims su nelokaliosiomis
integralinémis salygomis (6.2), (6.3)

b b
/|a(:n)|2d:n <1, /|ﬁ(:p)|2dm <1. (6.10)

Skirtuminiy schemy stabilumas parabolinéms lygtims su jvairaus tipo nelo-
kaliosiomis salygomis nagrinéjamas straipsniuopse (Cahlon et al. 1995; Ciegis
et al. 2002; Gulin et al. 2001, 2006a).
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Siame skyriuje nagrinéjamas baigtiniy skirtuminiy schemy stabilumas para-
bolinéms lygtims su (6.2), (6.3) nelokaliosiomis integralinémis saglygomis, kurio-
se a(x), B(x) reik§més yra i§ vienetinio ilgio termotampraus strypo kvazistatinio
lenkimo modelio (Day 1983). Stabilumo salygos suformuluotos remiantis skir-
tuminio operatoriaus spektro savybémis. Tokiu budu gautos stabilumo salygos
yra skirtingos nuo ty, kurios nagrinéjamas G. Ekolin (1991), G. Fairweather and
J. C. Lopez-Marcos (1996), Y. Liu (1999) straipsniuose. Toks skirtuminiy schemy
stabilumo tyrinéjimas buvo naudotas M. Sapagovo (2005, 2008) straipsniuose:
pirmame (Sapagovas 2005), kai imamas atvejis «(z) = const, f(x) = const,
antrame (Sapagovas 2008) — kai kurioms konkrec¢ioms «(z), ((x) reikSméms.
Siame skyriuje nagrinéjamas baigtiniy skirtumy schemos stabilumas tiriant nesi-
metrinio skirtuminio operatoriaus spektra.

6.2. Uzdavinio formulavimas

Nagrinéjama paraboliné lygtis su (6.2), (6.3) nelokaliosiomis integralinémis
salygomis. PerraSykime $§j uZdavinj kitu pavidalu (Day 1982)

ou 0%
E:W"i‘f(l',t), —l<x<l], 0<t<T (6.11)
l
u(=1,t) = % /a(w)u(w,t)dx + 11 (), (6.12)
-}
l
u(t, 1) = 2 / Bx)ulz, t)dz + pa(t), 6.13)
-}
u(z,0) = ¢(x), (6.14)
¢ia
a(z) =1— 3z, B(x) =1+ 3z, (6.15)

1, ve duoti parametrai. Uzdavinio formulavimas, tiksliau, konkre¢ios (6.12),
(6.13) salygy israiSkos, paimtos iS (Day 1982) straipsnio.



6. PARABOLINES LYGTIES SU NELOKALIOSIOMIS INTEGRALINEMIS... 103

Siam uzdaviniui uZraSoma skirtuminiy lygciy sistema:

i _ys ot ot Uit e
U; Ui _ Ui i i+1 +fij+1’ t=—-N+1,N—-1 (6.16)

T N h?
U = (), (6.17)
Ul = 1(0); (6.18)
U =¢;, i=-N,N; (6.19)

Giah=1/N, r=T/M,

h Oé_NUZ-i_l +aNUj+1 N-1 ‘ '
L) = ’%( DY aiUfH) it (6.20)
i=—N+1

h 5—NUZ+1 _’_5NUj+1 N—-1 ‘ '
Ib(U) = %( x L ﬁwﬁ“) Ftt o 6.21)
i=—N+1

6.3. Skirtuminés schemos stabilumas

Pirmiausiai, norédami nagrinéti (6.16)—(6.19) skirtuminj uZzdavinj, ji perra-
Some standartiniu pavidalu

Uit = SU7 + f4, (6.22)

Ga UJ = (U7 N +1,UZ N Jr2,...,UJJ\',_I)’ yra skirtuminio uzdavinio sprendinys
vektorine forma (j)-ajame sluoksnyje.

Norédami gauti (6.22) iSraiSkg, (6.17), (6.18) saglygas uzraSome kaip dviejy
lyg&iy sistema su dviem neZinomaisiais U7, U3

Yha Ny, j+1  Yihan 41 mh NI +1 +1
(I-—=gUN - Uv =5 2 ol +u,
i=—N+1
Y2hB-N , j+1 YehBn . je1  yeh NI +1 +1
—om U (- SR =g B U T

(6.23)

<X <. . BRI R Y. .
I3 Sios sistemos nezinomuosius U7 JZFV ,U ]JVJF iSreiskiame per neZinomuosius
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Ut i=—N+1,N—1

N-1

U= > auitt it (6.24)
i=—N+1
N-1
U= >0 Uit + gt (6.25)
i=—N+1

. Ry E R T RV e e
Koeficienty &;, 3;, /lj1+ a/‘%+ iSraiSky neduodame, nes véliau jie néra nau-
dojami.

(6.24), (6.25) lygybés teisingos, jei (6.23) sistemos determinantas nelygus
nuliui

mha_yn mhay
TP S22
£ 0.
_mhBn  ehfBy
202 2
IS to seka, kad
2h 3h?
1— (y1 +72) I Y172 £0. (6.26)

l 12

Kairioji (6.26) nelygybés pusé, kvadratinis trinaris pagal h, yra lygi nuliui
prie dviejy hi, ho reik§miy. Kitoms h reikiméms galioja nelygybé (6.26). Si-
lumos laidumo uZdavinyje (Day 1983) v; = 72 < 0. Kai 73 = 12 < 0, (6.26)
nelygybé nepriklauso nuo tinklelio Zingsnio A, tuo budu ji galioja bet kokiam
h > 0. Tuo atveju, kai v = 7; = <2 > 0, kvadratinio trinario Saknys yra
h1 = 1/3~l, ha = 1/~l, taigi (6.26) nelygybé yra teisinga bet kokiai pakankamai
mazai h: 0 < h < 1/3vl reikSmei. Bendru atveju, jei 71 # 2. Galima teigti,
kad (6.26) nelygybé yra teisinga, kai h yra pakankamai maZzas.

(6.24) iSraiSka UZ J]rvl jraSome j (6.16) lytj, kai ¢ = —N + 1 ir (6.25) iSraiska
U]j\';rl i (6.16) lygtj, kai : = N — 1. (6.11)—(6.13) skirtuminis uzdavinys (j + 1)-
jame sluoksnyje yra pavidalo

U9t = U7 4 7(— AU 1 I (6.27)
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Cia matrica A yra (2N — 1)-osios eilés

2—a_Ny1 —l—a_nNg2 ... —QnN—1
1 —1 2 ... 0
A=—
2
h ~ ~ ~ 2 ~ -1
—BN+1 —Bnt2 oo —1—=fNn-2 2—[N-1
(6.28)

Vektorius f7*! yra apibréztas su reiksmémis fZ] o ﬂ{ +1, [ =1,2. Taigi
dabar yra galimybé (6.27) skirtuming schema suvesti j (6.22) pavidala, kuriame

S=(E+7A)7L (6.29)
F=rE+7A)~

Pakankamoji (6.22) skirtuminio uZdavinio stabilumo salyga gali buti uZraSyta
pavidalu (Samarskii 2001)
IS] <1+ Cor, (6.30)

¢ia konstanta Cj nepriklauso nuo 7 ir h reikSmiy. Jei S yra simetriné matrica,
tada galima naudoti kitokia bitingjg ir pakankamaja stabilumo salyga vietoje
(6.30)

p(S) <1, 6.31)
¢ia p(S) yra matricos S spektrinis spindulys. Taliau tuo atveju, kai nagrinéja-
me uzdavinius su nelokaliosiomis sglygomis, matrica S visada yra nesimetriné.
p(S) < 1 yra butina ir pakankama sglyga tam, kad galima buty apibréZti matricos
normg ||S||., pasiZymincia savybe [|S||. < 1 (Sapagovas 2008).

Pastebime, kad jei S yra paprastos struktiros matrica, tada norma ||.S||. gali
buti apibréZta sekanciai (Collatz 1964; Sapagovas 2002b)

151« = p(S).
Tada vektoriaus norma suderinama su matricos norma yra apibréZiama
U]l = 11P~U]ls, (6.32)

¢ia P yra matrica, kurios stulpeliai yra tiesiskai nepriklausomi matricos S tikri-
niai vektoriai ir ||U]3 = (u,u)"/2.

Todé¢l naudojame pakankamaja skirtuminio uzdavinio (6.31) stabilumo salyga
taip pat ir nesimetrinei matricai S. ISsamesné stabilumo analizé nagrinéjamam
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uZzdaviniui pateikta straipsniuose (Cahlon ef al. 1995; Gulin and Morozova 2009;
Sapagovas 2008).

Tuo atveju, kai matrica S = (E + 7A)~!, pakankamoji stabilumo salyga
p(S) < 1 skirtuminiam uzdaviniui gali bati uZrasyta taip (Sapagovas 2008):

ReM\(A) >0, i=—-N+1,N -1 (6.33)

6.4. Matricos A spektro struktira

Sis skyrius yra skirtas matricos A spektro analizei.
Nagrinékime tokj diferencialinj tikriniy reikSmiy uzdavinj
d*u

@—F)\UZO —l<x<l,

kuriame a(x), B(x) apibrézti (6.15) formulémis.
Siam diferencialiniam uZdaviniui sukonstruojame skirtuminiy lygéiy sistema

i-1—2U; +U; L
U1 22Uit Uity _ g (o SNFIN=T  (6.34)

h2
U_n = (D), (6.35)
Un = b(U); (6.36)

Gia Iy (U), Iz(U) randame i (6.20), (6.21) lygciy, kai p2 ™" = 1! = 0.
Analizuosime tris atskirus atvejus,t. y. tirsime, kada egzistuoja nuliné, nei-
giamos ir teigiamos tikrinés reikSmés.

1 atvejis: A = 0. Nagrinékime, kada A = 0 yra (6.34)—(6.36) uzdavinio
tikriné reikSmé. Kitaip sakant, rasime ar egzistuoja netrivialus (6.34)—(6.36)
uzdavinio sprendinys Uj;, kai A = 0.

6.1 teorema. A\ = 0 yra matricos A tikriné reikSmé tada ir tik tada, kai teisinga
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lygybée
2

h
(44 2h)y172 — (l +14 7) (71 +72) + 12 =0. (6.37)

Irodymas. Kai A = 0, tai bendrasis (6.34) lygties sprendinys yra

U; = c1ih + co. (6.38)

Istate §j bendrajj sprendinj j abi (6.35), (6.36) nelokaligsias salygas, gausime
lygciy sistema

{(213 N TEINEL ; }cl +(1—2y1)er =0,
(6.39)
{ @+ lh2)}c1 + (1 - 272)ca = 0.

(6.38) sprendinys yra netrivialus tada ir tik tada, jei (6.39) sistemos determi-
nantas lygus nuliui. IS to tiesiogiai gauname (6.37) lygtj. Teorema jrodyta.

Si (6.37) lygtis koordinaciy sitemoje (v1,2) apraso hiperbole (6.1 paveiks-
las).

Sios hiperbolés asimptotés gaunamos i§ sekanciy lygybiy

1 h?
- = =~ + O(h? e —
a4l a, 72 a, 2 + ( ) 9 4(2[2 + h2)’
su centru (a,a). Kai h — 0, tai hiperbolés $akos artéja prie asimptociy.

Pastaba. Nelokaligsias salygas aproksimuosime Simpsono formule, t. y.
gausime iSraiSkas

N-1
h
LW(U) = ?,)lp (Oé NU_N +anUn +2 Z - Nt2k+1U-_Nyok+1
k=0
N-1
4D a Nyl N ) (6.40)

k=1
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N-1
h
lo(U) = % (ﬁ—NUN + BnUn + 2 Z B-Ny2k+1U-_N12k41
k=0
N-1
+4 Z ﬁ—N+2kU—N+2k)- (6.41)
k=1

Tada su Siomis (6.40), (6.41) salygomis (6.37) lygtis jgaus pavidalg
APyryy = 2%(y1 +92) + 12 =0, (6.42)

Kai [ = 1, hiperbolé pereis | dvi statmenai besikertancias tieses taskuose
M =1/2, 72 =1/2.

L

© © -
™~

Ss

.

Sy

PO O PLO OO
o o b o

:\g

"~
L 0 0FE

g B W

6.1 pav. Hiperbolé (6.37) ir sritys S1,52,53 (I =1,N = 10)
Fig. 6.1. Hyperbola (6.37) and areas Sy, Sa, S3 (I =1, N = 10)

2 atvejis: )\ > 0. Siuo atveju nustatysime teigiamas matricos A tikrines
reik§mes. (6.34) lygtj perraSysime tokiu pavidalu

h2\
Ui_1— 2(1 — T)UZ +Ujy1 =0. (6.43)

Jei A > 0, tai 1 — h2)\/2 < 1. TeSkosime teigiamy tikriniy reik§miy, kai
tenkinama nelygybé

‘1——‘ <1. (6.44)

Kitaip sakant, rasime teigiamas tikrines reikimes i§ intervalo (0,4/h?).
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6.2 teorema. Matricos A teigiamos tikrinés reik¥més intervale (0,4/h?) turi pa-
vidalg

Ak; = ﬁ S1n T, (645)

¢ia oy, € (0, #) yra teigiamos Saknys gautos iS lygties

24 sin ol (sinal - lcosal) - (2lsin2 al 4 6cos al(sinal - lcosal)>
Bal Aa? Ba 2 Ba Aa? Ba
(y1 4 72) + 212 cosalsinal = 0, (6.46)

4 . ,ah 2 ah
= B=—tg—.
a2h? 2 ah €7

Jrodymas. Nagrinéjamu atveju tenkinama (6.44) nelygybé. Iveskime paZy-
2

6.47)

meéjima 1 — > = cos ah. IS to seka, kad
4 h
A= 72 sin? %.

Bendrasis (6.43) lygties sprendinys yra
U; = C1 cosaih + Cy sin aih. (6.48)

Istate Sig iSraiSka i (6.35), (6.36) nelokaligsias salygas ir atlike skaiciavimus,
gauname

24i i l
Oy cos al — Cysin al — smoleCl B 6<smozl B cosal>£c27
°! Ado? - Do T (6.49)
- 2sinald sinal  lcosaly ¥z '
Creosal + Cysinal = =g e +6( o — =5 ) oo

Taigi (6.48) sprendinys néra trivialus tada ir tik tada, kai (6.49) sistemos de-
terminantas yra lygus nuliui. Apskaiciave determinantg, gauname (6.46) lygybe.
Teorema jrodyta.

Bendru atveju (6.46) lygtis gali turéti be galo daug Sakny. Taciau matrica
A turi tik baigtinj tikriniy reikSmiy skaiCiy. Iveskime paZyméjima, t. y. kaire
(6.46) lygties puse pazymekime kaip funkcijg ®(a, 71,72) ir paanalizuokime Sios
funkcijos savybes.
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6.1 lema. Funkcija ®(a,71,72) yra periodiné funkcija, pagal parametrg «, su
periodu 27 N/I, t. y.

2T N
q)(a + 7771772) = q)(a7’71772)'

Lemos jrodymas seka i§ to, kad visos sumos funkcijoje ®(a,71,72) yra

periodinés (tai akivaizdZiai matyti i$ iSraiSky A, B, gaunamy i§ (6.47) lygybiy).

V. . . oy . -2 ah ah
Maziausias periodas yra gaunamas i$ funkeijy sin® 5+, tg <*.

6.2 lema. Lygybé

2r N
(I)(T — Q, 71, ’72) = <I>(a, ’717/72) (650)

yra teisinga.

Irodymas. (6.50) lygybés teisingumas tiesiogiai seka i§ formuliy

2nN 2N
sin(ﬂT —a)l = —sinal, cos( AR a)l = cosal,
2r N 2r N
2 27 2 B 2

6.1 iSvada. IS 6.1 ir 6.2 lemy seka, kad tikrinés reikSmés Ay, gaunamos i (6.45)
lygties, yra skirtingos tik intervale « € (0,7N/l). Funkcijos ®(a,~1,7v2) Sak-
nims, kurios nepriklauso $iam intervalui, atitinkamos tikrinés reikSmés )\ prade-
da kartotis (6.2 paveikslas). Jei v; = v2 =2, N =10, [ = 1, tai yra 35 skirtin-
gos funkcijos @ (v, 1, v2) Saknys intervale (0, 207). Yra lengva apskaiciuoti, kad
a1 = 20m—asgs = 3,9238; g = 20m—aizy ~ 4,9158; ag = 20mr—ag3 = 7,3765
ir t.t. Taigi gauname, kad intervale (0, 107) yra 17 skirtingy Sakny (dvi tikrinés
reikSmés yra neigiamos, kurios gaunamos i§ (6.53) lygties).

3 atvejis: A\ < 0. Jei A <0, tai 1 — h2)\/2 > 1. PaZymékime

2
1-— % = chph.

IS to seka, kad
4 50h
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6.2 pav. Funkcijos ®(c, 1, 72) nuliai pirmame periode « € (0,27 N/1), v1 = 72 =
2, N =10,1 = 1. IS (6.46) lygties gauname 17 teigiamy tikriniy reikSmiy (ir 2
neigiamos)

Fig. 6.2. Zeroes of function ®(c,y1,72) in period o € (0,27N/1), 71 = 2 = 2,
N =10,1 = 1. We get 17 positive eigenvalues from equation (6.46) (and 2 negative)

Bendrasis (6.43) lygties sprendinys yra
U; = CichBih + CashBih. (6.51)

6.3 teorema. Jei matrica A turi neigiamy tikriniy reikSmiy, tai jos turi pavidalg

= h2 ﬁkh

A = h2 5 (6.52)
¢ia [y yra teigiamos Sios lygties Saknys:
24shfl <shﬁl_lchﬁl) n
2Ish? 1 shfl lchpgl )

—6¢ch Sl —21*chfSlshfl= .

(Fp5Oemi(g i —p7)) (o) —2PcBshA=0, (6.53)
4 5h 5h

A=——sh?— B=_—th™— 54
n ; ﬂht (6.54)

Teoremos jrodymas yra analogi$kas 6.2 teoremos jrodymui.
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6.5. Skaitinis eksperimentas

Skaitinis eksperimentas buvo atliekamas norint i§samiau iStirti peréjimo mat-
ricos A spektro savybes. Sis eksperimentas leidZia i$siaidkinti tam tikrus nelo-
kaliyjy uZdaviniy bendrumus ir tokiy uzdaviniy specifikg. Vienas i$ pagrindiniy
atliekamo skaitinio eksperimento tiksly yra rasti neigiamy ir teigiamy matricos
A tikriniy reikSmiy skai¢iy ir nustatyti to skai¢iaus priklausomybe nuo parametry
1, 2 reikSmiy. Termotamprumo uZdaviniuose (Day 1983) daZniausiai aptinka-
mos Siy parametry reik§meés y; = o < 0. Tiksliau:

- - @032
M =72 = 2eA

¢ia O yra pradiné vienodai pasiskirsCiusi temperatiira, ¢ — savitoji Siluma, esant
pastoviai deformacijai, A — standumas lenkimui ir B — kryZminio rySio tarp
Siluminiy ir mechaniniy efekty matas. Taigi atvejj, kai v; = <2, iSanalizuokime
detaliau. Pristatysime gautus eksperimento rezultatus.

Pirmiausiai pastebésime, kad dvi hiperbolés Sakos, gaunamos i§ (6.37) lyg-
ties, padalina visg sritj (71,72) | tris neapréZtas sritis (6.1 paveikslas). Sritimi
S1 pazymeéta sritis, esanti Zemiau abiejy hiperbolés Saky. Joje yra koordinaciy
pradzios taskas (y; = 0,72 = 0) ir visos 71, 2 reikSmés, kurios tenkina sglyga
v1 = y2 < 0. Sritis Sy yra tarp dviejy hiperbolés Saky, sritis S3 yra vir§ Sios
hiperbolés Saky.

Tuo atveju, kai taskas (v1,72) priklauso hiperbolei, tada su Siomis 71, v2
iSraiSkomis A\ = 0 yra matricos A tikriné reikSmé.

Kai vy = v = 0, tai turime (6.34)—(6.36) klasikinj uZdavinj. Be to, vi-
sos matricos A tikrinés reikSmés yra realios ir skirtingos. Kadangi matricos A
tikrinés reikSmés yra tolydZios matricos elementy funkcijos, tai srityje S7 vi-
sos matricos A realios tikrinés reik§més yra teigiamos. Siuo atveju nulinés ir
neigiamy tikriniy reik§miy néra.

Jei 71,72 reikSmes keistume taip, kad taskas (vy1,72) € S artéty prie hiper-
bolés tada atitinkamai teigiama tikriné reikSmé artéty prie nulinés ir tapty nuline
tikrine reikSme, kai (71,72) tampa hiperbolés tasku. Kai taskas (y1,72) € So,
(6.53) lygtis turi vieng teigiama Saknij, t. y. egzistuoja viena neigiama matri-
cos A tikriné reik§mé ((6.26) nelygybé galioja prie bet kokiy h reikSmiy, kai
Y1 + 72 < 0; jei y1 + 2 > 0, h turi buti pakankamai mazas).

Tuo atveju, kai (y1,72) € S3, matrica A turi dvi neigiamas tikrines reikSmes,
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Yo <107

6.3 pav. Funkcija f(8,71,72), 7
Y2 = 0,49, I =1, N =10, (71,72)
Sy. Intervale § € (0, 00) Sakny néra
Fig. 6.3. Function f(05,71,72), 71 =
Yo =0,49, | =1, N = 10,(y1,72) €
S1. There are no roots in the interval
B € (0,00)

m

45y <1074

4@ 10 ?

0,5 /

6.4 pav. Funkcija f(8,71,72), 71 =
Y2 =0,499, [ =1, N = 10, (’71,’72) S
Ss. Intervale 3 € (0,00) yra viena Sak-
nis

Fig. 6.4. Function f(5,v1,72), M1 =
Y2 =0,499, [ =1, N =10, (’71,’72) S
S5. There is one root in the interval
B € (0,00)

N

6.5 pav. Funkcija f(8,7v1,72), 1 =72 =0,503, =1, N =
10, (y1,72) € Ss. Intervale 5 € (0, 00) yra dvi Saknys

Fig. 6.5. Function f(53,71,72), 1 =72 =0,503, [ =1, N =
10, (y1,72) € So. There are 2 roots in the interval 3 € (0, o0)

jei h yra pakankamai mazas, t. y. jei

h <

hy = E02 = VIR e

(6.55)
37172

Dél tos priezasties pakankama (6.22) skirtuminés schemos stabilumo salyga
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yra (v1,72) € S

Tipiskas neigiamy tikriniy reikSmiy atsiradimo atvejis parodytas 6.3—6.5 pa-
veiksluose. Siuose paveiksluose atvaizduoti funkcijos f(3,71,72) grafikai, kai
h = 1/10. Cia funkcija f(8,71,72) yra (6.53) lygties kairioji pusé. Paste-
bésime, kad, pagal 6.1 teoremg, A\ = 0, kai v = v = v ~ 0,4982 ir
v1 = 72 ~ 0,5018. Be to, kai v < 0,4982, (6.53) lygtis neturi teigiamos
Saknies; kai 0,4982 < v < 0,5018, tada egzistuoja vienintelé¢ teigiama Saknis;
kai v > 0,5018, tada egzistuoja dvi Saknys. Tai reiSkia, kad kai v < 0,4982
matrica A neturi neigiamy tikriniy reikSmiy; kai 0,4982 < v < 0,5018, tada
egzistuoja viena neigiama tikriné reikSmé A, gaunama i§ (6.52) formulés; kai
v > 0,5018, tuo atveju egzistuoja dvi neigiamos tikrinés reikSmés.

4ty <1074 flf

N

[
|

3,33

\
. FANANANANANANAN NN
0 o1 022 R 0/54 0,65“70,50 3,1”5,3\ ,4\1’2,6\1 ,7\1 ,8\ 2\2;1\2 ,3\3 49
-3,33 B Viy V

6.6 pav. Funkcija ®(a,v1,72), 71 = 72 = 0,49, | = 1, N = 10, (1, gaz) € Si.
Intervale @ € (0,107) yra 19 Sakny 2N — 1 = 19)

Fig. 6.6. Function ®(o,v1,7%2), 71 = 72 = 0,49, Il =1, N = 10, (71, gaz) € Si.
There are 19 roots (2N — 1 = 19) in the interval « € (0, 107)

Atveju, kai (7y1,72) € Ss3, matrica A turi dvi neigiamas tikrines reik§mes, jei
h tenkina (6.55) nelygybe. Tada nei$pildyta stabilumo saglyga. Jei (v1,72) € Ss,
gauname, kad netenkinama skirtuminés schemos stabilumo savybé p(S) < 1
pakankamai maZoms h reik§méms. Si sglyga p(S) < 1 gali biti teisinga, jei h
néra per mazas, t. y. prie tam tikry dideliy A reikSmiy stabilumo salygos yra
tenkinamos. Tai yra jrodyta straipsnyje (Sapagovas 2005) uZdaviniams su (6.12),
(6.13) nelokaliosiomis salygomis, kai o = const, 3 = const.

6.6-6.8 paveiksluose pavaizduota funkcijos ®(a, 1, v2) grafikai (kairé (6.46)
lygties pusé). IS jy matyti teigiamy Sakny, gauty i§ (6.46) lygties, skaicius, t. y.
teigiamy matricos A tikriniy reik§miy skaicius. Vadinasi, visais trimis atvejais
(v = 0,49;0,499; 0, 503) bendras teigiamy ir neigiamy matricos A tikriniy reiks-
miy skai¢ius yra 2N — 1, t. y. sutampa su matricos eile. Siuo atveju kompleksiniy
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tikriniy reikSmiy néra. Taip pat néra ir teigiamy tikriniy reikSmiy, netenkinanciy
(6.44) nelygybe. Jei (y1,72) € So2, pakankama skirtuminés schemos stabilumo
salyga p(S) < 1 netenkinama.

4t x107° e

10 /
1
3,33 015/ \
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6.7 pav. Funkcija ®(a,v1,72), 1 = 72 = 0,499, [ = 1, N = 10,(y1,72) € Sa.
Intervale a € (0, 107) yra 18 Sakny

Fig. 6.7. Function ®(o,v1,72), 71 = 72 = 0,499, I =1, N = 10, (v, gas) € Si.
There are 18 roots in the interval o € (0, 107)

Pasinaudokime tuo, kad jei tenkinama (6.26) salyga, tai (6.34)—(6.36) tikriniy
reikSmiy uzdavinys su nelokaliosiomis sglygomis yra ekvivalentus matricos A
((2N — 1) eilés) tikriniy reik§miy uzdaviniui (Sapagovas 2008). Jei §i salyga
negalioja, turime, kad

2h(n +72) 3h%y1792

L= I 12

=0 (6.56)
(6.34)—(6.36) tikriniy reik§miy uzdavinys negali buti suvestas j matricos A ((2N —
1) eilés) tikriniy reik§miy uzdavinj. Tuo atveju, kai v1 = 2 = 7, (6.56) lygybé
yra teisinga

1 _1
330 T Al

Pavyzdziui, jei [ = 1, N = 10, tada (6.57) lygybé galioja kai v(1) = 10/3,
73 =10 reikSmiy.

hy = (6.57)

Jei v didéja ir pasiekia reikSme 79) = 10/3, tada viena i$ neigiamy (6.34)—

(6.36) uzdavinio reikSmiy keiciasi nuo —oo iki 4+o00. Atsiranda viena teigiama
tikriné reikSmé (prie pakankamai mazo h). Su panasia situacija susiduriame kai
v didéja ir pasiekia taSka %2) = 10. Siuo atveju atsiranda antra neigiama tikriné
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6.8 pav. Funkcija ®(a,v1,72), 1 = 72 = 0,503, [ = 1, N = 10,(y1,72) € Ss.
Intervale « € (0, 107) yra 17 Sakny

Fig. 6.8. Function ®(«,v1,72), 71 = 72 = 0,503, I =1, N = 10, (v, gas) € Si.
Tere are 17 roots in the interval « € (0, 107)

reik§mé. Sis efektas pastebétas anks¢iau, kai h yra pakankamai maZas, t.y.
h < hy = 0.1. Tai susije su charakteristiny funkcijy poliais, kuriy i§sami analizé
pateikta straipsnyje (Stikonas 2007).

Norint pademonstruoti skirtuminés schemos stabilumo tyrimg, buvo sprestas
iliustracinis (6.11)—(6.14) uzdavinys. Funkcijos f(z,t), pi(t), pa(t) ir ¢(z)
parinktos taip, kad u(x,t) = e+ bty skirtuminio uzdavinio sprendinys.

6.1, 6.2 lentelése pateikta maksimali baigtiniy skirtumy metodo paklaida

— R AR el
€ _]IglgaéN]u(xl,t) U/l

kai t = 2.

Pagal pateiktus skaic¢iavimo duomenis, i§ 6.1 ir 6.2 lenteliy gerai matyti, kad
(71,72) € S1 yra pakankama skirtuminiy schemy stabilumo salyga. Dar daugiau,
rezultatai rodo, kad pakankamai dideléms v = 71 = 7, reikSméms, (y1,72) €
Ss3, galima rasti skirtuminés schemos sprendinj su pakankamu tikslumu, kai A
reikSmés néra maZzos.

6.6. Sestojo skyriaus iSvados

« ISnagrinétas baigtiniy skirtuminiy schemy stabilumas paraboliniam uzda-
viniui su nelokaliosiomis integralinémis saglygomis. UZdavinys parinktas
i kvazistatinés tamprumo teorijos. Stabilumo salygos suformuluotos re-
miantis skirtuminés lyg¢iy sistemos peréjimo matricos tikriniy reik§miy
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6.1 lentelé. Paklaida e skirtingiems vy, 72

(h=0.025,7=h?/2,t=2,1=1)
Table 6.1. Error ¢ for different v, v2
(h=0.025,7=h?/2,t=2,1=1)

Ba! V2 €
-100 -100 0,425 1072
-10 -10 0,402 - 1072
-10 0,25 0,312-102
0,25 -10 0,443 -1072
-1 -1 0,275 102
0 0 0,326 - 1073
0,25 0,25 0,355-1072
0,5 0,5 0,487 -1072
0,51 0,51 0,623 1071

0,55 0,55 0,245

6.2 lentelé. Paklaida ¢ skirtingiems
N (’71,’72 = 1000,h = Z/N,
T="h%/2,t=2,1=1)

Table 6.2. Error ¢ for different NV
(71,72 = 1000, h = I/N, T = h?/2,

t=21=1)
N €
10 0,728 -107*
20 0,182-1071
40 0,415 - 1072
80 0,132-1072
160 0,501 - 1072
320 0,197 -107*
640 0,721-107"
1280 0,272
2560 nestabilu

analize. Nustatyta skirtuminés schemos stabilumo sritis, kuri, parametry
Y1, Y2 atZvilgiu, nusakoma hiperbolés Sakomis. Srityje, kuriai priklauso
taskas (0,0), yra stabilu. Si sritis plok§tumoje (71, 72) yra Zemiau abiejy
hiperbolés Saky. Tuo atveju, kai i — 0, hiperbolé pereina j dvi statmenai
susikertancias tieses.

Atliktas skaitinis eksperimentas, kurio iSdavoje pateiktas skirtuminés lyg-
¢iy sistemos peréjimo matricos spektro savybiy tyrimas. Gauta, kad bend-
ras realiyjy tikriniy reikSmiy skaicius sutampa su skirtuminiy lygciy sis-
temos eile. Dél to galima teigti, kad kompleksiniy tikriniy reik§miy néra.
Gauta, kad skirtuminés schemos stabilumas nepriklauso nuo parametro !
reik§meés iS nelokaliyjy integraliniy salygy.






Bendrosios isvados

1. Nagrin¢jant diferencialinio operatoriaus su nelokaliosiomis integraliné-
mis saglygomis ir pastoviais koeficientais spektro strukturg nustatyta, kad
Sio operatoriaus spektras priklauso nuo vieno parametro v = 71 + Yo.
Priklausomai nuo Sio parametro reikSmiy gali egzistuoti nuliné, viena
neigiama ir be galo daug teigiamy tikriniy reikSmiy. Analogiski teigi-
niai teisingi ir skirtuminiam operatoriui su nelokaliosiomis salygomis, tik
teigiamy tikriniy reikSmiy yra baigtinis skaicius.

2. Kai integralinése salygose yra kintami svorio koeficientai, tai gali atsirasti
kompleksinés tikrinés reikimés. Sio uzdavinio atveju nuliné ir neigiamos
tikrinés reikSmés priklauso nuo tasko (v1,2) padéties hiperbolés atzvil-
giu. Kai taSkas (1,72) priklauso hiperbolei, tai A = 0 yra nagrinéjamo
uzdavinio tikriné reikSmé.

3. Kai diferencialinéje lygtyje yra kintami koeficientai, tai tikrinés reikSmés
A = 0 apibréZimo sritis priklauso nuo kintamyjy koeficienty pobudZio,
t. y. nuliné tikriné reikSmé gali atsirasti prie didesniy (ar maZesniy)
Y1 + 72 reikSmiy, priklausomai nuo kintamojo koeficiento (simetring,
monotoniSkai didéjanti ar monotoni$kai mazéjanti funkcija) tipo.

4. Rezultatus, gautus tiriant diferencialiniy operatoriy su integralinémis sa-
lygomis spektro struktiira, galime pritaikyti dvimaciy elipsinio tipo di-

119
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ferencialiniy operatoriy tikrinéms reikSméms nagrinéti bei paraboliniy
lygciy su nelokaliosiomis integralinémis sglygomis skirtuminiy schemy
stabilumo analizei.
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