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Reziume

Disertacijoje nagrinéjamos papildomos informacijos panaudojimo galimybés
konstruojant baigtinés populiacijos sumos, dispersijos ir kovariacijos jvertinius, bei
sluoksniuojant baigtines populiacijas.

Pirmiausia darbe sprendZiamas populiacijy sluoksniavimo uZzdavinys, kai ty-
rimo kintamojo skirstinys yra asimetrinis. Pasitilomas naujas — pataisytasis geo-
metrinis — sluoksniavimo metodas. Sis metodas modeliuojant lyginamas su trimis
kitais Zinomais metodais: kvadratinés Saknies is skirstinio daznio, geometriniu ir
laipsninio sluoksniavimo metodu. Modeliavimo rezultatai rodo, kad vidutini$kai
asimetrinéms populiacijoms geriausiai tinka laipsninio sluoksniavimo metodas, o
ypac¢ asimetrinéms populiacijoms geriausias yra pataisytasis geometrinis sluoks-
niavimas.

Toliau nagrinéjami baigtinés populiacijos sumos kalibruotieji ivertiniai, su-
konstruoti taikant skirtingas atstumo funkcijas. Modeliuojant tiriama Siy ivertiniy
kokybé. Sukonstruoti nauji populiacijos kovariacijos kalibruotieji jvertiniai, nau-
dojantys viena, dvi ir tris svoriy sistemas. Sie jvertiniai konstruojami pasirenkant
skirtingas kalibravimo lygtis. Remiantis modeliais pagristy ivertiniy teorija, Cia
taip pat sukonstruojamas pataisytasis tiesiniu regresiniu modeliu pagristas kali-
bruotasis populiacijos kovariacijos jvertinys. Modeliuojant ivertiniai lyginami tar-
pusavyje ir su standartiniais atitinkamy parametry ivertiniais. Kalibruotieji jverti-
niai yra kur kas tikslesni, jei tyrimo ir papildomy kintamuju koreliacija yra dide-
lé. Disertacijoje taip pat sprendZiama sukonstruoty jvertiniy dispersijy vertinimo
problema. Tai — techniskai sudétingas uzdavinys, nes daugeliu atvejy kalibruotyjy
svoriy negalima uZraSyti iSreikStiniu pavidalu.



Abstract

The dissertation analyzes how to incorporate auxiliary information into the
estimation of the finite population total, variance, covariance, and how to use it for
the stratification of finite populations.

First of all, the problem of efficient stratification in the case of skewed popu-
lation is considered. A new adjusted geometric stratification method is introduced.
This method is compared by simulation with the cumulative root frequency met-
hod, the geometric method, and the power method. The simulation results show
that in most cases considered the power method is the most efficient one, but the
adjusted geometric stratification method outperforms all the methods in the case
of highly skewed populations.

The calibrated estimators of finite population total, constructed using different
distance functions, are considered. The quality of such estimators is analyzed by
simulation. The new calibrated estimators of the finite population covariance (va-
riance) are derived, using one or more weighting systems. Applying the model
calibration theory, we construct here an adjusted linear regression model-assisted
and calibrated estimator of the population covariance. The estimators derived are
compared by simulation with the standard estimators of the respective parameters.
The calibrated estimators of the population covariance are more efficient compared
to the straight estimators provided the auxiliary variables are well correlated with
the study variables. The problem of estimation of the variance of the constructed
estimators is considered in the dissertation as well. This is a technically complica-
ted problem, because an explicit solution of calibration equations does not exist in
many cases.



Zyméjimai
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Zyméjimai

Fzoms =R

Tkl

Wk

baigtiné populiacija, sudaryta i§ N elementy;
tikimybiné imtis;

populiacijos dydis;

imties dydis;

sluoksniy skaicius;

populiacijos h-asis sluoksnis;

h-ojo sluoksnio dydis;

imties dydis h-ajame sluoksnyje;
nepriklausomi atsitiktiniai dydZiai;

tyrimo kintamieji;

papildomi kintamieji;

tyrimo kintamojo y papildomi kintamieji;

tyrimo kintamojo z papildomi kintamieji;

k-ojo populiacijos elemento papildomy kintamyjy reikSmiy
vektorius stulpelis;

transponuotasis vektorius Xg;

k-ojo populiacijos elemento tyrimo kintamuyjy reikSmiy vek-
torius stulpelis;

imties s iSrinkimo tikimybé;

k-ojo populiacijos elemento priklausymo imdiai tikimybé;
dviejy populiacijos elementy k ir [ priklausymo imciai tiki-
mybé;

k-ojo populiacijos elemento imties plano svoris;

k-ojo imties elemento kalibruotasis svoris;

elementy poros (k, ) kalibruotasis svoris;

k-ojo populiacijos elemento laisvai pasirenkamas svoris;
elementy poros (k, ) laisvai pasirenkamas svoris;
kintamojo y imties vidurkis;

kintamojo y imties dispersija;

kintamojo y suma;

kintamojo y vidurkis;

dviejy populiacijos sumy ¢, ir ¢, santykis;
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S; kintamojo y dispersija;

Cov(y, z) kintamyjy y ir z kovariacija;

p(y, 2) kintamujy y ir z koreliacijos koeficientas;

Fy(t) kintamojo y pasiskirstymo funkcija;

Qo kintamojo y a lygmens kvantilis;

ac populiacijos asimetrijos koeficientas;

) parametro 6 jvertinys;

POSL(H) jvertinio 6 poslinkis;

AVar(A) ivertinio 0 apytiksle dispersija;

Var(@\) {vertinio @ dispersija;

VK P(A) jvertinio § viduting kvadratiné paklaida;

cv(6) jvertinio 6 variacijos koeficientas;

L, L” atstumo funkcijos (jos gali buti numeruojamos, tada priraso-
mas atitinkamas indeksas);

Cumn/f Saknies i$ f taisyklé;

NPK ivertiniai, naudojantys papildomus kintamuosius.



Turinys

Reziumeé . . . ... v
ADSEract . ... vi
ZymEJimai. .. ... oo vii
Padéka .. ... xiii
Ivadas . ... .. e 1
Tiriamoji problema . ....... ... .. 1
Darbo aktualumas ......... ... .. . 1
Tyrimy objektas . ... o 2
Darbo tikslas ir uzdaviniai......... ...t 2
Tyrimy metodal . ...... ... 3
Mokslinis darbo naujumas ............ ... 3
Autoriaus dalyvavimas mokslinése programose ....................... 4
Ginamieji disertacijos teiginiai . . .......c.oveueinnn i 5
Darbo rezultaty aprobavimas . ..............coeiiiiiineiinin... 5
Disertacijos Struktliira . . .. ...ttt e 7

1. Papildomga informacija naudojantys baigtinés populiacijos parametry
qvertiniai . . ... ... ... 9

X



I.1. Papildoma informacija ............ ...t
1.2. Ivertiniai, naudojantys papildoma informacija.....................
1.2.1. Populiacijos sumos NPK ivertiniai ........................
1.2.2. Populiacijos vidurkio NPK jvertiniai ......................
1.3. Neatsakymai i apklausas ..............ooiuiiiiininninnenn...
1.4. Sudétingesniy populiacijos parametry vertinimas naudojant papildo-
mainformacija .. .......o i
1.5. Sudétingy ivertiniy dispersijy vertinimas . ........................
1.5.1. Teiloro iStiesinimo metodas apytikslei dispersijai rasti ........
1.5.2. Visrak€iometodas . . .. ...t
1.6. Kalibruotieji populiacijos sumos ivertiniai. Atstumo funkcijos . ... ...
1.7. Kalibruotieji ivertiniai neatsakymy i apklausas atveju ..............
1.8. Sudétingesniy populiacijos parametry vertinimas kalibruojant imties
Plano SVOTIUS . ...ttt e
1.8.1. Kalibruotieji santykio jvertiniai baigtinése populiacijose . ... ..
1.8.2. Horvico ir Tompsono sumos jvertinio dispersijos kalibruota-
SIS IVETHIMYS .. vttt ettt et e e e e et
1.8.3. Pasiskirstymo funkcijos ir kvantiliy kalibruotieji jvertiniai .. ..
1.9. Funkcinés formos metodas. .. ...t
1.10. Modeliais pagristi kalibruotieji jvertiniai ........................
1.11. Kalibruotieji ivertiniai skirtingy imties plany atveju ...............
1.11.1. Kalibruotieji populiacijos vidurkio ivertiniai, esant sluoksni-
NIAM EMIMUIL ..ottt et
1.11.2. Kalibruotieji populiacijos vidurkio jvertiniai, esant dviejy fa-
ZIY CIMIIMUL « .« o v ettt e e e e e e ettt
1.12. Pirmojo skyriaus apibendrinimas. UZdaviniy formulavimas ........

2. Baigtinés populiacijos sluoksniavimas................................
2.1. Klasikinis sluoksniavimo uzdavinys ....................couvo...
2.2. Asimetriniy populiacijy sluoksniavimas .........................

2.2.1. Sluoksniavimo metodai. . ...........oviiiiiiiiii
2.2.2. Sluoksniavimo metody palyginimas atliekant matematini mo-

deliavima .. ...t

2.3. Baigtinés populiacijos sluoksniavimas keliy tyrimo kintamuyjy atveju .

2.4. Antrojo skyriaus apibendrinimas ............... ... oo

3. Kalibruotieji baigtinés populiacijos sumos ir kovariacijos ivertiniai. . ..
3.1. Kalibruotieji populiacijos sumos jvertiniai, esant skirtingoms atstu-

mo fUNKCIjOmS ... ..ot

3.1.1. Populiacijos sumos jvertiniai ir jy apytikslés dispersijos . ... ...



Turinys xi

3.1.2. Ivertiniy tikslumo tyrimas atliekant matematini modeliavima .. 56

3.2. Baigtinés populiacijos kovariacijos kalibruotieji jvertiniai........... 59
3.2.1. Pagrindiniai Zymeéjimai . . . .. .....ooii e 60
3.2.2. Populiacijos kovariacijos ivertiniy kalibruotieji svoriai ....... 61
3.2.3. Ivertiniy empirinis palyginimas . . ..., 64
3.2.4. Kalibruotieji kovariacijos ivertiniai, naudojantys keleta svoriy

) 1155 1110 70
3.2.5. Matematinis modeliavimas: skirtingy svoriy sistemy itaka ver-
tinimo tikslumui ........ ... .. 73

3.3. Kalibruotyju populiacijos kovariacijos ivertiniy dispersijos vertinimas 75
3.3.1. Kovariacijos jvertiniy dispersijos vertinimas: grubus Teiloro

ir pseudo iStiesinimo metodai ............... .. ... ... 76
3.3.2. Matematinio modeliavimo rezultatai ...................... 79
3.3.3. Tikslesnieji dispersijos jvertiniai . ..............c..coun.... 81
3.4. Kalibruotieji ir modeliais pagristi baigtinés populiacijos kovariacijos
IVEITINIAL .« oottt e e e e e e 88
3.4.1. Parametriniais modeliais pagristi kalibruotieji baigtinés popu-
liacijos kovariacijos ivertiniai. . ..........oveennnennaen... 88

3.4.2. Ivertiniy tikslumo tyrimas, atliekant matematini modeliavima . 91
3.4.3. Pataisytieji tiesiniu regresiniu modeliu pagristi ir kalibruoti

baigtinés populiacijos kovariacijos jvertiniai ................ 93
3.4.4. Pataisytojo tiesiniu regresiniu modeliu pagristo kovariacijos

jvertinio savybiy empirinis tyrimas . . ......... ... ... oL 94

3.5. Treciojo skyriaus apibendrinimas . ..............coovvineennn.. 96
BendrosiosiSvados . ........... ... 99
Literatliros sarasas. . ................ 101
Autoriaus publikaciju disertacijos temasarasas......................... 111
SavoKu Zodynas . . ... 113

Dalykiné rodyklé. ....... ... ... 117






Padeéka

NuosirdZiai dékoju darbo vadovams doc. dr. Aleksandrui Plikusui ir prof. ha-
bil. dr. Romanui Januskeviciui uZ vadovavimgq disertacijai, konsultacijas ir joms
skirtq laikq, doc. dr. Danutei Krapavickaitei ir doc. dr. (HP) Marijui Radavi-
Ciui uZ vertingas pastabas ir patarimus disertacijos struktiiros ir terminy klau-
simais; prof. Gunarui Kuldorfui (Gunnar Kulldorf, Umed universitetas, Svedi-
ja), prof. Danieliui Torburnui (Daniel Thorburn, Stokholmo universitetas, Svedi-
ja), doc. dr. Danutei Krapavickaitei ir doc. dr. Aleksandrui Plikusui uZ staZuotes
Umea ir Stokholmo universitetuose, kuriy metu buvo gauti pagrindiniai diserta-
cijos rezultatai, sudarytas disertacijos literatiiros sqrasas ir uZmegzti dalykiniai
rySiai su Svedy imciy metody teorijos specialistais; kolegoms is Vilniaus peda-
goginio universiteto Algebros ir statistikos katedros uz moralini palaikymq; Zitai
Manstavicienei uz sutvarkytq rankrascio kalbq.

xiii






lvadas

Tiriamoji problema

Siuolaikingje valstybinéje statistikoje ir kitose srityse yra jvairiy papildomos
informacijos $altiniy apie statiskai tiriamas populiacijas. Tai, pavyzdZiui, gyvento-
ju, imoniy ar mokes¢iy inspekcijos registry duomenys. Disertacijoje nagrinéjamos
papildomos informacijos panaudojimo galimybés konstruojant baigtinés populia-
cijos sumos, dispersijos ir kovariacijos ivertinius, bei sluoksniuojant baigtines po-
puliacijas.

Darbo aktualumas

Imciy metodai — jauna statistikos mokslo Saka, kuri sparciai pradéjo vystytis
po 1940 mety. Soviety Sajunga nedalyvavo plétojant $ig mokslo Saka, todel Lie-
tuvoje pirmieji rimti mokslo darbai, susije su baigtiniy populiacijy statistika, pa-
sirodé tik po nepriklausomybés atgavimo. Siandien im&iy metodai, organizuojant
apklausas, vertinant populiacijos parametrus, placiai taikomi valstybinéje statisti-
koje, sociologiniuose, ekonominiuose ir kt. tyrimuose. Todél svarbu plétoti Sig
srit], tobulinti esamus im¢iy metodus.

Daugelyje mokslo darby pabréZiama Zinomos papildomos informacijos svarba
konstruojant populiacijos parametry jvertinius — jei papildomos informacijos kin-
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tamieji gerai koreliuoja su tyrimo kintamaisiais, tai pasitelkus tinkamus jvertinius,
kurie naudoja papildomus kintamuosius, galima gauti tikslesnius jver¢ius. Ypac
svarbus yra Deville ir Sdrndal [21] straipsnis, kuriame pristatoma nauja baigtinés
populiacijos sumos jvertiniy, naudojanciy papildomus kintamuosius, klasé — kali-
bruotieji jvertiniai. Sie jvertiniai vis platiau taikomi valstybinéje statistikoje.

Be populiacijos sumos, egzistuoja daug kity svarbiy, bet sudétingesniy para-
metry: populiacijos dviejy sumy santykis, dispersija, kovariacija, kvantilis ir kt.
Populiacijos dviejy sumy santykio ivertiniai gali bati pritaikyti darbo uZmokes-
¢io tyrimuose, kovariacijos jvertiniai — regresijos ir koreliacijos koeficientams bei
kovariacinéms matricoms vertinti, o kvantilio jvertiniai — ekonomikos tyrimuose.
Deja, néra daug darby, kuriuose biity nagrinéjami Siy parametry jvertiniai, nau-
dojantys Zinoma papildomg informacija. Taigi biitina praplésti minéty parametry
ivertiniy klase, pavyzdZziui, pritaikant Deville ir Sdrndal pasiiilyta svoriy kalibravi-
mo technika.

Iverciy tikslumas bei ju dispersija priklauso ne tik nuo naudojamy ivertiniy ar
papildomos informacijos, bet ir nuo imties plano. Turint papildomos informaci-
jos apie populiacijos struktiira, daznai efektyvus biina sluoksninis émimas, placiai
taikomas daugelyje tyrimy. Siekiant tikslesniy statistinio tyrimo rezultaty, reikia
naudoti kuo efektyvesnius sluoksniavimo metodus, kurie gali biiti gaunami tobuli-
nant esamus ar kuriant naujus.

Tyrimy objektas

Darbo tyrimy objektas yra:
« baigtinése populiacijose apibréZty parametry vertinimas naudojant papil-
domga informacija;

« modeliais pagristi baigtinés populiacijos kovariacijos ivertiniai;

« baigtiniy populiacijy sluoksniavimas.

Darbo tikslas ir uzdaviniai

Pagrindinis Sio darbo tikslas — naudojantis papildoma informacija patobulinti
tam tikrus baigtinés populiacijos sluoksniavimo ir populiacijos sumos bei kovaria-
cijos vertinimo metodus. Siekiant tikslo buvo sprendziami $ie uzdaviniai:

1. Naudojant skirtingas atstumo funkcijas bei kalibravimo lygtis sukonstruoti
baigtinés populiacijos sumos, dispersijos ir kovariacijos kalibruotus jverti-
nius.
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2. Sukonstruoti baigtinés populiacijos dispersijos ir kovariacijos kalibruotus
jvertinius, naudojancius keleta svoriy sistemy.

3. Sukonstruoti gautyjy kalibruoty ivertiniy dispersijos jvertinius.

4. Remiantis matematiniu modeliavimu kalibruotus ivertinius palyginti su
standartiniais atitinkamy parametry jvertiniais.

5. Modeliuojant palyginti autoriaus [A1] sukonstruotus kalibruotus kovaria-
cijos jvertinius su Wu ir Sitter [100] pasitlytu tiesiniu regresiniu modeliu
pagristu kalibruotu baigtinés populiacijos kovariacijos ivertiniu.

6. Modifikuoti tiesiniu regresiniu modeliu pagrista kalibruota baigtinés po-
puliacijos kovariacijos ivertini kiekvienam tyrimo kintamajam naudojant
atskirus papildomus kintamuosius.

7. Modifikuoti Gunning ir Horgan [35] pasiiilyta geometrinj sluoksniavimo
metoda, darant prielaida, kad populiacijos skirstinys yra eksponentinis.

Tyrimy metodai

Darbe taikomi $ie metodai: analizinis, tikimybinis ir eksperimentinis. [rodant
disertacijos teiginius, taikyti LagranZo daugikliy, Teiloro skleidimo eilute, atsi-
tiktiniy dydZziy skaitiniy charakteristiky skai¢iavimo metodai ir matricy diferenci-
javimo taisyklés. ISvedant pataisytaji tiesiniu regresiniu modeliu pagrista baigti-
nés populiacijos kovariacijos ivertini, remtasi modeliais pagristy ivertiniy teorija.
SprendZiant optimaliyjy sluoksniy riby radimo uzdavini, nagrinéti $aknies i§ f,
geometrinis ir laipsniy sluoksniavimo metodai. ISvestas pataisytasis geometrinis
populiacijy sluoksniavimo metodas yra pagristas populiacijos skirstiniu. Atlie-
kant matematini modeliavima, naudotasi matematiniy uzdaviniy sprendimo paketu
Matlab [60].

Mokslinis darbo naujumas

Remiantis svoriy kalibravimo idéja ir naudojant keleta skirtingy atstumo funk-
ciju, Sioje disertacijoje sukonstruojami bei tarpusavyje empiriskai palyginami po-
puliacijos sumos kalibruotieji jvertiniai. Naudodami tokias atstumo funkcijas, ku-
riy iSraiskoje yra, pavyzdziui, kvadratinés Saknys, mes garantuojame, kad turésime
neneigiamus svorius, nes neigiami svoriai daznai yra didesnés ivertiniy dispersijos
priezastis. Darbe taip pat pateikiamos sukonstruoty jvertiniy apytikslés dispersijos.
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Sios disertacijos kitas naujas rezultatas — baigtinés populiacijos kovariacijos
(dispersijos) kalibruotieji ivertiniai, naudojantys viena ar daugiau svoriy sistemy.
Svoriy konstravimui pasitelktos naujos, specialiai Siam parametrui pritaikytos, ka-
libravimo lygtys. Disertacijoje taip pat sprendziama sukonstruoty ivertiniy dis-
persiju vertinimo problema. Tai — techniSkai sudétingas uZdavinys, nes daugeliu
atvejy kalibruoty svoriy negalima uzrasyti iSreikStiniu pavidalu.

Fataisytasis tiesiniu regresiniu modeliu pagristas kovariacijos ivertinys — taip
pat naujas rezultatas. Jis skiriasi nuo Wu ir Sitter [100] pasiiilyto ivertinio tuo, kad
ji konstruojant kiekvienam tyrimo kintamajam buvo naudotas atskiras papildomas
kintamasis.

Siame darbe taip pat sprendZiamas asimetriniy populiacijy sluoksniavimo uz-
davinys ir sitilomas pataisytas geometrinis sluoksniavimo metodas.

Atliekant eksperimentus, buvo naudotasi paties autoriaus sukurtomis naujo-
mis Matlab funkcijomis.

Autoriaus dalyvavimas mokslinése programose

Autorius dalyvavo:

o Vykdant Lietuvos valstybinio mokslo ir studijy fondo finansuota projekta
,Baigtinés populiacijos parametry vertinimas turint papildomos informa-
cijos“ (2007 03 12 — 2007 12 30).

e 2007 m. geguzés 31 d. ir birZelio 1 d. Helsinkyje vykusiuose daugia-
pakopio modeliavimo kursuose. Kursy, rengty pagal Baltijos ir Skandina-
vijos Saliy im¢iy metody teorijos mokslinio bendradarbiavimo programa,
organizatoriai: Helsinkio universitetas, Suomijos statistikos departamen-
tas, Suomijos statistiky draugija.

Autorius staZavosi Siose uZsienio mokslo istaigose:

o Umea universitete (gvedija) nuo 2006 m. vasario 28 d. iki kovo 31 d.
StaZuotés metu vietiniame Matematinés statistikos katedros seminare per-
skaityta paskaita ,,Calibrated estimators under different distance measu-
res®. StaZuoté finansuota i§ projekto ,.Baltic-Nordic network co-operation
on education and research in survey statistics* 1€Sy.

o Umead universitete (gvedij a) nuo 2007 m. vasario 1 d. iki vasario 28 d. Sta-
Zuotés metu Matematinés statistikos katedros seminare perskaityta paskai-
ta ,,Calibrated estimators of the finite population covariance“. StaZuoté
finansuota i§ projekto ,,Baltic-Nordic network co-operation on expanding
the capacity in survey sampling and related statistical applications* 1ésy.
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o Stokholmo universitete (Svedija) nuo 2008 m. sausio 8 d. iki vasario 6 d.
StaZzuotés metu Matematinés statistikos katedros seminare perskaityta pa-
skaita ,Estimation of the finite population covariance in the presence of
auxiliary information®“. Stazuoté finansuota i$ projekto ,,Baltic-Nordic ne-
twork co-operation on education and research in survey statistics* 1éSy.

Ginamieji disertacijos teiginiai

1. Teiginys apie kalibruotujy svoriy iSraiska, vertinant baigtinés populiacijos
sumas.

2. Teiginiai apie kalibruotuyjy svoriy iSraiska, vertinant baigtinés populiacijos
dispersija ir kovariacija.

3. Kalibruotieji baigtinés populiacijos kovariacijos ivertiniai, naudojantys ke-
lias svoriy sistemas.

4. Teiginiai apie sukonstruoty kalibruotyjy populiacijos sumos ir kovariacijos
(dispersijos) ivertiniy apytiksliy dispersijy skai¢iavima ir jy vertinima.

5. Skirtingy kalibravimo lygciy itakos vertinimo tikslumui analizé.

6. Pataisytojo geometrinio sluoksniavimo taisyklé asimetrinése populiacijo-
se.

7. Pataisytasis tiesiniu regresiniu modeliu pagristas kalibruotasis populiaci-
jos kovariacijos ivertinys.

Darbo rezultaty aprobavimas

Pagrindiniai disertacijos rezultatai paskelbti Siuose moksliniuose Zurnaluose:
Acta Applicandae Mathematicae, Statistics in Transition, Lietuvos matematikos
rinkinyje (spec. numeryje).

Tarpiniai disertacijos rezultatai pristatyti Siose mokslinése konferencijose ir
seminaruose:

o D. Pumputis, Kalibruoti jvertiniai esant skirtingoms atstumo funkcijoms,
Lietuvos matematiky draugijos XLVI konferencija, VU, Vilnius, birZelio
15-16 d., 2005.

o A. Plikusas, D. Pumputis, Laiko eiluciy Suoliy i8lyginimas, Lietuvos mate-
matiky draugijos XLVI konferencija, VU, Vilnius, birzelio 15-16 d., 2005.
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D. Pumputis, Calibrated estimators under different distance measures, Wo-
rkshop on Survey Sampling Theory and Methodology, Vilnius, June 17-21,
2005.

A. Plikusas, D. Pumputis, Composite estimators for the sample and frame
changing points, Workshop on Survey Sampling Theory and Methodology,
Vilnius, June 17-21, 2005.

D. Pumputis, Calibrated estimators under different distance measures, Se-
minar in Survey Sampling, University of Umea, Umeda, Sweden, March 22,
2006.

A. Plikusas, D. Pumputis, Kalibruoti baigtinés populiacijos dispersijos
ivertiniai, esant skirtingoms atstumo funkcijoms, Lietuvos matematiky drau-
gijos XLVII konferencija, KTU, Kaunas, birzelio 20-21 d., 2006.

A. Plikusas, D. Pumputis, Calibrated estimators of the population cova-
riance, 9th International Vilnius Conference on Probability Theory and
Mathematical Statistics, Vilnius, June 25-30, 2006.

A. Plikusas, D. Pumputis, Calibrated estimators of finite population co-
variance, Workshop on Survey Sampling Theory and Methodology, Vent-
spils, Latvia, August 24-28, 2006.

D. Pumputis, Calibrated estimators of the finite population covariance, Se-
minar in Survey Sampling, University of Umed, Umed, Sweden, February
27, 2007.

D. Pumputis, On the estimation of the variance of calibrated estimators
of the population covariance, Second Baltic-Nordic Conference on Survey
Sampling, Kuusamo, Finland, June 2—7, 2007.

D. Pumputis, Populiacijos, turincios eksponentini skirstini, sluoksniavi-
mas, Lietuvos matematiky draugijos XLVIII konferencija, VGTU, Vilnius,
birzelio 27-28 d., 2007.

A. Plikusas, D. Krapavickaité, D. Pumputis, Estimation of variance for the
calibrated estimators of the finite population covariance, 56th Session of
the International Statistical Institute (1SI), Lisboa Congress Centre, Lis-
boa, Portugal, August 22-29, 2007.

A. Plikusas, D. Pumputis, Estimation of the finite population covarian-
ce, 8th International Conference Computer Data Analysis and Modeling:
Complex Stochastic Data and Systems, Minsk, Belarus, September 11-15,
2007.
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D. Pumputis, Estimation of the finite population covariance in the presen-
ce of auxiliary information, Seminar in Survey Sampling, University of
Stockholm, Stockholm, Sweden, January 30, 2008.

o D. Pumputis, Calibrated and model-calibrated estimators of the finite po-
pulation covariance, 22nd Nordic Conference on Mathematical Statistics,
Vilnius, June 16-19, 2008.

« D. Pumputis, Kalibruoti ir modeliais pagristi baigtinés populiacijos kova-
riacijos ivertiniai, Lietuvos matematiky draugijos XLIX konferencija, Kau-
nas, birzelio 25-26 d., 2008.

o D. Pumputis, Adjusted model-calibrated estimators of the finite popula-
tion covariance, Workshop on Survey Sampling Theory and Methodology,
Kuressaare, Estonia, August 25-29, 2008.

« D. Pumputis, Baigtinés populiacijos parametry statistiniai jvertiniai, gauti
naudojant papildoma informacija, Imciy teorijos seminaras, Matematikos
ir informatikos institutas, Vilnius, rugséjo 24 d., 2008.

Disertacijos struktura

Disertacija sudaro ivadas, trys skyriai ir iSvados. Papildomai disertacijoje yra
pateikta vartoty Zyméjimy ir santrumpy sarasas, savoky Zodynas, dalykiné rodyklé
bei literatiiros sarasas. Darbo apimtis yra 134 puslapiai, kuriuose pateikta: 193 for-
mulés, 6 histogramos, 12 lenteliy. Disertacijoje remtasi 116 literatiiros Saltiniy.

Pirmajame skyriuje apZvelgiami kity autoriy paraSyti darbai nagrinéjama te-
ma.

Be literatiros apZvalgos sluoksniavimo tematika, antrajame skyriuje taip pat
pristatomi pirmieji autoriaus rezultatai, gauti sprendZiant populiacijy sluoksniavi-
mo uZdavini, kai tyrimo kintamojo skirstinys yra asimetrinis. Pasililomas naujas
— pataisytasis geometrinis — sluoksniavimo metodas. Sis metodas modeliuojant
lyginamas su trimis kitais Zinomais kvadratinés Saknies i§ skirstinio daZnio, geo-
metriniu ir laipsninio sluoksniavimo metodais. Modeliavimo rezultatai rodo, kad
vidutini§kai asimetrinéms populiacijoms geriausiai tinka laipsninio sluoksniavimo
metodas, o ypac asimetrinéms populiacijoms geriausias yra pataisytasis geometri-
nis sluoksniavimas.

Treciojo skyriaus pirmajame poskyryje konstruojami baigtinés populiacijos
sumos kalibruoti jvertiniai, naudojant skirtingas atstumo funkcijas ir papildoma
informacija. Cia pateikiamos sukonstruoty jvertiniy apytikslés dispersijos israis-
kos. Atliekamas matematinis modeliavimas, kurio metu tarpusavyje lyginami su-
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konstruoti jvertiniai. Antrajame skyriaus poskyryje randamos kalibruoty svoriy
iSraiskos, vertinant baigtinés populiacijos dispersija ir kovariacija. Tyrimui pasia-
lomos skirtingos kalibravimo lygtys. Pristatomi kalibruoti baigtinés populiacijos
kovariacijos ivertiniai, naudojantys kelias svoriy sistemas. Remiantis matemati-
niu modeliavimu, sukonstruoti ivertiniai lyginami tarpusavyje ir su standartiniais
ivertiniais. TreCiajame skyriaus poskyryje sprendziamas sukonstruoty kovariaci-
jos ivertiniy dispersijy vertinimo uZdavinys. Paskutiniame poskyryje nagrinéja-
mas kalibruoty baigtinés populiacijos kovariacijos ivertiniy, naudojanciy dvi svo-
riy sistemas, ir Wu bei Sitter [100] pasitilyto tiesiniu regresiniu modeliu pagristo
kalibruoto kovariacijos jvertinio palyginimo uZdavinys. Cia taip pat pateikiamas
pataisytasis tiesiniu regresiniu modeliu pagristas kovariacijos jvertinys.



Papildoma informacija naudojantys
baigtines populiacijos parametry
jvertiniai

1.1. Papildoma informacija

Baigtiniy populiacijy statistikoje yra nagrinéjamos fiksuotos populiacijos U=
{u1,ug,...,un}, turinCios baigtini skaitiy elementy. Tiriami baigtinéje popu-
liacijoje apibréZzti ir realias reikSmes igyjantys (tyrimo) kintamieji. Tokiy kinta-
muyjuy, pavyzdZiui, kintamojo y, reikSmes Zymésime 1, yo, . ..,yn ir laikysime
pastoviomis. TipiSkas statistikos uZdavinys — tai populiacijos skaitiniy charakte-
ristiky vertinimas. Populiacijos skaitiniy charakteristiky pavyzdZiai: kintamojo
reik§miy suma, dalis populiacijos elementy, turin¢iy tam tikra savybe, populiaci-
jos vidurkis, populiacijos standartinis nuokrypis ir t.t. Skaitiné populiacijos cha-
rakteristika — tai populiacijos kintamojo reik§miy funkcija, kitaip dar vadinama
populiacijos parametru. Turint baigting populiacija, kuria sudaro N elementy, ir
joje apibrézta kintamaji vy : yi1,%2,..., YN, galima sudaryti jvairiausiy jos para-
metry 0 = 0(y1,y2,...,yn), apibadinanciy $ia populiacija. Viena i§ galimybiy
tirti populiacija ir vertinti mus dominancius parametrus — rinkti duomenis tik i$
dalies populiacijos elementy. Ta populiacijos dali vadinsime imtimi ir Zymésime
s = {uj,, Uiy, ..., u; }. Cian — imties elementy skaitius, vadinamas imties dy-
dZiu. Imties elementy kintamojo y reikSmes Zymeésime vy;,, Yi,, - - -, Yi,, -

Tokie tyrimai, kai renkami ir nagrinéjami imties elementy duomenys, siekiant
padaryti iSvadas apie visa populiacija, vadinami imciy tyrimais. Disertacijoje nag-
rinésime tikimybines imtis, t. y. tokias, kurios gaunamos taikant tam tikra imties
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iSrinkimo procedira, tenkinancia Siuos reikalavimus [56]:
1) nusakomos visos galimos skirtingos imtys s, S2, . . . , Sy}
2) kiekvienai galimai im¢iai s; priskiriama Zinoma imties iSrinkimo tikimybé
p(si) >0,i=1,2,...,0, taip, kad >~} _, p(sx) = 1;
3) kiekvienas populiacijos elementas priklauso bent vienai galimai imciai;

4) imtis iSrenkama taikant tokia atsitikting procediira, kai kiekviena i$ galimy
im¢iy s; iSrenkama su nurodyta tikimybe p(s;), i = 1,2,...,v.

Visos galimos imtys s1, 89, ..., S, ir tikimybés, su kuriomis jos gali biti i$-
rinktos p(s1), p(s2), - - -, p(Sy), apibréZzia tikimybinj skirstini, kuris yra vadinamas
imties planu. Dydis 7j, = P(s : k € s) vadinamas k-ojo populiacijos elemento, o
7 = P(s : k&l € s) — dviejy populiacijos elementy k ir [ priklausymo im¢iai ti-
kimybémis. Populiacijos k-ojo elemento priklausymo imciai tikimybe 7y, ir imties
iSrinkimo tikimybes sieja lygybé:

=Y p(si).

i:k€s;

DydZius, atvirkStinius elementy priklausymo im¢iai tikimybéms, vadinsime imties
1

plano svoriais ir Zymésime djy, = ot

Pati paprasciausia tikimybiné imtis yra paprastoji atsitiktiné negrqZintiné im-
tis. Tai tokia n skirtingy elementy imtis i§ baigtinés /N dydZio populiacijos, kai
bet kuris n skirtingy elementy rinkinys turi vienoda tikimybe biiti iSrinktas. Siuo
atveju kiekvienos n dydZio imties i§rinkimo tikimybé yra p(s) = ﬁ, 0Tk = J>
k=1,2,...,N.

ISrinkus imtj ir surinkus imties elementy duomenis, populiacijos parametry
vertinimui pasitelkiamos tam tikros imties elementy funkcijos, kurios vadinamos
parametry jvertiniais. [vertinys — tai statistika, kuri naudojama populiacijos para-
metrui jvertinti, o j{vertis — tai jvertinio reikSmeé, gauta i$ konkrec¢ios imties. Para-
metro 6 jvertinj Zymésime 6 = §(yZl s Yins -+ Yin )-

Turint kelis skirtingus populiacijos parametro # jvertinius, ,.geresnis“ bus tas,
kuris bus ar¢iau populiacijos parametro 6, t. y. kuo bus mazesné jverciy, gauty i$
skirtingy im¢iy, sklaida apie tikraja populiacijos parametro 6 reikSme.

Skirtumas POS L(é\) = 125— 6 vadinamas jvertinio 6 poslinkiu. Kai poslinkis
POSL(0) = 0, tai jvertinys 6 vadinamas nepaslinktuoju. Baigtinés populiacijos
atveju jvertinio ) nepaslinktumas reiskia, kad paémus visas skirtingas n dydZio
imtis ir apskaiiavus statistikos ) realizacijas, visy Siy realizacijy vidurkis imties
plano tikimybiy atzvilgiu yra lygus 6 (Sis vidurkis sutampa su aritmetiniu vidurkiu
tada, kai imtys renkamos su vienodomis tikimybémis p(s) = ﬁ). Ivertis gali buti
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nepaslinktasis, nors né viena jo realizacija nesutampa su vertinamuoju parametru.
Taciau ne visada galima sukonstruoti nepaslinktaji ivertinj. Poslinkis — vienas i$
jvertinio 6 tikslumo maty. Kiti populiariausi tikslumo matai yra jvertinio 6:

e dispersija R R R
Var(f) = E(0 — Ef)?,

apibiidinanti jvertinio ) sklaida apie jo viduting reikSme;

o vidutiné kvadratiné paklaida

~

VKP(#) = E@ —0)?,

parodanti jvertinio 9 sklaidos lygi apie tikraja parametro 6 reikSme;

SP(6) = \/Var(®),

atspindinti tg pati, ka ir ivertinio dispersija;

o standartiné paklaida

o santykiné standartiné paklaida (variacijos koeficientas)
~ Var(é\)
C’U(Q) _ =
E0

Kuo variacijos koeficientas maZesnis, tuo jvertinys tikslesnis.

Parametro 6 jvertinys 9 vadinamas suderintuoju, jei jo vidutiné kvadratiné pa-
klaida artéja i nulj (VK P (GA) — 0), kai populiacija ir imtis tam tikru biidu neap-
réztai didéja. Populiacijos ir imties didéjimo buidai aptariami literatiiroje, kurioje
nagriné¢jamos asimptotinés jvertiniy savybés.

Pagal savo prigimtj populiacijos parametry jvertiniai skirstomi i:

« pagristus tik imties planu. Jie naudoja imties elementy tyrimo kintamojo
reikSmes ir imties plano tikimybes;

« naudojancius imties elementy tyrimo kintamojo reik§mes, imties plano ti-
kimybes ir papildoma informacija.

Papildoma informacija yra plati sagvoka, aprépianti:

« populiacijoje apibréZtus kintamuosius e 2@ ) kuriy reik§mes
yra zinomos kiekvienam iSrinktos imties elementui arba visiems populia-
cijos elementams. Siuos kintamuosius vadinsime papildomais kintamai-
siais;

« kuriy nors populiacijos kintamuyjuy skaitines charakteristikas (vidurki, dis-
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persija ir t.t.), kurios yra Zinomos, bet pacios ty kintamyjy reik§més néra
Zinomos visiems populiacijos elementams;

« kita Zinomg informacija apie populiacija.

Papildoma informacija gali biiti Zinoma, pavyzdZiui, i§ ankstesnio gyventojy
suraSymo, i$ statistiniy imoniy registry (¢ia yra jvairios ekonominés informacijos)
ar kity Saltiniy. Sioje disertacijoje, sprendZiant jvade suformuluotus uZdavinius,
bus naudojami papildomi kintamieji, kuriy reikSmiy vektoriy k-ajam populiaci-
jos elementui Zymésime xj, = (21x, Tok, - - -, Tjg) - Trumpiniu N PK Zymésime
ivertinius, kurie naudoja papildomus kintamuosius.

Papildomi kintamieji galéty buti skirstomi | kokybinius ir kiekybinius. Tar-
kime, kad atliekame im¢iy tyrima, kurio metu siekiame jvertinti visos Lietuvos
dirbanciyjy atlyginimy vidurki. Taigi tiriame visos Lietuvos dirbanciyjy populia-
cija ir joje apibréZta tyrimo kintamaji y — dirbanciojo atlyginima. Konstruojant
minéto vidurkio N PK ivertinius, kokybiniu papildomu kintamuoju x galéty biti
dirbanciojo lytis ar amZiaus grupé, tuo tarpu kintamasis, rodantis atlyginimy dydi
praeitais metais, yra kiekybinis.

Imciy tyrimuose papildoma informacija gali biiti naudojama:

« imties plano sudarymui;
e parametry ivertiniy konstravimui;
e ir imties plano sudarymui, ir jvertiniy konstravimui.

Kitame poskyryje nagrinésime baigtinés populiacijos sumos ir vidurkio iver-
tinius, naudojancius papildoma informacija.

1.2. Jvertiniai, naudojantys papildoma informacija
1.2.1. Populiacijos sumos NPK jvertiniai

Nagrinékime baigting populiacija U= {u1,us,...,un}, sudaryta i§ N ele-
menty. Tegul y, igyjantis reikSmes y1, y2, . . . , YN, yra tyrimo kintamasis.
Nagrinésime viena i§ paprasCiausiy parametry — populiacijos suma

ty = Z Yk
keU

Horvitz ir Thompson [46] 1952 metais pasiiilé gana universaly nepaslinktaji popu-
liacijos sumos jvertini
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; Yk
b =D (L1)

tinkantj vertinti bet kokio imties plano atveju. Sis jvertinys, autoriy garbei pavadin-
tas Horvico ir Tompsono jvertiniu, tapo pagrindu daugelio vélesniy mokslo darby.
Vieni i§ jy — nagrinéjantys sudétingesnius, papildomus kintamuosius naudojancius
ivertinius.

Tarkime, kad turime papildoma kintamaji x, igyjanti reikSmes 1, z2, ..., TN.
Tegul yra Zinoma suma t, = fovzl x, ir imties elementy papildomo kintamojo x
reikSmes. Lvertinys

vadinamas santykiniu populiacijos sumos jvertiniu, ¢ia tAyw ir £, yra atitinkamai
kintamyjy y ir  Horvico ir Tompsono ivertiniai. Santykinis sumos jvertinys yra
tikslesnis, jei koreliacija tarp y ir « yra didelé.
Toliau tarkime, kad turime ne viena, o J papildomy kintamujy
20 22

9 gee ey

zD,

Pazymékime x;, = (z1k, Tok, ...,z k)" populiacijos k-ojo elemento papildomy
kintamuyjy reik§miy vektoriy. Tegul tyrimo kintamaji y ir papildomus kintamuo-
sius 2, 2 2D sieja tiesinis regresinis modelis £. Cia y yra priklausomas,
oz, ... /) —nepriklausomi kintamieji. Modelio ¢ savybés:

1. Tyrimo kintamojo reik§Smés 1, y2, . . ., yn yra nepriklausomy atsitiktiniy

dydziy Y7, Ys, . . ., Yy realizacijos.
J

2. Eg(Yk) = Zj:l ﬁjivjk-

3. Ve(Yy) = o}
Cia E¢ ir V¢ yra atitinkamai atsitiktinio dydZio Y}, vidurkis ir dispersija modelio §
atzvilgiu, o B, ..., 8y ir a%, ce a?\, — modelio parametrai.

Naudojantis tiesiniu regresiniu modeliu, apibréZiamas apibendrintasis regre-
sinis populiacijos sumos {vertinys

J
tyr =tyr + 3 Biltat) — Ty (12)
j=1

ia tyr = 3 pes Yk/Ths Lytie = Zkes x /Ty yra atitinkamai tyrimo kintamojo
sumos t,, ir papildomo kintamojo 2() sumos t,.(;y Horvico ir Tompsono jvertiniai.
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Regresijos koeficienty jver¢iai 31, (o, . . ., 8; yra J-macio vektoriaus

B= B P....0) = (ZXkX;/O’iﬂkyl > Xiyr/ o

kes kes
komponentés. Dviejy papildomy kintamuyjy zW ir 22 atveju, kai z1p = 1,
k=1,2,...,N, (1.2) ivertinys vadinamas tiesiog regresiniu populiacijos sumos

jvertiniu.

IS apibendrinto regresinio jvertinio analizinés iSraiSkos matome, kad pastara-
sis jvertinys yra gautas prie Horvico ir Tompsono sumos jvertinio pridejus pataisa
ijl Bi(tyo) — t ), ), kurios koreliacija su jvertinio ty paklaidomis daZnai yra
neigiama. Apibendrinto regresinio jvertinio efektyvumas, palyginti su Horvico ir
Tompsono ivertiniu, labai priklauso nuo to, kaip tiesinis regresinis modelis atsklei-
dzia tikruosius kintamuyjy rysius. Juk nebiitinai kintamyjy priklausomybé turi bati
tiesiné [23]. ApibréZta apibendrintaji regresini jvertinj ir jo savybes nagrinéjo Isaki
ir Fuller [48], Robinson ir Siarndal [79], Cassel, Sdarndal ir Wretman [8] ir kt. Vie-
name i$ naujesniy straipsniy Fuller [33] ne tik apZvelgia pagrindines apibendrinto-
jo regresinio ivertinio savybes, bet ir nagrinéja (1.2) ivertinio dispersijos vertinimo
alternatyvas. Lehtonen, Sédrndal ir Veijanen [59] lygina sintetini, sudétini [85] ir
apibendrintaji regresinj jvertinius, vertindami sumas mazose populiacijos srityse.
Daug statistiniy tyrimy reikia jvertinti parametrus ne tik visoje populiacijoje, bet ir
atskirose jos dalyse, kurios yra vadinamos sritimis. Vertinant parametrus srityse,
18 kiekvienos srities renkama imtis. Jei srities imtis turi vos kelis elementus, tai ta
sritis vadinama maZa sritimi. IverCiy tikslumas, vertinant sumas mazose srityse,
labai priklauso nuo naudojamo jvertinio ir nuo modelio tinkamumo duomenims
apraSyti. Jei modelis gerai apraSo tikruosius kintamujy rySius, tai skirtumas tarp
sintetinio ir apibendrintojo regresinio jvertinio yra nezymus. PrieSingu atveju atsi-
randa didelis skirtumas — sintetinis jvertinys turi kur kas didesn¢ dispersija.

Straipsnio [43] 4 ir 5 skyreliuose uZraSomas ir nagriné¢jamas populiacijos su-
mos apibendrintasis regresinis jvertinys ir jo dispersija dviejy faziy imties atveju.
Dviejy faziy émimas — tai toks tikimybinis émimas, kai i$ iSrinktos imties renkama
kita, maZesné imtis.

1.2.2. Populiacijos vidurkio NPK jvertiniai

Publikacijose daznai pasitaiko dar vienas populiarus parametras — populiacijos
vidurkis 11, ISraiSka (1.2) padauginus iS % gaunamas tyrimo kintamojo y vidurkio
apibendrintasis regresinis jvertinys fi,, = %tyr. Straipsnyje [19] nagrinéjamas pa-
prastosios atsitiktinés imties atvejis. TeoriSkai ir empiriskai tarpusavyje lyginami
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keli vidurkio regresinio jvertinio, gaunamo i§ apibendrintojo regresinio vidurkio
ivertinio tiesiniame regresiniame modelyje £ naudojant tik viena papildoma kinta-
maji, dispersijos ivertiniai.

Kaip alternatyva regresiniam vidurkio jvertiniui paprastosios atsitiktinés im-
ties ir vieno papildomo kintamojo z atveju pateiké Srivastava [102]. Populiacijos
vidurkiui vertinti jis pasiiilé iStisa ivertiniy klase

un = yh(z/pz), (1.3)

tia i, — kintamojo x vidurkis, = 23, cxp, ¥ = 23,y 0 h(-) — tokia
parametriné funkcija, kuri tenkina tam tikras reguliarumo salygas ir h(1) = 1.
Buvo irodyta, kad pateikty ivertiniy asimptotinés vidutinés kvadratinés paklaidos
apatinis rézis sutampa su regresinio ivertinio asimptotinés vidutinés kvadratinés
paklaidos apatiniu réZiu. Vélesniame darbe [103] ivertiniy klasé (1.3) buvo prap-
lésta. Gauti jvertiniai, kuriy pavidalas yra

gt = gt(ua U)7 (14)

Cia t(u,v) — aprézta ir tolydiné dviejy realiyjy kintamyjy w ir v funkcija, kuri ten-
kina lygybe ¢(1,1) = 1, turi tolydzias ir apréZtas pirmosios bei antrosios eilés
iSvestines. ISsprendus (1.4) ivertiniy vidutinés kvadratinés paklaidos minimizavi-
mo uZdavini, paaiSkéja, kad prapléstoje klaséje yra tokiy vidurkio ivertiniy, kurie
yra tikslesni uz kiekviena (1.3) klasés jvertini.

1.3. Neatsakymai j apklausas

Beveik kiekviename tyrime kai kurie i imt] itraukti populiacijos elementai ne-
pateikia savo duomeny. Tokio reiSkinio prieZasciy yra daug: sunkiai pasiekiamas
imties elementas; apklausos metu imties elementas nebuvo namuose; dél asmeni-
niy ar kitokiy priezasCiy i imtj iSrinktas elementas atsisaké ar negaléjo atsakyti i
kai kuriuos klausimus; apklausos anketa dél blogo transportavimo ar kity veiksniy
negriZo i tyrimy centrg ir t.t.

Kaip elgtis esant neatsakymams i apklausas — vienas i§ aktualiausiy Siuolai-
kinés imciy teorijos uZzdaviniy. Taikant standartinius ivertinius ir esant neatsaky-
mams i apklausa, galima gauti paslinktuosius ivercius. Todél tobulinami teoriniai
parametry vertinimo esant neatsakymams metodai, galintys sumazinti neatsaky-
my itaka jveriams. Daromos jvairios prielaidos apie neatsakymuy prigimti, nau-
dojamasi papildoma informacija, taikomi trikstamy kintamuyjy reikSmiy iraSymo
metodai.

Kaip sumazinti neigiama neatsakymy i apklausas poveiki tyrimy rezultatams,
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aptariama straipsniuose [5] ir [33]. Cia populiacijos sumos ar vidurkio vertinimui
naudojami regresinio tipo jvertiniai.

[vertiniy tyrinéjimui neatsakymy i apklausas atveju Bethlehem [5] iveda po-
puliacijos elementy atsakymo i apklausas tikimybes ki, k = 1... N. Straipsnyje
parodoma, kad apibendrintojo regresinio populiacijos vidurkio jvertinio poslinkis
gali biiti sumazintas, jei duomenis aprasantis modelis parinktas taip, kad kuo la-
biau paaiSkinty tyrimo kintamojo elgesi.

Regresiniai populiacijos sumos ir vidurkio jvertiniai tiriami Fuller [33] straips-
nyje, nagrinéjant atvirkStinius atsakymy tikimybéms dydZius

K‘i_l = g(zl7 Co)v

¢ia z; — kintamujy vektorius, kuris gali biti stebimas tiek atsakiusiems, tiek ne-
atsakiusiems populiacijos elementams; g(z;; ) yra tolydi funkcija (atsakymo ti-
kimybiy funkcija), turinti tolydZias pirmosios ir antrosios eilés iSvestines atviroje
aibéje, kurioje su visais z; yra tikroji parametro ¢ reik§me ¢V.

Tegul §; yra indikatorinis kintamasis, kurio reik§mé lygi 1, jei ¢-asis populia-
cijos elementas atsaké i apklausa, §; = 0, jei neatsaké. Tada naudojant vektoriy
(6;,2;) yra ivertinamas atsakymo tikimybiy funkcijos parametras ¢, tuo paciu ir
dydziai k; ! Taigi Ei_l = g(z; E ), o regresijos koeficientams vertinti sitilomas $is
ivertinys

- -1
B = (Z kakpglﬁ;zl%) Z XiYkDy R Ok
kes kes
¢ia pg — k-ojo populiacijos elemento iSrinkimo i imtj tikimybé. PavyzdZiui, pa-
prastojo atsitiktinio graZintinio émimo atveju populiacijos elementy iSrinkimo i
imtj tikimybés yra py, = %
Yra daug kity budy ir metody, sumaZinanciy neigiama neatsakymy i apklau-

sas poveiki tyrimo rezultatams. Véliau griSime prie Sios problemos sprendimo
nagrinédami kalibruotus populiacijos sumos jvertinius.

1.4. Sudétingesniy populiacijos parametry
vertinimas naudojant papildoma informacija

Sudétingesniy populiacijos parametry, kaip kad populiacijoje apibréZto tyrimo
kintamojo dispersija, kovariacija, kvantilis ir pan., vertinimas turint papildomos
informacijos néra placiai aptariamas publikacijose.

Singh ir Joarder [97] nagrinéja baigtinéje populiacijoje U apibréZto tyrimo
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kintamojo y dispersijos 5’3 =(N-1)7! Zf\i 1(yi — p1y)? vertinima neatsakymy
i apklausas atveju ir turint papildoma kintamaji . Imties planas — paprastasis
atsitiktinis negraZintinis. Buvo nagrinétos Sios situacijos:

1. Tariama, kad populiacijos elementy, kurie neatsaké i apklausa, tyrimo ir
papildomo kintamuyjy reikSmés yra nezinomos, bet papildomo kintamojo
dispersija S2 = (N — 1)"' o (#; — p1z)? yra Zinoma. Siuo atveju
siilomas toks tyrimo kintamojo y dispersijos jvertinys:

2
Q2 . _*2 S
Sly Sy S*IQ’
xX
¢ia
n—b n—>b
sP=m-b-1)"" (y;i—7)?, s=mn-b-1)"") (z;—7")?
=1 =1
n—>b n—>b
J=m-0">y, T=m-0)">
=1 i=1

b — neatsakiusiy i apklausa elementy skaicius.

2. Daroma prielaida, kad yra neZinomos tik tyrimo kintamojo y reikSmés.
Taigi Zinomos visos papildomo kintamojo x reik§més ir jo dispersija S2.
Siuo atveju tyrimo kintamojo y dispersijos ivertinys apibréZiamas taip:

2
§2 _ 8*2é
2y T %y 20
xT
¢ia
n n
2 -1 A -1
sy =(n—1) E (x; —2)*, T=n g x;.
i=1 =1

3. Nagrinéjamas atvejis, kai neatsakiusiy i apklausa populiacijos elementy
tyrimo kintamojo reik§més yra neZinomos, o papildomo kintamojo reiks-
més — Zinomos visiems imties elementams, bet dispersija S neZinoma.
Dispersijos vertinimui pasiiilytas §is ivertinys:

Straipsnyje [97] iSvestos apytikslés minéty jvertiniy poslinkio, vidutinés kvad-
ratinés paklaidos ir jos jvertinio iSraiskos. Taip pat pateikti ir kiti tyrimo kintamojo



1. PAPILDOMA INFORMACIJA NAUDOJANTYS BAIGTINES POPULIACIJOS
18 PARAMETRU IVERTINIAI

vy dispersijos jvertiniai.

Publikacijoje [76] nagriné¢jamas baigtinéje populiacijoje apibréZto kintamojo
y pasiskirstymo funkcijos

F(t) = N"' 0 A - )

keU

vertinimas turint papildomus kintamuosius. Cia A(a) = 1,jei a > 0,ir A(a) =0
— prieSingu atveju.

Vienas i8 klasikiniy pasiskirstymo funkcijos ivertiniy yra
F(t)y=> m 'Alt- yk)/z ot
kes kes

Sis jvertinys nenaudoja papildomy kintamyjy. Tarkime, kad turime viena papildo-
ma kintamaji x, igyjanti reikSmes x1, x2,...,TN.

Straipsnyje [76] pateikiami du pasiskirstymo funkcijos jvertiniai: santykinis ir
skirtuminis. Jie yra tiesiogiai gaunami i§ Zinomy rezultaty apie sumas ar vidurkius,
laikant A(t — yy) ir A(t — Rxy) kintamaisiais y ir z, ¢ia

R= (Z%/m) (Z@c/ﬂc)il
kes kes

yra santykio R = Y, ., Y/ ey @k ivertinys. Taigi santykinis F(t) ivertinys
yra

-1
F\T<t> _ N—l ZkES 7Tk A(t _E/k)
>kes T At — Rxy)

{%ZU At — ﬁ:xk)}. (1.5)

Galima pastebéti, kad santykinis ivertinys sutampa su tikraja pasiskirstymo
funkcija, jei kintamasis y yra proporcingas kintamajam z. Siuo atveju jvertinio
dispersija yra lygi 0. Tai rodo, kad sukonstruotas jvertinys gali duoti apiuopiamy
rezultaty efektyvumo prasme, jei kintamasis y yra apytiksliai proporcingas kinta-
majam x.

Skirtuminis pasiskirstymo funkcijos jvertinys, turintis ta pacia savybe, kaip ir
(1.5), apibréZiamas taip
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Falt) =N | o A - )

kes
+ {Z At — Ray) —Zwk—lA(t—ﬁmk)H (1.6)
keU kes

Abu pasiskirstymo funkcijos jvertiniai yra asimptotiskai nepaslinkti.

Turint jvertinta pasiskirstymo funkcija ir papildomus kintamuosius, lengvai
galima pereiti prie tyrimo kintamojo kvantiliy vertinimo uzdavinio. Baigtingje
populiacijoje apibréZto kintamojo y o lygmens kvantiliu vadiname

Qo =inf{t: F(t) > a}. (1.7)

Taigi, norint jvertinti kvantilius, reikia mokeéti ivertinti kintamyjy pasiskirstymo
funkcijas. Pasinaudojg (1.5) ir (1.6) formulémis ir padarg prielaida, kad E, (1), E a(t)
— monotoniskos nemazéjancios funkcijos, gauname du tyrimo kintamojo kvantiliy
jvertinius:

Qra = inf{t: F.(t) > a}
ir
Qda = inf{t: Fy(t) > o}
Jei tyrimo kintamojo y ir papildomo kintamojo x koreliacija yra didelé, tai pasi-
skirstymo funkcijos ivertiniai (1.5), (1.6) ir jais naudojantis gauti kvantiliy jverti-
niai turi mazesnes dispersijas nei tradiciniai tik imties planu pagristi minéty para-
metry jvertiniai.
Rueda ir Arcos [80] nagrinéja pataisytaji santykini o lygmens kvantilio jvertini
. ~ (Qua\?
Qadj.a = an (/\xa ’
Q

ro

(1.8)

¢ia @ya, @m — atitinkamai tyrimo ir papildomo kintamuyjy standartiniai imties
planu pagristi « lygmens kvantiliy jvertiniai, skaicius § € R.

Pateiktas jvertinys yra paslinktas, bet kai kurioms parametro § reikSméms
turintis mazesng viduting kvadrating paklaida nei tradicinis santykinis jvertinys.
Straipsnio autoriai gauna optimalios 3 reikSmes iSraiska. Tai reiskia, kad su ta
reikSme jvertinio (1.8) vidutiné kvadratiné paklaida yra minimizuojama.

Atskiru atveju a = 0,5 lygmens kvantilis vadinamas mediana. Sio parametro
vertinimo nuosekli analizé aptariama [57] straipsnyje.
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Baigtinés populiacijos parametry, kuriy pavidalas yra

H* =" h(y),

keU

vertinimas turint papildomos informacijos nagrinéjamas [75] publikacijoje. Cia
h(-) — tai bet kuri funkcija, apibrézta realiyjy skaiciy aibéje. Atskiru atveju, kai
h(y) = N7'A(t — y), parametras H* yra kintamojo y pasiskirstymo funkcija
H*=F(t) =N cp At — yi).

1.5. Sudétingy jvertiniy dispersijy vertinimas

Turint kelis tam tikro populiacijos parametro ivertinius, iSkyla ty jvertiniy paly-
ginimo uZdavinys. Norint i§spresti §] uZdavini, reikia mokéti apskaiciuoti jvertiniy
dispersijas. Ne visiems jvertiniams galima rasti tikslig dispersijos iSraiska. Tada
skai¢iuojama apytikslé dispersija arba ji vertinama. Siame poskyryje aptarsime du
populiarius sudétingy ivertiniy dispersijy vertinimo metodus.

1.5.1. Teiloro istiesinimo' metodas apytikslei dispersijai rasti

Tarkime, kad baigtinéje populiacijoje U/ turime M apibrézty tyrimo kintamy-

ju y(l), ... ,y(M), dia y(j) igyjamos reikSmes yra y;1, ..., y;n. Nagrinékime tokj
baigtinés populiacijos I/ parametra, kuris gali biti iSreiSkiamas kaip funkcija, pri-
klausanti nuo tyrimo kintamujy yO Ly sumy:

N
9:f(t1,...,tM), tjzzyjk'
k=1

Vienas i§ Sio parametro standartiniy jvertiniy yra

Hﬂ' - f(fhr, cee ;tA]Vhr)7
Yik

¢ia fjﬂ =D hes o tyrimo kintamojo /) sumos t; Horvico ir Tompsono jver-
tinys.

Ivertinys é\w yra funkcija, priklausanti nuo kintamujy ¢i,,...,fy-. Rasime
jo apytiksle dispersija Teiloro iStiesinimo metodu keliy kintamyjy funkcijoms. Si
technika leidzia aproksimuoti netiesinj jvertinj 6, pseudojvertiniu 50, kuris yra
gaunamas skleidZiant funkcija f Teiloro eilute taske (f1r,. .., tarr) = (t1, ..., tar)

' Angl. Taylor linearization.
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ir toliau imant tik pirmosios eilés narius:
M

90 =0+ Zaj(tjﬂ — tj),
J=1

of
o0

Ciaa; =

(Ermseeestarm)=(t1,0estr)
Toliau apytiksle dispersija skai¢iuojame remdamiesi gerai Zinoma populiacijos

sumos Horvico ir Tompsono jvertinio dispersijos iSraiska [14]:

M M

AVaT(t/Q\) =Var ( Z ajfjﬂ> =Var < Z Z ajzj:k>
- k
7j=1

kes j=1

= Z Z (ﬂ'kl — ﬂkﬂl)ﬂkal, (19)

keU leU

cioo~ M Yk
Ciaty, =Y 50, a7

Sios apytikslés dispersijos jvertinys yra

Tl T — TET
AVar(0) = Z Z UL LU
kes les Tkl
Aprasytas Teiloro iStiesinimo metodas placiai taikomas populiacijos dviejy su-
my santykio, populiacijos dispersijos, kovariacijos ar regresijos koeficienty iverti-
niy apytiksléms dispersijoms apskai¢iuoti.

1.5.2. Visrakéio metodas?

PradZioje visrak¢io metodas buvo naudotas ivertiniy poslinkio minimizavimui
begalinéje populiacijoje. 1958 metais Tukey [108] pasitleé visrakéio metoda naudo-
ti konstruojant populiacijos parametry jvertiniy dispersijy ivertinius. Jau po mety
Si technika buvo pritaikyta baigtinése populiacijose [22].

Nagrin¢kime baigting populiacija U= {u1,ug,...,un} ir jos parametra 0.
Tegul 6 — jo ivertinys. Tikslas — jvertinti parametro ivertinio dispersija Var(0).
IS populiacijos U iSrinkime fiksuoto dydzio n imtj s. Suskaidykime imtj s { A
atsitiktiniy grupiy si,s2,...,s4. Taigi s = Ufil Sq. Paprastumo délei sakyki-
me, kad grupiy dydis m = n/A. Tarsime, kad kiekviena grupé s;,j = 1,..., A,
yra gauta paprasto atsitiktinio negraZintinio émimo i§ s metu. Kiekvienai gru-

2 Angl. jackknife method.
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pei apskai¢iuojame QA(G) parametro 6 jverti pagal ta pacia funkcing forma g ir
naudodamiesi informacija ty elementy, kurie liko po a-osios grupe iSmetimo i s.
Skaiius 0, = Af — (A— 1)9(a) vadinamas a-qja pseudoreiksme ir naudojamas
parametro 6 visrakcio jvertiniui apibréZti:

A
QJK—Zz

Pastarojo ivertinio dispersijos ivertiniu laikome

A
Varji = Z 9 - 9JK
a:l

ir vadiname visrakcio dispersijos {vertiniu.

Naudodami visrak¢io dispersijos jvertini galime jvertinti daugelio sudétingy
populiacijos parametry ivertiniy dispersijas, bet tai reikalauja daug kompiuterinio
laiko.

Be aptarty metody, ivertiniy dispersijoms vertinti yra daugybé alternatyvy,
kaip antai savirankos [90], atsitiktiniy grupiy metodai [85] ir kt.

1.6. Kalibruotieji populiacijos sumos jvertiniai.
Atstumo funkcijos

Nagrinékime baigting populiacija Y= {uy,us,...,un}, i§ kurios iSrinkta ti-
kimybiné imtis s pagal imties plang p(s). Tarsime, kad elementy priklausymo
imciai tikimybés 7y, ir 7g; — teigiamos. Kaip ir anksciau, y — tyrimo kintamasis,
0 X; = (@1, Tok, ...,z k)" yra k-ojo populiacijos elemento J papildomy kin-
tamuyjy reik§miy vektorius. Tegul yra Zinoma suma ty = ), ;X ir kiekvieno
imties s elemento papildomy kintamuyjy reikSmiy vektorius x;. Suma tx naudo-
jama konstruojant specialius populiacijos sumos N PK ijvertinius, kurie vadinami
kalibruotaisiais jvertiniais. Kalibravimo idéja, modifikuojant Horvico ir Tompso-
no sumos jvertinio fyﬂ = D wes Yk/Th = D pes AkYk svorius dy, = 1/my, pasitlé
Deville ir Sérndal [21].

Kalibruotuoju populiacijos sumos t,, ivertiniu vadinsime jvertinj

fyw = D Wk, (1.10)

kes

kuriame svoriai wy:
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1) tenkina lygti

E WXy = tx,

kes

kuri vadinama kalibravimo lygtimi;

2) minimizuoja atstumo funkcija

L(wy, di, k € 8) =Y Gr(wg, di) /q, (L11)
kes

Cia gy, — laisvai pasirenkami teigiami svoriai. Funkcija G (w, d) tenkina §ias saly-
gas:
o kiekvienam fiksuotam d > 0, G (w, d) yra neneigiama, diferencijuojama
w atzvilgiu, grieztai iSgaubta ir G(d, d) = 0;

o gp(w,d) = 290D yrg tolydi, grieztai didejanti funkeija ir gx(d, d) = 0.
Svoriai wy, vadinami kalibruotaisiais svoriais. Jei Gy(wg,dx) = (w —
alk)2 /d, tai gauname dazniausiai naudojama atstumo funkcija

(wy, — dy;)?

Ll(wk7dk7kes) :Z quk

kes

, (1.12)

Minimizuojant pastaraja funkcija kai tenkinama 1) kalibruotyjy svoriy salyga, gau-
namas populiacijos sumos kalibruotasis ivertinys:

t = tyn + ( doxi—) dkzxk>l ( > dké]kaX;g) 712 deqexryr.  (1.13)
kes kes

keU kes

Kaip jau buvo minéta, svoriai q; yra laisvai pasirenkami. Jais naudojantis,
jvertiniai yra modifikuojami. Atskiru atveju gaunami gerai zinomi N PK jverti-
niai. PavyzdZiui, tarkime, kad turime viena papildoma kintamaji = : 1, z2, ...,
TN, 0 papildomus svorius parinkime taip: q; = é Tada (1.13) jvertinys jgaus
iSraiSka

i teg
T
Tai yra gerai Zinomas 1.2.1 skyrelyje apibréZtas santykinis sumos jvertinys.

Kartais svoriai gj yra tiesiog praleidziami, priskiriant Vk € {1,2,..., N},
qr = L.

Kalibruoti sumos jvertiniai pritaikomi vertinant tokius populiacijos paramet-
rus, kurie yra keliy populiacijoje apibréZty kintamujy sumy funkcijos [73]. Tar-
kime, kad baigtinéje populiacijoje U/ turime M apibrézty tyrimo kintamujy (1),
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y(M) &ia yU) igyjamos reik¥mes yra Yj1,---,yjN. Tegul su kiekvienais k

ir j k= .N,j=1,... M, turime papildomy kintamuyjy reikSmiy vektoriy
(aslk . g) x)> ¢ia m; — tyrimo kintamojo y) papildomy kintamujy

skalclus. Visa tai turlnt ir naudojant kalibruotus sumos jvertinius yra sukonstruo-
jamas populiacijos parametro

N
0=f(tr,- - tar), b= Uik, (1.14)

ivertinys R
0= f(t1pms- s taron), (1.15)

Ciat Jw) = Dkes w,(f )yj . —sumos Z; kalibruotas jvertinys. Pastebésime, kad kiek-
vienai sumai ¢; vertinti naudojamos skirtingos kalibruoty svoriy sistemos. Taip
pat butina paminéti, kad kuo skai¢ius M yra didesnis, tuo sudétingiau yra ivertinti
ivertinio (1.15) dispersija.

Konstruojant kalibruotus populiacijos sumos ivertinius vietoj tradicinés atstu-
mo funkcijos Li(wy,dy, k € s) gali buti naudojamos ir kitos. Kalibruotiesiems
populiacijos sumos ivertiniams konstruoti Deville ir Sdrndal [21] pasiule tokias
atstumo funkcijas:

wy — dy)? w w 1
L1=Z(kdk), Lzzszlogdfk—*(wk—dk),
v kK e Uk E Gk
VWE — VdE)? d 1
v qk ea Uk E 4k
(wy, — d,)?
Ly=Y ~F_"F
> kzes WEqk
(1.16)

Jie taip pat nagrinéjo asimptotines kalibruotyjy jvertiniy savybes ir gavo keleta
svarbiy, teoriniy rezultaty, i$ kuriy svarbiausi yra Sie:

1.1 teiginys. Ber kurios atstumo funkcijos L(wy,dy, k € s) atveju kalibruota-
sis populiacijos sumos {vertinys fyw, apibréZtas (1.10) lygybe, yra suderintas ir
Nty = tyx) = Op(n=112).

1.2 teiginys. Kalibruotasis populiacijos sumos ivertinys fyw, apibréZtas (1.10) ly-
gybe, yra asimptotiskai ekvivalentus apibendrintajam regresiniam jvertiniui ir to-
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dél abu jvertiniai turi tq paciq asimptotine dispersijq

Vary(fyw) sz—wl N drEf) (L EY), (1.17)
k=1 1=1
cia
El::yk <Zq’LX’L ) Z%Xzyz
Funkcijos
1 Wi > 1 <,/wk >2
Lg = —= 1), Ly=) — ~1 118
¢ ZQk<dk ! Z%\/@ (118)

naudojamos Plikuso straipsnyje [73].

Farrell ir Singh [31] kalibruotiesiems jvertiniams konstruoti pasialé iStisg klasg
atstumo funkcijy:

1 1
L(wk,dmkES):zZ(dk*k 5
kes

, (1.19)
kes

Cia g}, yra laisvai pasirenkami svoriai, ® — teigiamas dydis, priklausantis nuo ke-
liamy reikalavimy ivertinio tikslumui. Didéjant ®, kalibruoto jvertinio vidutiné
kvadratiné paklaida mazéja, bet poslinkis didéja. Atskiru atveju, kai & = 0 ir
q; = %qk, atstumo funkcija L sutampa su L.

Tame paciame straipsnyje, be tradicinés kalibravimo lygties, siilomos ir kitos
(vieno papildomo kintamojo x atveju):

txZwk :Nlimr, Zwkxk :tx(l—i-qﬂ)il
kes kes

> wilwk —te/N) =0, tp Y w = N1+ &)y

kes kes

Kalibruotieji jvertiniai, gauti minimizuojant (1.19) funkcijas ir naudojant vie-
ng i§ minéty kalibravimo lygciy, aprépia daug Zinomy populiacijos sumos jver-
tiniy. Pavyzdziui, ieSkant kalibruotyjy svoriy, kurie tenkina kalibravimo lygti
te . pes Wk = N tyr ir minimizuoja L (pries antra funkcijos démeni imant Zenkla
+), pasirinkus ¢ = 1, gaunamas gerai Zinomas Murthy [68] populiacijos sumos
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ivertinys
ty = tyn(tor/tz)-

Naudojant minétas atstumo funkcijas ir kalibravimo lygtis, gaunama plati iver-
tiniy klasé, i kuria ieina ne tik Murthy jvertinys, bet ir Searls [88], Singh ir Srivas-
tava [93], nepaslinktasis Hartley ir Ross [40] bei kiti ivertiniai.

1.7. Kalibruotieji jvertiniai neatsakymuy | apklausas
atveju

Kaip jau buvo minéta, neatsakymai i apklausas sumaZzina tyrimo rezultaty tiks-
luma, tuo paciu padidindami naudojamy ivertiniy dispersija. Literatiiroje pateikia-
mi du standartiniai metodai neatsakymuy i apklausas neigiamam poveikiui sumaZin-
ti: trikstamy reikSmiy jrasymo ir svertiniai. Kartais Sie abu metodai yra naudojami
vienu metu [87]. Trumpai aptarsime svertinius metodus.

Tegul turime populiacija U= {uy,us2,...,un} ir joje apibrézta tyrimo kin-
tamaji ¥ : yi1,¥y2,...,yn. Kaip ir anksCiau, s yra pagal tam tikra imties plang
iSrinkta tikimybiné imtis. Raide r paZymeékime atsakiusiy i apklausa elementy ai-
be. Tikslas — jvertinti suma ¢, = >, cu Yk neatsakymy i apklausas atveju ir turint
papildomos informacijos.

Tarkime, kad turime stipriai koreliuotus su tyrimo kintamuoju y papildomus
kintamuosius (1, 2. z()), Pazymékime x, = (z14, Zok, ..., T k) — po-
puliacijos k-ojo elemento papildomy kintamuyjy reikSmiy vektoriy. Yra iSskiriami
du ,,informacijos lygiai*, kurie vadinami Info-S ir Info-U [61], [62]:

1. Info-S: xj, yra Zinoma visiems k € s.
2. Info-U: xj, yra Zinoma visiems k € s ir Zinoma suma ) ke Xk-

Tolesné idéja yra tokia: Info-S atveju naudojant kalibravimo lygti

> waxk =Y dixg,

ker kes

o Info-U atveju — lygti

Z WyEXg = Z Xk

ker keU

ir minimizuojant atstumo funkcija L, apibrézta (1.12) lygtimi, ieSkoma kalibruo-
ty svoriy wgy, (Info-S), wyg, (Info-U). Kartu sukonstruojami minétus informacijos
lygius atitinkantys kalibruotieji jvertiniai
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7€ws = Z WskYk»

ker

bty = Z WU kYk-
ker
Atkreipsime démesi, kad jvertiniuose sumuojama tik pagal tuos imties elementus,
kurie atsaké i apklausa.

Straipsnyje [62] Lundstrom ir Sdrndal nagrinéja jvertiniy twss twlr dispersijy
vertinimo klausima ir iSveda sukonstruoty jvertiniy poslinkio formules.

Pasitilytas populiacijos sumos vertinimo biidas, esant neatsakymams i apklau-
sas, vis daZniau taikomas daugelio Saliy valstybinés statistikos tyrimams. Geriausi
rezultatai yra pasiekiami, kai turima stipriai koreliuoty su tyrimo kintamaisiais pa-
pildomy kintamuyjy. Kaip matyti i§ kai kuriy matematinio modeliavimo darby [3],
tiksliausi jvertiniai gaunami kombinuojant trikstamy reikSmiy iraSymo ir sverti-
nius metodus.

1.8. Sudétingesniy populiacijos parametry
vertinimas kalibruojant imties plano svorius

Be populiacijos sumos, statistiniuose tyrimuose svarbis ir kiti parametrai: po-
puliacijoje apibrézty dviejy tyrimo kintamyjy sumy santykis, populiacijos disper-
sija, kovariacija, pasiskirstymo funkcija ir kt. Yra nedaug darby, kuriuose apta-
riamas $iy parametry vertinimas turint papildomos informacijos. Apzvelgsime kai
kuriuos i$ ju.

1.8.1. Kalibruotieji santykio jvertiniai baigtinése populiacijose
Nagrinékime baigting populiacija U= {u1,ug,...,un} ir joje apibréztus du

tyrimo kintamuosius y : y1,¥y2,...,YN Ir 2 : 21, 22,...,2N. Tegul ¢, ir ¢, reik$§
neZinomas populiacijos sumas
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Tarkime, kad xy : y1,...,2yN It T, : X;1,...,2, N yra atitinkamai tyrimo
kintamyjy y ir z papildomi kintamieji.

Viena i$ galimybiy sukonstruoti kalibruota dviejuy sumy santykio ivertini yra
tokia [72]: nagrinéti santykio ivertinius, kuriy pavidalas yra

_ Dkes WUk
> kes W2k

¢ia svoriai wy, tenkina kalibravimo lygti

Ry

N
2kes WhTyk _ 2 k=1 Tyk
ZkES WEL 2k 2]]{\7:1 Tk

ir minimizuoja pasirinkta atstumo funkcija. Sio jvertinio savybes empiridkai nag-
rinéjo Chadysas ir Krapavickaité [9]. Publikacijoje [55] kalibruotas santykio jver-
tinys lyginamas su tradiciniais santykio jvertiniais, kuriy pavidalas yra

R=

)

N

¢ia fy bei ., yra arba Horvico ir Tompsono, arba santykiniai, arba regresiniai sumy
ty ir t, jvertiniai. Padaroma iSvada, kad kalibruotas santykio jvertinys turi maZesng
viduting kvadrating paklaida nei tradiciniai jvertiniai.

Yra sukonstruoti populiacijos sumy santykio kalibruoti ivertiniai, naudojantys
dvi svoriy sistemas [73]:

(1)
p) — > kes Wi Yk
W (2, °
D kes Wy, 2k
o, (D). (2) : o .
Cia svoriai w;, ~ ir w,”’ tenkina kalibravimo lygtj
N 1
Dk—1Tyk _ 2kes wl(€ )xyk
N - 2
Zk:l L2k EkES w,(g )xzk:

ir minimizuoja atstumo funkcija

M) _ 4,12 (@) _ 42

= drqy, P drqy,

Kombinuojant atstumo funkcijas L;, ¢ = 1,...,7, apraSytas (1.16), (1.18) ly-
gybémis, galima sudaryti ir daugiau funkcijy santykio ivertiniams su dviem svoriy
sistemomis konstruoti.
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1.8.2. Horvico ir Tompsono sumos jvertinio dispersijos
kalibruotasis jvertinys

Nagrinékime baigtinéje populiacijoje U/ apibréZto tyrimo kintamojo ¥, igyjan-

¢io reikSmes y1, yo, . . . , YN, Horvico ir Tompsono sumos jvertini
tyr = > diyi, (1.20)
kes

Ciady = % yra imties plano svoriai. Tarkime, kad turime viena papildoma kinta-
maji x, igyjanti reikSmes x1, x2,...,TN.

Yates ir Grundy [116] parodé, kad (1.20) jvertinio dispersija galima uZraSyti
tokiu pavidalu:

—_

N N N2
Varvali) =3 3 Y (- m) (L 2) . aan
J

'L:l 7=1 v

Dispersijos (1.21) jvertinys yra

N2
VCWYG y7r = ZZ Z]<_ﬂ.> ’

i€s jEs
¢ia dij = (7TZ'7TJ' — '/Tz'j)/ﬂ_ij'

Pasinaudoj¢ Deville ir Sarndal [21] svoriy kalibravimo idéja, Singh, Horn,
Chowdhury ir Yu [96] pasiulé kalibruotaji Horvico ir Tompsono sumos jvertinio
dispersijos jvertini

= 2 1 vi i\
Varc(tyr) = 5 ZZ% (7:1 - Wj) ;

¢ia svoriai wj, minimizuoja duotg atstumo funkcija ir tenkina Sig kalibravimo lygti:

S wy < - )2 ZZ (mimj — 735 (x - Z)Q (1.22)

i1€Es jEs =1 j=1

Desiniojoje (1.22) lygties puséje esantis reiSkinys — tai dviguba papildomo kinta-
mojo sumos t, Horvico ir Tompsono jvertinio dispersija.
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1.8.3. Pasiskirstymo funkcijos ir kvantiliy kalibruotieji jvertiniai

Ta pati Deville ir Siarndal [21] kalibravimo idéja buvo pritaikyta baigtiné-
je populiacijoje U apibréZto kintamojo y : yi1,...,yn pasiskirstymo funkcijos
F,(t) =N -1 > rev A(t — yi) kalibruotam jvertiniui konstruoti [77]. Cia A(z)
yra tokia funkcija, kad A(z) = 1, jei z > 0, ir A(z) = 0 — prieSingu atveju. Pa-
prastumo délei tarkime, kad turime tik vieng papildoma kintamaji x : 1, ..., TN.

Pasiskirstymo funkcijos F,(t) kalibruotuoju jvertiniu vadiname jvertini

ycal Zka t_yk

kes

kuriame svoriai wy, minimizuoja atstumo funkcija L(wg, di, k € s) (1.11) ir tenki-
na kalibravimo lygti

— Z WAt — zyg) = Fy (t). (1.23)

Konstruojant kalibruotuosius jvertinius reikalaujama, kad kalibruoti svoriai
wy, kaip galima maziau skirtysi nuo imties plano svoriy di. Tai pasiekiama mi-
nimizuojant tradicines atstumo funkcijas L(wg,dg,k € s). Harms [38] sitlo
minimizuoti jvertinio Fy .,;(t) ir empirinés pasiskirstymo funkcijos Fs,(t) =
N7E3 e dikA(t — yy) atstumo funkcija:

Dzst( ycal,F ) — MiNy.
Cia atstumo funkcija Dist(F, F) galéty bati tokia:

o0

Dist(Fy, Fy) = / (F1(t) — Fy(t))?dt.
—00

Kintamojo y « lygmens kvantili apibrézéme (1.7) formule (Zr. 1.4 poskyri).
Galimas ir kitas apibréZimas: jei Fy(t) yra kintamojo y pasiskirstymo funkcija, tai
kintamojo y « lygmens kvantiliu vadiname

Qo = F 7 (a).

Tada turint jvertinta pasiskirstymo funkcija, lieka vienas Zingsnis iki kvantiliy ver-
tinimo. Atkreipsime démesi, kad tas vienas Zingsnis gali biiti labai ilgas, nes funk-
cija A(z), nuo kurios priklauso pasiskirstymo funkcija F'(¢), yra laipting, dél to
F(t) neturi atvirkitinés. Si problema i§ dalies i$sprendziama jvedus interpoliacin
kalibruota pasiskirstymo funkcijos jvertinj [39].



1.9. Funkcinés formos metodas 31

Rueda ir bendraautoriy [81] straipsnyje, Zinant kiekvieno populiacijos elemen-
to k papildomy kintamyjy =z, 2@, ... (/) reik§miy vektoriy x, = (241, .. .,
xpy), yra sudaromas naujas kintamasis g, igyjantis reik§mes g = B’ X, k=
1,2,..., N, cia dydis B yra svertinis daugialypés regresijos tarp y ir papildomy
kintamujy J:(j), 7 =1,2,...,J, koeficientas:

-1
B= <Z dekkak/> > drgrXnyi-

kes kes

Kintamasis g naudojamas kaip papildomas kintamasis kalibravimo lygtyje (1.23),
apibréZiant pasiskirstymo funkcijos jvertinio kalibruotus svorius.

1.9. Funkcinés formos metodas’

Estevao ir Sarndal [27] straipsnyje sakoma, kad atstumo funkcijy minimizavi-
mas néra vienintelis biidas svoriams kalibruoti. Siame poskyryje aptarsime minéty
autoriy pasitilyta nauja svoriy kalibravimo biida, kuris vadinamas funkcinés formos
metodu.

Nagrinékime baigting populiacija Y= {u1, ug,...,un}. Teguly : y1,...,yn
yra tyrimo kintamasis, o x; = (z1k, ...,z ;)" — k-0jo populiacijos elemento J
papildomy kintamyjy reik§Smiy vektorius. Vertinamas parametras yra populiacijos
suma t, = Zivzl yr. Kiekvienam k € s apibréSime teigiama konstanta gy ir
vektoriy zg = (z1g, . .., 2x)" taip, kad:

a) dim(zy) = dim(xy) = J (vektoriy zy ir x) dimensija bty vienoda);
b) matricos ) kes Qk% xXx determinantas bity nelygus nuliui.
Vektorius z; vadinamas instrumentiniu vektoriumi [86], [51].
IeSkosime kalibruoty svoriy tokio pavidalo:
wy, = dy, + qEAsZi, (1.24)

¢ia parametrai qy, ir z; parenkami taip, kad tenkinty a) ir b) salygas. Vektorius XS
netiesiogiai apibréZiamas kalibravimo lygtimi

Z WX = Z X, (1.25)

kes keU

kuria tenkina kalibruoti svoriai wy. Funkciné (1.24) forma yra naudojama dél to,

3 Angl. functional form approach.



1. PAPILDOMA INFORMACIJA NAUDOJANTYS BAIGTINES POPULIACIJOS
32 PARAMETRU IVERTINIAI

kad tinkamai parinkdami parametrus gy, ir z; galétume kontroliuoti skirtuma tarp
imties plano svoriy dy, ir kalibruoty svoriy wy.
Tame paciame straipsnyje yra irodomas toks teiginys.

1.3 teiginys. Svoriai wy, ya1f, kurie yra (1.24) pavidalo ir tenkina kalibravimo (1.25)
lygti, yra lygiis

N / -1
W kalf = di; + (le -3 dez> (Z CIlZle/> K2k
=1

les les

atitinkamas kalibruotasis populiacijos sumos {vertinys yra

fealf = Y Wk katfYi; (1.26)
kes

[vertinio tyq t poslinkis yra O(n=1) eiles.

Skirtingai parenkant parametry gy, ir zj, reikSmes, gaunama iStisa kalibruotyjy
ivertiniy klasé, kurig Zymésime K ALF. Atskiru atveju, kai g = dj, ir 2z, = X,
gauname apibendrintaji regresinj ivertini.

Vektoriy z; komponentés daZniausiai yra papildomy kintamyjy reik§Smiy vek-
toriy Xy, funkcijos. PavyzdZziui, kai zj, > 0,7 = 1,...,J, vektorius zj, galéty buti
toks zj, = (xf,;l, - acg;l)’, &ia p — teigiama konstanta.

ApibréZus nauja jvertiniy klasg K ALF, [27] straipsnyje nagrinéjami du klau-
simai:

1. Kaip ivertiniy pagrindinés statistinés charakteristikos priklauso nuo para-
metry g, ir z; parinkimo?

2. Apibendrintasis regresinis ivertinys priklauso kalibruoty jvertiniy klasei
KALF. Ar galima rasti salygas, kurioms esant apibendrintasis regresinis
jvertinys turéty maziausia dispersija klaséje K ALF?

Atsakyma i pirma klausima i§ dalies galima rasti ir Koto publikacijoje [52].
Cia ragoma, kad jvertinio 54 # asimptotiSkai minimali dispersija pasiekiama tada,
kai instrumentiniai vektoriai parenkami pagal §ig taisykle:

Zp = dlzl Z (drd; — dp)x;.

les

Sarndal [84] nagrinéja bendresng funkcing forma:

Wy = dkF()\S/Zk),
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Cia F' — bet kuri tolydi funkcija, pavyzdziui, F'(u) = exp(u). Paémus F(u) =
1+wirqy =dg, k=1,...,n, gaunama (1.24) forma.

1.10. Modeliais pagrijsti kalibruotieji jvertiniai

Modeliais pagristo kalibravimo idéjq vertinant populiacijos vidurki pateiké
Wau ir Sitter [115].
Tarkime, kad baigtinéje populiacijoje U apibrézto kintamojo y reikSmeés y,

.., yn yra nepriklausomy atsitiktiniy dydziy Y7, ..., Yy realizacijos, o papildo-
my kintamyjy (D, 2 .. 2(/) reik§miy vektoriai x, = (14, Tok, ..., Tyk) —
fiksuoti. Tegul tyrimo kintamaji y su papildomais kintamaisiais D 2@ (D)

sieja pusiau parametrinis modelis £:

Egsp(yi|xi) = u(x;, 8), Veoo (yilxi) = v?az, t1=1,...,N, (1.27)

gia B = (Bo,...,0Bp) ir o? yra nezinomi modelio parametrai, u(x, 3) — Zinoma
funkcija, priklausanti nuo x = (2,2 ... 2())ir 8, v; — Zinoma x; funkcija.

Brinke imti, imties elementy duomenis naudojame (1.27) modelio paramet-
rams 3, o vertinti, o gautus jvercius 3, 52 — reik§méms

9i = w(xi, B), (1.28)
kurios yra vadinamos kintamojo y reikS§miy y; prognozuojamomis reik§mémis,
skaiCiuoti. Apskaifiave 3;, ¢ = 1,2,..., N, sakome, kad suprognozavome Kin-

tamojo y reikSmes.
Dabar jau galime apibréZti modeliu £, pagrista kalibruotaji baigtinés popu-
liacijos vidurkio jvertini:

R 1
PMC = Z Wili,
i€s
¢ia svoriai wy, kaip ir anks¢iau, minimizuoja tyrimui pasirinkta atstumo funkcija
L(wg, di, k € s), apibréZta (1.11) formule, ir tenkina Sias kalibravimo lygtis:

N
%Zwi =1, Zwiﬂ(xz‘”@) :Z/‘(X%B)'
i€s i€s =1

Vertinant populiacijos vidurki jvertiniu jzp;¢, reikia Zinoti visas papildomy
kintamyjy populiacijos reikSmes. Skirtingai nei Deville ir Sdrndal [21] straips-
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nyje, apibrézti kalibruoti svoriai wy, priklauso nuo tyrimo kintamojo y reikSmiy.
Vadinasi, atlikdami im¢iy tyrima, kuriame turime kelis tyrimo kintamuosius, tu-
résime kiekvienam kintamajam atskirai suskaiciuoti kalibruotus svorius. Pastaroji
problema i$sprendZiama praplétus neuroniniy tinkly modeliu pagristy kalibruoty
ivertiniy klase [65].

Wu ir Sitter [115] empiriskai lygino modeliu pagrista kalibruota populiaci-
jos vidurkio jvertini su netiesiniu regresiniu ivertiniu, taikydami logtiesini modelj.
I$8analizavus eksperimento rezultatus, paaiskéjo, kad jvertinys [z /¢ turi daug ma-
Zesng dispersija.

Turint viena papildoma kintamaji z, Farrell ir Singh [32] konstravo modeliu

Ee,(yilzi) = By, Veo (yilxi) = v(xi)UQ, i=1,..., N, (1.29)

pagrista kalibruota Horvico ir Tompsono sumos jvertinio dispersijos Vary¢(f.r)
(1.21) jvertinij tokio pavidalo:

_ . 1 ) 2
VaT’wy(;(tyw) = 5 Z Z wij‘gij <diyi — djy]) . (1.30)
i€Es jEs
i#]

Modelio (1.29) parametrai 3 ir 02 yra neZinomi, o v — Zinoma x; funkcija; Hz*j =
m;m; — ;. Lvertinio (1.30) kalibruoti svoriai w;; tenkina kalibravimo lygti

1 . 1
55 <Z > wiibi(diyi — djyj)2> = 5Fq <Z > 05 (diyi — djyj)Q)
i€s jes i=1 j=1
i#] i#]

ir minimizuoja atstumo funkcija

L= (wiy — dig)? /dijqij-
1€s jJESs
i#j
Wu [113] toliau tyrinéjo modeliu pagristus kalibruotus populiacijos vidurkio
ivertinius, kalibravimui naudodamas lygti

N

Z wiu(z;) = Z u(z;),

€8s =1

Cia u(-) — realiyjy skaiCiy aibéje apibrézta ir realias reikSmes igyjanti funkcija.



1.11. Kalibruotieji ivertiniai skirtingy imties planuy atveju 35

Buvo sprendziamas uzdavinys: su kokia funkcija wu(-) ivertinys fip;¢ turés ma-
Ziausia dispersija. UZdavinys iSsprestas ir gautas jvertinys pavadintas optimaliuoju
kalibruotuoju populiacijos vidurkio jvertiniu. Toliau straipsnyje kalbama apie opti-
maliuosius pasiskirstymo funkcijos, populiacijos dispersijos ir populiacijos sumos
apibendrintojo regresinio jvertinio dispersijos kalibruotus ivertinius.

1.11. Kalibruotieji jvertiniai skirtingy imties plany
atveju

DidZioji dalis mokslo darby apie svoriy kalibravima sudaryti i§ dviejy daliy:
teorinés ir eksperimentinés. Teorinéje dalyje kalbama apie kalibruotus jvertinius
bet kokio imties plano atveju, o eksperimentinéje dalyje pasirenkamas konkretus
imties planas ir atliekamas matematinis modeliavimas bei pateikiamos iSvados.
Siame poskyryje pakalbésime apie kalibruotus jvertinius tam tikry konkre¢iy im-
ties plany atveju.

1.11.1. Kalibruotieji populiacijos vidurkio jvertiniai, esant
sluoksniniam émimui

Toks imties planas, kai suskaidZius populiacija i kelias bendry elementy netu-
rinCias dalis, vadinamas sluoksniais, imtys renkamos i§ kiekvieno sluoksnio atski-
rai, nepriklausomai nuo kity, vadinamas sluoksniniu émimu. Suskaidykime baig-
ting populiacija U, turinCia IV elementy, i H sluoksniy. SkaiCius Ny, reik§ h-ojo
sluoksnio dydi, nj, — imties h-ajame sluoksnyje dydi. Taigi Zthl Np = Nir
Zthl np = n. Tarkime, kad kiekviename sluoksnyje renkame paprastaja atsi-
tikting be graZinimo imti. Simboliu W}, Zymésime dali elementy, priklausanciy
h-ajam sluoksniui, t. y. Wj, = N, /N, 0 yp; ir xp; — atitinkamai ¢-aja tyrimo kinta-
mojo y bei papildomo kintamojo x reikSme sluoksnyje Uy,. Tracy, Singh ir Arnab
[107] kalibruotaji populiacijos vidurkio jvertinj sluoksninés imties atveju apibréZia
taip:

fisteal = > (1.31)
dia g, = n;l > it Yni, 0 svoriai £, minimizuoja atstumo funkcija

ZH: (U — Wp)?

—  WiQn
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ir tenkina $ias dvi kalibravimo lygtis:

H H
> En =Y Waptan,
h=1 h=1

H H
Z thih = Z thzh'
h=1 h=1
Cia 7, = ngl St wp ir 82, = (np, — 1)7L Y0 (zp; — Zp)? yra atitinkamai
papildomo kintamojo x imties vidurkis ir dispersija, o Sg ;, — papildomo kintamojo
x dispersija h-ajame sluoksnyje.

Jei kiekviename sluoksnyje papildomo kintamojo dispersija néra Zinoma, tai
tada naudojama tik pirmoji kalibravimo lygtis.

Matematinio modeliavimo metu [107] buvo lyginta apibréZto kalibruoto (1.31)
ivertinio ir regresinio ivertinio vidutiné kvadratiné paklaida turint 4 skirtingas po-
puliacijas. PaaiSkéjo, kad Siose populiacijose kalibruoto jvertinio tikslumas yra
nuo 4,46% iki 13,08% didesnis.

1.11.2. Kalibruotieji populiacijos vidurkio jvertiniai, esant dviejy
faziy émimui

Nagrinékime dviejy faziy émima. IS populiacijos U, turinios N elemen-
ty, iSrinkime tikimybing imtj s; su Zinomomis pirmos fazés elementy priklausy-
mo imciai tikimybémis 7. Taigi pirmos fazés imties plano svoriai yra di; =
1/m, k € s;1. Tada i§ s; iSrinkime poimti s su Zinomomis salyginémis elementy
priklausymo poim¢iui tikimybémis 7o, = 7ys, .- Antros fazés imties plano svoriai
yra dop, = 1/mgy, ir dydis di, = dyday — populiacijos k-ojo elemento imties plano
svoris. Kaip ir anksciau, tyrimo kintamaji Zymésime y ir domésimeés §io kintamojo
sumos ¢, vertinimu.

Tarkime, kad turime du rinkinius skirtingo tipo papildomy kintamuyjuy, apibréz-
ty populiacijoje U: mgl), xgg), . ,a:g‘h) ir x(21)’ ach), . ,xgh). Populiacijos k-ojo
elemento visy papildomy kintamuyjy reikSmiy vektoriy Zymeésime

/ / / /
Xk = (T11ks 12k - - - TLI ks T21k, T22ks - - - T2J5k) = (X1p, Xop)',
Gia X1 = (T11ks T12ks - - - T1k)'s Xok = (T21k, T22k, - - -, T2gok) . Estevao ir
Sarndal [26], [28], Hidiroglou ir Séarndal [43] kalibruoty jvertiniy

fyw = Z WEYk

kes
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konstravimui dviejy faziy émime nagrinéjo tokius atvejus:

1) kai papildomy kintamuyjy xgl), 1:52), e xg‘]l) reikSmiy vektoriy xyj su-

ma t; = ), X1x yra Zinoma, o antrojo rinkinio papildomy kintamujy
ORI C)) 272)
2 > T2 2

noma;

e reik§miy vektoriy xo) suma to = ) key X2k — NEZi-

2) kai papildomi kintamieji yra tokie, kad kiekvienam k € s; vektoriai xy, ir
Xok yra Zinomi;
3) kai papildomi kintamieji yra tokie, kad kiekvienam k &€ s vektoriai x1j, ir
Xok yra Zinomi.
Atsizvelgiant i tai, kaip naudojami papildomi kintamieji, i§skiriami keli svoriy
kalibravimo budai. Paminésime du iS juy:

1. Vieno Zingsnio kalibravimas. Imties plano svoriai dj modifikuojami, kali-
bruotus svorius wy, apibréZiant Sia kalibravimo lygtimi:

> w(Xik, xo) = <Z X1k, ) dlkX2k> :

kes keU kesy

2. Dviejy Zingsniy kalibravimas. Pirmajame Zingsnyje svoriai d 1, pakei¢iami
pirmos fazés kalibruotais svoriais wy, k € s1, tenkinanciais lygti

g wlkxlkzg X1k-

ke€sy keU

Antrajame Zingsnyje, naudojant jau Zinomus svorius w1y, apskai¢iuojami
galutiniai svoriai wy, k € s, tenkinantys lygti

> S wp(xie xor) = D wig(xag, Xor) -

kes kesy

Antruoju atveju naudojama daugiau Zinomos papildomos informacijos, todél gali-
ma tikétis, kad ivertinys su svoriais, gautais po dviejy Zingsniy kalibravimo, bus
tikslesnis. Galbiit tai priklauso nuo rySio tarp kintamujy x 1, Xof, ir y? Tai nagri-
néjo Estevao ir Séarndal [28].

Wu ir Luan [114] toliau tgsé tyrimus kalibruoty ir modeliais pagristy jvertiniy
teorijos srityje ir apibrézé optimalyji kalibruotaji populiacijos sumos ivertini dviejy
faziy émimo atveju.
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1.12.

Pirmojo skyriaus apibendrinimas. Uzdaviniy
formulavimas

Apibendrinus Sio skyriaus medZiaga, formuluojame $iuos uzdavinius:

1.

Taikant atstumo funkcijas L;, ¢ = 2,3,...,7, iSvesti kalibruotyjy sumos
pvertiniy svoriy iSraiskas.

Imties plano svoriy kalibravimo idéja pritaikyti baigtinés populiacijos ko-
variacijos (dispersijos) kalibruotyjy ivertiniy konstravimui. Pasitlyti nau-
jas kalibravimo lygtis.

Sukonstruoti baigtinés populiacijos kovariacijos ivertinius, kurie naudoja
daugiau nei viena svoriy sistema.

Spresti sukonstruoty baigtinés populiacijos sumos ir kovariacijos jvertiniy
dispersijy vertinimo uzdavinj.

Modeliuojant palyginti sukonstruotus jvertinius tarpusavyje ir su standar-
tiniais atitinkamy parametry jvertiniais.



Baigtines populiacijos
sluoksniavimas

Imciy metody teorijoje parametry iverc¢iy tikslumas priklauso nuo daug da-
Iyky: imties dydZio, naudojamo ivertinio, papildomos informacijos, imties plano
ir kt. DaZnai tikslesni rezultatai gaunami naudojant sluoksnini émima, apibrézta
1.11.1 skyrelyje. Sio tipo imties plana geriausiai taikyti tada, kai yra papildomos in-
formacijos apie populiacijos struktiirg. Tinkamai suskaidzius populiacija i sluoks-
nius, gaunami tikslesni parametry jverciai. Sluoksniuojant populiacijas iSkyla daug
klausimy. Kurio kintamojo atzvilgiu reikia atlikti sluoksniavima? Koks turéty biiti
optimalus sluoksniy skaicius? Kiek elementy rinkti i§ kiekvieno sluoksnio? Kaip
nustatyti sluoksniy ribas, kad parametry iverciai bty kuo tikslesni? Kituose po-
skyriuose aptarsime paskutini klausima.

2.1. Klasikinis sluoksniavimo uzdavinys

Nagrinékime baigting populiacija Y= {u1, ua,...,un}. Teguly : y1,...,yn
yra populiacijoje U apibréZtas tyrimo kintamasis, o x : x1, ..., Ty — papildomas
kintamasis. Suskaidykime populiacija ¢/ i H sluoksniy, ¢ia H — fiksuotas Zinomas
skaiCius. PaZymékime h-gji sluoksni simboliu Up, o iSrinkta i§ populiacijos U
sluoksning imtj — raide s,s C U. IS kiekvieno sluoksnio Uy, iSrinkime paprastaja
atsitikting imti, kurig Zymésime sy,.

Taikant tinkama sluoksniavimo strategija, galima gauti tikslesnius parametry
jver¢ius, esant tai paciai tyrimo kainai. Statistiky uzdavinys yra nuspresti, kaip

39
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pasirinkti geriausia sluoksniavimo algoritma, kuriuo maksimizuojamas jvertiniy
tikslumas, t. y. minimizuojama jvertiniy dispersija, vidutiné kvadratiné paklaida ar
variacijos koeficientas.

Klasikinis sluoksniavimo uzdavinys yra suformuluotas populiacijos vidurkio
[y atveju minimizuojant jo jvertinio

H
~ 1 _
iy = ; Niin @1)

dispersija. Cia 7, yra h-ojo sluoksnio imties vidurkis, Nj, — elementy skai¢ius
h-ajame sluoksnyje, o Ny, — gerai Zinomas h-ojo sluoksnio sumos Horvico ir
Tompsono jvertinys.

Tarkime, kad imties dydis n yra i§ anksto pasirinktas ir Zinomas bei paskirsty-
tas i sluoksnius pagal optimalyji Neimano' paskirstyma [56].

I8 pradZiy tarkime, kad kintamojo y reik§més yra Zinomos ir iSrikiuotos dide-
jimo tvarka. Pazymékime ky ir kp atitinkamai maZiausig ir didZiausia y reikSme.
UZdavinys yra keliamas tokioms tarpinéms reik§Sméms k1, ..., ky_1 rasti, kurios
minimizuoja vidurkio jvertinio dispersija Var(fi,). Tos tarpines reikSmés vadina-
mos sluoksniy ribomis. Prielaida, kad tyrimo kintamasis y yra Zinomas, néra reali,
todél toliau sluoksniavimui naudosime papildoma kintamajj x. Sis kintamasis turi
buti stipriai koreliuotas su kintamuoju y. Principas iSlieka tas pats: kintamojo x
reikSmes iSdéstome didéjimo tvarka ir ieSkome sluoksniy riby, kurios minimizuoja
kintamojo « vidurkio jvertinio dispersija Var(ii;).

Dalenius [15], [17] parodé, kad tokios ribos egzistuoja ir tenkina Sias lygtis:

(kn — pn)? + S7 _ (kn — ph1)* + 52,4
Sh Sht1

Ch=1,...,H—-1, (2.2)

¢ia pp, Sy, yra atitinkamai kintamojo x vidurkis ir standartinis nuokrypis h-ajame
sluoksnyje. IS viso turime H — 1 lygti. Maza to — ir uy, ir Sy, priklauso nuo ky,.
Taigi turime sudétingas iteracines lygtis. IeSkant Siy lygciu sprendiniy néra aisku,
kaip pasirinkti pradini kj artini; néra Zinoma, ar konverguos iteracinis procesas.
Sios problemos paskatino statistikus atlikti tyrimus, kuriy metu tiriamos iteraciniy
(2.2) lygciy sprendinio aproksimacijos. Tai buty Dalenius ir Hodge [16], [17] Sak-
nies i§ f taisykleé, kurig taikant sluoksniy ribos parenkamos taip, kad kiekviename
sluoksnyje suma, gauta sumuojant reik§mes +/ f(x;) (¢ia f(¢) — sluoksniavimo
kintamojo «x santykiniy dazniy funkcija), bty ta pati; Ekman [24] sluoksniavimo

1J. Neyman, 1894-1981, amerikie¢iy statistikas
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taisyklé, kuri apibréZia sluoksniy ribas taip, kad jos tenkinty lygtis
Wh(kn — kp—1) =Cg, h=1,...,H,

¢ia W}, yra h-ojo sluoksnio svoris, Cy — konstanta, priklausanti nuo sluoksniy
skaiCiaus; Gunning ir Horgan [35] geometriné sluoksniavimo taisyklé, paremta
idéja suvienodinti sluoksniy variacijos koeficientus; Lavallée ir Hidiroglou [58]
taisyklé, pagrista imties dydZio n minimizavimu, esant tam tikrai jvertinio paklai-
dai, ir kt.

2.2. Asimetriniy populiacijy sluoksniavimas

Zinomi papildomi kintamieji gali bati naudojami ne tik jvertiniy konstravi-
mui, bet ir imties plano sudarymo etape. Siame poskyryje nagrinésime efektyvaus
asimetriniy populiacijy sluoksniavimo uzdavini. Vertinsime tyrimo kintamojo y
vidurki £, ir sluoksniavimo kintamuoju laikysime papildoma kintamaji .

Dydis

N
o = Gy 2o~ )’
Y k=1

vadinamas populiacijos asimetrijos koeficientu. Jei ac # 0, tai populiacija vadina-
ma asimetrine.

Nagrinésime populiacijas, turinCias teigiama asimetrija (ac > 0). Pasitlysime
pataisytqji geometrini sluoksniavimo metoda ir eksperimentiSkai palyginsime su
trimis kitais sluoksniavimo metodais: Dalenius ir Hodges [16], [17] Saknies is f
sluoksniavimo taisykle, Gunning ir Horgan [35] pasiiilytu geometriniu metodu bei
laipsniy metodu, kuri ivedé Plikusas [71]. Sio poskyrio rezultatai paskelbti [A3]
publikacijoje.

2.2.1. Sluoksniavimo metodai

Klasikinis sluoksniavimo uZdavinys ir lygtys, kurios apibréZia optimaliasias
sluoksniy ribas, pateikti 2.1 poskyryje. ISvardysime kelis Siy lygciy sprendini ap-
roksimuojanc¢ius metodus.

L. Saknies is f taisykle. Siuo algoritmu randamos sluoksniy ribos, kurios yra
labai arti (2.2) lyg€iy sprendinio.

Papildomo kintamojo x santykiniy dazniy funkcija paZzymékime f(t). Targ,
kad kiekviename sluoksnyje kintamasis x turi tolyguji skirstini, Dalenius ir Hodges
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[14], [17] parodé, jog populiacijos vidurkio ivertinio minimali dispersija apytiksliai

pasiekiama tada, kai h-ojo sluoksnio ribos k:,(lf ) parenkamos taip, kad sumos

> V@), h=12,... H,

€U,
bty apytiksliai lygios.

II. Geometrinis metodas. Viena i$ idomesniy ir paprasty metody pasiiilé Gun-
ning ir Horgan [35]. Ju sluoksniy riby konstravimo algoritmas pagristas pastebe-
jimu, kad jei sluoksniy ribos yra netoli optimaliyjy ribuy, tai sluoksniavimo kinta-
mojo x variacijos koeficientas kiekviename sluoksnyje yra toks pat:

St S Su
p e pr
Tarus, kad papildomas kintamasis  kiekviename sluoksnyje yra tolygiai pasiskirs-

tes, gaunamos apytikslés optimaliujy sluoksniy riby iSraiskos:

Ko\ 1/H
k}(zg):k(()g)rh’,r:(kfg)) , h=0,1,... H.
0

Taigi sluoksniy ribos yra geometrinés progresijos nariai. IS ¢ia ir kilo pavadinimas
geometrinis metodas. Sis metodas rekomenduotinas sluoksniuojant asimetrines
populiacijas.

III. Laipsniy metodas. Paprastas ir efektyvus sluoksniavimo metodas sitilomas
[71] straipsnyje. Cia sluoksniy ribos k‘ép ) parenkamos taip, kad sumos

Zx?‘ ~const, h=1,2,..., H,
leUy,

bty apytiksliai lygios. Taciau Sis metodas kol kas neturi teorinio pagrindimo ir
jo privalumai gali biti parodyti tik atliekant matematini modeliavimg. Daugybé
eksperimenty rodo, kad, taikant laipsniy metoda, vidurkio ivertinio (2.1) dispersija
yra minimizuojama, kai 0,5 < o* < 0,7. Net egzistuoja hipotezé, kad jei po-
puliacija turi eksponentinj skirstini, tai parametras a* priklauso nuo $io skirstinio
parametro.

IV. Pataisytasis geometrinis metodas.

Praktikoje (pvz., atlieckant darbo uZmokescio tyrimus) tiriamos populiacijos
daZnai turi teigiama asimetrijos koeficienta ir ju skirstinys yra artimas eksponen-
tiniam skirstiniui. Modifikuosime geometrini sluoksniavimo metoda tokio tipo
populiacijy atveju. Padare prielaida, kad sluoksniavimo kintamojo skirstinys yra
eksponentinis ir naudodami ta pacia Gunning ir Horgan [35] idéja suvienodinti
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variacijos koeficientus sluoksniuose, gauname iteracines lygtis, kurios apibréZia

sluoksniy ribas:

(adj)
h+1

+ I (h + 1) L ()K" D

Li(h)I2(h+ 1) + i (h + 1)I2(h) ’

I>(h)

Palyginkime apraSytuosius sluoksniavimo metodus taikydami matematini mo-

]{;(adj) B Li(h)Iy(h+ 1)k
W) =
éia k(‘ldj)
h by’
Il(h) = /(ad‘) te dt,
ki
deliavima.

0 05 1 15 2 25 3 35 0 10
x10° x10°
a) Pirmoji populiacija (ac = 3,13) b) Antroji populiacija (ac = 4,98)
250 1 250
200 1 200
150 1 150
100 1 100
50 50
0 S ‘ ‘ o ‘ ‘ ‘ ‘
o =2 4 6 8 10 12 14 16 0 100 200 300 400 500 600
6
x 10

¢) Trecioji populiacija (ac = 5,95)

d) Ketvirtoji populiacija (ac = 10,91)

2.1 pav. Tyrimo kintamojo y reikSmiy histogramos
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2.1 lentelé. Siuoksniavimo metody palyginimas (sluoksniy skaicius H = 5, imties

dydis n = 50)
Populiacija Sluoksniavimo Sluoksniai
metodas cv 1 2 3 4 5
1 Cumy/T 01592 k) 75709 118149,8 173649,1 255265,9
N, 83 72 57 47 4
nh 9 8 8 11 14
Geometrinis  0,1785 k(% 578269 915322 1448832 229330,8
N, sl 62 79 56 52
nn 3 5 1 2 19
Laipsniy 01501 k" 81624 122303 180321 263000
N, 9 69 55 44 36
nn 12 8 9 0 1
Pataisytasis ~ 0,1755 k{"¥) 58129,7 92350,2 1463642 2311236
geometrinis Np, 51 65 77 56 51
nn 3 6 10 13 18
2 CumyJF 01635 k) 181 354,7 571,9 8324
N, 8 67 66 51 38
nn 7 6 7 7 22
Geometrinis  0,2272 kY 229 71,4 2232 6973
Ny, 9 22 68 141 60
nn 0 0 4 24 22
Laipsniu ~ 0,1599 k' 2612 4643 649,1 8723
N, 107 62 48 40 33
nn 15 7 4 5 19
Pataisytasis  0,1877 k*%) 256 88,1 288 4 8497
geometrinis Ny, 11 25 89 140 35
nn 0 1 6 28 15
3 CumyT  0,1332 k) 1767712 883576 1767081,9 5654508,1
N, 151 84 31 9 15
nn 4 8 3 1 24
Geometrinis  0,2288 k') 8424 101381 1220068 14682924
Ny, 1 30 95 136 38
nn 0 0 1 1 38
Laipsniy ~ 0,1231 k7 329353 1036455 3948983 9051276
N, 189 56 31 410
nn 8 6 11 1 14
Pataisytasis ~ 0,1808 k*¥) 1182  21194,1 375856,7 37585932
geometrinis Ny, 4 49 147 75 25
nh 0 0 4 13 32
4 Cumy7 01730 k7 68 15,6 24.4 39
N, 79 100 61 37 23

nh 4 6 4 4 32
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Populiacija Sluoksniavimo Sluoksniai

metodas cv 1 2 3 4 5

4 Geometrinis  0,0693 k¥ 3,1 9,7 30,2 94,1
N, 54 39 169 371
nn 1 2 32 15 0

Laipsniy ~ 0,1968 k") 11 16 22 37
N, 115 64 50 43 28
nn 9 2 2 4 32

Pataisytasis 0,045 k\*Y) 35 12,2 40 116,1
geometrinis Ny, 54 95 128 22 1
nn 2 9 30 9 0

2.2.2. Sluoksniavimo metody palyginimas atliekant matematinj
modeliavima

Visus Siame poskyryje paminétus sluoksniavimo metodus mes tarpusavyje ly-
ginome atlikdami eksperimentg keturiose realiose populiacijose, turin¢iose asimet-
rinius skirstinius (Zr. 2.1 pav.) ir po 300 elementy. Imties dydis n = 50 buvo
paskirstytas i penkis sluoksnius naudojantis Neimano optimaliuoju paskirstymu.
Sluoksniavimui naudotas Zinomas papildomas kintamasis x, o rezultatai pateik-
ti tyrimo kintamajam y, kurio koreliacija su papildomu kintamuoju z yra stipri
(p ~0,9).

Kiekvienu sluoksniavimo metodu buvo apskaiciuotos sluoksniy ribos ir kiek-
vienoje populiacijoje, iSrinkus po m = 1000 im¢iy s, ivertintas vidurkio s, iver-
tinio variacijos koeficientas. Visy keturiy nagrinéty asimetriniy populiacijy mate-
matinio modeliavimo rezultatai pateikti 2.1 lenteléje.

Kaip matyti i$ rezultaty lentelés, daugumai asimetriniy populiacijy geriausias
yra laipsniy metodas. Geometrinis metodas yra paprastas, bet daugeliu atveju po-
puliacijos vidurkio i, ivertinio tikslumas yra maZiausias. Sia situacija gerai iliust-
ruoja rezultatai pirmos populiacijos atveju.

Antros ir trecios populiacijy asimetrijos koeficientai yra didesni, bet visy me-
tody efektyvumas iSlieka beveik nepakitgs. Be to, dar labiau iSrySkéja skirtumai
tarp laipsniy metodo ir kity likusiujy.

Vis délto turime paminéti, kad ypac asimetrinéms populiacijoms laipsniy me-
todas jau néra geriausias. Tai gerai matyti ketvirtoje populiacijoje, turincioje di-
dZiausia asimetrijos koeficienta ac. Pataisytasis geometrinis metodas $iuo atveju
yra tinkamesnis.

Mes taip pat atlikome matematini modeliavimg populiacijose, turin¢iose nor-
malyji skirstinj. Pastebéjome, kad tinkamiausias sluoksniavimo algoritmas tokio
tipo populiacijose yra Saknies i§ f taisyklé, taciau efektyvumo prasme skirtumas
tarp visy sluoksniavimo metody yra minimalus.
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2.3. Baigtinés populiacijos sluoksniavimas keliy
tyrimo kintamuyjy atveju

DaZnai statistiniuose tyrimuose turime daugiau nei viena tyrimo kintamaji,
todél Siuo atveju populiacijos sluoksniavimo teorija vienam tyrimo kintamajam
negali biiti pritaikyta. Siame poskyryje aptarsime Rizvi, Gupta ir Bhargava [78]
pasiiilyta sluoksniavimo technika dviejy tyrimo kintamyjy atveju ir esant graZinti-
niam émimui su tikimybémis, proporcingomis papildomo kintamojo didumui.

Nagrinékime baigting populiacija U= {u1,us, ..., un} ir joje apibréZtus du
tyrimo kintamuosius y(l) S YLly - - -5 YIN, y(2) SYo1, ..., yon. Tegulx 2y, ..., xN
yra bendras abiejy tyrimo kintamuyjy papildomas kintamasis. Jis kartu bus ir sluoks-
niavimo kintamasis. Toliau nagrinédami sluoksniavimo uZdavinj simboliu y;p;
Zymeésime tyrimo kintamojo Y9, j =12, 1-3ja reikSme sluoksnyje Up,, simboliu

— papildomo kintamojo ¢-3ja reikSme tame paciame sluoksnyje Uy, 0 pp; — &-
ojo elemento i§ h-ojo sluoksnio i§rinkimo i imtj tikimybe. Emimo su tikimybémis,
proporcingomis papildomo kintamojo didumui, atveju ji yra lygi pp; = Zni/teh,
¢ia t,, — kintamojo = suma h-ajame sluoksnyje.

Kintamujy ) vidurkiy nepaslinktieji jvertiniai yra

a0 = Z Zyﬂ” j=1,2, (2.3)

Phi

¢ia np, — imties dydis h-ajame sluoksnyje.
Imties dydi n paskirs€ius i sluoksnius pagal optimalyji paskirstymo principa
[14], ivertiniy, apibréZty (2.3) lygybe, dispersijos ir kovariacija yra

H
7 5 1 Yihi 7
Cov(u(l)’ﬂm)) = Z i <Z 1hiY2hi yh) ;2h)>

i—1 Phi

(J)

¢ia ty — kintamojo y) suma h-ajame sluoksnyje.

Tarkime, kad kiekviename sluoksnyje tyrimo kintamujy 3/, j = 1,2, pri-
klausomybé nuo papildomo kintamojo x yra tiesiné ir regresijos tiesés eina per
koordinaciy pradZia, t. y. kintamieji susieti Siuo tiesiniu regresiniu modeliu:

D= Bipx+ej, j=1,2, (2.4)
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Cia e; yra tokios modelio paklaidos, kad E(e;|z) = 0, E(eje;-|1:x/) = 0, jei
x # ', ir V(ej|lz) = n;(t) > 0 su visais ¢ i§ 2 reik§miy kitimo intervalo.

Optimaliasias sluoksniy ribas pazymékime k, = kp(z), h = 1,..., H — 1.
Galiojant (2.4) modeliui ir minimizuojant funkcija

Var(@V)  Cov(@V,i®)

%= | o@D, 3®)  Var(@®)

(2.5)

ky, atzvilgiu, Rizvi, Gupta ir Bhargava gautos lygtys vadinamos minimaliosiomis
lygtimis:

H

<Z Whuhqbluhx) {kntings + pna(d2(kn) — png,)} +
h=1

H
+ ( > Whﬂhqﬁzﬂhx) {knbng, + tina(91(kn) — ping, )} =

H
= Z Whﬂhm Mh:c) {khﬂrqﬁz + Nm:(¢2(kh) - Mr¢2)}+

+ > Whﬂh¢zﬂhm> {knbirgy + pra(P1(kn) — frgy) }, (2.6)
h=

—_

Cia ¢;(t) = n;(t)/t; thg, it pire yra atitinkamai ¢;(t) ir = vidurkiai sluoksnyje
Upyyr=h+1,h=1,...H —1.

Sistemos (2.6) sprendinys k1, . . ., kg—1 sudaro optimaliyjy sluoksniy riby se-
ka. Rasti sistemos tikslyji sprendinj yra dar sudétingiau nei aprasyto klasikinio
sluoksniavimo uzdavinio atveju. Straipsnyje [78] apytiksliai optimalioms sluoks-
niy riboms rasti pateikiama taisyklé ivedant funkcija

R3(t) = (pny @2(t) + pny 01 (1)) f (1),
Cia ju,, = f; nj(t)f(t)dt, f(t) — kintamojo « tankio funkcija, a ir b — maZiausia
ir didZiausia x reik§mes. Tai vadinamoji kubinés Saknies is Rs3(t) taisykle. Ji
teigia: jei funkcija R3(t) yra apréZta ir egzistuoja dvi pirmosios jos i§vestinés, tai
sluoksniy ribas parinkus taip, kad

kn 1 b
/ \3/R3(t)dt:H/ VRs3(t)dt, h=1,... H,

kn—1

gaunama apytiksliai optimaliy sluoksniy riby seka kj, .
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Verma [109] taip pat nagrinéjo optimalaus sluoksniavimo uZdavinj dviejy ty-
rimo kintamuyjy atveju, kai imties dydZio n paskirstymas i sluoksnius yra vienodas
(n1 = ne2 = ... = ng), o imties planas — paprastas atsitiktinis sluoksninis. Mi-
nimizuojant (2.5) funkcija, buvo gautos analogiSkos (2.6) lygtims minimaliosios
lygtys, apibréZiancios optimaligsias sluoksniy ribas.

2.4. Antrojo skyriaus apibendrinimas

L.

Tobulindami sluoksniavimo metodus, mokslininkai turéty atkreipti démesj
i empirinj pastebéjima, kad sluoksniy variacijos koeficientai yra apytiksliai
vienodi, jei sluoksniy ribos artimos optimaliosioms.

Laipsniy metodas yra tinkamiausias vidutiniskai asimetrinéms populiaci-
joms sluoksniuoti. Taciau jis kol kas neturi teorinio pagrindimo.

Taikant geometrinj sluoksniavimo metoda, populiacijos vidurkio jvertinio
dispersija daugeliu atvejy yra didZiausia.

Pasiiilytas pataisytasis geometrinis asimetriniy populiacijy sluoksniavimo
metodas.

Matematinio modeliavimo rezultatai rodo, kad ypac asimetrinéms popu-
liacijoms (kai ac > 10) geriausias yra pataisytasis geometrinis sluoksnia-
vimas.

Atliekant statistinius tyrimus, daZnai nagrinéjame daugiau nei vieng tyri-
mo kintamaji. I tai turéty biiti atsizvelgta kuriant modernius populiacijy
sluoksniavimo metodus.



Kalibruotieji baigtines populiacijos
sumos ir kovariacijos jvertiniai

Siekiant gauti tikslesnius parametry jvercius, baigtiniy populiacijy statistikoje
pladiai naudojami kalibruotieji jvertiniai, naudojantys papildoma informacija. Sie
ivertiniai taip pat naudojami oficialiojoje statistikoje, ypa¢ socialiniuose tyrimuo-
se. Kaip jau buvo minéta, kalibravimo idéja vertinant populiacijos suma pasitilé
Deville ir Sarndal [21]. Nesenai kalibravimo technika pradéta taikyti vertinant po-
puliacijos suma neatsakymy i apklausas atveju [61], [62]. Poskyryje 1.6 suformu-
lavome kalibravimo uZdavini ir pateikéme keleta atstumo funkciju, apibrézty (1.16)
ir (1.18) lygybémis, kurios yra naudojamos kalibruotiems svoriams rasti. Populia-
riausia ir daugiausia praktikoje taikoma yra atstumo funkcija Li(wy,dg, k € s),
aprasoma (1.12) formule. Si funkcija yra pati papras¢iausia. Ja naudojantis randa-
mas iSreikStinis kalibravimo lyg€iy sprendinys tiek vertinant baigtinés populiacijos
suma, tiek dviejy sumy santyki [72]. Viena Sios funkcijos neigiama savybé yra ta,
kad kai kurioms populiacijoms galime gauti neigiamus kalibruotus svorius. Siame
skyriuje sukonstruosime kalibruotuosius populiacijos sumos [A2], [A6] ir kovaria-
cijos jvertinius [A1], [AS], [A8]. Spresime ivertiniy dispersijy vertinimo uZdavini
[A4], [A9], [A10]. Taip pat pateiksime matematinio modeliavimo rezultatus.

49
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3.1. Kalibruotieji populiacijos sumos jvertiniai, esant
skirtingoms atstumo funkcijoms

3.1.1. Populiacijos sumos jvertiniai ir jy apytikslés dispersijos

Nagrinékime baigting populiacija Y= {uy,us,...,un}, i§ kurios iSrinkta ti-
kimybiné imtis s pagal imties plang p(s). Tarkime, kad y : y1,¥2,...,yn yra
populiacijoje U apibréZtas tyrimo kintamasis, o (), () ... 2(/) — papildomi
kintamieji, kuriy reik§miy vektoriai x5 = (z1x, T2k, - .-, ZJg) yra Zinomi imties
s elementams. Vertinsime suma

N
ty = Zyk
k=1

Pasinaudoj¢ kalibruotojo sumos jvertinio (1.10) apibrézimu ir atstumo funkcijo-
mis L;, apibréZtomis (1.16) bei (1.18) lygybémis, kitame teiginyje sukonstruosime
septynis kalibruotus populiacijos sumos ,, ivertinius.

(%)

3.1 teiginys. Svoriai w;,’, k € 8,1 =1,2,...,7, kurie tenkina kalibravimo lygti
Zw,(j)xk =tx 3.1
kes

ir minimizuoja atstumo funkcijq L;, apibréZtq (1.16) bei (1.18) lygybémis, yra lygiis
() (@)

wy = dkuk , Cia

) =1+ q ( ZN:X; -3 de2> (Z dlexéqz)_lxk,
=1

les les

(2) ' -1
v = exp <t; <Z = qp:lxl > Xka)a
1es —14 /20 Jd; —1

(3)

3/2 r N\ -1 -2
v = 4<2 -t <Z S ) Xk‘]k) ;
& 2(y/w® — V)

(4) ! -1 -1
4) / 2w, XX
T (1 ~h (Z @ ) qu’“) ’
les —1+ 4wl /dl—3

(3.2)
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L6 _ (1 ¢ <Z 3/4wl(5)QZXlX2 >_1sz%> 12
k. X ’
les —1/2 + \/ 3w ™) /(2d)) — 5/4

(le Zdlxl) (Zdlxlxzq1> dixigr,

les les

(MY3/24 -1 2
o0 — (1 —t;< (w ) Edigxix ) dkxqu) ;

les \/> Vd;

atitinkami kalibruotieji sumos jvertiniai yra

050 = > dwy = > wui. (3.3)

kes kes

Irodymas. Formule V]gl) jrodé Deville ir Sdarndal [21]. Mes jrodysime teiginj tik

atstumo funkcijos Lg atveju, nes jrodymo eiga kitais atvejais yra analogiska.

UZrasykime LagranZo funkcijq:

©) 1 w(G) 2 ( ), ©) N
6 k 6
LY = E —qk <dk —1) - A < E Wy, Xg — g xk>,

kes kes k=1

e v s . . Ly .. 9L
Sia X©) — Lagranzo daugikliy vektorius stulpelis. Dalinés isvestinés gi(‘;; yra
k

©) ,
i3<wk__)_A@XkZQ

lygios nuliui, kai

IS Cia gauname

0 = d + f%x> (3.4)
Dauginame (3.4) lygti is deSinés pusés is x:,g :

/ 1 ! /
w,(g )xk = dpxy, + §diqk)\(6) XX}, (3.5)

Vektoriaus X©) iSraiska gaunama susumavus (3.5) lygtis ir pasinaudojus kalibra-
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vimo (3.1) lygtimi:

~1
A(6) =2 (Zxk Z dkxk> (Z d%qukxk) .

kes kes

[raSe ja i (3.4) lygybe, jrodome teiginj.
Od

Taikant sukonstruotus jvertinius praktikoje, yra naudinga turéti ivertiniy dis-
persijuy iSraiSkas arba mokéti Sias dispersijas jvertinti. Nagrinékime kalibruota
baigtinés populiacijos sumos jvertini

fyw = Z WYk,
kes
gauta minimizuojant kurig nors funkcija
L(wg, dg, k € 8) =Y Gr(wg, dy)/qr,
kes

tenkinancig atstumo funkcijai keliamus reikalavimus (Zr. 1.6 poskyri). Remian-
tis Deville ir Sdrndal {rodytu 1.2 teiginiu, kalibruotojo jvertinio fyw asimptotiné
dispersija yra lygi

N N
Vara tyw Z Z Tkl — 7Tk7Tl dkEk)(dlEl )
k=1 1=1
¢ia

El: =Yk — (Z ;XX ) Z qiXiYi-

Ivertinio fyw dispersijai vertinti Deville ir Sdrndal [21] pasitlé §i dispersijos
jvertini:

Var Z Z Tkt — ka (wrer) (wrey),

kes les

-1
ek = Yk — X}, ( Z wiQiXiX;> Z WiqiXiYi-

€S €S

¢ia
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Kalibruotyjy sumos ivertiniy apytiksles dispersijas galima apskaiciuoti nau-
dojant Teiloro istiesinimo metoda (Zr. 1.5.1 skyreli), bet ne visada §i metoda tie-
siogiai galima taikyti, nes daugeliu atvejy kalibruoty svoriy wy, negalima uZraSyti
iSreikstiniu pavidalu. Konstruojant kalibruotus sumos jvertinius, iSreikstini svoriy
wy, pavidala gavome tik atstumo funkcijy L, ir Lg, apibrézty atitinkamai (1.12) ir
(1.18) lygybémis, atvejais. Kitame teiginyje pateiksime Sias funkcijas atitinkanciy
kalibruotyjy sumos jvertiniy t?(ﬂg, t( )
Teiloro iStiesinimo metoda.

apytiksles dispersijas, apskaiCiuotas taikant

3.2 teiginys. [vertinio ﬂ% i=1,6, apytiksle dispersija atstumo funkcijos L; atveju
yra
o) (0)

N
AVar(t = Mg — TRT % G , (3.6)
( kgl kl k l) T T

cia

1 - 6 -
F( ) — Tj{Al 1txy7 F§ ) — T/A6 1tdxy7
Tj:(Tl;TQ;...7TJ)/7 Ti:07 kal'i#j,OTj:]_’
N N
A= Z XXy, Ag = Z Ak qrXEX),,
k=1 k=1
N N
txy = Z qEXEYk, t7dxy = Z qukxkyk.
k=1 —

Irodymas. Teiginj jrodysime atstumo funkcijos Lg atveju. [rodymas atstumo funk-
cijos Ly atveju yra analogiskas.

I5 3.1 teiginio seka, kad populiacijos sumos t,, jvertinys tg,u), yra

0= uln = % (4 (zx, S i) (3 b))

kes kes les les
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N —
=) dpyrp + Xp, — » dpxp, AR Xk X}, ' AR QX kY-
> 0D

kes k=1 kes kes kes

[vedus paZyméjimus

o~ 2 / ~ 2
Ag = Z qukxkxk, tdxy = Z qukxkykv
kes kes

jvertinys fgj}, igyja pavidalg

£0) = Tyr + (b — thr) Ag iy = f(Tyr, bxrs Ag, biy)-

Taigi fg,%), yra netiesiné funkcija, priklausanti nuo Siy jvertiniy: fym fx(j) . fjo,m

3 =1,2,...,J, bei t}jﬂr, 1 < g3 =1,2,...,J, kurie yra atitinkamai J-maciy
vektoriy txr, ’dey bei matricos Ag komponentés.
7(6)

Istiesinsime funkcijq ty., taikydami Teiloro istiesinimo metodq. Siam tikslui reikia
Siy daliniy isvestiniy.:

of _
Myr
823;,, = A ey, G=1,2,
82; = (th — ) (—AG AGAG Dy, i<j=1,2,...,J,
82; — (¢, — A, j=1.2,...,J

Cia Tj — J-matis vektorius, kurio j-oji komponenté lygi 1, o visos kitos = 0; A;; yra
(J x J)-osios eilés kvadratiné matrica, kurios elementai (i, j) ir (j,1) pozicijose
lygiis 1, o visur kitur — nuliui.

Pastebéje, kad

N N
Efyﬂ = ty = Zyka E{:xw =tx = Zxkn
k=1 k=1
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N N

k=1 k=1

7(6)

taskq, kurio aplinkoje skleisime funkcijq ty., Teiloro eilute, pasirenkame taip:

(ny7£xw72i67£dxy) ::(tyﬂatXW7fX67tdxy)-

7(6)

Istiesiname funkcijq ty., imdami Teiloro skleidinio tiesine dalj:

J
~(6 6
tg(/u);L =ty + Lfyr —ty) = DT T (s — ta) = diyx
J=1 kes
6
-3 )<de%k ac(J)) > dye + D
Jj=1 kes kes
cia
J
6 (6) 6
P( ) _ T/A 1tdxy7 6,(6) =y — ZF ik, DO — ZF§ )tz(j>'
j=1 =1

[vertinio t( ) apytiksleé dispersija yra

AVar(A?(ﬁu) =Var (fﬁL) =Var ( Z dkeéﬁ) + D(6)> =Var ( Z dkel(f))

kes kes

Teiginyje pateiktq sumos jvertinio t( ) apytiksleés dispersijos isSraiskq gauname ap-
skaiciave kintamojo () sumos Horvico ir Tompsono vertinio dispersijq.

g

3.1 pastaba. Praktikoje galime taikyti §j dispersijos Var(ﬂ%) jvertini:

() 40)
Vary (i 22(1—@)2 ilrl, i=1,6.

T,
kes les kil

DydZziai e,(:), e,(g ) yra apibréZiami pakeiciant atitinkamose 1sra1skose e( ) ir e,(‘C )

esancius neZinomus parametrus A, tx, ir Ag, t4x, ju iverCiais Al, Xy A6, tdxy.
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3.1.2. lvertiniy tikslumo tyrimas atliekant matematinj
modeliavima

Buvo atliekamas eksperimentas. Pirmame bandyme nagrinéta dirbtiné N =
100 elementy populiacija, turinti skirstini, artima eksponentiniam (zr. 3.1 pav.).
Populiacija suskaidyta i du sluoksnius: populiacijos elementai, atitinkantys ma-
Zesnes y reikSmes uz kintamojo y vidurkj ., sudaro pirma sluoksni, o likusieji
elementai — antra. Imties dydis n = 20. Naudojome dvimatj papildomy kintamuyjy
vektoriy x = (1,z)" su reikSmémis x; = (1,zx)’, k = 1,..., N. Eksperimento
metu buvo lyginami sukonstruoti kalibruotieji populiacijos sumos jvertiniai tA%
1 =1,2,...,7. Kiekvienam i§ jy buvo iSrenkama m = 1000 paprastyjy atsitik-
tiniy sluoksniniy imciy ir apskai¢iuojami sumos jverciai. Tyréme, kaip jverciai
priklauso nuo skirtingy papildomy kintamujy z, skirtingai koreliuojanciy su tyri-
mo kintamuoju y. Rezultaty lenteléje 3.1 pateikiami gautyjy iverciy aritmetiniai
vidurkiai.

0 100 200 300 400 500 600 700
3.1 pav. Dirbtiné populiacija: tyrimo kintamojo y reikSmiy histograma

Turime paminéti, kad atstumo funkcijy Lo, L3, L4, L5 ir L7 atvejais ieSkant
kalibruotyjy svoriy w ](CZ), kuriuos apibréZia iteracinés lygtys, gautoji sprendinio ar-
tiniy seka kai kurioms iSrinktoms imtims nekonverguoja. Todé¢l atlikdami mate-
matini modeliavima, tokiy im¢iy nenaudojome.

Kiekvienam populiacijos sumos kalibruotam jvertiniui apskai¢iavome pagrin-
dines empirines tikslumo charakteristikas (poslinki POSL, dispersija V ar, vidu-
ting kvadrating paklaida V K P ir variacijos koeficienta cv), apibréZiamas Siomis
formulémis:

.

i 1 - (2
POSL(fy) = — > i (sk) — ty,
k=1
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3.1 lentelé. Dirbtiné populiacija: pagrindinés kalibruotyjy sumos ivertiniy tikslumo

charakteristikos (tikroji sumos reiksmeé t = 10679, imties dydis n = 20)

Atstumo Sumos  Dispersija VKP
funkcija ?vertis x ﬁo*é POSL  1p-6 @@ Amar  Avia

Koreliacijos koeficientas p(y, z) = 0,8

L1 10713 2,342 33,58 2,343 0,143 0,0860 0,0269
Ly 10726 2,339 46,56 2,341 0,143 0,0588 0,0190
Lz 10725 2,339 46,28 2,341 0,143 0,0587 0,0189
Ly 10727 2,340 47,67 2342 0,143 0,0599 0,0192
Ls 10729 2,341 4991 2,344 0,143 0,0618 0,0196
L¢ 10712 2,340 3341 2,341 0,143 0,0801 0,0285
Lz 10725 2,337 46,35 2,339 0,143 0,0559 0,0214
Koreliacijos koeficientas p(y, ) = 0,6

Li 10612 3,931 -66,76 3,935 0,187 0,0810 0,0267
Ly 10629 3,931 -49,72 3933 0,187 0,0541 0,0187
Lz 10629 3,930 -4996 3,933 0,187 0,0540 0,0186
Ls 10630 3,931 -48,93 3,934 0,187 0,0550 0,0189
Ls 10632 3,933 -47,24 3935 0,187 0,0566 0,0193
Le 10611 3,928 -67,51 3,933 0,187 0,0760 0,0281
L7 10629 3,929 -50,01 3,931 0,186 0,0509 0,0211
Koreliacijos koeficientas p(y, z) = 0,4
L: 10578 6,400 -101,46 6,411 0,239 0,0816 0,027 1
L 10604 6,430 -75,28 6,435 0,239 0,0584 0,018 8
Lz 10603 6,430 -75,52 6,435 0,239 0,0583 0,0187
Ls 10605 6,431 -74,50 6,436 0,239 0,0595 0,0190
Ls 10606 6,432 -72,81 6,438 0,239 0,0616 0,0195
L¢ 10576 6,396 -102,69 6,407 0,239 0,0758 0,028 8
L7z 10605 6,430 -73,53 6,435 0,239 0,0559 0,0210
Koreliacijos koeficientas p(y, z) = 0,2
Ly 10344 8,817  -335,06 8,930 0,287 0,0919 0,0263
L, 10376 8,896  -302,86 8,987 0,287 0,0632 0,0187
Lz 10376 8,895 -303,08 8,987 0,287 0,0631 0,0186
Ly 10377 8,896  -302,27 8,988 0,287 0,0644 0,0189
Ls 10378 8,899  -300,87 8,990 0,287 0,0667 0,0194
Le 10344 8,818  -334,78 8,930 0,287 0,0857 0,0280
L7, 10381 8910 -298,46 9,000 0,288 0,0603 0,0208

VEKP(i()

Far(ifl) = -3 (i

—

Var( Ag)

w

) + (POSL(&{!)

w

)
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&ia m — igrinkty i¥ populiacijos ¢/ iméiy skaicius, £/ (s;) yra {vertinio ) reikime,
apskaiciuota imciai sg.

Taip pat buvo apskaiciuotos dvi svoriy sklaidos charakteristikos:

n
Aoz = max |dy —wg| it Ayig = %Z |dy — w|. (3.7
k=1

Eksperimento rezultatai rodo, kad svoriy wy, sklaida yra maZesné naudojant atstu-
mo funkcijas Lo, L3, L4, Ly ir Ly. Jei lyginti svoriy sklaidos charakteristikas at-
stumo funkcijuy L, ir Lg atvejais, tai pirmoji charakteristika yra maZesné funkcijai
Lg, o antroji — funkcijai L;. Atstumo funkcijos L ir L7 garantuoja, kad kalibruoti
svoriai bus teigiami. Tai yra teigiama savybe, nes neigiami svoriai neturi statistinés
interpretacijos.

500 1000 1500 2000 2500
3.2 pav. Reali populiacija: tyrimo kintamojo y reiksmiy histograma

IS eksperimento rezultaty darome iSvada: kuo didesné koreliacija tarp tyrimo
ir papildomy kintamuyjy, tuo maZesne dispersija ir viduting kvadrating paklaida turi
jvertiniai.

Antro eksperimento metu naudotasi realia N = 100 elementy populiacija (Zr.
3.2 pav.), kuri sudaryta taip pat i§ dviejy sluoksniy. Populiacijos suskaidymui i
sluoksnius taikyta ta pati taisyklé, kaip ir pirmos populiacijos atveju.

IS pradziy kiekvienam jvertiniui buvo iSrinkta 1000 paprastyju sluoksniniy
n = 20 elementy imciy ir apskaiciuoti sumos jverciai. Véliau visa tai vél buvo
pakartota naujam 1000 paprastuyju sluoksniniy n = 40 elementy im¢iy rinkiniui.
Siame eksperimente naudojome keturmatj papildomy kintamujy vektoriy x =
(1,20, 2®) 24)) su reik§memis xj, = (1, 21z, Tog, x31)', Cia 21, 2(2) 23
kategoriniai kintamieji. Kaip ir pirmame bandyme, lyginome visus 7 kalibruo-
tus sumos ivertinius. Kiekvienam i$ jy ivertinome poslinki, dispersija, viduting
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3.2 lentelé. Reali populiacija: pagrindinés kalibruotyjy sumos ivertiniy tikslumo cha-

rakteristikos (tikroji sumos reiksmé: t = 45700)

Atstumo Sumos  Dispersija VKP
funkcija ?vertis X 20*% POSL - o= @ Amas  Avid
Imties dydis: n = 20
Ly 45451 6,905 -248,65 6911 0,183 1,5475 0,6347
Lo 48714 13,584 301447 14,493 0,239 1,6505 0,3613
Ls 48396 7,865 2696,42 8,592 0,183 1,3243 0,3247
Ly 49044 8,390 3344,17 9,509 0,187 1,6992 0,4055
Ls 51040 10,889  5340,47 13,741 0,204 2,7853 0,6346
Leg 45443 6,885 -256,86 6,892 0,183 1,8279 0,6364
Ly 48384 7,753 2684,58 8474 0,182 1,6223 0,3242
Imties dydis: n = 40
L1 45465 3,350 -234,52 3,356 0,127 0,6891 0,2864
Lo 48218 3,725 2517,95 4,359 0,127 0,6112 0,1530
L3 48 141 3,703 2441,44 4,299 0,126 0,5883 0,1475
Ly 48710 3,900 3009,90 4,806 0,128 0,7361 0,1790
Ls 50335 5,128  4635,03 7,276 0,142 1,1806 02717
Lg 45461 3,338 -238,68 3,344 0,127 0,8279 0,2870
Ly 48144 3,656 2444,48 4,254 0,126 0,7316 0,1477

kvadrating paklaida, variacijos koeficienta ir apskai¢iavome (3.7) svoriy sklaidos
charakteristikas (Zr. 3.2 lentele).

Kaip ir buvo tikétasi, kuo didesné imtis, tuo maZesnis ivertiniy poslinkis, va-
riacijos koeficientas, maZesné dispersija, vidutiné kvadratiné paklaida ir svoriy
sklaida (zr. 3.2 lentele).

Svarbu yra tai, kad naudojant keturmatj papildomy kintamujy vektoriy (1, = 1) ,
x<2),$(3)) kalibruoty svoriy sklaida yra daug didesné. Tai yra didelio poslinkio
priezastis.

IS gauty jvertiniy tikslumo charakteristiky darome iSvada, kad jvertiniai té}u)) ir

fz(ﬁi), yra Siek tiek tikslesni.

3.2. Baigtinés populiacijos kovariacijos kalibruotieji
ivertiniai

Ankstesniame poskyryje nagrinéjome baigtinés populiacijos sumos kalibruo-
tuosius ivertinius. Labiau sudétingy parametry vertinimas naudojant papildoma
informacija néra placiai nagrinéjamas literatiiroje. Kaip jau buvo minéta, kalibruo-
tus dviejy sumy santykio ivertinius nagrinéjo Plikusas [72], taip pat Krapavickaité
ir Plikusas [55]. Kalibruotus kvantiliy ivertinius pasitilé Harms ir Duchesne [39].
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Sitter ir Wu [100] apibreézé kalibruotus modeliais pagristus kovariacijos jvertinius.

Siame poskyryje sukonstruosime keleta baigtinés populiacijos kovariacijos ka-
libruotyjy ivertiniy, naudojanciy viena ar kelias svoriy sistemas. Ivertiniams konst-
ruoti naudojamos jvairios kalibravimo lygtys ir atstumo funkcijos. Tikslesni kova-
riacijos jvertiniai gali biiti naudojami, pavyzdZiui, regresijos koeficientams vertinti.

Sukonstruotus jvertinius palyginsime empiriSkai, atlikdami matematini mode-
liavima.

3.2.1. Pagrindiniai Zzyméjimai

Nagrinékime baigting populiacijald = {u1,us,...,un}, kuria sudaro NV ele-
menty. Paprastumo délei ir neprarandant bendrumo, galima laikyti & = {1, 2,
, N}. Tegul y ir z yra du tyrimo kintamieji, apibréZti populiacijoje I ir atitin-
kamai igyjantys reikSmes {y1, y2,...,yn} ir {z1, 22,...,2x}. Kintamyjy y ir z
reik§més néra Zinomos. Domésimés baigtinés populiacijos kovariacijos

Mz

Cou(y, z) (ye — py) (21 — 12)

k:

vertinimu. Cia

WE
S

N
1 1
N E Yk, Hz = N
k=1

Pazymékime raide s C U/ tikimybine imti, iSrinkta i§ populiacijos U, o sim-
boliu 7, — populiacijos k-ojo elemento priklausymo imciai s tikimybg. Tegul
dy, = 1/, yra k-ojo elemento imties plano svoris.

k=1

Nagrinékime du baigtinés populiacijos kovariacijos standartinius jvertinius:

Covi(y, 2) Z dk( Uk — Z dl%) (Zk: - = Z dzzz)

ykzk Y2l
C —_—
ova(y, 2 NZ N—l) > o
kes klcs, k#l

(3.8)

Cia g Zymi dviejy elementy poros (k, ) priklausymo im¢iai tikimybeg.

Ivertinius C'ov; ir C'ovy nagrinéjo Sdarndal, Swensson ir Wretman [85]. Mes
juos naudosime palyginimui su kalibruotaisiais jvertiniais, kuriuos apibréSime ki-
tame skyrelyje.
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3.2.2. Populiacijos kovariacijos jvertiniy kalibruotieji svoriai

Tarkime, kad turime du papildomus kintamuosius « ir b, igyjancius atitinkamai
reikSmes {a1, a9, ...,an} ir {b1,be,...,by}. Vadinasi, kiekvienam populiacijos
elementui & turime papildomy kintamyjy reik§miy vektoriy a; = (ag, by)’. Tegul
a yra papildomas kintamasis tyrimo kintamojo y, o b — kintamojo z. Zinoma pa-
pildomy kintamuyjy kovariacija pazymékime C'ov(a,b). Naudodami Zinomus pa-
pildomus kintamuosius, sukonstruosime naujus kalibruotus kovariacijos Cov(y, z)
ivertinius. Remdamiesi gautais kalibruotaisiais sumos ivertiniais, manome, kad ir
kalibruotieji kovariacijos jvertiniai bus tikslesni uZ minetus standartinius jvertinius
Covi(y, z), 1 = 1,2, jei tik tyrimo ir atitinkami papildomi kintamieji bus gerai ko-
reliuoti.

Nagrinékime kalibruotuosius kovariacijos jvertinius Eo\vw(y, z), kuriy pavi-
dalas yra

— 1 ~ ~
Covy(y,2) = N_1 Z wy (yr — Nyw)(zk — Hzw), (3.9)
kes
¢ia 1 ]
ﬁyw = N Z WEYk, ﬁzw = N Z WE 2 -
kes kes

Kalibruotieji svoriai wy, yra apibréZiami panasiai, kaip ir konstruojant kalibruotus
sumos jvertinius:

a) svoriai wyg tenkina tam tikras kalibravimo lygtis;

b) atstumas tarp svoriy dy, ir wj yra minimalus. Tai pasiekiama minimizuo-
jant vieng i§ minéty atstumo funkcijy L;(wy, di, k € s),i =1,...,7.
Mes nagrinéjome tris kalibruoty baigtinés populiacijos kovariacijos jvertiniy
grupes, kurios apibréZiamos naudojantis trimis skirtingomis kalibravimo lygtimis.
Kiekvienai kalibravimo lygciai naudotos keturios atstumo funkcijos (salyga b)).
I. Netiesinis kalibravimas. Tegul kalibravimo lygtis yra

1 - —~
N_1 > wi(ar = faw) (b — fibw) = Cov(a, b), (3.10)
kes

¢ia 1 1

Haw = 3 > wrak,  fipw = N > wiby.

kes kes
Pasitlyta (3.10) kalibravimo lygtis yra netiesiné svoriy wy, atzvilgiu, todel §j atveji
pavadinome netiesiniu kalibravimu.
I1. Tiesinis kalibravimas. Antroji kalibravimo lygtis yra
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1

N7 2 Wkl — pa) (b — ) = Cov(a,b), (3.11)

kes

Ccla
1Y 1 Y
fa = kg_lak, Mo = 1;—1 b

Si atveji pavadinome fiesiniu kalibravimu todél, kad kalibravimo lygtis, rodanti,
kad mes i tikryjy kalibruojame kintamojo (a — pq)(b — up) suma, yra tiesiné
svoriy wy, atzvilgiu.

III. Sumy kalibravimas. Trecio tipo kalibruotyjy svoriy sistema apibréZziama
kalibruojant papildomy kintamyjy sumas. Kalibravimo lygtys yra tokios:

N N
Z WEap = Z ag, Z’wkbk = Z bk. (3.12)
k=1 k=1

kes kes

Sis atvejis remiasi dabartiniy tyrimy praktika, kai naudojami kalibruoti jvertiniai
ir tie patys svoriai taikomi visiems reikalingiems parametrams vertinti.

Suformuluosime teiginj ir irodysime iteracines lygtis kalibruotiems svoriams
wyg, rasti. Tuo atveju, kai egzistuoja Siy lygciy sprendinys, svoriai, gauti iteracinés
procediiros metu, yra kalibruoti.

3.3 teiginys. Svoriai w, = w,(;), k €s,1=1,3,6,7 kurie tenkina (3.10) lygt{
ir minimizuoja atstumo funkcijq L;, apibréZtq (1.16) bei (1.18) lygybémis, tenkina

lygti wg) = dkg,il). Cia:

1 -2
g =1+ geer, g7 = <§)\(3)Qk€k - 1) )

0 =1+ 2Vdrgrer, gy = A Ddpgrer —1)72,

AL = ﬁ( Z qukekakbk) 71,

kes

~ N\ . R
A= (N-1)Cov(a,b) + N<2 - N)/iawﬂbw - deakbky Ny = Zwm
kes kes

]/\771) A(Z'LU m w
ex = (ak — faw) bk — fbw) — <1 - N> <M + /Lbl;)akbk;

ay
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N®) yra tinkamai parinkta lygties co\? + aq X + ag = 0 Saknis, Cia

~ 1
2 2.
ag=A, a;=-— E qrwiagbrer, ao = 1 § qrwragbrer;
kes kes

~ ~1
A6 = 4 (ZkeS diqkakbkek) : X yra tinkamai parinkta lygties Bo )2+ 31 A+
Bo = 0 Saknis, Cia
Bo=A, f1=-2) digrwparbrer, B2= Y  digiwgarbye;.

kes kes

[rodymas. [rodymui paimkime atstumo funkcijq L ir apibréZkime LagranZo funk-
cija

Wi — di)2
A= Z (liiqum - )‘(ﬁ Zwk(ak — Haw) (b — fpw) — Cov(a, b))

kes kes
Spresdami lygtj
NN
— =0, ke€s,
8wk S
gauname
1
wg = di(1 + 5 Aqrer)- (3.13)

Tada padaugine (3.13) lygti is ayby, susumave pagal imties elementus ir panaudoje
(3.10) kalibravimo lygti, gauname X\ israiskq. [raSe jq i (3.13) lygybe, gauname
iteracines lygtis svoriams w,(:) rasti.

Atstumo funkcijos L3 atveju sukonstruojame LagranZo funkcijq

hy = 3 2V VAP

qk

1 -~ o~
(N 1 Z w(a — Haw)(bk — Hw) —Cov(a, b))
kes kes

Funkcijos A3 dalinés isvestinés yra lygios nuliui, kai
1 —2
wy, = dk(i)\qkek —-1) (3.14)

arba

1 dy;
Zq,ﬁeﬁ)ﬁ — qrer\ — o +1=0. (3.15)

Padaugine (3.15) lygti is wiaiby, susumave pagal imties elementy aibe s ir panau-
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doje (3.10) kalibravimo lygtj, gauname lygti as\?> + aqn A + ag = 0, kuri apibréfia
\B). Kalibruoty svoriy w,(fg) israiska isplaukia is (3.14) lygybés.

[rodymo eiga atstumo funkcijy Lg ir Ly atveju yra analogiska.

Iveskime keleta papildomy Zyméjimy: ¢ = (ax — fia)(bp — 1s),

te = ZCk, t. = deCk

kes

3.4 teiginys. Svoriai w, = w,(:), kes, t=1,3,6,7 kurie tenkina (3.11) lygtj

ir mmlmlzuOJa atstumo funkcijq L;, apibréZtq (1.16) bei (1.18) lygybémis, tenkina

lygti w,i dkfk Cia:

1

£V =1+ (te - tAc)(Z delC?)i QkCh»

les

3) aw% TN
f :4<2— N—lC’ova,b( > qc> ,
k 1ot 5 )

1
LD =1+ (te — T (Zdqucz) drQrCr,

les
/2 2 —2
delw? ¢\ !
fm:(l—N—IC’ova?b ———— ) drgxc .
‘ (¥ = )Conte ) (3 ZEETE) deanes

Irodymas yra panasus kaip ir 3.3 teiginio.
Sumy kalibravimo atveju (3.9) kovariacijos ivertinio svoriai wy, tiesiogiai ran-
dami i§ 3.1 teiginio.

Kalibruotyjy svoriy wy, iSraiska kity atstumo funkcijy atveju galima rasti nau-
dojantis ta pacia technika.

3.2.3. Jvertiniy empirinis palyginimas

Mes nagrinéjome dvi skirtingas vienodo dydZio N = 300 tyrimo populiacijas.
Pirmoji populiacija yra reali, paimta i§ Lietuvos imoniy tyrimo ir turinti asimetrinj
skirstini (Zr. 3.3 pav.). Antroji populiacija yra dirbtiné ir turinti skirstinj, artima
normaliajam (Zr. 3.4 pav.).
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Abi populiacijos buvo suskaidytos i du sluoksnius, atsizZvelgiant i tyrimo kin-
tamojo y diduma: populiacijos elementai, atitinkantys y reikSmes, maZesnes uz
kintamojo y vidurki f,, sudaro pirmaji sluoksni, o likusieji elementai — antraji.
Sluoksniy dydZius pazyméjome Ny, h = 1,2, N = Nj + Ns. Tyrime naudojome
paprastaji atsitiktini sluoksnini émima. Imties dydis n = n; + ny = 150 buvo pa-
skirstytas i sluoksnius remiantis Neimano optimaliuoju paskirstymu. Taigi k-ojo
populiacijos elemento priklausymo imdéiai tikimybé yra m, = ny /Ny, jei k-asis
elementas priklauso h-ajam sluoksniui. Atliekant eksperimenta buvo tariama, kad
laisvai pasirenkami svoriai g, = 1 visiems k.

300
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3.3 pav. Reali populiacija: tyrimo kintamyjy y (kairéje) ir z (deSinéje)
reiksmiy histogramos

0 200 400 600 800 1000 1200 O0 500 1000 1500 2000 2500

3.4 pav. Dirbtiné populiacija: tyrimo kintamyjy y (kairéje) ir z (desine-
Jje) reiksmiy histogramos
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3.3 lentelé. Reali populiacija: populiacijos dispersijos vertinimas (tikroji populiacijos
dispersijos reiksmé Sg = 1196 163, imties dydis n = 150)

Ivertinys Ivertis  Dispersija x 107! POSL VKP x 107'° cv Tmin T'maz

Koreliacijos koeficientas p(y, a) = 0,9

Séry“lm) 850215 5,082 —345948 17,550 0,2779 0,8731 2,2405
S(non 852128 5,035 —344 035 17,371 0,2761 0,8704 2,2562
S<t0t) 749 496 18,515 —446 667 38,466 0,5741 0,8050 1,2230
S(mt) 753 876 18,600 —442 287 38,162 0,5721 0,8035 11,2357
S(lm) 1019964 1,923 —176199 5,028 0,1360 0,8408 4,0086
S’LZQ) 1025198 1,902 —170965 4,825 0,1345 0,8409 4,0742
51 909 482 42,565 —286 681 50,784 0,7174 - -
Sg 912535 42,833 —283628 50,877 0,7172 - -
Koreliacijos koeficientas p(y, a) = 0,6
SéZi") 745908 18,356 —450255 38,629 0,5744 0,8733 1,2369
§(n0") 747976 18,430 —448 187 38,518 0,5740 0,8737 11,2491
S<t0t) 813280 34,003 —382883 48,663 0,7170 0,8629 11,1187
S<t0t) 816014 34,037 —380149 48,488 0,7150 0,8608 11,1252
S(lm) 760013 13,145 —436 150 32,167 0,4770 0,8698 11,5691
S;’;g) 762915 13,179 —433248 31,949 0,4758 0,8710 11,5939
81 885164 41,755 —310999 51,427 0,7300 - -
SQ 888139 42,018 —308 024 51,506 0,7299 - -
Koreliacijos koeficientas p(y, a) = 0,3
§;’;‘1’”) 751833 29,408 444330 49,151 0,7213 000179 1,0871
g(non 752713 29,369 —443 450 49,034 0,7200 0,9173 1,0913
S<t0t) 793639 36,244 —402 524 52,447 0,7586 0,8909 1,1092
S<t0t) 794 481 36,130 —401 682 52,264 0,7566 0,8867 1,1149
SUW) 722704 20,260 —473459 42,677 0,6228 0,9191 11,1737
S;l/;g) 724920 20,379 —471243 42,586 0,6227 0,9203 1,1836
81 812395 36,580 —383 768 51,307 0,7445 - -
Sg 815144 36,810 —381019 51,328 0,7443 - -

Kiekvienam jvertiniui buvo iSrinkta m = 500 imciy s; ir galutiniu jverciu
laikomas aritmetinis gautyjy iver¢iy vidurkis. Empiriné jvertiniy dispersija buvo
taip pat apskai¢iuota. Ji kokiam nors jvertiniui C'ov(y, z) apibréZiama taip:

Varemp = nlli ( ovs; — ZCOUSJ) ,

=1

¢ia C'ovs,, yra kovariacijos jvertis, gautas naudojant s;, imties duomenis.
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3.4 lentelé. Dirbtiné populiacija: populiacijos dispersijos vertinimas (tikroji populia-
cijos dispersijos reiksmé SS = 350262, imties dydis n = 150)

Ivertinys Ivertis  Dispersija x 107 POSL VKP x 1078 cv Tmin Tmaz
Koreliacijos koeficientas p(y, a) = 0,8
SUiem) 346 587 9,031 —-3675 9,166 0,867 0,8938 1,1150
Siner) 346812 8,913 —3450 9,032 0,861 08973 1,1066
Si) 353933 14,157 3671 14,292 0,063 0,9964 10133
S\ 353664 14,136 3402 14,252 0,1063 0,9953 1,0110
S 354746 7,115 4484 7,316 0,752 1,0000 1,3986
S 355000 6,926 4828 7,159  0,0741 1,0000 1,3359
S? 350137 15,762 —125 15762  0,1134 - -
S3 350568 15,802 306 15803  0,1134 - -
Koreliacijos koeficientas p(y, a) = 0,6
SUiem) 351361 16,130 1099 16,142 01143 08687 1,1094
Siner) 351945 15,750 1683 15778  0,1128 0,8831 1,0964
St 352427 15,302 2165 15348 01110 0,9965 1,0100
St 352214 15,275 1952 15314  0,1110 0,9956 1,0084
SU 369 884 19,334 19622 23,184 0,1189 1,0000 1,3306
Syye) 369410 18,780 19148 22,447 01173 1,0000 1,2767
S? 353414 17,347 3152 17,446 01178 - -
S3 353853 17,391 3591 17,520 01179 - -
Koreliacijos koeficientas p(y, a) = 0,2
S 352793 20,358 2531 20,422 0,1279 0,091 1,1626
Sinem) 353133 19,709 2871 19,791  0,1257 0,9126 1,1469
SleD 349222 17,321 ~-1040 17,332 0,1192 09973 1,0065
St 349145 17,313 ~1117 17,326 0,1192 09966 1,0071
S 384713 20,420 34451 32,288  0,1175 1,0000 1,3984
S 385119 20,284 34857 32434 01169 1,0000 1,3623
S? 348696 16,832 ~1566 16,856  0,1177 - -
53 349126 16,873 ~1136 16,886  0,1177 - -

Pirmiausia nagrinésime atskirag atveji, kai y = z, t. y. vertinsime populiacijos
dispersija.

Kalibruotyjy svoriy sklaida yra svarbi kalibravimo procediiros ypatybé. Tegul
wy () Zymi kalibruotus svorius, gautus i§ s; imties. Mes apskaic¢iuosime dvi svoriy
wy, sklaidos charakteristikas
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3.5 lentelé. Reali populiacija: populiacijos kovariacijos vertinimas (tikroji populiaci-
Jjos kovariacijos reik§mé Cov(y, z) = 66 083 066, imties dydis n = 150)

Ivertinys Ivertis Dispersija x 107 POSL VKP x 1073 cv Tmin Tmaz
p(y,a) = 0,81 p(z,b) =0,90 p(y,b) = 0,63 p(z,a) = 0,60
Covl™ (y, 2) 62592219 3,307 —3490848 4,526 0,0919 0,8472 1,3955
Cov'i™ (y, 2) 62 593 288 3,307 —3489778 4,525 0,0919 0,8461 1,3928
Rf,fi’”(y,z) 59978 869 5,754 —6104197 9,480 0,1265 0,7317 1,3009
Cov's? (y, 2) 59972059 5,770 —6111007 9,505 0,1267 0,7344 1,3017
Cov't™ (y, 2) 66629202 2,900 546 136 2,930 0,0808 0,7453 1,8238
5&;5},;") (y,z) 66618323 2,893 535256 2,922 0,0807 0,7401 1,8188
Covi(y,z) 60480672 12,324 5602394 15,463 0,1836 - -
Cova(y,z) 60627514 12,381 —5455553 15,357 0,1835 - -
p(y,a) = 0,21 p(z,b) = 0,90 p(y,b) = 0,63 p(z,a) =0,15
Cov™ (y, 2) 61874002 8,533 —4209064 10,305 0,1493 0,7707 1,3016
Cov™™ (y, ) 61 866 490 8,544 —4216576 10,322 0,1494 0,7665 1,3018
C/&;fj‘f”( z) 61013304 5,796 —5069 762 8,366 0,1248 0,7470 1,2389
C’ovwe (g, 2) 60997722 5,816 —5085344 8,403 0,1250 0,7507 1,2397
Cov'i™ (y, 2) 60208806 11,510 5874261 14,961 0,1782 0,7252 12153
6@%)( , %) 60201 992 11,509 —5881074 14,968 0,1782 0,7234 12151
Covi(y,2) 61000722 12,326 5082344 14,909 0,1820 - -
Cova(y,z) 61148158 12,380 —4934908 14,815 0,1820 - -
o(y,a) = 0,23 p(z,b) = 0,31 p(y,b) = 0,19 p(z,a) = 0,16
Cov™ (y, 2) 61392219 15,133 —4690847 17,333 0,2004 0,5978 1,5312
Cov™ (y, 2) 61 228 861 14,670 —4854206 17,026 0,1978 05777 1,5394
coufjf”(y, 2) 60520481 12,505 5562585 15,600 0,1848 0,8424 1,1403
Cov't? (y, 2) 60521271 12,488 —5561796 15,582 0,1846 0,8449 1,1398
Cov'i™ (y, 2) 60170358 12,457 ~5912708 15,953 0,1855 0,7194 1,1792
E;Eﬁ;”) (y,z) 60171222 12,458 —5911844 15,953 0,1855 0,7234 1,1784
Covi(y,2) 60420502 12,462 ~5662564 15,668 0,1848 - -
Cova(y,2) 60567298 12,518 —5515768 15,561 01847 - -

m . m .
1 3 wi(J) 1 S i wi(J)

Tmaz = — max 7 Toin = — min P
m < 1 kEs; k m = kes; k

Ivertinsime populiacijos dispersija naudodamiesi dviem standartiniais popu-
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3.6 lentelé. Dirbtiné populiacija: populiacijos kovariacijos vertinimas (tikroji popu-
liacijos kovariacijos reiksmé Cov(y, z) = 67 644, imties dydis n = 150)

Ivertings  Ivertis Dispersija x 107 POSL VKP x 107¢ cv Tmin Tmaz
p(y,a) = 0,8 p(z,b) =0,8
Cov™ (y, )67 283 40,674 —361 40,805  0,0948 0,9711 1,0280
5&1;";")( , )67 280 40,682 364 40815 00948 0,9710 1,0279
Covs” (y, =) 67366 43,573 —278 43650  0,0980 0,8738 1,1220
Cov'sd (y, 2) 67367 43,545 —277 43622  0,0980 08735 1,1219
Covii (y, 2) 67522 32,324 —122 32,339 00842 09484 1,0535
@ff,;")(y, 2) 67521 32,315 —~123 32,330 00842 09489 1,0531
Covi(y,z) 67282 43,932 —363 44,064  0,0985 - -
Covs(y,z) 67339 44,039 —305 44,132 0,0985 - -

liacijos dispersijos ivertiniais:

N 1
52 = Cov (y, ) 720% (yk — 1y)%, iy = dekym

kes kes

ir §22 = @g(y, y). Atsizvelgdami i tai, kokia kalibravimo lygtis — (3.10), (3.11)
ar (3.12) — naudojama, kalibruotuosius dispersijos jvertinius paZyméjome S gnom)

yyi
Sgylzn Vi S;tyoit). Cia indeksas 7 nurodo atstumo funkcijos L;, kuri naudojama jver-

tiniui apibréZti, numeri. Analogiskai paZyméti ir atitinkami populiacijos kovaria-

—— (non lin — — (o
cijos jvertiniai: Covsm- )( z), Cov( )(y, z), C’ovglt)(y, z).

Lentelése 3.3, 3.4, 3.51ir 3.6 patelklami matematinio modeliavimo rezultatai,
priklausantys nuo keleto skirtingy papildomy kintamuyjy, skirtingai koreliuojanciy
su tyrimo kintamaisiais. Cia taip pat yra jvertinti jver¢iy variacijos koeficientai.

Kalibruoty ivertiniy, sukonstruoty naudojantis ta pacia kalibravimo lygtimi,
tikslumas yra labai panaSus, nepaisant naudojamos atstumo funkcijos. Dél Sios
priezasties mes pateikéme rezultatus tik atstumo funkcijoms L; ir Lg, apibréZtoms
atitinkamai (1.12) bei (1.18) lygybémis.

Jei tyrimo ir papildomy kintamuyjy koreliacija yra stipri, tai kalibruoti jvertiniai
yra efektyvesni, palyginti su tradiciniais ivertiniais, kurie nenaudoja papildomy
kintamyjy. Tai dar labiau iSryskéja atliekant eksperimenta su asimetrine populia-
cija. Kai koreliacija silpna, visi jvertiniai yra panaSios kokybés. Kai papildomi ir
tyrimo kintamieji yra gerai koreliuoti, tai tiesinis kalibravimas yra efektyviausias.
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Tuo atveju, kai vertiname populiacijos kovariacijg ir turime vieng papildoma kinta-
maji, gerai koreliuota su atitinkamu tyrimo kintamuoju, o kita papildoma kintama-
ji, kuris blogai koreliuoja su juo susietu tyrimo kintamuoju, netiesinis kalibravimas
tinka geriau nei tiesinis.

Ivertiniy, sukonstruoty naudojant sumy kalibravima, vidutiné kvadratiné pa-
klaida V K P yra dvigubai didesné nei ivertiniy, gauty netiesinio kalibravimo metu,
ir daugiau nei trigubai didesné uz viduting kvadrating paklaida V K P ty jvertiniy,
kurie gauti naudojant tiesinj kalibravima.

3.2.4. Kalibruotieji kovariacijos jvertiniai, naudojantys keleta
svoriy sistemy

Nagrinékime kitus, bendresnius baigtinés populiacijos kovariacijos ivertinius,
sukonstruotus naudojant keleta svoriy sistemy. Nauji kalibruotieji kovariacijos
jvertiniai yra tokio pavidalo:

Cotmur2) = = Yl (g — S uf) (21— = ).

kes les les
(3.16)

Cia kalibruotyjy svoriy virSutiniai indeksai [1], [2], [3] Zymi skirtingas svoriy sis-
temas.

Nagrinéjant $iuos jvertinius, kalibruotiems svoriams apibréZti taip pat gali biiti
naudojama keletas kalibravimo lyg¢iy. Panagrinékime kai kurias i$ ju.

1 atvejis. Galima naudotis netiesine lygtimi

Eo\vmw(a, b) = Cov(a,b). (3.17)

2 atvejis. Svoriy sistemas w,[:], w,[f}, w,[f’] galima apibréZti Siomis kalibravimo

lygtimis:

1
N1 Z w,[cl] (ak — ,ua) (bk — Nb) = Cov(a,b), (3.18)
kes
S wlar =ta, > wop =t (3.19)
kes kes

3 atvejis. Pirmaja svoriy sistema w,[j] galima apibréZti naudojantis netiesinio

kalibravimo (3.10) lygtimi, o atskirai kalibruojant sumas ¢, ir ¢, rasti antraja ir
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(2 13

treciaja svoriy sistemas w;.”, wy .
Siais trimis atvejais galutinai kalibruotiems svoriams apibrézti gali biti nau-
dojama atstumo funkcija

1_
dk +Oé3z

dk qk P d; g
(3.20)

Claap+as+a3=1,0<q;<1,2=1,2,3.

4 atvejis. Galima nagrinéti kovariacijos ivertini, naudojantj dvi skirtingas svo-
riy sistemas:

ot = g ol o) (- 5 T )
les

kes
(3.21)
Pirmaja svoriy sistema w ,[:] apibrézty (3.18) lygtis, o antraja gautume kalibruo-
dami Zinomas sumas ¢, ir ¢p:

Swlap=te, S oy =1, (3.22)

kes kes

5 atvejis. Galima naudotis kita dviejy svoriy sistemy kombinacija. Pirmaja

svoriy sistema w[  rastume naudodamiesi netiesinio kalibravimo (3.10) lygtimi, o
antraja — kahbruOJant sumas t, ir ¢; bei naudojantis (3.22) lygtimis.

(1]

6 atvejis. Svoriy sistema w;,~ tenkina (3.18) lygti, tuo tarpu svoriy sistemos

(2. . B8l

wy,” ir w;,’ sutampa ir yra gaunamos naudojantis netiesinio kalibravimo (3.10) lyg-
timi.
Atstumo funkcija paskutiniais trimis atvejais gali bati tokia:

2 ( (2] dk)
ﬁz d Ik (1_6)2 dek

kes

., 0<pB<1. (323)

Pirmas atvejis yra labiausiai komplikuotas analitine prasme. Naudojantis (3.17)
lygtimi gaunamos labai sudétingos apytiksliy iteraciniy kalibravimo lygties spren-
diniy iSraiskos.

Kitame teiginyje kalbama apie (3.16) ivertinio svorius w][gl}, w,[f], w,[f] visais

SeSiais Siame skyrelyje minétais kovariacijos ivertiniy konstravimo atvejais. Mi-
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nimizuodami (3.20) ir (3.23) atstumo funkcijas, imame Siuos koeficientus: a1 =

1 1
az=a3=g3,0=3.

3.5 teiginys. Svoriai wi = w,[j}, k €s,1=1,2,3, kurie tenkina (3.17) kalibravimo
lygti ir minimizuoja (3.20) atstumo funkcijq, tenkina lygtj w ,[;} = dkug]. Cia ug] =
1'+'Aqk€£k

n N . SN
e, = arbr — gy, — Okl + Haypl2 Ry s)s

2 ~ N, 1] ~
eL] = —ay (Mbwm - %ubwm),
3 - N, 1~
GL] = —by (Nawm - %Muwm)v
—~ —1
A=A (Z quk(akbkeg] + 622] — e?)) ,
kes
N

A= (N —1)Cov(a,b) + N iy, (ﬁawm - Lﬁawm) + Nllgopi2) i +

N
+Ny2 — Nyt — Y diarby,

kes

~ 1 1 ~ 1 2
Hawll = 77 Zw;[g}aka Hawl2 = 77 Zw;[c]&k:

kes kes
—~ 1 1 ~ 1 3
Fowl) = 77 Zw;[g}bk» Fowt® = 77 Zw;&]bk

kes kes

(; 1 S 2 S 3
Ny = Zw,[ﬁ}, Ny = Zw;[g], Ny = ZM;E;];
kes kes kes

2-uoju, 4-uoju ir 6-uoju jvertiniy konstravimo atvejais pirmoji svoriy, sistema

[1]

wy, " apibréZiama Siomis lygtimis:

wy! = dy (1 + qk(ixw - dl$l[1]) (Z dlql($§11)2)_1:cg]>,
=1

les les

dia a:,[cl] = (ak — pa)(br — pb);

3-uoju ir 5-uoju atvejais pirmoji svoriy sistema, o 6-uoju atveju antroji ir tre-
(2] . [3]

Cioji svoriy sistemos wy.", wy.~ yra tiesiogiai apskaiciuojamos remiantis 3.3 teigi-
niu;
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[2] (3]

2-uoju ir 3-uoju atvejais svoriai wy. ir wy,

) = (1 (3~ Y ) (S daf'y?) ),
=1

les les

yra randami is lygciy

Giazl = ap, 2l = by, i = 2,3;
2]

4-uoju ir 5-uoju atvejais antroji svoriy sistema wy" tenkina Sias lygtis:

[2} ( "’Qk(ZX?], de )(ZdZQIXl Xl )_IXE])a

les les
(2] _ !
diax, = (ak, by) .

Sio teiginio jrodymas yra analogiskas 3.3 teiginio jrodymui.

3.2.5. Matematinis modeliavimas: skirtingy svoriy sistemy
jtaka vertinimo tikslumui

Toliau atliksime matematini modeliavima, kurio metu palyginsime kalibruotus
ir vieng svoriy sistema naudojancius kovariacijos ivertinius su jvertiniais, naudo-
janciais dvi ar tris svoriy sistemas. Kalibruoti ir viena svoriy sistema naudojantys
ivertiniai, gauti taikant tg pacia kalibravimo lygti, yra labai panasis nepaisant at-

stumo funkcijos, todél tyrime apsiribosime imdami tik tris Siuos kovariacijos jver-
. —— (non) —— (tot) —— (lin)
tinius: Cov,,; (v, 2), Cov,, " (y, 2), Cov,y (v, 2).

Kovariacijos ivertinius, atitinkanc¢ius 6 minétus jvertiniy su keliomis svoriy
= () .
sistemomis konstravimo atvejus, paZyméjome atitinkamai C’ovmw(y, z),1=1,2,

3, 4, 5, 6. PavyzdZiui, C’ovfnzﬂ(y, z) Zymimas jvertinys, naudojantis tokias tris
svoriy sistemas, kurios tenkina (3.17) kalibravimo lygti ir minimizuoja (3.20) nuo-
stoliy funkcija.

Eksperimentas atliktas naudojant tg pacia populiacija i§ Lietuvos imoniy ty-
rimo (Zr. 3.2.3 skyrelj) ir esant toms pacioms tyrimo salygoms. Taigi sudarant
imtis naudotasi tuo paciu paprastuoju atsitiktiniu sluoksniniu émimu, imties dydis
n = 150, kiekvienam jvertiniui iSrinkta po 500 imciy ir kiekvienai i§ juy apskai-
¢iuoti kovariacijos iver¢iai. Naudojantis gautais jverciais, jvertintos pagrindinés
ivertiniy tikslumo charakteristikos (zr. 3.7 lentele).

I$ lentelés pirmos dalies (kai p(y,a) = 0,81 ir p(z,b) = 0,90 ) matyti, kad
taikant tiesinio ir netiesinio kalibravimo kombinacija, kai pirmoji svoriy sistema
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3.7 lentelé. Pagrindinés jvertintos kovariacijos jvertiniy tikslumo charakteristikos (tik-

roji kovariacijos reiksmé Cov(y, z) = 66 083 066, imties dydis n = 150)

Ivertinys Lvertis Dispersija x 107 Poslinkis VKP x 1073 cv
p(y,a) = 0,81 p(z,b) = 0,90 p(y,b) = 0,63 p(z,a) =0,60
Cov™ (y, 2) 62808825 2,749 3274241 3,821 0,0835
Covl(y, =) 60824495 5313 5258571 8,079 0,198
Cov'i™ (y, =) 65654598 2212 428 467 2,231 0,071 6
Cov') (y, 2) 65957347 2,165 2125718 2,166 00705
Covl) (y,2) 65761298 2,119 -321767 2,130 0,0700
Cov') (y,2) 62712647 2,804 3370419 3,940  0,0844
Covls) (y,2) 65777778 2,121 -305287 2,130 0,0700
Cov'?) (y, ) 62744104 2,792 -3338961 3907 00842
507152 (y,2) 65753625 2,107 -329440 2,117 0,0698
Covi(y,z) 61224682 10,386 4858383 12,746 0,1665
p(y,a) = 0,21 p(z,b) =0,90 p(y,b) = 0,63 p(z,a) =0,15
Covl™ (y, =) 61 888 467 6,741 -4194599 8,500 0,1327
Cov'?(y, 2) 61173622 5211 4909444 7622 0,180
Cov'l™ (y, 2) 60411548 9,494 5671518 12,710 0,161 3
Cov's) (y, ) 60847498 9,825 5235568 12,566 0,1629
@fn; (y,2) 60702528 9,378 5380538 12273 0,1595
Cov'? (y, 2) 61834269 6,742 4248797 8,547 0,1328
Cov's) (y, z) 60900339 9,204 5182727 11,890 0,1575
Cov?) (y,2) 61991693 6,647 -4091 373 8,321 0,1315
Covyn(y, z) 60762008 9,444 5321058 12275 0,1599
Covi(y,z) 61207562 9,776 4875504 12,153 0,1615
o(y,a) = 0,23 p(z,b) = 0,31 p(y,b) = 0,19 p(z,a) =0,16
@fﬁ"")( 2) 61937538 12,133 4145529 13,852 0,1778
Cov'l?(y, 2) 61440563 10,291 4642503 12,446 0,165 1
Covi™ (y,2) 61014951 10,291 5068115 12,859 0,166 3
Cov'l) (y,2) 61034015 10,292 5049051 12,841 0,1662
Cov'? (y,2) 61038828 10,282 15044238 12,827 0,166 1
@;L (y,2) 61679098 11,425 4403968 13,365 0,1733
Cov' (y,2) 61080625 10,300 5002441 12,802 0,1662
@fﬂ; (y,2) 61720328 11,442 4362738 13345 0,1733
Covmw (y,2) 61312037 10,369 4771029 12,645 0,166 1
Covi(y,z) 61257357 10,260 4825709 12,589 0,165 4
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w,[j} apibréZiama (3.18) lygtimi, o antroji ir trecioji sistemos w,[f], w,[j’] - (3.10)

lygtimi, gauti geri rezultatai — jvertinys Covim)ﬂ yra tiksliausias. Jei pirma svoriy
sistema apibréZtume netiesine kalibravimo lygtimi, o likusias dvi svoriy sistemas

sy . . . . oo =0 . =0
—naudodami Zinomy sumy kalibravima, tai gautume jvertinius C' ovfnzu irC ovfnzﬂ,

kurie dél didelio poslinkio turi didesng V' K P nei kai kurie kalibruoti ir viena svo-
— (1) ——(2) — (4
riy sistema naudojantys kovariacijos ivertiniai. Ivertiniy Cov( ) Cov( ) C’ov( )

( ) muw? muw?
. e e ... . .. =6 e . .o ..
tikslumas neZymiai skiriasi nuo ivertinio Cov,,,,. MaZiausia poslinkj turi pirmas

mw

— (1

jvertinys Covinzu.
Turint tik viena gerai koreliuota papildoma kintamaji, t. y. kai p(y,a) = 0,21
— — (5
ir p(z,b) = 0,90, ivertiniai Cov,,,,, ir Cov,,,, yra tiksliausi nagrinéty kelias svoriy

. VR . . s =~—(non) ..
sistemas naudojanciy jvertiniy grupeje. Juy ir netiesinio ivertinio C'ov,,; ~ atitin-

kamos tikslumo charakteristikos yra labai panaSios. Tai galima biity paaiSkinti

(5) [1]

tuo, kad jvertiniy (70\11230 @mw pirmoji svoriy sistema w;, " apibréZta naudojan-
tis netiesinio kalibravimo (3.10) lygtimi. Kity kelias svoriy sistemas naudojanciy
jvertiniy ir jvertinio @glln , naudojancio vieng svoriy sistema, apibréZiama tiesi-
nio kalibravimo lygtimi, vertinimo efektyvumas yra labai panasus. Sj fakta 2-uoju,
4-uoju ir 6-uoju kelias svoriy sistemas naudojanciy jvertiniy atvejais galima biity
paaiskinti tiesinio kalibravimo (3.18) lygtimi, kuria buvo naudotasi pirmajai kali-
bruoty svoriy sistemai w E] apibrézti.

Tuo atveju, kai tyrimo ir atitinkamy papildomy kintamyjy koreliacija yra silp-
na, visy kalibruoty jvertiniy ir standartinio jvertinio 50\1)1 tikslumas yra panasus.
Imant blogai su tyrimo kintamaisiais koreliuotus papildomus kintamuosius apc¢iuo-
piamy rezultaty negauta. Standartinis jvertinys yra kur kas paprastesnis, todél mes
ji ir rekomenduotume naudoti vertinant populiacijos kovariacijg ir neturint gerai

koreliuoty papildomy kintamujy.

3.3. Kalibruotyjy populiacijos kovariacijos jvertiniy
dispersijos vertinimas

Siame poskyryje nagrinésime, kaip vertinama pateikty baigtinés populiacijos
kovariacijos kalibruoty ijvertiniy dispersija. Kaip jau buvo parodyta, jei korelia-
cija tarp tyrimo ir papildomy kintamuyjy yra didelé, tai populiacijos kovariacijos
kalibruotieji ivertiniai yra efektyvesni nei pagristieji imties planu. Esant silpnai ty-
rimo ir papildomy kintamujy koreliacijai, visi jvertiniai yra panasios kokybés. Jau
matéme, kad yra daug budy kalibruotiems kovariacijos ivertiniams sukonstruoti.
Auks¢iau nagrinéjome trijy tipy jvertinius, kurie naudoja viena svoriy sistema. Siy
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ivertiniy dispersijy skai¢iavimas tampa komplikuotas vien dél to, kad turime labai
sudétingas kalibruoty svoriy iSraiSkas. PavyzdZiui, netiesinio kalibravimo atveju
kalibruotus svorius apibréZia neiSreikstinés lygtys, todél neegzistuoja iSreikStineé
analizing jvertinio dispersijos iSraiska. Taigi tokiais atvejais ivertiniy dispersijoms
vertinti taitkomas grubus Teiloro iStiesinimo arba pseudo iStiesinimo metodas, kuri
apraSysime kitame skyrelyje. Kai tik pateiksime kovariacijos ivertiniy dispersiju
ivertinius, atliksime matematini modeliavima ir palyginsime sukonstruotus jverti-
niy dispersijos ivertinius su empirine dispersija bei visrak¢io dispersijos ivertiniu.

3.3.1. Kovariacijos jvertiniy dispersijos vertinimas: grubus
Teiloro ir pseudo istiesinimo metodai

Yra keletas biidy, kaip ivertinti sudétingy jvertiniy dispersija. Tai galéty biti
analiziniai (pvz., ivertiniy iStiesinimo metodas) ar poimciy (pvz., visrakcio, sa-
virankos') metodai. Pasirinkus iStiesinimo technika, uZraSoma jvertinio tiesiné
aproksimacija ir iSvedama jos dispersijos iSraiSka, kuri naudojama ivertinio dis-
persijos ivertiniui konstruoti.

Miisy atveju taikant analizinius dispersijos vertinimo metodus, susiduriama su
tam tikrais sunkumais: netiesinio kalibravimo atveju néra iSreikStiniy kalibruoty
svoriy wy, iSraiSky ir patys ivertiniai yra daug sudétingesni nei, pavyzdziui, popu-
liacijos sumos jvertiniai.

Sukonstruosime du grubius nagrinéty kalibruoty kovariacijos ivertiniy disper-
sijos ivertinius. Tuos pacius supaprastintus dispersijos ivertinius pritaikysime vi-
siems kalibruoty jvertiniy tipams.

Istiesintasis jvertinys.
Pirmasis kalibruotyjy ir viena svoriy sistema naudojanciy kovariacijos jverti-
niy dispersijos ivertinys yra tokio pavidalo:

— 1 2 ( ﬂ'kﬂ'l) ér €

Var(Covy(y,2)) = | —— 1——)—— (3.24)
(Conaln) = (yop) X (1- 20 ) 22

¢ia

dy,

~ . N, - .
€k ((yk - ﬂyw)(zk - /-sz) + (Ww - 1) (ykﬂzw + Zk:uyw)) .

! Angl. bootstrap method.
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Sio jvertinio motyvacija yra tokia. Ivertinys C/’(;)w (y, z), apibréztas (3.9) is-
raiska, gali buti uzraSytas

— 1 A 2. . 1 . . =
Covw(y, Z) = ﬁ <tyzw - Ntywtzw + ]V-Qtywtszw>a
Cia
tAyzw = Z WEYL 2k, 2?yw = Zwkyka
kes kes
tow = Zwkzk, Ny = Zwk-
kes kes
Pazymékime
N w N w,
k k
tyzw = Z diykzzka tyw = Z ?ykv
k=1 F k=1 F
N w N w
k k
tzwzzdizka Nwzzi
k=1 "F k=1 "F

Tasko (fyzw, fyw, taws Nw) = (tyzw, tyw, tzw, Nw) aplinkoje i§skleiskime funk-
cija Covy,(y, z) Teiloro eilute ir skleidinio tiesing dalj

— 1 . t N, . t N, -
Govuons) = i (e + 5 (7 =2+ 5 (5 2

+ty]1<f§” Ny + 2%5\’;“” <1 - N“’))

pavadinkime istiesintuoju {vertiniu.

IStiesintojo ivertinio dispersija yra

Var(Covu(y, 2)) = (Nl_ 1>2Var<z dkek),

éia
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w t N, t N, 1

Darant prielaida, kad kalibruoti svoriai néra atsitiktiniai, ir remiantis 2.8.1
rezultatu i$ [85], gaunama dispersijos iSraiska

1 er €

Var(Covu(y, z)) = <>2 i (mat — )

N -1 T T
k=1 kT

jos ivertiniu laikant $ia statistika:

2 A A
Var(Covui(y, 2)) = <N1_1> 3 <1 - 7”“7”>e’“el (3.25)

iy T T
klEs ki / kT

ReikSmes ¢, apibréziamos pakeiCiant neZinomus parametrus &y, t 2., Ny jU iver-
&iais £y, Ly Noo.

Kalibruotyjy svoriy sistema, gauta naudojant netiesini, tiesini ar sumy kalib-
ravima, iraSius i (3.25) iSraiSka, gaunamas kovariacijos jvertinio, atitinkancio pasi-
rinkta kalibravimo tipa ir atstumo funkcija, dispersijos ivertinys.

Apibrézkime kita dispersijos jvertini. Kovariacijos (3.9) jvertinys gali buti
iSreikstas Siuo pavidalu:

— 1
CO’Uw(y, Z) == mz dkel(i_p),
kes

¢ia dj, yra imties plano svoriai,

Wy —~ ~
el?) — 4 (o= ) (2 = i)

Naudodamiesi tuo paciu 2.8.1 rezultatu i§ [85], gauname antraji dispersijos
jverting:

o 1 2 ka) o) o(P)
Var,(Covy(y,z)) = | —— 11— Bk 3.26
WCovaln ) = (577 MZ( .

Ji pavadinkime pseudo istiesintuoju ivertiniu.
Pirmojo dispersijos ivertinio (3.24) iSraiSka yra daug sudétingesné nei antrojo,
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taciau sunku dabar pasakyti, kuriam i$ $iy jvertiniy teikti pirmenybg.

Kaip jau minéjome, poim¢iy metodai, tokie kaip visrakcio, savirankos, taip
pat gali biiti naudojami sudétingy ivertiniy dispersijoms vertinti. Kitame skyrelyje
empiriskai palyginsime abu kovariacijos jvertiniy dispersijos jvertinius su visrak¢io
dispersijos jvertiniu ir su empirine dispersija.

3.3.2. Matematinio modeliavimo rezultatai

Eksperimente naudojome tg pacia realig ankstesnio pavyzdZio populiacija (Zr.
3.2.3 skyreli). Populiacija suskaidyta i du sluoksnius atsizvelgiant i tyrimo kinta-
mojo y diduma: populiacijos elementai, atitinkantys y reik§mes, maZesnes uZ kin-
tamojo y vidurki /i, sudaro pirma sluoksni, o likusieji elementai — antraji. Sluoks-
niy dydzius pazyméjome Ny, h = 1,2, N = N; + Ny. Imtys renkamos naudojan-
tis paprastuoju atsitiktiniu sluoksniniu émimu. Imties dydis n = n; + ng = 100
buvo paskirstytas i sluoksnius, remiantis Neimano optimaliuoju paskirstymu. Tai-
gi populiacijos k-ojo elemento priklausymo iméiai tikimybé yra lygi 7 = ny,/Np,
jei k-asis elementas priklauso h-ajam sluoksniui. Eksperimentuojant buvo taria-
ma, kad su visais k papildomi svoriai g = 1.

ISrinkome m = 500 nepriklausomy imciy s; ir apskai¢iavome populiacijos
kovariacijos jvertiniy empiring dispersija bei iStiesintojo (3.24) dispersijos iverti-
nio, pseudo istiesintojo (3.26) dispersijos ivertinio, visrakcio dispersijos ivertinio
pverciy aritmetinius vidurkius.

Norédami parodyti papildomy kintamuyjy privalumus, apskai¢iavome standar-
tiniy populiacijos kovariacijos (3.8) jvertiniy empiring ir visrakcio dispersijas. Eks-
perimente naudojome tris skirtingas papildomy kintamujy « ir b poras. Pirmu at-
veju abu papildomi kintamieji a ir b yra gerai koreliuoti su tyrimo kintamaisiais y
ir z; antrame papildomy kintamuyjy rinkinyje turime tik viena gerai koreliuota su
atitinkamu tyrimo kintamuoju papildoma kintamaji; trec¢iu atveju koreliacija tarp
papildomy ir tyrimo kintamuyjy yra silpna. Pateiktoje 3.8 lenteléje yra matematinio
modeliavimo rezultatai, kurie priklauso nuo jvairiy papildomy kintamujy, skirtin-
gai koreliuojanciy su tyrimo kintamaisiais.

Kaip jau minéta, atsizvelgiant i tai, kokia — (3.10), (3.11) ar (3.12) — kalibravi-
mo lygtimi naudojamasi, kalibruoti kovariacijos ivertiniai paZymeéti taip:

(lin) —— (tot)

Con™(y,2), Covor(y,2), Cov'(y, 2).

Cia indeksas i rodo jvertiniui apibréZti naudojamos atstumo funkcijos L; numer.
Kalibruoti jvertiniai, sukonstruoti naudojantis ta pacia kalibravimo lygtimi,

yra labai panaSaus tikslumo, nepaisant naudojamos atstumo funkcijos. D¢l Sios

priezasties mes atlikome skaiCiavimus tik atstumo funkcijoms L ir Lg.
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3.8 lentelé. Kalibruoty kovariacijos jvertiniy dispersijos jverciai ir empiriné dispersija
(reali populiacija, N = 300, imties dydis: n = 100)

Empiriné  IStiesintas dispersijos Pseudo iStiesintas  Visrak¢io

[vertinys  dispersija jvertinys dispersijos ivertinys dispersija
x 10713 x 10713 x 10713 x 10713

p(y,a) = 0,8 p(z,b) =0,9
Cov™ (y,2) 2,960 5,729 5,541 2,603
Cov'i™ (y,2) 2,967 5,730 5,524 2,601
Covl(y,2) 5458 5,672 5,634 5,012
Cov't(y,2) 5539 5,675 5,634 4,980
Cov'i™(y,2) 2,310 6,157 5,663 2,480
Covya (y,2) 2274 6,128 5,616 2,419
Covi(y,2) 9840 — _ 7.878
Cova(y, 2) 9,876 — — 7,907

ply,a) = 0,2 p(2,b) =0,9
Cov™™ (y,2) 7052 7,485 7,478 5,682
oo™ (y,2) 7,107 7,481 7,471 5,742
Covl(y,2) 4871 5,654 5,616 5,042
@ng)(y,) 5,002 5,675 5,637 5,032
Cov'i™ (y,2) 10,029 7,267 7315 7,869
Covya (y.2) 10018 7,254 7,309 7,866
Covi(y.2) 10376 — — 7.878
Cova(y,z) 10,411 — — 7,907

ply,a) =0,2 p(2,b) =0,3
Cov™ (y,2) 11,555 7,403 7,228 7,745
Cov™ (y, 2) 18,823 9,480 7,544 7,899
Cov'i(y,2) 10,023 6,975 6,943 7,610
Cov'te” (y,2) 10,031 6,997 6,969 7,536
Cov'™ (y,2) 10,409 7,206 7,249 7,950
Covys (4,2) 10416 7,199 7,242 7,938
Covi(y,2) 10306 — — 7,878
Cova(y,z) 10,398 — — 7,907

Matematinis modeliavimas rodo, kad jei tyrimo ir papildomy kintamuyjy ko-
reliacija yra didelé, tai jvertiniai, sukonstruoti naudojant tiesinj kalibravima, turi
maZziausia dispersija. Tuo tarpu ivertiniy, gauty naudojant sumy kalibravima, efek-
tyvumas yra maZziausias, nors tokiy jvertiniy nagrinéjimas yra motyvuotas im¢iy
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tyrimo praktika, kai tie patys kalibruoti svoriai naudojami visiems reikalingiems
parametrams jvertinti.

Abiejy iStiesintyjy (3.24) ir (3.26) dispersijos ivertiniy elgesys visais nagriné-
tais atvejais yra labai panasus.

Visrakcio dispersijos ivertinys atrodo labiau adaptyvus — jis yra ar¢iau empiri-
nés dispersijos ir geriau atspindi realig situacija. Mes siilome naudoti ji vertinant
kalibruotyjy kovariacijos jvertiniy dispersija. IStiesintasis (3.24) dispersijos jver-
tinys ir pseudo iStiesintas (3.26) jvertinys gali biiti naudojami tik tuo atveju, kai
tyréjui pakanka grubaus ir apytikslio dispersijos vertinimo. Sie jvertiniai yra pa-
prasti ir reikalauja daug maZiau skaic¢iavimo laiko, palyginti su visrak¢io jvertiniu.
Baigdami §i skyrelj, pirmenybeg vis délto teikiame antrajam (3.26) dispersijos iver-
tiniui, nes jis yra paprastesnis ir gauti iverciai yra ar¢iau empirinés ir visrakcio
ivertinio dispersijy.

3.3.3. Tikslesnieji dispersijos jvertiniai

Ankstesniame skyrelyje buvo nagrinéti gana grubiis kovariacijos jvertiniy dis-
persijos ivertiniai, gauti padarius prielaida, kad kalibruotieji svoriai wy, néra atsi-
tiktiniai.

Kai kuriais atvejais, pavyzdZiui, naudojant tiesinio ar Zinomy sumy kalibravi-
mo lygtis bei atstumo funkcija L, svorius wy galima gauti iSreikstinio pavidalo.
Todél Siais atvejais imanoma sukonstruoti tikslesnius kovariacijos jvertiniy disper-
sijos jvertinius. Tai ir aptarsime Siame skyrelyje.

3.6 teiginys. Kalibruotojo kovariacijos jvertinio
— (tot) 1 1 1
Covyy (y,2) = N_1 Z Wk (yk N Z wiyi) <2k N Z wz’zi>7
kes 1€S i€s

kurio svoriai wy. yra randami kalibruojant Zinomas sumas t, tp ir minimizuojant
atstumo funkcijq L., apibréZtq (1.12) lygybe, apytikslé dispersija yra

N N
—— (tot) 1 Tl — TET]
AV(I’I“(CO’U,wl (y7 Z)) = (N — 1)2 E E TR €kel,
k=11=1

cia er = yrzr — (L2yr — Brax) — (py2r — Baby),

N N
by = Uk, L=z,
k=1

k=1
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1 .
Bj=1/A" ( y2x+N(tytzx+tZtyx)>,]:1,2,

N
Tll = (170)7 TQ/ = (07 ]-)7 A= ZQKXICX;W
k=1
N N N
byox = D QkYRZEXE, byx = D QRURKR, box = D Qr2kXk, X = (ak, br).
k=1 k=1 k=1

Irodymas. Baigtinés populiacijos kovariacijos {vertinj

50\”5?) (y,2) Z (yk - %Z wiyi) <Zk - % > wm) (3.27)

kES 1€Ss €S

galima uZrasyti

Covyy (.2 (Zwkykzk+ wakzwm(;f Zwk—2)>.

kes kes kes kes

Suma Ny, = Y kes Wk = N. Po Sios aproksimacijos nagrinéjame naujq kovaria-
cijos jvertinj, nedaug tesiskirianti nuo pries tai turéto (3.27):

Covo(y, 2) ( > wryrzk — Z Wrk Y wkzk) : (3.28)

kes kes kes
Sio jvertinio dispersija apytiksliai yra lygi (3.27) jvertinio dispersijai.

Remiantis 3.1 teiginiu, svoriai wg, kurie tenkina kalibravimo (3.12) lygtis ir mini-
mizuoja atstumo funkcijq L1, yra lygiis

wy, = dk( (Zx -y dix, ) (Z diqix;x ) quk>. (3.29)

1€S €S

Populiacijos kovariacijos kalibruotus ivertinius konstravome turédami tik du pa-
pildomus kintamuosius a ir b, todél xy, yra dvimatis vektorius xy, = (a, by)’.

[rase (3.29) svorius  (3.28) israiskq, gauname
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1
Covo(y, ( E dryrzr + ( E dekaXk E drqryrziXs,
kes kes kes

]. / Al I —
N ( Z diyr + (tx — tx) (Z drqrXXy,) ! Z deqryrx)

kes kes kes

< (Y dz + (e — ) O drarxixy,) > dekaXk))a

kes kes kes

v, N n
ciaty = Zk:l Xk, tx = Zkes dkxk.
Pazymékime

fye =D diyrzn, by=Y diye, to=  dipz,

kes kes kes
tyox = O deQelnziXn,  byx = Y deQrUeXe,  tox = Y deQezeXe,
kes kes kes
-~ ’
A= Z drqEXEXy,.
kes

Tuomet jvertinys ﬁo(y, z) igyja pavidalg

60\“0(3/) Z) = m (Ltyz + (t;( - 1t‘;();&_lf-’yzx
1 /\/ - ~ ~ / ~! -~ ~
= (fy + (b= B At (= + (e — £)A )

~ ~ ~ ~ ~ ~

= f(tyz, tys Ty byoxs byxs oxs B, A).

Taigi @0 (y,2) yra netiesiné funkcijq, priklausanti nuo jvertiniy fyz, fy, t., vie-
nuolikos jvertiniy tyzj, ty], tz] tj ir t;j, kurie yra atitinkamai dvimaciy vektoriy
tyzx, tyx, tzx, t bei matricos A komponentés.

Istiesinsime funkcijq Cou ovo(y, ) taikydami Teiloro istiesinimo metodq. Siam tikslui
reikalingos Sios dalinés isvestinés:
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of _ 1
oy, N-—-1
o=~y e (6 BA ).
gf{ - _N(Nl 5 ( + (6~ B0A )
S = gt BRI =12
aafi —N(Nl_ 3 (t — t)A1r, (tz +(t — f;)K—1£ZX>, j=1,2,
aii _N<N1_ 55 (F+ (= B)R ) (6~ £0A1ry j=1.2
gti ﬁ( - T]/-;&_lflyzx + %(fyT]/;&_lflzx + sz;K_lfyx
A g (b — i) A M + (b — A;)K—lfyxr]ﬁ—lfzx)), j=1,2,
o= g (6 B (- AT AR
- %((fy + (b — B A ) (b — Bc) (— AT AGA T )

_|_
—~
o+
o~
|
2
~—
—~
|

)

|
—
>
S
)
|
—_
~—
o>
<
»®
—~
>
183
+
—~
o+
|
o+
>
—
o+

IS

%
~—

N—
-~
AN
<
|
—_
[N}

Cia Tj — dvimatis vektorius, kurio j-oji komponenté lygi 1, o kita — lygi 0; A;;
yra (2 x 2)-osios eilés kvadratiné matrica, kurios (i, j) ir (j, 1) pozicijose esantys
elementai lygiis 1, o visur kitur — nuliui.

Nesunkiai galima parodyti, kad

N

yz = 75yz Zykzka Ety - y - Zyka Etz =t, = sz)

k=1
N N
Etyzx = tyzx = Z Yk ZEXE, Etyx = tyx = Z QEYEXEk,
k=1 k=1
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N N
Et.x =t.x = Zkakxk, Ety =tx = Zxk’
k=1 k=1
R N
FA=A= Z qukx;g.
k=1

Dél Sios prieZasties taska, kurio aplinkoje skleisime funkcijq Eo\vo(y, z) Teiloro
eilute, pasirinksime taip:

(fyZ7 fyy fza {:’yzxa 1t*y)(y EZX7EX7 A) = (tyzv tya 2, tyzxa ty)htzx»txv A)

Apskaiciave gauty isvestiniy reikSmes minétame taske, istiesiname funkcijq Covy(y, z):

—— 1 1 . 1 A
CO'UOL(Z/, Z) = m(tyz — Ntytz + l(tyz — tyz) — Ntz (ty — ty>

2
1. . .
— il —t:) + > :f%(fj-—fj))
j=1

1 1 1
=N _1 (D + ) diyrz — s > drye — Nl > diz,
kes kes kes

+ By deak -f-Bgdebk) = ﬁ(D + deek),

kes kes kes
Cia

o 1 ,
B, =TA %—mwx+ﬂﬂ@gx+@%g) j=1,2,

1
D = tyt: — Bity — Bata,

ex = yrzk — (H2yk — Brak) — (pyzx — Baby).
— (tot

Dabar jau galime skaiciuoti kalibruotojo kovariacijos jvertinio Cov,,; )(y, z) apy-
tiksle dispersijq:
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— — 1
AVar(Covgit) (v, z)) = Var(CovOL(y, z)) = m‘/ar (D + deek>
kes
1
=-—=Var dkek).
(2

Norint gauti teiginyje nurodytq kovariacijos jvertinio apytikslés dispersijos israis-
kaq, belieka pasinaudoti Horvico ir Tompsono sumos jvertinio kintamajam yz —
(t2y — Bra) — (pyz — Bab) dispersijos israiska.

O

Kalibruotojo populiacijos kovariacijos jvertinio, kurio svoriai wy, randami nau-
dojantis tiesiniu kalibravimu, apytikslé dispersija gaunama kaip iSvada i$ 3.6 teigi-
nio.

3.1 iSvada. Kalibruotojo kovariacijos {vertinio
_— (lin) 1 1 1
Covyy (y,2) = N_1 Z W (Z/k N ZM%) <Zk: N Z wizi),
kes 1€S €S

kurio svoriai wy. yra randami naudojantis (3.11) kalibravimo lygtimi ir minimizuo-
Jjant atstumo funkcijq L1, apibréZtq (1.12) lygybe, apytiksle dispersija yra

N

N
—— (lin) 1 Tl — TET]
AVar(Covyy (y,2)) = o1 > D W@’Ze?,
k=1 1=1

v %
Cia ej, = Yp2k — MYk — My2k + Beg,

N N
ty:Zyk‘> tZ:ZZk;,
k=1 k=1

-~ 1
B = tccl ( —tyze + N(tytzc + tZtyC))’

N N
2
tee = Z qkCy 75yzc — Z qrYE2kCk
k=1 k=1
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N N

tye = Z QkYkChs tze = Zkaka, ck = (ar — pa)(bk — pip)-
k=1 k=1

Irodant suformuluotg 3.6 teiginio iSvada, vietoj kalibruotyjy (3.29) svoriy rei-
kia imti

wkzdk<1+(zg S dies) (3 diie?) chk>.

€S €S
—— (tot) —— (lin) e
3.2 pastaba. Dispersijoms Var(C’ovwl (y,2)), Var(Cov,,; "(y, z)) vertinti sit-
lome $iuos jvertinius:

Var(C’ovSit) (y,2)) = EE Z Z ( M) éiﬁ)

T T T
kes les ki kT
—— ——(lin) TET] €k 6l
Var(Covy,,; '(y,2)) = N1z E E (1 - —) )
k Tkl / T T
€s les

DydZiai €y, €j; yra apibréZiami pakeiciant atitinkamose iSraiSkose ey, ir e} esan-
Cius nezinomus parametrus A, t,.x, Ty, tox, 2, tyx it tee, tyae, By, tae, Tz, Tye JU
jverciais:

A =D drgxixy,  byex = Y degyezexe, by = diyr,

kes kes kes
tox = > drgrzixn, L= Y drzk,  byx = Y degryexe
kes kes kes

ir

fee =D drarct,  Tyze = Y drgryrzncr, by =Y diii,

kes kes kes
fee = digrzrck, to =Y drzr, fye= Y drqryick.
kes kes kes

3.3 pastaba. Tikslesni dispersijos ivertiniai gali biiti sukonstruoti ir kelias svoriy

— (2 — (4 v
sistemas naudojantiems 3.2.4 skyrelio jvertiniams Covgnzu, Covinzﬂ. Siy jvertiniy

svoriy sistemos apibréZiamos tiesinémis svoriy wy, atZvilgiu kalibravimo lygtimis
ir naudojant standartines atstumo funkcijas. Todél nekyla problemy dél svoriy
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neidreikStinio pavidalo.

3.4. Kalibruotieji ir modeliais pagrijsti baigtinés
populiacijos kovariacijos jvertiniai

Siame poskyryje nagrinésime dviejy tipy baigtinés populiacijos kovariacijos
ivertinius. Pirmo tipo jvertinius jau aptaréme aukStesniuose 3.2 ir 3.3 poskyriuose.
Tie ivertiniai yra sukonstruoti taikant jvairias kalibravimo lygtis ir atstumo funk-
cijas ir naudoja viena arba kelias svoriy sistemas. IS Sios placios klasés jvertiniy
paimsime toki jvertini, kuris naudoja dvi svoriy sistemas:

—(4) 1 1 1 2 1 2
Covp (Y, 2) = MZw,U(yk - Nzwl[ }yz 2k — Nzwl[ ]Zz )
kes les les
(3.30)

¢ia svoriai w,[cl] apibréZti naudojantis tiesiniu kalibravimu ir atstumo funkcijomis
L4 bei Lg, o svoriai w,[f] — naudojantis Zinomy sumy kalibravimu bei tomis pacio-
mis atstumo funkcijomis. Kaip matome, §i ivertini jau nagriné¢jome 3.2.4 skyrelyje
(4 atvejis), kalibruotiems svoriams apibrézti naudodami funkcija L.

Antro tipo populiacijos kovariacijos jvertiniai yra sukonstruoti kalibruojant
imties plano svorius ir naudojant tiesinj regresini modeli. Siuos pvertinius sukonst-
ravo Sitter ir Wu [100]. Juos apibréSime kitame skyrelyje. Kai kurie §io poskyrio
rezultatai yra paskelbti [A11] publikacijoje.

3.4.1. Parametriniais modeliais pagrjsti kalibruotieji baigtinés
populiacijos kovariacijos jvertiniai

Nagrinékime baigting populiacijatd = {u1,us,...,un}, kuria sudaro NV ele-
menty. Kiekvienam populiacijos elementui uy, priskirkime M tyrimo ir J + 1
papildomy kintamuyjy reikSmiy vektorius

Y = Y1k Yok - - - Ymr) i1 X = (L, 21, Tog, - -+, Tap)-
Sitter ir Wu [100] straipsnyje vertinamaisiais parametrais buvo pasirinktos kvad-
ratinés baigtinés populiacijos funkcijos. Kiekviena kvadratiné funkcija gali biti
uZrasyta taip:
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N N
=3 > blyiyi)s (3.31)

i=1 j=i+1

Siay = (y1,y2,---,¥N), ¢(+, ) yra simetriné funkcija. I8rasius Sios lygybés visus
dvigubos sumos démenis, sutraukus panasius narius ir juos sunumeravus, funkcija
T gali buti iSreikSta ir taip:

N*
T(y) = ta;
a=1

Cia o yra indeksy poros (i) numeris sekoje visy galimy pory, tenkinanéiy salyga
i < j; atitinkama indeksy pory imtj pazymékime s* = {o = (ij) | i < j ir
i, €8} a = ¢(yi,¥j), N* = N(N - 1)/2.

Taigi T yra populiacijos, turinios N* elementy, suma. Ji gali biiti vertina-
ma modeliais pagristais kalibruotaisiais populiacijos sumos ivertiniais, kurie bu-
vo sukonstruoti ty paciy autoriy (Sitter ir Wu) [115] straipsnyje. Buvo padaryta
prielaida, kad tyrimo kintamuosius ir papildomus kintamuosius sieja pusiau para-
metrinis modelis. Jo analogas vieno tyrimo kintamojo atveju apibréZiamas (1.27)
lygybémis. Padare minéta prielaida, Sitter ir Wu imties duomeny pagrindu jvertino
modelio parametrus, kuriuos véliau panaudojo skaiciuodami y; prognozuojamas
reikSmes y; ir apibrézdami modeliu pagrista ir kalibruota baigtinés populiacijos
kvadratiniy funkcijy ivertini

Tve =Y Y wijd(yiy;), (3.32)

(ij)€s*

Cia svoriai w;; tenkina kalibravimo lygtis

%ZZWZL YD wiydFiy) =Y Y 035

i€s j>i i€s j>i i=1 j=i+1
ir minimizuoja funkcija

¢ = ZZ Wij — z] /dzjc_h]

1€ES j>1
Svoriai g;; yra teigiami ir laisvai pasirenkami, o d;; = 1/7;;.

ISsprendus kalibravimo uzdavini, (3.32) ivertinys igyja §i pavidala:
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N N
fMC:ZZdij¢(Yqu)+{Z > 6§y DY did§iy; }

1€S >4 =1 j=1+1 1€ES J>1
(3.33)
B = C(u,v)/C(u,u), (3.34)
¢ia
Z Z dszz] Uj5 — )(Uzj U)7
(ij)es*

ui; = d(¥i,¥5)s  vij = (¥i¥j),

u=>y. Z(ij)ES* dijQijuij/ ZZ(ij)es* dijqij; v ir C(u,u) apibréZti analo-
giskai.

Atskiru atveju, kai ¢(y;,y;) = m(yl —yi)(z — %), yi = (Yi,2i),
kvadratiné funkcija T" yra populiacijoje ¢/ apibrézty kintamujy y ir z kovariacija

1 N N
Cov(y,z) = m ;J;l - 2j)-

Toliau tarkime, kad y; ir x; (z; ir X;) rySius apraso tiesinis regresinis modelis

Ee(yi) =x:8, Ee(z) = x;7. (3.35)

Tada i bendrosios jvertinio iSraiSkos (3.33) kvadratinéms funkcijoms Sitter ir Wu
gavo modeliu & pagrista ir kalibruotaji populiacijos kovariacijos jvertinj

Covre(y, z) = Covgrr + B (S2 — s2)7B, (3.36)

A -1 o . .
Ciaf = { Yics dixix;} Y ics dix;y; yraimties planu pagristas regresijos koefi-
cienty vektoriaus 3 jvertinys. Vektoriaus -y ivertinys yra apibréZiamas analogiskai;

ﬁHT— szm Z _Zj)a

i€ES J>1

R - —
_Jg(xi_x)(Xi_X)’
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sx = N(Nl_ 0 Z Zdz’j(xz‘ —x;)(xi = x;)
1€8 J>1

Kitame skyrelyje modeliuodami lyginsime modeliais pagristus ir kalibruotus
baigtinés populiacijos kovariacijos ivertinius su kalibruotais baigtinés populiacijos
kovariacijos (3.30) ivertiniais, kurie naudoja dvi svoriy sistemas. Lyginant minétus
1vertinius teoriSkai, iSkyla tam tikry sunkumy. Dispersijy iSraiSkos yra labai sudé-
tingos ir lyginant apytiksles dispersijas gaunamos komplikuotos nelygybés. Sunku
nustatyti salygas, kurioms galiojant Sios nelygybés yra teisingos.

3.4.2. |vertiniy tikslumo tyrimas, atliekant matematinj
modeliavimag

Modeliuodami lyginsime du kalibruotuosius (3.30) pavidalo jvertinius su tie-
siniu regresiniu modeliu pagristu kalibruotuoju baigtinés populiacijos kovariacijos
(3.36) ivertiniu. Pirmuyjy dviejy ivertiniy svoriams w E] ir w,[f} apibréZti naudotos
atstumo funkcijos L; ir Lg. Sias atstumo funkcijas atitinkancius kalibruotuosius
jvertinius paZzymeéjome @)Szﬂl(y, z), 5&)7(22”6(3/, z). Noredami parodyti naudo-
jamos papildomos informacijos privalumus, kalibruotuosius jvertinius lyginome
su paprastu, tik imties planu pagristu kovariacijos jvertiniu 6&)1 (y,2).

Nagrin¢jome ta pacig (Zr. 3.2.3 skyreli) 300 elementy dydzio realig populia-
cija i§ Lietuvos jmoniy tyrimo. Si populiacija buvo suskaidyta i du sluoksnius,
atsizvelgiant i tyrimo kintamojo y diduma: populiacijos elementai, atitinkantys y
reikSmes, maZesnes uz kintamojo y vidurkj p,, sudaro pirma sluoksni, o likusieji
elementai — antraji. Kaip ir ankstesniuose bandymuose, naudojome paprastaji atsi-
tiktini sluoksnini émima. Imties dydis n = 100 paskirstytas i sluoksnius, remiantis
Neimano optimaliuoju paskirstymu.

Buvo iSrinkta 1000 im¢iy ir kiekvienai i$ jy ivertinta populiacijos kovariacija,

_—— (4 _—— (4
naudojant du kalibruotus jvertinius Covgngvl(y, z), Cov,,.6(y, 2), tiesiniu regre-

siniu modeliu pagrista ir kalibruota ivertini 6&1 v (y, z) bei imties planu pagrista
ir papildomos informacijos nenaudojantj jvertini @1(3/, z). Ivairiems papildo-
miems kintamiesiems, skirtingai koreliuojantiems su tyrimo kintamaisiais, 3.9 len-
teléje pateikta naudoty ivertiniy empiriné dispersija, poslinkis, vidutiné kvadratiné
paklaida ir variacijos koeficientas. Modeliu pagristam kalibruotam kovariacijos
ivertiniui naudojome trimatj papildomy kintamuyjy vektoriy x = (1, a, b)’ ir lygius
papildomus svorius g;; = 1. Vienodi papildomi svoriai g = 1 taip pat buvo

(4 _—— (4
naudojami ir kalibruotiems jvertiniams C’ovfﬂ,)wl (y, 2), Covinzuﬁ(y, z).

IS 3.9 lentelés matyti, kad kalibruotyjy kovariacijos jvertiniy @)mwl (y,z) ir
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3.9 lentelé. Pagrindineés baigtinés populiacijos kovariacijos jvertiniy tikslumo charak-
teristikos (tikroji kovariacijos reik§mé Cov(y, z) = 66 083 066)

[vertinys Ivertis Dispersija x 1073 Poslinkis VKP x 10713 cv

p(y7 a) =0,81 p(z,b) = 0,90 p(y,b) = 0,63 p(z,a) = 0,60

Covi 1 (y,2) 66187636 2,206 104570 2207 0.0710

Covpmuo(y.2) 66064504 2,176 -18562 2,176 0,0706

Covne(y,z) 75642103 8,904 9559036 18,041 0,1247
Covi(y,z) 61292369 9,924 4790697 12219 0,1625
o(y,a) = 0,21 p(z,b) =0,90 p(y,b) = 0,63 p(z,a) =0,15

6@53;1 (y,2) 60549920 10,043 5533146 13,104 0,1655

Covl?) o(y,2) 60510963 10,005 5572103 13,110 0,1653

Covrc(y,2) 83499670 24,440 17416604 54,774 0,1872
Covi(y,2) 61029215 10,432 5053851 12,986 0,167 4
p(y,a) = 0,23 p(z,b) =0,31 p(y,b) =0,19 p(z,a) = 0,16

Covl i (y,2) 60959385 10,438 -5123681 13,064 0,1676

Cov' oy, 2) 60953712 10,423 5129355 13,054 0,1675

Covaic(y,z) 60990137 9,534 5092930 12,128 0,160 1
Covi(y,z) 61173915 10,365 -4909 151 12,775 0,166 4

C/o\vfj;)uﬁ(y, z) tikslumas yra labai panaSus. Taip yra dél to, kad abu jvertiniai pri-
klauso tai paciai jvertiniy klasei ir juy konstravimui buvo naudotasi labai panasiomis
atstumo funkcijomis.

Esant gerai koreliuotiems papildomiems kintamiesiems, jvertiniai, kurie nau-

doja dvi svoriy sistemas, yra geriausi, nepaisant misy iSankstinio spéjimo, kad
modeliu pagristo kalibruoto kovariacijos ivertinio tikslumas yra panasus i jvertiniy
@Szﬂ (y,2), @SLG@, z) tikslumg ar net didesnis.
Kai turime tik viena gerai koreliuota su atitinkamu tyrimo kintamuoju papil-
doma kintamaji, (p(y,a) = 0,21 ir p(z,b) = 0,90), tiesiniu regresiniu mode-
liu pagristas kalibruotasis jvertinys turi diZiausia dispersija ir V' K P, o jvertiniai
60\1;:;”1 (y,2), 50\”533%(% z) yra truputj tikslesni uZ standartinj imties planu pa-
grista kovariacijos jvertinj 50\171 (y, 2).

Kai tyrimo ir atitinkamy papildomy kintamuyjy koreliacija yra silpna, tai visi
ivertiniai yra panaSios kokybés. Modeliu pagristas kalibruotasis jvertinys turi Siek
tiek maZesng dispersija ir VK P.

Baigiant §j skyreli, yra sunku pasakyti, ar 3.9 lentelé pateikty ta pacia infor-
macija eksperimentuojant su tokia populiacija, kurios elementy duomenys bty
idealiai aprasyti tiesiniu regresiniu modeliu. Tai paneigti ar patvirtinti, reikalingos
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tolesnés matematinio modeliavimo studijos.

3.4.3. Pataisytieji tiesiniu regresiniu modeliu pagrijsti ir
kalibruoti baigtinés populiacijos kovariacijos jvertiniai

Baigtinés populiacijos kovariacijos ivertinius (3.36) galima modifikuoti (pa-
taisyti). Juos konstruojant buvo tariama, kad rySius tarp y; ir X; (2; ir x;) apraso
tiesinis regresinis modelis: F¢(y;) = X;ﬁ (Ee(z) = X;’)’). Taigi prognozuo-
jamos reikSmés g; ir 2; yra apskai¢iuojamos naudojant ta pati trimati papildomy
kintamujy vektoriy. Cia ir slypi prastesnio kai kuriais atvejais vertinimo prieZastis,
nes galime susidurti su multikolinearumo problema, kai papildomi kintamieji ko-
reliuoja tarpusavyje. Kintamyjy multikolinearumas mazina regresijos koeficienty
stabiluma, o §ie — jvertiniy tiksluma. Miisy buvusiame pavyzdyje, esant didelei
papildomy ir tyrimo kintamyjy koreliacijai, koreliacija tarp papildomy kintamuyjy
yra lygi p(a,b) = 0,54. Tai jau gana didelé koreliacija.

Todél mes sitilome nauja idéja: nagrinéti Siuos regresinius modelius

Ee,(yi) = Bo + Brai,  Ee (2i) =0 + 71bi. (3.37)

Siuo atveju kiekvieno tyrimo kintamojo prognozuojamos reikimés apskaiiuoja-
mos naudojant tik jo papildoma kintamaji:

§i = Bo + Brai, 2 = A0+ Aibs, (3.38)
¢ia
3 = D kes D D kes WYk — D pes Akak Zkes2dkyk7
> kes Tk Dges dka,% - ( > kes dk%)
S = Dkes U Dpes Wbezk — D pes dibi ZkESQdk‘Zk |
D kes Ak Dpes drby — ( > kes dkbk)
5, Dorkes WUk 3 Dpes 0k~ Dpes kP Dpes dibi

= 1 y Yo = -7 .
ZkES dk Zkes dk Zkes dk Zkes dk

Tada, esant didelei papildomy ir tyrimo kintamuyjy koreliacijai, galima tikétis ga-
na tiksliy tyrimo kintamuyjy reikSmiy prognoziy ir tuo paciu maZesnés modeliu
pagristo kalibruoto ivertinio dispersijos.

Remiantis (3.37) modeliais i$ (3.33) gaunamas pataisytasis tiesiniu regresiniu
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modeliu pagristas kalibruotas baigtinés populiacijos kovariacijos ivertinys:

5&15\(;2) (y,2) = Covr + B (Cov(a,b) — @(a, b))ﬁlﬁ, (3.39)

¢ia

Cov(a,b) = N(Nl—l) szij(ai — a;)(b; — bj),

1€ES J>1

jvertinys B apibréZziamas (3.34) lygybe, kurioje tyrimo kintamuyjy ¥ ir z progno-
zuojamos reikSmeés apskai¢iuojamos naudojantis (3.38) formulémis.

3.4.4. Pataisytojo tiesiniu regresiniu modeliu pagrjsto
kovariacijos jvertinio savybiy empirinis tyrimas

1 eksperimentas. Toliau dar karta pakartosime 3.4.2 skyrelio eksperimen-
ta, itraukdami i ji nauja populiacijos kovariacijos (3.39) ivertini. Nauji rezultatai
pateikiami 3.10 lenteléje.

3.4 pastaba. Visy ivertiniy, iSskyrus naujaji ivertini, jvertintos tikslumo charak-
teristikos 3.10 lenteléje gali neZymiai skirtis nuo pateikty 3.9 lenteléje rezultaty.
Taip yra dél to, kad kartojant bandyma buvo iSrinktas kitas 1000 im¢iy rinkinys.

1800 T T T T T 1800
1500 4 1500
1200 + 12001
900 4 900
600 4 600
300 <4 300
0 — 0 .
0 0.5 1 1.5 2 25 3 0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4
4 5
x 10 x 10

3.5 pav. Wu ir Sitter naudota populiacija: tyrimo kintamyjy y (kairéje)
ir z (deSinéje) reikSmiy histogramos

Esant didelei papildomy ir tyrimo kintamyju koreliacijai, lygindami mode-
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3.10 lentelé. Baigtinés populiacijos kovariacijos ivertiniy palyginimas (tikroji kova-
riacijos reiksmeé Cov(y, z) = 66 083 066)

Ivertinys Ivertis Dispersija x 107 Poslinkis VKP x 10713 cv
p(y, a) =0,81 p(z,b) =0,90 p(y,b) = 0,63 p(z,a) = 0,60
Cov' i (y,2) 66161336 2,224 78269 2,225 0,0713
Covmu(y.2) 66036227 2,194 46839 2,195 0,0709
COUMC (y,2) 75687722 8,942 9604 656 18,203 0,1249
60\@%) (y,z) 65661651 2,151 421415 2,169 0,0706
Covy (y, 2) 60997 364 9,879 -5085702 12,465 0,1629
o(y,a) = 0,21 p(z,b) =0,90 p(y,b) = 0,63 p(z,a) =0,15
COUS?M (y,z) 60655410 9,855 -5427657 12,801 0,1637
/ajiii,@(y, z) 60621619 9,828 -5461 447 12,811 0,1635
Coch(y, z) 83402177 24,317 17319 111 54,355 0,1869
6&1%) (y,2) 60757702 10,172 5325364 13,008 0,1660
Covl(y, ) 61 161 648 10,429 -4921418 12,851 0,1670
o(y,a) = 0,23 p(z,b) = 0,31 p(y,b) = 0,19 p(z,a) = 0,16
COUSLl (y,z) 61135050 10,564 -4948 017 13,012 0,168 1
/EJSLG(y, z) 61125941 10,556 -4957 125 13,014 0,168 1
Coch(y, z) 60224998 9,497 -5858 068 12,980 0,161 8
@X}? (y,z) 61434157 10,586 4648910 12,747 0,1675
Covl (y, 2) 61342953 10,473 -4740113 12,720 0,166 8

liu pagrista kalibruota kovariacijos jvertini Cov Mo (y, z) su naujuoju pataisytuoju

jvertiniu @)S\%) (y, z) pastebime, kad pastarojo visos tikslumo charakteristikos
yra kelis kartus maZesnés: dispersija sumazé¢jo mazdaug 4 kartus, dél kur kas ma-
Zesnio poslinkio V K P sumaZéjo daugiau nei 8 kartus, variacijos koeficientas —
beveik perpus.

Pazvelgus i antraja 3.10 lentelés dali, matyti, kad pataisytasis jvertinys vél tik-
slesnis — jo dispersija maZesné maZdaug 2 kartus, o V K P — daugiau nei 4 kartus.

Tuo atveju, kai turime blogai su tyrimo kintamaisiais koreliuotus papildomus
kintamuosius, visi jvertiniai yra panasios kokybeés.

Reziumuojant galima teigti, kad idéja, naudoti du atskirus tiesinius regresinius
(3.37) modelius, miisy turimiems duomenims pasitvirtino.

2 eksperimentas. Straipsnio [100] autoriai Wu ir Sitter empiriskai lygino su-
konstruota modeliu pagrista kalibruota populiacijos kovariacijos ivertini su stan-
dartiniu Horvico ir Tompsono jvertiniu C'ov g naudodami realios populiacijos
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3.11 lentelé. Baigtinés populiacijos kovariacijos ivertiniy palyginimas (tikroji kova-
riacijos reiksmé Cov(y, z) = 50190 065)

Ivertinys Ivertis Dispersija x 1073 Poslinkis VKP x 10713 cv
o(y,a) = 0,40 p(z,b) = 0,87 p(y,b) = 0,60 p(z,a) = 0,44
Cov' i (y,2) 50000836 3,431 -189230 3,434 0,117 1
Covpmuos(y.2) 50000331 3,430 -189734 3,434 01171
Covme(y,z) 50339570 2,860 149 505 2,863 0,1062
@Té) (y,z) 50068025 3,459 -122.040 3,460 0,1175
Covi(y, 2) 50091 548 3,920 -98517 3,921 0,1250

(Zr. 3.5 pav.), turinios N = 2396 elementus, duomenis. Tai — Ontario provincijo-
je vykdyto Seimy iSlaidy tyrimo duomenys. Juos pavyko gauti i§ paciy straipsnio
autoriy. Dabar empiriSkai palyginsime miisy nagrinétus jvertinius naujoje popu-
liacijoje.

Ankstesni Sio poskyrio eksperimenta mes pakartojome naudodami naujoje po-
puliacijoje apibréZtus Siuos tyrimo ir papildomus kintamuosius: y — metinés i$lai-
dos drabuziams, z — bendros i$laidos, a — Seimos nariy skaicius, b — Seimos paja-
mos. Modeliuojant buvo naudotos 500 elementy paprastosios atsitiktinés sluoks-
ninés imtys. Matematinio modeliavimo rezultatai pateikti 3.11 lenteléje.

Yra tik vienas gerai koreliuotas papildomas kintamasis (p(y, a) = 0,40, p(z, )
= 0,87), todel visy kalibruotyjy kov/aiiacijos pvertiniy tikslumo charakteristikos
yra pana$ios i standartinio jvertinio C'ov1 (y, z) atitinkamas charakteristikas. Tarp
jvertiniy @)Szﬂ(y, z), @Slﬁ(y, z) ir @E\%) (y, z) pastebimi dar maZesni
skirtumai. Tiesiniu regresiniu (3.35) modeliu pagristas ivertinys Cov mco(y, z) tu-
ri maziausia dispersija, viduting kvadrating paklaida ir maZiausia variacijos koe-
ficienta. IS Cia galime daryti iSvada, kad naujos populiacijos duomenims apraSyti
tinkamesnis yra (3.35) modelis, kuriame kiekvieno tyrimo kintamojo reikSméms
prognozuoti naudojami du tie patys papildomi kintamieji.

— ——(adi
Taigi kurj i§ dviejy kovariacijos ivertiniy — Covpre(y, 2) ar Covi&é) (y,2) —

pasirinkti tyrimui, priklauso nuo populiacijos duomeny.

3.5. Treciojo skyriaus apibendrinimas

1. Taikant skirtingas atstumo funkcijas, sukonstruoti baigtinés populiacijos
sumos kalibruotieji jvertiniai.
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2. ISvestos kalibruotyjy svoriy iSraiSkos baigtinés populiacijos kovariacijai
vertinti. Vertinant $j parametra vienu metu gali biiti naudojamos net trys
kalibruotujy svoriy sistemos. Sioms sistemoms apibréZti pasiiilytos naujos
kalibravimo lygtys.

3. Modeliuojant atlikta skirtingy kalibravimo lygc€iy itakos populiacijos ko-
variacijos vertinimo tikslumui analizé.

4. Pasiiilyti sukonstruoty kalibruotyjy populiacijos sumos ir kovariacijos (dis-
persijos) ivertiniy dispersijy vertinimo biidai.

5. Modifikuotas tiesiniu regresiniu modeliu pagristas kalibruotasis baigtinés
populiacijos kovariacijos jvertinys.






Bendrosios isvados

I$sprendus ivade suformuluotas problemas, gauti Sie rezultatai:

1.

ISvestos kalibruotyjy svoriy israiSkos baigtinés populiacijos sumai vertin-
ti. Rezultatai gauti naudojant septynias skirtingas atstumo funkcijas. Su-
konstruoti jvertiniai yra kur kas tikslesni uZ standartinius ivertinius, jei
tyrimo ir papildomy kintamuyjy koreliacija yra didelé.

Taikant skirtingas atstumo funkcijas ir kalibravimo lygtis, sukonstruoti tri-
Jju tipy baigtinés populiacijos kovariacijos kalibruotieji jvertiniai, naudo-
jantys atitinkamai viena, dvi bei tris svoriy sistemas. Matematinio mode-
liavimo rezultatai rodo, kad kalibruotieji kovariacijos ivertiniai yra tiksles-
ni uZ standartinius ivertinius, jei tyrimo ir papildomy kintamujy koreliacija
yra didelé. Svoriy sistemy skaiciaus padidinimas iki 2 ar 3 daugeliu atvejy
sumazina jvertiniy dispersija.

Pasiiilyti sukonstruoty kalibruoty populiacijos sumos, kovariacijos (disper-
sijos) ivertiniy dispersijy vertinimo biidai. Svarbus vaidmuo ¢ia tenka Tei-
loro iStiesinimo metodui.

Sukurtos naujos Matlab funkcijos, kurios atliekant Sioje disertacijoje nag-
rinétus eksperimentus buvo naudojamos kalibruotiesiems ivertiniams pa-
lyginti su standartiniais atitinkamy parametry jvertiniais.

Sukonstruotas pataisytasis tiesiniu regresiniu modeliu pagristas kalibruo-
tasis baigtinés populiacijos kovariacijos jvertinys. Modeliuojant pastebéta,
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Bendrosios iSvados

kad Sio jvertinio vidutiné kvadratiné paklaida yra maZesné uz Wu ir Sitter
[100] pasidlyto ivertinio viduting kvadrating paklaida, jei tyrimo ir papil-
domy kintamuyjy koreliacija yra dideleé.

Pasiiilytas pataisytasis geometrinis asimetriniy populiacijy sluoksniavimo

metodas. Matematinio modeliavimo rezultatai rodo, kad Sis metodas ypac
asimetriniy populiacijy (kai ac > 10) atveju yra geriausias.

Tolesni tyrimo darbai sietini su Siomis temomis:

1.

Sukonstruoty kalibruotyjy kovariacijos ivertiniy dispersijy vertinimas tai-
kant itakos funkcijy iStiesinimo metoda.

. Modeliais pagristy ir kalibruotyjy ivertiniy konstravimas vertinant para-

metrus populiacijos srityse.

Populiacijos sluoksniavimas turint daugiau nei vieng tyrimo kintamaji.
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Savoky zodynas

apibendrintasis regresinis {vertinys — generalized regression estimator
apytikslé dispersija — approximate variance

asimetrijos koeficientas — skewness

asimetriné populiacija — skewed population

asimptotiné dispersija — asymptotic variance

atsakymo tikimybé — response probability

atsitiktinis dydis — random variable

atstumo funkcija — distance function

baigtiné populiacija — finite population

daliné isvestiné — partial derivative
dirbtiné populiacija — artificial population
diskretusis kintamasis — discrete variable
dispersija — variance

duomenys — data

dviejy faziy émimas — two-phase sampling

eksponentinis skirstinys — exponential distribution
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funkcinés formos metodas — functional form approach

geometriné progresija — geometric progression
geometrinis sluoksniavimo metodas — geometric stratification method

imciy tyrimas — sample survey

imties dydis — sample size

imties isrinkimas — sample selection

imties paskirstymas — allocation of a sample
imties planas — sample design

imties plano svoris — design weight

imties vidurkis — sample mean

imtis — sample

instrumentinis vektorius — instrument vector
isrinkimas — selection

iteraciné lygtis — iterative equation
istiesintasis jvertinys — linearized estimator

isvestine — derivative

frasymas — imputation
jvertinys — estimator

[vertis — estimate

kalibravimo lygtis — calibration equation
kalibruotasis svoris — calibrated weight
kalibruotasis {vertinys — calibrated estimator
kategorinis kintamasis — categorical variable
kiekybinis kintamasis — quantitative variable
koreliacija — correlation

koreliacijos koeficientas — correlation coefficient
kovariacija — covariance

kvadratiné funkcija — quadratic function
kvantilis — quantile

laipsniy metodas — power method
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matematiné viltis — expected value

matematinis modeliavimas — mathematical simulation
mediana — median

minimaliosios lygtys — minimal equations
multikolinearumas — multicolinearity

neatsakymas — nonresponse
nepaslinktasis {vertinys — unbiased estimator
netiesinis kalibravimas — non-linear calibration

normalusis skirstinys — normal distribution

optimaliosios sluoksniy ribos — optimal stratum boundaries
optimalusis paskirstymas — optimal allocation

pagristas imties planu — design based

papildoma informacija — auxiliary information
papildomas kintamasis — auxiliary variable
paprastoji atsitiktiné imtis — simple random sample
parametras — parameter

pasiskirstymo funkcija — distribution function
pasitelkiantis modelj — model assisted

pataisytasis geometrinis sluoksniavimo metodas — adjusted geometric stra-
tification method

pataisytasis modeliu pagristas jvertinys — adjusted model-calibrated estima-
tor

populiacija — population

populiacijos parametras — population parameter
populiacijos sritis — population domain
poslinkis — bias

priklausymo tikimybé — inclusion probability
pseudoreiksmé — pseudovalue

realioji populiacija — real population
regresijos koeficientas — regression coefficient

regresinis {vertinys — regression estimator
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(7))

santykinis jvertinys — ratio estimator
santykio jvertinys — estimator of the ratio
saviranka — bootstrap

skirstinys — distribution

sluoksniy ribos — stratum boundaries
sluoksniavimas — stratification
sluoksninis émimas — stratified sampling
sluoksnis — stratum

statistika — statistics

suderintasis jvertinys — consistent estimator
sumy kalibravimas — calibration of totals
suma — total

Saknies i f sluoksniavimo taisyklé — cumulative root frequency stratifica-
tion method

tankis — density

Teiloro istiesinimas — Taylor linearization
tiesinis kalibravimas — linear calibration
tiesinis regresinis modelis — linear regression model
tikimybé — probability

tikimybiné imtis — probability sample
tikroji reiksSmeé — true value

tikslumas — accuracy

tolydusis kintamasis — continuous variable
tyrimo kintamasis — study variable

tyrimo populiacija — survey population

variacijos koeficientas — coefficient of variation
vektorius — vector

vidurkis — mean

vidutiné kvadratiné paklaida — mean square error

visraktis — jackknife
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