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Zymenys ir santrumpos

b. t. — beveik tikrai

P(A) — ivykio A tikimybé;

R" — n-maté Euklido erdve;

(Q, 2, R) — tikimybin¢ erdve;

P — erdveés tikimybinis matas, kurio tankio funkcija p R, xQ —> R, ;

& € Q — elementarusis ivykis tikimybingje erdvéje (Q, >, R) ;

=5+t xh

||x - y|| — atstumas tarp dvieju tasky metrinéje erdvéje;

||x|| — n-macio vektoriaus euklidiné norma,

I, — n-tos eilés vienetiné matrica;

7, (x) — vektoriaus x projekcija i sriti D;

£ (x,€)f{x) — n-maté funkcija f:R, xQ—R,;

V. f(x) — funkcijos f{x) gradientas;

X~ N (0, 1) — atsitiktinis dydis, pasiskirstes pagal standartini normalinj (Gauso)désni;

X~N ( J7a 0'2) — atsitiktinis dydis, pasiskirstgs pagal normalini (Gauso) désni, kurio vidurkis g ir
dispersija o”;

X~N(0,E,) — atsitiktinis n-matis vektorius, kurio komponentés yra pasiskirs¢iusios pagal
standartini normalinj désnj;

X~N (y, Z) — atsitiktinis n-matis vektorius, kurio komponentés yra pasiskirs¢iusios pagal
daugiamati Gauso désni, pu — vidurkis, £ — kovariacijy matrica;

p(+) — tankio funkcija;

Gauss() — atsitiktinio dydzio, pasiskirs¢iusio pagal standartini normalini désnj, skai¢iavimo
funkcija;

Fish ( y,n, m) — FiSerio skirstinio y - kvantilis su z ir m laisves laipsniy skai¢iumi;

[-] — skaic¢iaus sveikoji dalis;

iter — algoritmo kartojimy skaicius;

N — algoritmo Zingsniy skaicius;



N,, N,

min >

N .. —pradinis, maZiausias ir didZiausias Monte Karlo imties ilgis;
n,n,,n, — funkcijos kintamyjy skaicius;

m,m,,m, — leistinosios srities ribojimy skaicius;

0 — funkcijos reikSmes tikslumas;

F= rflelzI)l £ (x) — tikslo funkcijos minimali reikSme;

F(x) - tikslo funkcijos reik§més jvertis;

g(x) — gradiento jvertis;

t
m

x'= (xl’ Xy yeis X ) — sprendinys (taskas) t-oje iteracijoje;

X1, X2, ..., X, — vektoriaus x komponentes;

f (x, yt) — tikslo funkcijos reikSme #-ajame Monte Karlo sekos zingsnyje;
g(x, y’) — gradiento reikSme t-ajame Monte Karlo sekos zingsnyje;

N' — Monte Karlo imties ilgis 7-oje iteracijoje;

f (x, yi) — tikslo funkcijos reikSmé i-tajame Monte Karlo sekos Zingsnyje;
g (x, yi) — gradiento reikSmé i-tajame Monte Karlo sekos Zingsnyje;

F (x’) — tikslo funkcijos reikSmés jvertis ¢-oje iteracijoje;

g(x’) — gradiento jvertis z-oje iteracijoje;

D? (x’) — Monte Karlo imties dispersija #-oje iteracijoje;

Z (x’) — kovariacijy matrica z-oje iteracijoje;

g= (gl 25, ..,gn) — gradientas;

V (x) — gradiento leistinyjy krypciy aibe taske x;

V. (x) — gradiento e-leistinyjuy krypc¢iy aibg taske x;

g = g(x’ >V5 ()~ gradiento projekcija g-leistinyju krypciy aibéje t-oje iteracijoje;
T? — Hotelingo T -statistika t-oje iteracijoje;

P, ( g) — gradientinés paieskos Zingsnio ilgis #-oje iteracijoje;

gl = g(x’ )V ) gradiento projekcija ¢ - leistinyju krypc€iy aibgje t-oje iteracijoje;



x =(x,%,,...,x, ) — optimalus sprendinys (taskas);

F (x*) — tikslo funkcijos reik§mé optimaliame taske;

¢,b,q, 1,0 — dviejy etapy uzdavinio parametry vektoriai;
A, W, T — dviejy etapy uzdavinio parametry matricos;

D — dvieju etapy uzdavinio ribojimy sritis.

STP — stochastinis tiesinis programavimas.

SNP —stochastinis netiesinis programavimas.



1 skyrius. Ivadas

1.1. Tyrimy sritis

Sprendziant iStekliy bei finansy planavimo, darby kalendorinio paskirstymo ir vadybos
uzdavinius, daznai susiduriama su problemomis: parametrai gali biiti nedeterminuoti ir susij¢ su
jvairaus pobidZio neapibréztimi. Si neapibréZtis dazniausiai yra apragoma statistiniais tikimybiniais
metodais, o minéti uzdaviniai sprendZiami stochastinio tiesinio arba netiesinio programavimo
metodais. Dviejy arba keliy etapy stochastinio tiesinio programavimo uzdaviniai yra klasikinio
tiesinio programavimo apibendrinimas, kai uzdavinio parametrai yra atsitiktiniai kintamieji. Sio
darbo tyrimu sritis yra stochastinio netiesinio programavimo bei Monte Karlo metodo tyrimas ir

taikymas dviejy etapy stochastinio tiesinio programavimo algoritmams sudaryti.

1.2. Problemos aktualumas

Stochastinis programavimas, kaip tiesinio programavimo apibendrinimas, atsirado XX a.
SeStajame deSimtmetyje dél techninio, ekonominio ir finansinio planavimo poreikiy. Galima
paminéti aktualias stochastinio programavimo taikymo sritis:

e clektros energijos gamyba,;

e produkcijos gamyba ir transportavimas;
e personalo valdymas;

e Jlogistika;

e investicijy valdymas;

e objekty iSdéstymas;

e mechanizmy stabilumas;

¢ Dbiologiniy sistemy analiz¢ ir kt.

Klasikiniuose tiesinio programavimo algoritmuose nebuvo atsizvelgiama i daugelio planavimo
parametry neapibréztuma. Savoka ,stochastinis programavimas® atsirado kartu su netiesinio
programavimo savoka, kai matematinio programavimo pradininkai Dancigas, Carnesas ir Kuperis
pradéjo analizuoti tiesinio programavimo uzdavinius su atsitiktiniais koeficientais. Atsitiktiniy

parametry naudojimas tiesinio programavimo modeliuose veda prie sudétingy netiesiniy
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ekstreminiy uzdaviniy, kurie dazniausiai negali biiti sprendziami tiesioginiais tiesinio ir netiesinio
programavimo metodais.

Pagrindinés stochastinio programavimo uZzdaviniy sprendimo problemos: sudétingas tikslo
funkcijos tiksliy reik§miy apskaiciavimas bei gautojo taSko priklausomumo leistinajai sriiai
patikrinimas. Stochastiniame programavime reikia rasti uzdavinio optimaly sprendini, kai uzdavinio
tikslo funkcijos tikslia reikSme¢ optimaliame taske apskaiCiuoti beveik neimanoma ir kai yra
ribojimai, kuriy patikrinti taip pat beveik nejmanoma. SprendZiant tiesinio programavimo
uzdavinius, sprendimo eiga turi biiti pasirinkta dar nezinant kai kuriy parametry reik§miy, kurios
yra tikslinamos vélesniame sprendimo etape. Sios parametry reik§més gali turéti jtakos sprendimo
eigos pasirinkimui, ar net sukurti skirtinga sprendimo eiga.

Stochastinio tiesinio programavimo STP uzdaviniy sprendimas duotu tikslumu yra aktuali ir dar

nepakankamai iSnagrinéta teoring ir praktiné problema.

1.3. Tyrimy objektas

Disertacijos tyrimy objektas yra tiesioginis ir dualusis stochastinio tiesinio programavimo
uzdaviniai, dvieju etapy stochastinio tiesinio programavimo uzdavinys, Monte Karlo metodo
taikymas stochastiniam diferencijavimui ir optimizavimui, Monte Karlo jver¢iy taikymas

statistinéms hipotezéms tikrinti.

1.4. Tyrimy tikslas ir uzdaviniai

Bendru atveju STP uZdaviniai formuluojami kaip stochastinio dinaminio programavimo
uzdaviniai. Siy uzdaviniy sprendimas suvedamas i determinuoto didelio matavimo tiesinio
programavimo uzdavinio, gauto diskretizuojant atsitiktinius parametrus, sprendima. Tokiu biidu
gauto uzdavinio ribojimy matrica pasizymi tam tikra strukttira, kuria pasinaudojama kuriant {vairius
dekompozicijos algoritmus STP uzdaviniams spresti. Atskiras STP atvejis yra dviejy etapuy
stochastinio programavimo uzdavinys, { kurj gali biiti suvedami daugelis taikomyjy uZdaviniy, kai
neapibréztis aprasoma tolydiniu tikimybiniu désniu. Dekompozicijos metodu, paremty tolydziojo
tikimybinio désnio diskretizavimu, taikymas Siam uzdaviniui spresti susijes su skai¢iavimo
problemomis, saugant kompiuterio atmintyje didelius duomenuy masyvus, bei gauto sprendinio

tikslumo jvertinimu.
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Kita kryptis, leidZianti kurti praktinius stochastinio programavimo algoritmus, yra stochastinio

netiesinio programavimo ir Monte Karlo metoduy taikymas.

Darbo tikslas yra atlikti Zinomy stochastinio tiesinio programavimo metody analitinj tyrima,

i8tirti stochastinio gradiento {vertinimo bei projektavimo metodus ir sudaryti iteracinj algoritma bei

programing jranga stochastinio tiesinio programavimo uzdaviniui spresti Monte Karlo metodu

duotu tikslumu.

Siekiant Sio tikslo, darbe sprendziami tokie uzdaviniai:

18tirti stochastinio netiesinio gradientinio optimizavimo metodus;

sudaryti ir i$tirti stochastinio diferencijavimo ir stochastinio gradiento ivertinimo metodus;
sudaryti ir 1$tirti stochastinio gradiento e-projektavimo metodus;

atlikti kompiuterini eksperimenta ivairiems stochastinio diferencijavimo metodams
palyginti;

sudaryti stochastinio tiesinio programavimo e-leistinyju krypciuy algoritma Monte Karlo
metodu;

sudaryti algoritma Monte Karlo im¢iy turiui parinkti;

sudaryti algoritma sprendinio optimalumo hipotezei patikrinti statistiniais kriterijais;
sudaryti metodika stochastinio tiesinio programavimo algoritmy efektyvumui tirti
kompiuterinio modeliavimo buidu;

kompiuterinio modeliavimo biuidu istirti sudaryto algoritmo konvergavima, sprendziant
standartinés testiniy pavyzdziy duomeny bazés uzdavinius;

palyginti sudaryto algoritmo efektyvuma su Dancigo-Vulfo ir Benderso dekompozicijos

metodais.

1.5. Mokslinis naujumas

Darbe gauti tokie nauji rezultatai:

1. Sudaryti ir i$tirti stochastinio diferencijavimo algoritmai:

e tiesioginio diferencijavimo (dualaus uzdavinio sprendimo),
e baigtiniy skirtumuy,
¢ modeliuojamojo pokycio,

e tikétinumo santykio.

2. Sudarytas stochastinio gradiento e-projektavimo algoritmas.
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3. Pasitlytas dvieju etapy stochastinio tiesinio programavimo Monte Karlo metodas bei

sudarytas ji realizuojantis iteracinis algoritmas.

4. Sudaryta ir iStirta Monte Karlo im¢iy tiirio parinkimo taisykleé, garantuojanti konvergavima

bei racionaliai panaudojanti skai¢iuojamuosius isteklius.

5. Sudarytas algoritmas optimalumo hipotezei patikrinti, taikant statistinius kriterijus.

6. Sprendziant testinius uzdavinius parodyta, jog sudarytas algoritmas leidzia surasti STP

uzdaviniy sprendinius reikiamu tikslumu panaudojant priimtinus kompiuterinio laiko ir atminties

iSteklius.

1.6. Praktine darbo reikSmeée

Darbe gauti tokie praktiniai rezultatai:

1.

Sukurti algoritmai ir programiniy moduliy biblioteka Delphi, FreePascal, MathCad, C++
priemonémis, realizuojanti stochastinio diferencijavimo algoritma Monte Karlo metodu.
Sukurti algoritmai ir programiniy moduliy biblioteka Delphi, FreePascal, MathCad, C++
priemonémis, realizuojanti dvieju etapu stochastinio tiesinio programavimo algoritma
Monte Karlo metodu.

Sudarytas algoritmas yra pritaikytas personalo organizavimo uZdaviniui spresti.

Sudarytas algoritmas yra pritaikytas investavimo ir elektros energijos gavybos uzdaviniui

spresti.

1.7. Darbo rezultaty aprobavimas

Tyrimy rezultatai buvo pristatyti ir aptarti:

2005 m. sausio 26-27 d. KTU konferencijoje “Informacinés technologijos — 2005 skaitytas
praneSimas “Stochastinio tiesinio optimizavimo algoritmas Monte Karlo im¢iy serijomis.”
2005 m. balandZio 7 d. KTU konferencijoje “Matematika ir matematinis modeliavimas”
skaitytas praneSimas “Stochastinio tiesinio optimizavimo Monte Karlo im¢iy serijomis
algoritmas.”

2005 m. rugséjo 15-17 d. 12-oje tarptautinéje mokslinéje kompiuterininky konferencijoje
“Kompiuterininky dienos — 2005 skaitytas praneSimas “Monte Karlo metodo taikymas

netiesiniam stochastiniam programavimui’.
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2006 m. vasario 17-18 d. jaunyju Lietuvos ir Britanijos mokslininky bei doktoranty
seminare “Optimalus Projektavimas” (INYS "Optimal Process Design") skaitytas
praneSimas “Application of the Monte-Caro Method to Stochastic Linear Programming”.
2006 m. geguzés 26 d. Lietuvos jaunyjy mokslininky konferencijoje “Operacijy tyrimai ir
taikymai” skaitytas praneSimas “Stochastinio tiesinio programavimo statistiniy stabdymo
kriterijy tyrimas”.

2007 m. geguzés 18 d. Lietuvos jaunyjy mokslininky konferencijoje “Operacijy tyrimai ir
taitkymai” skaitytas praneSimas “Stochastic Linear Programming by Decomposition

Method”.

1.8. Darbo rezultaty publikavimas

Tyr

imo rezultatai publikuoti §iuose moksliniuose leidiniuose:

Uzsienio mokslo leidiniuose, jtrauktuose | Mokslinés informacijos instituto pagrindiniy Zurnaly

sqrasq:

1.

Sakalauskas L., Zilinskas K. Application of statistical criteria to optimality testing in
Stochastic Programming. Technological and economic development of economy. ISSN
1392-8619. Vilnius: Technika, 2006, XII tomas, Nr.4, p. 314-320. (Business source
complete nuo 2005).

Tarptautiniy konferencijy darbuose, jtrauktuose { Mokslinés informacijos instituto sqrasq.:

2.

Sakalauskas L., Zilinskas K. Application of the Monte-Carlo Method to Stochastic
Linear Programming. Series on Computers and Operations Research. ISBN 981-256-
909-X. New Jersey, London: World Scientific, 2006, Vol. 7, Computer Aided Methods
in Optimal Design and Operations, p. 39-48. (ISI Proceedings).

Recenzuojamuose Lietuvos ir uzsienio leidiniuose:

3.

Sakalauskas L., Zilinskas K. Monte Karlo metodo taikymas netiesiniam stochastiniam
programavimui. /nformacijos mokslai. ISSN 1392-0561. Vilnius: Vilniaus universiteto
leidykla, 2005, 34 tomas, p. 326-330.

Sakalauskas L., Zilinskas K. Stochastinio tiesinio optimizavimo Monte Karlo im&iy
serijomis algoritmas. Matematika ir matematinis modeliavimas. ISSN 1822-2757.

Kaunas: Technologija, 2005(1), p. 20-25.
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Konferencijy pranesimy medziagoje:

5. Sakalauskas L., Zilinskas K. ,Stochastinio tiesinio optimizavimo algoritmas Monte

Karlo imc¢iy serijomis®. ,.Informacinés technologijos — 2005. Konferencijos pranesimy

medziaga*, Kaunas, Technologija, 2005, T. 2, 425-431. (ISBN 9955-09-789-2).

1.9. Disertacijos struktira

Disertacija sudaro 5 skyriai, literatiiros sarasas ir priedai.

1-asis skyrius yra jvadinis.

2-ame skyriuje apraSomas stochastinio tiesinio programavimo algoritmy analitinis tyrimas.

3-ame skyriuje apraSomas dviejy etapy stochastinio tiesinio programavimo metodas.

4-ame skyriuje pristatomas dviejy etapu stochastinio programavimo algoritmy tyrimas.

5-ame skyriuje pateikiamos iSvados.

Prieduose pateikti:

)]
2)
3)
4)
S)
6)
7)
8)

Dancigo-Vulfo dekompozicijos metodo taikymo pavyzdys;
Benderso dekompozicijos metodo taikymo pavyzdys;
Duomeny bazés uzdaviniai;

AMPL taikymas;

Neraiskiy sistemuy matematinis programavimas;
Klasikiniai tiesinio programavimo metodai;

Relaksacijos metodas;

Dekompozicijos metodas atskiriant kintamuosius.

15



2 skyrius. Stochastinio tiesinio programavimo algoritmuy analitinis tyrimas

2.1. Stochastinio tiesinio programavimo uzdavinio formuluoté

Daugelyje verslo ir technikos sri¢iy iSkyla uzdaviniy, susijusiy su jvairaus pobiidZzio duomeny
neapibréztimi, kuriems spregsti  taikomi stochastinio programavimo metodai. Stochastinis tiesinis
programavimas (STP) — tai tiesinis programavimas, kuriame kai kurie duomenys yra tikimybinio
pobudzio. Jei deterministiniame tiesiniame programavime duomenys yra fiksuoti skaiciai, tai
stochastiniame tiesiniame programavime Sie duomenys néra Zinomi, bet gali biiti Zinomas ju
tikimybinis skirstinys ar pasiskirstymo funkcija.

Bendru atveju STP uzdaviniai formuluojami kaip stochastinio dinaminio programavimo
uzdaviniai. Siy uZdaviniy pritaikymo sritys yra apZvelgiamos 2.4 skyrelyje. Vienas pla¢iausiai
taikomuy ir dazniausiai sprendziamuy STP uzdaviniy yra dviejy etapu stochastinio tiesinio
programavimo uzdavinys. Jei duomeny neapibréztis Siame uzdavinyje yra apraSoma tolydZiuoju
tikimybiniu désniu, tai jis gali buti suformuluotas kaip netiesinio programavimo su tiesiniais
ribojimais uzdavinys. Siame skyriuje aptarsime tiesinio ir netiesinio stochastinio programavimo

uzdaviniy formuluotes bei apZvelgsime metodus, dazniausiai taikomus jiems spresti.

2.1.1. Stochastinio programavimo uzdavinys

Stochastinio programavimo uzdaviniai gali biiti interpretuojami kaip netiesinio programavimo
apibendrinimas. Bendru atveju matematinio (tiesinio arba netiesinio) programavimo uzdavinys gali
biiti formuluojamas tokiu biidu:

minimizuoti
Jo(x),
kai tenkinamos salygos
fix)<0, i=1,2,...,m,
xeXcR"
¢ia f, :R" = N yra tikslo funkcija, f, :R" >R, i=0,1,...,n — yra ribojimy funkcijos.

Jei matematinio programavimo uzdavinys yra tiesinis, tikslo funkcija yra nusako vektorius c, o

ribojimus — matrica A. Turime tiesinio programavimo uzdavini:

minimizuoti
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kai tenkinamos salygos
Zai/xj -0, <0,i=12,...,m;
Jj=1

x,20,i=12,...,n
Tegul STP uzdavinio sprendinys priklauso nuo tam tikros tikimybinés erdvés (ivykiu erdvés,
atsitiktiniy parametry erdves) (Q,F ,P) elemento . Jeigu $io elemento reikSmé yra Zinoma ir
fiksuota, galima formuluoti parametrinio deterministinio programavimo uzdavinj
minimizuoti
fo(x.@), @.1)
kai tenkinamos salygos

fi(x,a))SO, i=12,....m,

) (2.2)
xeXcR"
Analogiskai formuluojamas ir stochastinio tiesinio programavimo uzdavinys:
minimizuoti
f(x)=2e (@), (2.3)

kai tenkinamos salygos
A(w)x—b(w)<0,
x.20,i=12,...,n
kur A4 yra atsitiktiné m xn matrica, b — atsitiktinis m-matis vektorius.

Uzdavinio formuluoté priklauso nuo to, ar sprendimo eigoje galima patikslinti atsitiktiniy
parametry reikSmes tam tikry steb¢jimais ar bandymais. Galimi dvieju tipy optimizavimo
uzdaviniai: operatyvinio ir perspektyvinio.

Operatyvinio optimizavimo uzdavinio sprendinys gaunamas po tam tikro stebéjimo
(eksperimento), priklauso nuo Sio steb&jimo rezultato ir yra atsitiktinis vektorius. Tokie uzdaviniai
i8kyla operatyviniame ekonominiame planavime, medicinin¢je diagnostikoje ir pan. SprendZiant
operatyvinio stochastinio programavimo uzdavinius, sprendinys nustatomas realiuoju laiku, todeél
jam rasti pakanka pritaikyti jprastus optimizavimo metodus.

Perspektyvinio stochastinio programavimo uzdaviniuose sprendinys x randamas neatliekant

tarpinio atsitiktiniy parametry stebéjimo. Siuo atveju sprendinys yra nustatomas sprendZiant
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matematinio programavimo uzdavini (2.1)-(2.2) su tikimybinio pobiidzio tikslo funkcija ir
ribojimais.

Tokie uzdaviniai iSkyla skaiciuojant valdomy objekty optimalias trajektorijas, projektuojant
sistemas, kai jos parametrai gali biiti fiksuoti. Perspektyvinio stochastinio programavimo uzdavinio
sprendinys yra optimalus visos atsitiktiniy parametry visumos poziiiriu, taciau tokiu biidu gautas

sprendinys néra optimalus atskirai paimtai atsitiktinio parametro reikSmei.

2.1.2. Dviejy etapy stochastinio programavimo uzdavinys

Labai daznai operatyvinio planavimo uzdaviniuose gauti sprendiniai turi biiti koreguojami ju
realizavimo eigoje. DaZniausiai tai atsitinka, kai nejmanoma tiksliai ir vienareikSmiskai jvertinti
atskirus faktorius. Pavyzdziui, negalint tiksliai prognozuoti poreikiy, daznai jvyksta gamybos
perprodukcija arba nejvykdomi sutartiniai isipareigojimai. Tod¢l iSkyla uzdaviniai rasti — gamybos
planus, kurie jvertina neapibrézti ir kuriy korekcijai reikéty minimaliy iSlaidy. Dviejy etapu
stochastinio programavimo uzdavinys leidzia realizuoti tokiy plany radima.

Jei iSlaidy matricos 4 koeficientai yra atsitiktiniai, t. y. priklauso nuo atsitiktinio parametro @,
bei vektorius b taip pat yra atsitiktinis, tai bendru atveju koks bebtity sprendinys x, jis negali
tenkinti ribojimy sistemos

A(o)x=b(w) (2.4)

nes kai kuriems i galios nelygybeé Zai/(a))xj >bi(a)), kai kuriems kitiems i galios nelygybé
Jj=1

Zaij (a))x <bi(a)). Tokiems neatitikimams iSvengti konstruojamas antrojo etapo vektorius

y=(Yss--.,¥,) su ribojimy matricomis W(w), T(®) bei laisvuju nariy vektoriumi

h(w)=(h(w),h,(®)....,h, (®))ir nagrinéjama sistema

W(ow)y+T(o)x=h(w),

(@)y+T(@)x=h(e), (2.5)
x>0, y=0,

kuri yra dviejy etapy stochastinio programavimo uzdavinio ribojimy sistema. Vektorius x randamas

pries tai, kai suzinoma konkreti atsitiktinio parametro @ reikSmé. Po to, kai Si reikSmé suZinoma,

n
auks$c¢iau minéti neatitikimai likviduojami randant vektoriy y. Plano x realizavimo i$laidos chx i
j=1
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antrojo etapo iSlaidos Zqi ¥, . Antrojo etapo vektorius randamas i§ iSlaidy minimumo salygos (2.5)

i=1

duotiesiems x ir @ . PazZyméjus $i vektoriy y(x, a)) , bendrosios i§laidos plano x realizavimui lygios

F(x)=zn:cjxj+E(iq[yi(x,a))], (2.6)

kai x>0.
Siame darbe nagrinéjamas dviejy etapy stochastinio tiesinio programavimo uzdavinys (Shapiro

& Homem De-Mello, (1998), Sakalauskas & Zilinskas, (2005b)):

F(x)=c-x+E{min,[q-y|W-y+T-x=h, yeR]} - min,

kai Ax=b, xeWR’,
¢ia vektorius /4 ir matricos W, T gali biiti atsitiktiniai.
Pointegriné funkcija uzdavinio iSraiSkoje gaunama sprendziant tiesinio programavimo uzdavini

f(x,§)= min g-y, 2.7)

Wy+Tx=h
yeR!

kurio leistinyjy reikSmiy sritis D:{x| A-x=b, xeRf} ir matas P nusakomas i, W ir T

pasiskirstymu.

2.1.3. Daugelio etapy stochastinio tiesinio programavimo uzdavinys

Dviejy etapy stochastinio tiesinio programavimo uZdaviniuose visos parametry neapibréz¢iy
problemos i$sprendziamos antrajame uzdavinio sprendimo etape. Daznai uzdaviniy atsitiktiniy
kintamyju reikSmés stebimos ilga laiko tarpa, kuri sudaro keletas etapu, kai sprendimai priimami
pasibaigus kiekvienam etapui. Pavyzdziui, gamybos ir jrengimy valdymo uzdaviniuose iSankstiniai
poreikiai nuolat koreguojami firmy uZsakymais, todél produkcijos planavimo sprendimai
kiekviename etape priimami atsizvelgiant i konkreCius Zinomus poreikius tame etape bei i
numatomus ateities tiksliai neapibréZtus poreikius. Bendru atveju ilgalaikis gamybos planavimas
yra daugelio etapy sprendimy priémimo procesas, kai resursy iStekliai bei produkcijos poreikiai
nuolat koreguojami proceso eigoje ir kurio tikslo funkcijos reikSmé jvertinama viso proceso
pabaigoje. Tuomet iskyla daugelio etapy stochastinio tiesinio programavimo uzdaviniy poreikis.

Pagrindiné daugelio etapuy uzdaviniy ypatybé yra nuolatinis atsitiktiniy reiSkiniy kitimas proceso
metu. Todeél priimamas sprendimas gali labai pasikeisti priklausomai nuo ankstesniuose etapuose

priimty sprendimy. Pavyzdziui, planuojant hidroelektrinés elektros energijos gavyba, potvynio
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atveju pagaminamas elektros energijos kiekis turi biiti pakoreguotas visuose energijos gavybos
etapuose. Sprendimai, priimti viename etape, gali turéti didele jtaka vélesniems sprendimams.
Hidroelektrinés atveju bet kuriame etape priimtas planavimo sprendimas gali biti labai skirtingas
del ilgesnio laikotarpio atmosferiniy salyguy, vieni sprendimai priimami sausros metu, kiti —
ilgalaikio lietaus metu.

Tegul T yra uzdavinio etapy skaicius, x, - sprendimas, priimamas f-ame etape, 4, ¢, b apibrézti.

Galima suformuluoti daugelio etapy stochastinio tiesinio programavimo uzdavini:

F(x)=ex + EYe, (£)x, - min, 2.8)
kai
A, =b,
4, (E)0+ > A (&)x. =b (&), br. 1=2.3.....T, 2.9)
x, >0, - x>0, bt t=273,..,T.
arba

T

F(x)zE{th(é)xt}—)min,

t=1

kai
Zt‘,An(é,)xfb,(é,), bt t=12,..,T, (2.10)
=1

x>0, bt t=1,2,..T,

x, e X Vt

t t

2.2. Stochastinio netiesinio programavimo uzdavinys

Stochastinio netiesinio programavimo uzdaviniai iSkyla, kai netiesinio programavimo uzdavinio

sprendinys x priklauso nuo tam tikry atsitiktiniy parametry @ € Q), kurie yra elementarts jvykiai
tam tikros tikimybinéje erdvéje (Q,Z,P) , 0 funkcijos, nusakancios tikslo funkcija bei ribojimus,
yra netiesinés ir tenkina tam tikras integruotinumo, diferencijuotinumo ir iskilumo salygas. Matas

P yra absoliuciai tolydus, apibréziamas jvedant tankio funkcija, pvz. p :R"xQ >R .
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2.2.1. Bendroji stochastinio netiesinio programavimo uzdavinio formuluoté

SprendZziant optimizavimo uzdavini perspektyvinio planavimo metu sprendinys yra fiksuotas
visos atsitiktiniy ivykiy aibés pozitriu. Jis gali biiti gautas sprendziant matematinio programavimo
uzdavinj (2.1) su tikimybinio pobiidZio ribojimais (Sakalauskas, Zilinskas, (2005a)):

minimizuoti
Fy(x), (2.11)
kai tenkinamos salygos

E.(x)SO, i=12,...,m,
xeX cR",

(2.12)
gia tikslo ir ribojimy funkcijos yra tikimybinio pobiudzio. Sios funkcijos gali bati apibréZiamos
dviem biidais. Galima tikslo arba ribojimo funkcijas paimti lygiomis atsitiktiniy funkcijy tikétinoms
reikSméms.
Fy(x)=Ef,(x,®)= f,(x,0)P(dw),
F (x) = Lf, (x,a))zfi(x,a))P(da))S 0,i=12,....m,
Kitu atveju tikslo funkcija galima interpretuoti kaip tikimybg virSyti tam tikra reikSme,
G, (x)=P{f,(x,®)>a},
o ribojimai gali biti i§pildomi tik su tam tikra tikimybe.
G[(x)zP{fl.(x,a))SO}—p[ZO,i=1,2,...,m, (2.13)
kur a,p,,i=1,2,...,m —tam tikri skaiciai.

Daznai stochastiniame programavime siekiama pirmiausia rasti funkcijas ﬁ,-(x), 0 po to taikyti
netiesinio programavimo metodus. Pavyzdziui, pradinis uzdavinys tam tikru tikslumu pakeiciamas
determinuotu uzdavinio ekvivalentu, pavyzdziui, vietoje funkcijy 131 (x) naudojamos funkcijos
F:(x)= f;(x,@), kur & yra parametro @ vidurkis.

Tokie metodai vadinami netiesioginiais stochastinio programavimo metodais.

UZzdaviniy sprendimo metodai, pagristi prielaida, kad funkciju f; (x, a)), i=12,...,m reikSmes

galima apskaiCiuoti kiekvienai parametru x arba w reikSmei, vadinami tiesioginiais stochastinio

programavimo metodais.
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2.2.2 Stochastinio netiesinio programavimo uzdaviniy pavyzdziai

Panagrinésime stochastinés nelygybés sprendima:
hx <1, (2.14)
1

kur A4 — atsitiktinis binarinis dydis, jgyjantis dvi reikSmes *1 su vienoda tikimybe <.

Deterministiniu atveju, kai h néra atsitiktinis dydis, Sios nelygybés sprendinys yra pustiesé.
Stochastinés nelygybés sprendinys yra toks skaiius x, kuris maksimizuoja reikSme
G(x) = P{hx <1}, t. y. stochastinés nelygybés sprendinio radimas tolygus triikios funkcijos G(x)
maksimumo radimui.

Sudétingesnis pavyzdys — resursu planavimo uzdavinys. Tegul sandélyje telpa a vienety tam
tikro produkto, kurio atsarga reikia sukaupti. Planavimo momentu néra tikslios informacijos apie
Sio produkto poreikj, bet yra pagrindas jvertinti poreiki, kaip atsitiktini dydi @, kurio pasiskirstymo

funkcija H(z) = P{a) < z} . Tegul planuojama atsarga sudaro x vienety. Sudaroma islaidy funkcija:

~ a(x-w), x> o, ) 1s
fxo0)= B(E-w), x<o, 2.15)

kur a,f yra atitinkamai saugojimo kaitai bei deficito likvidavimo i§laidos. Si funkcija néra

diferencijuojama taske x=@. Tuomet resursy planavimo uzdavinys — rasti maziausias resursy

aptarnavimo iSlaidas arba rasti iSlaidy funkciju vidurkio minimuma:

F(x)=Ef(x,a)):aj(x—z)dH(z)+ ,B]j(z—x)dH(z), 2.16)

kai 0 < x <a.Funkcija F(x) taip pat nediferencijuojama.

2.3. Netiesioginiai stochastinio programavimo metodai

Netiesioginiai stochastinio programavimo metodai yra pagristi stochastinio uzdavinio suvedimu
arba pakeitimu determinuotu analogu — tiesinio arba netiesinio programavimo uzdaviniu, kurio

sprendimo metodai yra Zinomi.

2.3.1. Baigtiné atsitiktiniy jvykiy erdve

Jei atsitiktiniy parametry stebéjimo (eksperimento) metu nustatoma, kad ivykiy erdvé baigtiné,
tai daZnai galima nustatyti determinuota sprendinio radimo taisykle x = x(@)i§ funkcijos f, (x,®)

minimumo, esant salygoms
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ﬂ(x,a))SO, i=12,....m,

xeX.

Daznai $i taisyklé yra visiSkai priimtina tikslumo poziiriu ir tik lieka klausimas, kaip esant
naujai parametro @ reikSmei rasti sprendini X, nesprendziant uzdavinj i$ naujo, o tik pataisant
ankstesn] sprendinj, gauta senajai parametro @ reikSmei.

Taciau ne visuomet pavyksta Sitaip iSspresti uzdavini, net ir tuomet, kai jis suvedamas i tiesinio
programavimo uzdavini. Tuomet naudojamasi sprendinio parametrizavimo idé¢ja, t. y. sprendinys

x () ieSkomas i§ anksto numatytos funkcijos, nusakomos vektoriumi y =(,,,....,, ), pavidalu:
x(&)=x(y,0)= (x1 (r,0),%,(y,0),....x,(», a))) Sio vektoriaus reik§mé randama pasinaudojant
informacija apie atsitiktinio parametro @ skirstini P(da)) iki @ steb¢jimo. Taip operatyvinis
programavimo uzdavinys parametrizavimo pagalba pakeiiamas perspektyviniu programavimo
uzdaviniu.

Pavyzdziui, jeigu uzdavinys duotajai parametro & reikSmei yra tiesinio programavimo
uzdavinys:

n
Z ¢,x; — min,
i=1

esant ribojimams

Ax<b(w),
x>0,

tai sprendinj galima nusakyti funkcija x(a)) = Yb(a)), kur Y — determinuota matrica su nezinomais

elementais, kuriy reik§més randamos iki b(a)) stebé&jimo. Paprastai matrica Y randama i§ funkcijos
Fy(Y)=P{(c,Yb(w)) 2 a}

minimumo, esant ribojimams

F(Y)=P{(41b(0)), <b,(0)} = poi=12,...,m

1

kur a, p,;,i=1,2,...,m tam tikri skaiciai.

2.3.2. Apytikslis pakeitimas

Turime sprendziamas uzdavinys (2.11)-(2.12):

Jei matematinis vidurkis @ = F® turi prasmg, tai uzdavini (2.11)-(2.12) galima performuluoti:
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minimizuoti

fo(x@), (2.17)
esant ribojimams
[i(x®)<0,i=12,...,m, (2.18)
xeX.

Tai jprastas netiesinio programavimo uzdavinys. Jei parametro @ reikSmés pasiskirsté ,,netoli‘
@ , tai naujasis uzdavinys (2.17)-(2.18) pakankamai tiksliai nusako pradini uzdavini (2.11)-(2.12).
Jei funkcijos fi(x, a)), i=1,2,...,m yra tiesinés parametro @ atzvilgiu, tai Sitaip sukonstruoto

uzdavinio (2.17)-(2.18) sprendinys tikslai nusako pradinio uzdavinio (2.11)-(2.12) sprendini.
Bendruoju atveju uzdaviniy (2.11)-(2.12) ir (2.17)-(2.18) sprendiniai gali skirtis i§ esmés.

Pavyzdziui, tegul reikia minimizuoti funkcija F(x)=E (a)x)2 +x—1, kur atsitiktinis dydis su
tikimybe % igyja reikSmes *1.
Funkcijos F(x) minimumo taskas yra x=—2, kai funkcijos (a_)x)2 +x—1=x+1 minimumo

taskas yra x =00.
Reikia pabrézti, kad determinuota analoga pavyksta rasti ne kiekvienam stochastinio

programavimo uzdaviniui.

2.3.3. Dviejy etapy stochastinio programavimo uzdaviniai baigtinéje aibéje

Jei dvieju etapy uzdavinio (2.1)-(2.2) ivykiy aibé yra baigting, t.y. Qe{l,2,..N} ir
Di» Dys---» Py yra atitinkamos jvykiy tikimybés, tai uzdavinj galima uzrasyti (Ermolyev, (1976)):
rasti plang x ir jo korekcija y :( VisVosrenes yN) busenose 1,2,..., N, minimizuojancius tiesing

tikslo funkcija

2

F(=

z i»YVi pl >

EMZ

esant ribojimams

24



A(N)x +B(N)yy =b(N),
x20,y,20,y,20,...,y, 20.

Sis dviejy etapy stochastinio programavimo uzdavinys susiveda i tiesinio programavimo blokinij

uzdavini, kuriam pritaikomi blokinio programavimo metodai.

2.4. Taikomieji stochastinio tiesinio programavimo uzdaviniai

Pirmieji stochastinio programavimo metody taikymai aprasyti modeliuojant Ajovos zemés tikio
ekonomikos planavima su Zemés naudmeny ir darbo jégos ribojimais (Tintner, (1955)), leéktuvy
marsruty planavima su baudomis dél prarasty keleiviu (Ferguson, (1956)) ir mazuto gamyba su
neapibréztimi produkty kainose bei naudojamuose gamybiniuose pajégumuose (Charnes, (1958)).

Naujesni stochastinio programavimo metody taikymai apraSyti modeliuojant:

e produkcijos planavima (Escudero, (1993));

e tvarkaraS¢iy planavima (Birge, ( 1996));

e gamybiniy pajégumy plétima (Ahmed, ( 2003));

e clektros energijos gavybos planavima (Caroe, ( 1998));

e vandens saugykly darbo planavima (Dupacova, (1991));

e telekomunikacijy planavima (Laguna, (1998));

e cheminiy procesy sistemy konstravima ir optimizavima (Gupta, (2000));

e finansing veikla (Carino, ( 1998)).
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2.4.1. Transporto valdymas

Standartinis transporto valdymo uzdavinys yra:

z ¢, X; —> min,
i

kai

inj =s, Vi,

j

inj =d; Vj,
x, >0,

kur ¢; transportavimo kaStai, s, - kroviniy iStekliai siuntimo vietoje i, d; - kroviniy poreikiai
pristatymo vietoje .
Jei kroviniy poreikiai bei transportavimo kastai yra atsitiktiniai dydZiai, tuomet ¢, ir d, yra
stochastinio pobiidzio. Turime stochastinio tiesinio programavimo transporto valdymo uzdavini:
Zcij (&), (£,) > min,
LJ
kai

Si uzdavinio formuluoté ir sprendimo biidai nagrinéjami (Barbarosoglu, (2004)).

2.4.2. Gamybos valdymas

Deterministinis gamybos planavimo modelis pateiktas (Gazmuri, (2001)). Jame aprasoma
gamybos imonés valdymo uzdavinys. [moné, turinti K irenginiy skirtinguose jos skyriuose, turi per
T laiko periody pagaminti N rasiy produkcijos ir kartu patenkinti zinomus kiekvienos riiSies
produkcijos poreikius kiekvienu laiko periodu. (Imoné gamina jvairiy rasiy Saldytuvus. Pradiniame
etape 1§ metalo ploks¢iy Stampuojami Saldytuvy sudétiniai komponentai. Véliau jie apdorojami ir
nudazomi. Kai kurie komponentai papildomi plastikinémis bei izoliacinémis sudétinémis dalimis ir

papildomai sutvirtinami. Paskutiniame etape 1§ komponenty surenkami jvairiy tipy Saldytuvai.)
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Efektyviai produkcijos planavimo politikai nustatyti sudaroma tikslo funkcija, maksimizuojanti
gaunamg pelna, apibréziama visy pajamuy ir visy kasty skirtumu. Kastus sudaro zaliavy ir gamybos
kastai, inventoriaus nusidévéjimo kastai, nejvykdyty uZsakymy kastai, inventoriaus remonto kastai.

Tikslo funkcijos parametrai kiekvienam produktui i kiekvienu laiko periodu ¢ yra:

produkto vieneto kaina p, ,

ra
it

gamybos ir zaliavy kaina ¢

se
it

fiksuota maziausiai vieno pagaminto produkto kaina ¢

inventoriaus vieneto fiksuota nusidévéjimo kaina ¢ ,
inventoriaus nusidévéjimo koeficientas 7",

ba
it

nejvykdyto uZsakymo fiksuota kaina(bauda) ¢
nejvykdyto uzsakymo kainos(baudos) kitimo koeficientas 7.
Paskutiniame laiko periode =T dydzai ¢’ ir 7" nusako produkcijos trikumo poreikiy
atzvilgiu parametrus.
UZdavinio sprendinys turi tenkinti poreikiy, {rengimy pajégumy bei minimalaus ir maksimalaus
produkty krepseliy dydziy ribojimus. Ribojimy funkcijy parametrai yra:

produkto 7 poreikis laiko periodu ¢ d,,,

pradinis inventoriaus 7 lygis u,,,

pradinis produkto i uzsakymo nejvykdymo lygis u,,,

laikas, reikalingas jrenginiu k pagaminti produkto i vieneta valandomis 7, ,

visas galimas jrenginio k£ panaudojimo laikas laiko periodu ¢ q,,,

produkto i laiko periodu ¢ minimalaus krepSelio apatiné riba x™ :mkin {”i} ir

Tik

— max

maksimalaus krepSelio virSutiné riba X,
Uzdavinio kintamieji yra:

produkto i gamybos laiko periodu ¢ lygis x,, i=1,2,...,N, t=12,...,T,

it
inventoriaus 7 kiekis laiko periodu 7 v, i=1,2,...,N, t=1,2,....,T,
produkto i nejvykdyto uZzsakymo lygis u,, i=1,2,...,N, t=1,2,...,T,

binarinis kintamasis y,, i=12,...,N, t=1,2,...,T, igyjanti s reikSmg¢ 1, kai

produktas i yra gaminamas laiko periodu ¢, ir reikSme 0 prieSingu atveju.
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Stochastinis gamybos planavimo modelis pateiktas (Bitran, (1984)). Jame poreikiy
neapibréztis modeliuojama duota baigtine atsitiktiniy reikSmiu scenariju aibe, kuri gali biuti
nustatyta eksperty, ankstesniy gamybos laikotarpiy duomeny ekstrapoliavimo biidu. Tegul Si

baigtiné scenariju aibé yra Q= {1, 2,...,8 } . Tuomet d’ = (d;) yra scenarijaus poreikiy vektorius,
kur d; Zymi scenarijaus s € Q produkto i poreiki laiko periodu ¢. Su kiekvienu scenarijumi s € Q

susiejamas svorio koeficientas arba tikimybé p_, p. >0, tokia, kad Z p,=1.
seQ

o . o o
Kiekvienam scenarijui sudaromi inventoriaus kiekio kintamieji u,,,u,,,...,u,s ir nejvykdyty

uzsakymuy lygio kintamieji u,,,u,,,...,u, .

Stochastinio uzdavinio matematinis modelis:

kai
i=12,....N, t=12,....T, seQ,

Uy Sty + . dy, i=1,2,..,N, t=12,..T,s€Q,

N
drxy<a,, k=12, K, t=12,..T,
i=l1

min

Xy, <x, <x™y.,i=12,...,N, t=12,...,T,
x, 20, 7/1.,6{0,1},1':1,2,...,N, t=1,2,...,Te{0,1},

u, 20, u, >0, i=12,....,N, t=12,....,T,s€Q,
kur matematiné viltis (vidurkis) skai¢iuojamas visiems scenarijams s € Q.
Sis stochastinis uzdavinys nesunkiai pakei¢iamas ekvivalen¢iu deterministiniu uzdaviniu.

Jeigu scenarijy aibé néra baigting, atitinkamy funkciju vidurkiy skai¢iavimas daug sudétingesnis.

2.4.3. Tiekimo grandziy vadyba

Planuojant ekonoming imong¢s veikla, svarbiis plano komponentai yra nuolatinis ir pakankamas
apripinimas zaliavomis bei pagamintos produkcijos savalaikis pristatymas uzsakovams. Tiekéju,

gamintojy, sandéliy tinklas bei produkcijos paskirstymo tarp ju kanalai, siekiant isigyti reikalingas
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zaliavas, paversti jas galutiniais produktais ir pristatyti Siuos produktus uzsakovams, sudaro tiekimo
granding, grandi (supply chain). Planuojant tiekimo granding strateginiu poziiiriu, reikia nustatyti
tinklo konfigtiracija, atskiry tinklo mazgy skaiCiy, vieta, pajéguma bei juose naudojamas
technologijas. Planuojant tiekimo granding taktiniu poziiiriu, reikia nustatyti atskiry operacijy
nuosekluma bei zaliavy ir produkcijos srautus tarp tinklo mazgy, isigyjant zaliavas, gaminant
produkecija ir paskirstant produktus.

Strateginé tiekimo grandinés konfigiiracija daro jtaka taktiniy operacijuy efektyvumui bei
reikalauja esminiy kapitalo resursy, todél turi ilgalaiki poveiki imonés veiklai.

Straipsnyje (Shapiro, (2004)) pateikiama tiekimo grandziy valdymo uzdavinio matematiné
formuluoté. Tegul turimas tiekimo grandinés tinklas G = (N , A) ,kur N yra tinklo mazgy aibé ir 4
tinklo jungciy (lanky) aibé. Aib¢ N sudaro tiekejy aibé S, gamybos skyriy aibé P ir uzsakovy
aibe C, t.y. N=SUPuUC. Gamybos padaliniai yra sudétiniy daliy gamybos skyriai M,
surinkimo skyriai F ir sandéliai W, t.y. P=M U F UW . Kiekviename gamybos skyriuje i € M
bei surinkimo skyriuje i € M yra tam tikras kiekis atitinkamy masSiny ar mechanizmy N,. Aibé P
apima ir gamybos skyrius, ir masinas bei mechanizmus juose. Tegul aibé K yra produkty, judanciu
tieckimo grandine, aibé.

Tiekimo grandinés organizavimo uzdavinio (tinko konstrukcijos) sprendinys nurodo, kokius
gamybos padalinius reikia pastatyti ir kokiais jrengimais juos apriipinti. Sukonstruojamas binarinis
kintamasis y,, igyjantis reikSmg y, =1, jei yra pastatytas atitinkamas gamybos padalinys arba
Isigyjamas atitinkamas jrenginys, bei reikSm¢ y, =0 kitu atveju. Tiekimo grandinés valdymo
uzdavinio (produkcijos srauty) sprendinys nusako produkto & € K gamybos cikla, kelia nuo tiekéjo
iki uzsakovo. Tegul xl’; yra produkto k£ judéjimas i§ tinklo mazgo i | mazga j , kur (y)e A.

Tuomet apraSyto tiekimo grandinés valdymo uZdavinio deterministinis matematinis modelis yra

toks:
min| D ey, + Y Y qpx; |, (2.19)
ieP kekK (ij)ed
kai
yercfon, (2.20)
Dx;—> x4 =0, VjeP, Vkek, (2.21)
ieN leN
D xi2di, VjeC, Vkek, (2.22)

ieN
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D xi<st, VieS, VkeKk, (2.23)

ieN

Z rj’C (Z xl.’; j <my;, VjeP, (2.24)

keK ieN
x e R (2.25)
Cia ¢, - statomo padalinio arba jsigyjamo {renginio i vieneto investiciné kaina, qg - produkto £,

gamybos padalinyje i ir/arba transportavimo lanku (ij), vieneto kaina.

Tikslo funkcija (2.19) sudaro bendroji investicijy ir produkcijos gamybos kaina, kuria reikia
minimizuoti.

Ribojimas (2.20) nusako loginiy priklausomybiy bei ribojimy aibg Y: y, <y, visiems ie N, ir
JEeP arba jeF, ty. irengini ie N, galima isigyti, jei yra pastatytas padalinys ;. Sis ribojimas

nurodo ir kintamojo y binariSkuma.
Ribojimas (2.21) nusako produkto & judéjima per kiekviena gamybos mazga j.

Ribojimas (2.22) reikalauja, kad bendras produkto k kiekis, nukreipiamas | uzsakovo mazga j,
biity nemaZesnis uz produkto poreiki Siame mazge (d jk ).

Ribojimas (2.23) reikalauja, kad bendras produkto k kiekis, gaunamas i§ tiekéjo mazgo j,
nevir§yty Zaliavy kiekio §iame mazge (s}).

Ribojimas (2.24) nurodo reikiamus atitinkamo gamybos mazgo pajégumus. rj" - produkto &
gamybos mazge j kaStai. Visy produkty, gaminamy mazge j, kastai neturi virSyti Sio mazgo
gamybos pajegumo m,, jei Sis padalinys yra pastatytas (y; =1). Jei padalinys j néra pastatytas
¥, =0, tai Sis ribojimas reikalaujas, kad visi kintamieji xl’; =0 visiems i e N .

Ribojimas (2.25) nusako kintamyju x;f neneigiamuma kiekvienam produktui ke K
kiekviename tinklo lanke (ij) € 4.

Daznai auksc¢iau aprasytas modelis (2.19)-(2.25) pateikiamas kompaktiSkesne forma:

min (¢’ y+¢"x) (2.26)
kai
yerc{o", (2.27)
Nx=0, (2.28)
Dx>d, (2.29)
Sx<s, (2.30)
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Rx<My, (2.31)

x e R (2.32)
Cia vektoriai c, q, d ir s yra atitinkamai investavimo kainy, gamybos/transportavimo kainu,
poreikiy ir zaliavy vektoriai. Matricos N, D ir S nusako atitinkamai ribojimy (2.21), (2.22) ir (2.23)

kairiyjy pusiy sumavimo koeficientus. Matrica R nusako koeficientus rj" , 0 matricos M istrizainé —
koeficientus m; .

Uzdavinys(2.26)-(2.32) prapleciamas iki stochastinio uzdavinio, pakei¢iant deterministinius
koeficientus atsitiktiniais. Tegul gamybos/transportavimo kastai, poreikiai, zaliavy kiekiai ir
padaliniy gamybiniai pajégumai yra stochastiniai parametrai, kuriy skirstiniai yra zinomi. Tuomet
tiekimo grandinés valdymo uzdavinio tikslo funkcijos minimumas reiskia investiciniy i§laidy sumos
ir tikétiny ateityje gamybos ir transportavimo kaSty sumos maziausia vertg. Del minéty parametry
neapibrézties kai kurioms $iuy parametry realizacijoms poreikiai gali biiti nepatenkinami, todél
sukonstruojamas papildoma baudos kaina /4, nusakanti papildomus kasStus.

Gaunamas tiekimo grandinés valdymo stochastinio uzdavinio matematinis modelis:

myin f(y)=c"y+E(Q(».€)), (2.33)
kai

vevcfo” (2.34)

kur Q(y,¢) yra uzdavinio:
min (g x+4"z), (2.35)

kai

Ne=0, (2.36)
Dx>d, (2.37)
Sx<s, (2.38)
Rx< My, (2.39)
x e RAK (2.40)

optimalus sprendinys. & :(q,d,s,M ) yra atsitiktinis vektorius, nusakantis gamybos ir/arba
transportavimo kainas, poreikius, zaliavy kiekius ir gamybos pajégumus. Q( v,é ) yra antrojo etapo
uzdavinio (2.35)-(2.40) optimali reikSme¢, kuri yra pirmojo etapo kintamojo y ir atsitiktinio
vektoriaus §=(q,d,s,M ) realizacijos (arba scenarijaus) funkcija. Matematiné viltis (vidurkis)

tikslo funkcijoje (2.33) ieskoma atsitiktinio dydzio & tikimybés skirstinio, kuris pagal salyga yra
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zinomas, atzvilgiu. Kintamasis z ribojime (2.37) ir kasty komponentas A’z antrojo etapo tikslo
funkcijoje (2.35) nusako baudas, kylan¢ias dél atitinkamo poreikio nevykdymo. Sia bauda galima
interpretuoti kaip i$ kitur perkamo produkto kaing (iSoring kaina). Bendresniu atveju iSoriné¢ kaina

taip pat gali bati atsitiktinis parametras.

2.4.4. Kiti taikomieji uzdaviniai

Logistika. Sandéliuojamy produkty ar ju sudétiniy daliy kiekiai priklauso nuo tikimybiSkai
apibrézty poreikiy bei sandéliavimo kainy kitimo (Powell, (2001)).

Elektros energijos gamyba. Elektrinés ar kita elektros energijos tieckimo imonés administracija
turi kiekviena diena nuspresti, kiek elektros energijos gaminti neZinant konkretaus energijos
poreikio. Elektros energijos poreikis kinta del oro salygu (patalpy Sildymas ar Saldymas, vandens
naudojimas ir pan.), dél biisimy kuro atsargy sutarciy, dél elektros energijos pardavimo sutarciy
(elektros energijos kainy) kitimo, dél energetinio tinklo buklés, dél konkuruojanéiy imoniuy darbo
(Caroe, (1998)).

Vandens saugykly valdymas. Vandens saugykly talpos bei vamzdynai turi biiti valdomi
atsizvelgiant | daugelj tarpusavyje nesusijusiy faktoriy: geriamo vandens ir laistymo-drékinimo
poreikis, elektros energijos gamyba hidroelektrinése, potvyniy kontrolé, Zuvy srauty reguliavimas ir
pan. Kiekvienas Siy faktoriy negali biiti tiksliai nusakytas, nes priklauso nuo klimato ar oro salygu
neapibréztumo, gyventoju skaiciaus ir ju poreikiy kitimo (Dupacova, (1991)).

Gamyba. Gaminamy produkty kiekiai priklauso nuo tikimybiskai apibrézty poreikiy, gamybos
bei realizavimo kainy kitimo (Ahmed, (2003)).

Investicijy valdymas. 1.éSos gali biiti investuojamos jvairias akcijas, obligacijas, fondus,
uzsienio valiuta, vertybinius popierius, draudima ir pan. tiksliai nezinant, ar ju verté kils ar kris,
priklausomai nuo gamybos ir visuomenés poreikiy ar politiniy sprendimy.

Objekty isdéstymas. Zinant tik tikimybinius poreikiu jvertinimus, reikia apsispresti, kur ir kokio
pajégumo gamybos imones reikia jrengti, kad Sie poreikiai biity patenkinti, o jmonés neprastoveétu.

Atlieky kontrolé. Reikia apsispresti, kur ir kokio tipo zaliavy perdirbimo imones reikia pastatyti,
kad uztikrinty gruntinio ir atvirojo vandens kokybg, kai gyventoju skaiCiaus kitimas ir busimi
gamybos poreikiai gali buti jvertinti tik apytiksliai ir gali priklausyti nuo neapibrézty poveikiy
(lintys, sausros, avarijos).

Mechanizmy stabilumas. Palydoviné antena turi biiti jtvirtinta pakankamai stabiliai signaly

Saltinio atzvilgiu, kai atsitiktiniai jvairaus stiprumo veéjo gusiai gali ja pakreipti. Reikia nuspresti,
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kokia jégu konfigtiracija tikslingiausia, atstatant kaip galima greiCiau antenos padétj ir atsizvelgiant
1 tai, kad papildomi véjo gusiai galimi dar neatstacius reikiamos antenos krypties.

Biologiniy sistemy analizé. Optimalios gyviiny veisimo ir prieZiliros strategijos parinkimas tam
tikroje biosferos niSoje, siekiant ,,maksimalaus i§gyvenimo*, atsizvelgiant { neapibréztus klimato,
maisto iStekliy, gimstamumo, mirtingumo ir pan. pokycius. Be to, Sie pokyciai daznai aprasomi tik

teoriniu lygiu.

2.5. Dekompozicijos metodai

2.5.1. Blokinis programavimas ir dekompozicija

Daugelis praktiniy matematinio programavimo uzdaviniy turi dideli skai¢iy kintamyjy ir (arba)
ribojimy. Praktiniams uzdaviniams spresti pakanka sukurti iranga, leidziancia patikimai spresti
uzdavinius su keliomis deSimtimis arba sudétingiausiu atveju keliais Simtais kintamyjuy arba
ribojimy. Dauguma metody, taikomi stochastinio tiesinio programavimo uzdaviniams spresti,
pagristi dekompozicijos id¢ja, kurios esmé yra dideliy matavimy pradinio uzdavinio iSskaidymas,
gautyju pagalbiniy uzdaviniy nepriklausomas sprendimas ir $iy daliniy sprendiniy susiejimas i
bendraji pradinio uzdavinio sprendinj. Ta¢iau dekompozicijos metody taikymas susijes su didelio
skaiCiaus papildomuy kintamyju ir ribojimy jvedimu. Pirmakart dekompozicijos id¢ja tiesinio
programavimo uZzdaviniams suformulavo G. Dancigas (George Bernard Dantzig) ir F. Vulfas (Phil
Wolfe). Véliau Sia idéja plétojo B. Golsteinas, L. Lesdonas, J. Bendersas ir kt. Placiausiai taikomi
Dantcigo-Vulfo, Benderso, vidinio tasko, stochastinés dekompozicijos ir kiti metodai. Esminé
dekompozicijos metodo savybé yra ta, kad juos kuriant atsizvelgiama 1 specialia papildomy
kintamyjy ir ribojimy matricos struktiira. Dalis tokiy darby yra skirti pritaikyti dekompozicijos
algoritmus speficinio pavidalo, daZniausiai keliy etapy, uzdaviniams spresti, siekiant iSsprgsti
uzdavinius su kiek imanoma daugiau kintamyju ir ribojimy (Gondzio, (2007)). Taciau tokiu budu
gautu uzdaviniy sprendiniy tikslumas néra pakankamai iSsamiai nagrinétas. Reikia pazyméti, kad
dekompozicijos algoritmai keliy etapy uzdaviniams spresti néra trivialiai pritaikomi dvieju etapu
uzdaviniams spresti, nes toks ju pritaikymas susijgs su tam tikra algoritmy adaptacija.

Svarbu pazyméti, kad sprendziant dviejy etapy STP uzdavinius, reikia sukurti algoritmus, kurie
tikty bendro pavidalo uzdaviniams ir leisty jvertinti gauty sprendiniy tiksluma. Dekompozicijos

metody taikymas Siems uzdaviniams yra susij¢s su biitinumu saugoti kompiuterio atmintyje didel
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skai¢iy papildomuy kintamuyju bei ribojimuy. Toliau apzvelgime Dancigo-Vulfo ir Benderso

dekompozicijos metodus, taikomus bendro pavidalo stochastinio optimizavimo uzdaviniams spr¢sti.

2.5.2. Stulpeliy generavimo metodas

1960 m. G. Dancigas ir F. Vulfas sukiir¢ metoda didelio matavimo uzdaviniams su specialios
struktiiros ribojimy matrica spresti. Sis metodas pasirodé efektyviausiu sprendziant uzdavinius,
kuriy matrica yra blokiné-istrizaininé ir nedidelis kintamyjy skaicius.

Dekompozicijos metodo ypatybé ta, kad sprendziamas koordinuojamasis (pagrindinis, master)
uzdavinys, kurio matrica turi palyginti nedideli eiluc¢iu skaiciy bei dideli stulpeliy skaiciy.
Sprendziant pagrindini uzdavini nereikia turéti visy uzduoties stulpeliy iSreikStu pavidalu. Jie
generuojami naudojant simplekso metoda. Toks skai¢iavimo biidas vadinamas stulpeliy generavimo

metodu. Jo esmé tokia. Tegul turimas tiesinio programavimo uzdavinys
n
Z ¢;X; —> max
j=1

kai (2.40)

kur 4, ir b —m-maciai vektoriai-stulpeliai (m <n).

Tarkime, yra zinomas kazkoks leistinasis bazinis sprendinys x, ir ji atitinkanti matrica i$
baziniy vektoriy 4. Jei bazinis sprendinys buvo rastas atvirkStinés matricos metodu, tai Zinomas ir

santykiniy {vertinimy vektorius ﬂz[ﬂj}zc A7, kur ¢, - tikslo funkcijos esamosios bazés

koeficienty vektorius.
Siekiant nustatyti leistinojo bazinio sprendinio x, pagerinimo galimybg, kiekvienam

nebaziniam vektoriui 4; apskaiCiuojamas jvertinimas

A =24;—c, =) ca,—c,. (2.41)

iely
Jei minA, =A_ <0, tai pradinis sprendinys gali buti pagerintas, | bazg jtraukiant kintamaji x, .
Taciau, jei yra didelis kiekis nebaziniy stulpeliy (7>10%), tai dydzio A, radimas, skai¢iuojant
Ivertinimus A, visiems nebaziniams vektoriams (j=1, 2, ..., n) ir po to juos palyginant, reikalauja

daug skai¢iavimo resursy ir daznai yra praktiskai neigyvendinamas. Stulpeliy generavimo metodas

rodo, kad tai yra nebiitina.
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Tegul visi stulpeliai 4, paimami i§ kazkokios iSkilosios aibés S, kuri nusakoma nelygybiy ir

lygybiy sistema. Tuomet vektorius-stulpelis, kurj biitina itraukti { bazg, nustatomas sprendZziant
pagalbini uzdavini:

Ad;~C(A4,)—> min, (2.42)
kur C (A j) — duota vektoriaus 4; funkcija. Priklausomai nuo aibés S struktiiros bei funkeijos

C (Aj) tipo parenkamas efektyviausias §io pagalbinio uZdavinio sprendimo metodas. Metodas

vadinamas stulpeliu generavimo metodu, nes sprendZiant (2.42) uzdavini naudojamas tik nedidelis
kiekis stulpeliy, generuojamy esant reikalui. Tuomet Zymiai sumazéja atminties, naudojamos
saugoti tarpinius rezultatus, kiekis, kas turi esminj pranasuma sprendziant didelio matavimo

uzdavinius.

2.5.3. Dancigo - Vulfo dekompozicijos metodas

Tegul tiesinio programavimo uzdavinys turi ribojimy bloking - istrizaining matrica

4 A4, ... A
B 0 ... 0
0 B, ... 0
10 0 ... B,
Eiluté [Al, A4, ..., Ap] vadinama jungiancigja, nes ji jungia visus uzdavinio kintamuosius,

esancius kokiame nors ribojime arba ribojimy grupéje. Sia ribojimy matrica nusakomas tiesinio
programavimo uzdavinys:

14

ch.xl. — max

i=1

kai (2.43)
m
Z Ax, =b,,
i=1

Bixi :b‘9 i:1929'~-ap,

1
x, = 0.

Reikia pastebéti, kad Siuo pavidalu galima uzrasyti bet koki tiesinio programavimo uzdavini.
Kai p =1, ribojimai padalijami { du blokus, pavyzdziui:

f =cx > max (2.44)
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kai

Ax=b,, (m, ribojimy) (2.45)
A,x =b,, (m, ribojimy) (2.46)
x>0. (2.47)

Tegul i8kiloji aibé §,, nusakoma m, ribojimy yra aprézta, t. y. sudaro daugiamatj daugiakampj.
Tuomet jai teisinga kraStiniy tasky lema.

1 lema. Tegul uzdara aprézta aibe R = {x:Ax =b,x 2 0} - néra tuscioji ir x,,i=1,2,...,r -yra
jos krastiniai taskai. Tuomet bet kurios Sios aibés taskas x € R gali biiti iSreiksStas aibés R krastiniy
tasky iSkilaja kombinacija

x=Y 6. 820, i=12...r, 6 =1. (2.48)

i i
i=1 i=1

Si lema gali biiti apibendrinta neapréztai aibei.

2 lema. Tegul aibé R = {x:Ax =b,x> 0} néra tuscioji. Bet kuris taskas priklauso aibei R tada ir
tik tada, kai jis gali buti iSreikStas iSkilgja kraStiniy tasky kombinacija ir tiesine neaprézty aibés
briauny krypciy vektoriy kombinacija su neigiamais koeficientais:

x=) 6x, (2.49)
i=1

kur

Zé‘igi =1

i=1

0, 20; (2.50)
{1, jei x,—aibés R krastinis taSkas,

E. =

0, jei x,—aibés R neaprézta briauna.

Remiantis 2-3ja lema kiekvienas aibés S, elementas gali biiti iSreikStas jos kraStiniais taSkais

x=Y06x, (2.51)
J
kur
5,20,
" 2.52
$5 -1, (2.52)
j=t

x; - daugiakampio S, krastiniai taSkai.
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Pradinis uzdavinys (2.44)-(2.47) igyja nauja forma. IS visy (2.46)-(2.47) sprendiniy reikia
parinkti tokj, kuris tenkina salyga (2.45) ir kuriame tikslo funkcija (2.44) igyja didziausia reikSme.
Tikslo funkcija tampa

=2 (e;x;)5, - max, (2.53)
J
o ribojimas (2.45)
> (4x,)8,=b,. (2.54)
J
Pazyméjus
Ax, =P, c¢x =z, (2.55)
gaunamas naujas uzdavinys:
D z,6, — max (2.56)
J
kai
P8, =h, (2.57)
J
25f =1, (2.58)
J
0,20. (2.59)

j

Sis uzdavinys, ekvivalentus pradiniam uzdaviniui (2.44)-(2.47), vadinamas pagrindiniu
(koordinuojanciu, master). Jis turi tik m, +1 ribojimo eilutg, kai pradinis uzdavinys turi m, +m,
ribojimy eilutes, ir didelj kieki stulpeliy, kuriy skaicius lygus aibés S, kraStiniy tasky skaiciui. Sie
stulpeliai gaunami stulpeliy generacijos metodu esant reikalui. Tam reikia, pasinaudojus santykiniy

ivertinimy vektoriumi A=[ 4, |=c 4"

x*Tx 2

kiekvienam nebaziniam vektoriui apskaiciuoti dydi A :
P/.
A =A% T |-z;. (2.60)

Vektorius A rasomas kitu pavidalu A = [/1,,/10], kur vektorius A, atitinka ribojimus (2.57), o
skaiCius A, - vienintelj ribojima (2.58). Todé¢l gaunama nauja iSraiska
A, =AP+ -z, =(Ad —c,)x,+ 2. (2.61)
Pagal simplekso metodo taisykles, norint nustatyti itraukiama { baz¢ kintamaji J,, reikia
minimizuoti dydi

A, =(4d —c;)x,+ 4. (2.62)
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Kadangi tiesinio programavimo uzdavinio sprendinys yra krastinis aprézZtos aibés S, taskas, tai
$is minimizavimo uzdavinys ekvivalentus tokiam pagalbiniam uzdaviniui:
(44, —C)x — min
kai
Ax=b,,

x20.

(2.63)

Radus §io uzdavinio sprendinj, patikrinama salyga A, :(211611 —c j)xs + 4, <0. Jet ji tvykdyta,

tai vektoriy x, naudinga jtraukti { bazg. Véliau nustatomos vektoriaus P, kurj reikia jtraukti i bazg,

komponentes
Alxs
p="" (2.64)
ir atitinkamas tikslo funkcijos koeficientas
Z, =CX, (2.65)
Sis metodas ypa¢ efektyvus, kai p >1:
S =ax +ex, +...+c,x, > max (2.66)
kai
Ax +A4,x,+...+A,x, =b, (2.67)
Bx, =b,
B.x, =b,,
e (2.68)
BPXP = P’
x,20,i=12,...,p. (2.69)

Tokiam uzdaviniui pagalbinis uzdavinys yra toks:
p

Z(/LA[ —¢,)x, > min

i=1
kai (2.80)
Bx. =b,
x.20,i=L2,...,p,
kuris dél tikslo funkcijos (2.66) adityvumo ir ribojimuy (2.68) nepriklausomumo suskyla i

nepriklausomus uzdavinius, kuriy kiekvienas yra
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(44, —c;)x, > min

kai (2.81)

% =0
x, 20.

Tegul $iy uzdaviniy sprendiniai yra x , o ju tikslo funkcijy reik§més (4,4, —c¢,)x; = f;’.

1

i

p
Jei z fio + 4, <0, tai vektoriy x, = {xo (ﬂq)}, i=1,2,..., p galima itraukti { pagrindinio uzdavinio
i=1

p
bazg. O jei z £+ 4, >0, tai esamasis sprendinys yra optimalus.
i=1

2.5.4. Dekompozicijos algoritmas

Tegul yra zinomas pradinis leistinasis bazinis sprendinys, kurj atitinka santykiniy ivertinimy
vektorius A = [/11,/10] . Kiekviena uzdavinio sprendimo iteracija susideda i$ dvieju etapuy.
Pirmasis etapas:
1. Panaudojus ankstesnés iteracijos ivertinimy vektoriy A,, suformuojamas ir iSsprendziamas
pagalbinis uzdavinys (2.81). Randama tikslo funkcijos optimali reikSmé ir atitinkami
sprendiniai x, = {xlo (/31)}, i=12,...,p.

2. Randamas maziausias nebaziniy kintamyjy jvertinimas

p
minA, =Y f7+ 1, (2.82)
i=1

P
3. Jeigu Z f2+ 4,20, skai¢iavimai baigiami ir nustatomas optimalus uzdavinio (2.66)—

i=1

(2.69) sprendinys

X=X, (2.83)
J

kur {5 j} - ankstesnis pagrindinio uZdavinio bazinis sprendinys, 0o X, - aibés S, kraStinis

taskas, atitinkantis bazinj kintamaji J, .

)4
Jeigu Z 2+ 2, <0, tai pereinama prie antrojo etapo.
i=1

Antrasis etapas:

1. Formuojamas stulpelis £, , kurj reikia itraukti { uzdavinio (2.56)-(2.59) bazg:
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o)

I
Ndx
~

=
~

(2.84)

i=1

2. Vektorius P, jtraukiamas | bazg, atliekamas simplekso metodo Zingsnis ir randamas naujas
bazinis  sprendinys {51("), 52(k), s 55:‘), 50(1‘)} ir naujasis  jvertinimy  vektorius
20 = {/11(k)9 iék)}

3. Pereinama prie naujos iteracijos pirmojo etapo.

Dancigo — Vulfo dekompozicijos metodas yra dvieju lygiy algoritmas, kai i§ pradziy
sprendziami pagalbiniai uzdaviniai, o véliau — pagrindinis uzdavinys. Jei pagrindinis uzdavinys néra
18sigimes, tai kiekvienoje iteracijoje tikslo funkcijos reikSmeé didéja. Kadangi baziy skaiius yra
ribotas ir né viena nepasikartoja dukart, optimalus sprendinys randamas per baigtini iteraciju
skaiciy.

Uzdavinio sprendimo Dancigo — Vulfo dekompozicijos metodu pavyzdys pateiktas 1 priede.

2.5.5. Benderso dekompozicija dviejy etapy stochastinio programavimo

uzdaviniui

Dvieju etapu stochastinis tiesinis uzdavinys gali biiti apibréztas Sitaip:
min(ch + E(UQ(x, a)))
kai

Ax=b, (2.85)
x>0,

kur
O(x,w)=mind)y
kai
T x+W,y=h,,
y=0.

(2.86)

¢ia E, - matematiné viltis, @ Zymi elementaryjj jvyki tikimybin¢je erdveje (Q,Z,PX). Benderio
dekompozicijos metodas taikomas uzdaviniams su diskreciaisiais skirstiniais P. Todél galima

uzraSyti

E,Q(x,0)=) p(®)0(x ), (2.87)

weQ)

40



ir formuluoti pradinio uzdavinio deterministini ekvivalenta kaip didelj tiesinio programavimo

uzdavinj

min(ch—i-Zp(a))dgywj

kai

Ax=b, (2.88)
Ix+W,y, =h,

x>0,y =0.

Ribojimas 7, x+W y, = h, turi bloking struktiira, vadinama L-struktiira

Tx  +My, = h
T,x Wy, = h
I W, - h, (2.89)
Tkx +W;cyk = hk

Benderso algoritmas Siam uZdaviniui i§sprgsti formuluojamas taip:
1 Zingsnis: Pradiniai duomenys
v=1 (iteracijos numeris)
UB = (virSutingé riba)
LB:=-  (apatiné riba)

SprendZiamas pradinis pagrindinis uzdavinys (master):

minc’ x
kai (2.90)
Ax=0b,
x20
X =x (optimalus pagrindinio uzdavinio sprendinys)
2 Zingsnis: pagalbinis uzdavinys (subproblem)
kiekvienam w € Q
sprendziamas pagalbinis uzdavinys:
mind’y,
kai
(2.91)
Wwya) = h(l) - wav
v,20
yo=y, (pagalbinio uzdavinio optimalus sprendinys)
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4

T =1, (pagalbinio uzdavinio optimalus dualusis sprendinys)

UB := min {UB,cT)?” + pwd;yg} (2.92)
3 Zingsnis: konvergavimo testas
: -LB .
Jeigu —— < ¢, tai
1+LB

Pabaiga: reikiamas tikslumas pasiektas
Grazinamas sprendinys x"
4 zingsnis: pagrindinis uzdavinys
SprendZiamas pagrindinis uzdavinys (master):
min (cT x+6 )
kai
Ax =b, (2.93)
0> p, (-7 [Lx+W, 5, ~h, ) 1=12..,v-1,
we)
x20
¥ =x (optimalus pagrindinio uzdavinio sprendinys)
0" =6
LB=c"x"+6"
Einama 1 2-3j1 zingsni.
Jei pagalbinis uZzdavinys neapréztas, pagrindiniam uZdaviniui reikia pridéti ribojima

-7, W, ¥, —h, |<0.

Jei pagalbinis uzdavinys neturi sprendiniy, pradinis uzdavinys taip pat neturi sprendiniy.
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2.5.6. Benderso algoritmas

Benderso algoritmo schema .
Pradiniai duomenys:

vi=1
UB =
LB :=—w

A 4

Pradinio pagrindinio
uzdavinio sprendimas
Néra minc’ x
uzdavinio kai
sprendinio
Ax=b,
x>0
v
Pagalbinio uzdavinio
sprendimas
: T
mind,y,
kai
_ =V
Wwy o hru - jwa)x
v,20
A 4 A 4 A 4
Neéra pagalbinio Leistinas sprendinys Neapréztas sprendinys
G .. s Y e
uzdavinio sprendinio yo=y, yo=y,
—y . * —y — *
v T, =1, T, =1,
Nera
uzdavinio
sprendinio

Konvergavimo
testas

A 4

Optimalus
sprendinys

v=v+l1

Pridedamas ribojimas

0> ZQ po (-7 [Tx+W,5,~h,]), il

[=12....v—1,

Pridedamas ribojimas
-7, | W, 5., h, | <0.




2.5.7. Benderso kintamyjy atskyrimo metodas

Tegul nagrin¢jamas uzdavinys
c'x+ f(y)— min (2.94)
kai

Ax+g(y)=b (2.95)

>
x_O,xeMy’ (2.96)

kur ¢ ir x — n-maciai vektoriai, y — p-matis vektorius, 4 - mxn matrica, b — m-matis vektorius,

Jfir g — m-matés funkcijos, M - tam tikra aibé erdveje R".

Kiekvienam fiksuotam y uzdavinys (2.94)-(2.96) yra tiesinio programavimo uzdavinys, todél

tikslinga atskirti kintamuosius x ir y. Tegul P, e M — aibe¢ kintamyjy y reikSmiy, su Kuriomis

tiesinio programavimo uzdavinys turi leistingji sprendinj.

Fiksuotam y reikia spresti tiesinio programavimo uzdavini:

¢’ x = min (2.97)
kai
Ax>b—
x2b-g(y). (2.98)
X2
Jam dualus uzdavinys:
(b-g(»)) 4—>max (2.99)
kai
T
4 Asc, (2.100)
A1>0.
Kadangi $iy uzdaviniy tikslo funkcijos optimaliosios reikSmés lygios, tai uzdavini (2.94)-(2.96)
galima perraSyti:
T .
f(y)+m?x(b—g(y)) A — min (2.101)
kai
T
A<, (2.102)
A>0.
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Aibé (2.102) nepriklauso nuo y ir tegul jos krastiniai tagkai yra A7, v=1,2,...,N,. Tuomet (2.101)

galima perraSyti

T :
f(y)+max(b-g(y)) A? —min (2.103)
Gautasis uzdavinys ekvivalentus tokiam uzdaviniui
z — min (2.104)
kai
22 f(y)+(b-g(»)) A, v=12....,N,, (2.105)
(b-g(¥) A4 <0,v=12,..,N,, yeM,, (2.106)

kuris turi dideli ribojimy skai¢iy. Todél jam galima taikyti relaksacijos metoda.
Tegul M, - uzdaroji aprézta aibé, o funkcijos f(y) ir g(y) - idkilosios. Uzdavinys (2.104)

nagrin¢jamas su nedideliu ribojimy skaiciumi:

Z — max (2.107)

kai
22 f(v)+(b-g(¥)) 47, vel, (2.108)
(b-g(»)) 2 <0,vel, yeM, (2.109)

kur 7, c [1, NP] , I, [l, Nr] - indeksy poaibiai.
Tegul (20, yo) - optimalus uzdavinio (2.107)-(2.109) sprendinys. Naudojant relaksacijos

metoda, reikia patikrinti, ar jis tenkina ir atmestuosius ribojimus (2.105)-(2.106). Tam

sukonstruojamas pagalbinis tiesinio programavimo uzdavinys:
(b-g(»)) 4—> max (2.110)
kai
AeM,={i:4"A<c, A20}. (2.111)
Tegul A° - optimalus uzdavinio (2.110)-(2.111) sprendinys kazkuriame aibés M, krastiniame

taske. Tuomet bitina patikrinti salyga

(b-g(s") 47 <"~/ (3"). ¥v=12.....N,. 2.112)
Ji bus tenkinama, jeigu bus teisingas optimalumo kriterijus
(b-g(»")) 2°<2" - 1(5"). 2.113)

PrieSingu atveju, jei tenkinama griezta nelygybeé
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(b-g(s") 2°>2"~ 1 (»"). (2.114)

tai Sis sarySis pridedamas prie uzdavinio ribojimu. Kiti Zingsniai vykdomi pagal bendraja

relaksacijos schema.

2.5.8. Benderso ir Dancigo - Vulfo dekompozicijos metody rysys

Tegul turime tiesinio programavimo uzdavini

c'x+d"y — min (2.115)

kai
Ax+Ay>b, (2.116)
x20,y=0 (2.117)

ir jam dualyji uzdavini:

b" 2 — max (2.118)

kai
ATA<d, (2.119)
A2 <e, (2.120)
2>0. (2.121)

Jeigu aibé M, yra daugiakampis, tai uZzdavinys (2.104)-(2.106) uzdaviniui (2.115)-(2.117) igis

pavidala
z — min (2.122)
kai

z+(4yy-b) A2 >d"y, v=1,2,..,N (2.123)

p

kur A7, v=12,...,N, yra daugiakampio M, kraStiniai taSkai. Benderso metodu parenkamas
indeksy v poaibis. Optimalumo kriterijumi yra lygybe
max{(b—AoyO)T z}:ZO—dT 0, (2.124)
kai
A A<c, 120, (2.125)
Tegul wuzdavinys (2.118)-(1.121) sprendZziamas Dancigo— Vulfo metodu. Kiekvienas
daugiakampio M, taSkas, kur] nusako ribojimai (2.120)-(2.121), gali biiti uzraSytas kraStiniy tasky

iSkilgja kombinacija
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N[, Np
X:Z_;/’t/zv, Z_:‘nvzl,vzl,z,...,Np. (2.126)

Galima sukonstruoti pagrindini uzdavini

N,

> (6"4,)x, (2.127)
Vel
kai
N,
D (4,4,) 7, <d, (2.128)
Vel
Ny
dYr,=1,7,20,v=12,..,N,. (2.129)
Vel
Dualusis uzdavinys pagrindiniam uzdaviniui:
d"y+W — min (2.130)
kai
(44,) y+W 2b"2, v=12,..,N,, @13
y=0.
Pakeitus z=d’ y+W , gauname uzdavinj
Zz —> min (2.132)
kai
z+(4y-b) A’ 2d"y, v=12,...,N, (2.133)
tiksliai sutampanti su Benderso uzdaviniu (2.122)-(2.123).
Naudojant Dancigo — Vulfo metoda nagrin¢jamas pagalbinis uzdavinys
(b= 4yy,) 2 (2.134)
kai
A A<c, 120 (2.135)

kur { yo} - uzdavinio (2.132)-(2.133) optimaltis dualtis kintamieji. Dancigo — Vulfo metodo
optimalumo kriterijus
T
m?x{(b—Aoyo) A=W, =z,-d"y, (2.136)
kai
Al A<c, 120 (2.137)

visiSkai sutampa su Benderso metodo kriterijumi.
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Tuo biidu Benderso ir Dancigo — Vulfo metodai yra vienas kitam dualis.

2.6. Tiesioginiai stochastinio netiesinio optimizavimo metodai

Svarbu pazymeéti, kad dvieju etapy stochastinio tiesinio programavimo uzdavinio tikslo funkcija,
kai atsitiktinis matas tolydusis, o ribojimy matricos yra pilno rango, yra vieno ekstremumo glodziai
diferencijuojama funkcija (Shapiro and Homem de Mello, (1998), Prekopa (2005)). Todél $i
uzdavini galima nagrinéti kaip stochastinio netiesinio programavimo su tiesiniais ribojimais
uzdavini. Aptarsime stochastinio netiesinio programavimo metodus, taikytinus Siam uzdaviniui
spresti.

Savo struktiira stochastinio programavimo uzdavinys primena netiesinio programavimo
uzdavinj, taiau tai tik iSorinis panaSumas. Stochastiniame programavime paprastai nejvykdoma
pagrindiné¢ netiesinio programavimo prielaida: neimanoma tiksliai apskaiciuoti funkcijy
E.(x, a)), i=12,...,m ir ju iSvestiniy reikSmes kiekvienam x i§ leistinosios srities. Dazniausiai
turima informacija apie funkcijy f, (x, a)), i=12,...,m reikSmes tam tikroms atsitiktinio parametro
@ reikSméms, gautoms i§ atitinkamy bandymuy (stebéjimy). Stochastinio netiesinio optimizavimo

uzdaviniams spresti  daZzniausiai taikomi tiesioginiai metodai: stochastinio kvazigradiento

projektavimo (atskiru atveju stochastiné aproksimacija) ir Monte Karlo metodas.

2.6.1. Stochastinio kvazigradiento projektavimo metodas

Stochastiniai kvazigradiento metodai yra taikomi sprgsti matematinio programavimo
uzdaviniams su neglodziomis tikslo funkcijomis bei ribojimy funkcijomis, kai néra zinoma tiksli
informacija apie Sias funkcijas arba jy iSvestines. Daugumos stochastinio programavimo uzdaviniy
tikslo funkcija yra iskila, bet néra glodi, nes matematinio vidurkio operacija atlickama su dydziais,
gautais atlikus funkcijos minimizavimo ar maksimizavimo operacija.

Tarkime reikia minimizuoti i8kilaja funkcija

F(xl,xz,...,xn),
esant ribojimams

(x,%,,...,x,)e X,
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kur aibé X iskila ir uzdara. Paprastumo délei tarkime, kad tikslo funkcija F(x) yra glodziai
diferencijuojama, taciau tikslias jos ir jos iSvestiniy reikSmes negalima apskaiciuoti.

Jei zinomi gradiento statistiniai jverciai, tuomet vietoje tiksliy funkcijos F(x) gradiento reikSmiy
galima naudoti Siy iverciy vektorius. Stochastiniuose kvazigradiento metoduose naudojami butent
Sie atsitiktiniai vektoriai.

Tegul Zinoma kazkokia tikimybin¢ erdvé su elementariy {vykiu @ aibe. Nagrinéjama

atsitiktiniy tasku x* (@), s =0,1,..., nusakomy formule (Ermolyev, (1976)):

=z (2 = p g £), s =01, (2.17)(2.138)
seka. Cia 7, - projektavimo i aibe X operatorius, x - laisvai parinktas erdvés E” takas, p, -
Zingsnio ilgis, 7, - normavimo daugiklis, &' (@) - atsitiktinis vektorius, kurio matematinis vidurkis
E(fs)zasﬁ'x (x‘v)+bs, s=0,1,...,
kur a, - teigiamas atsitiktinis dydis, b’ = (bf ,by,...,b ) - atsitiktinis vektorius, abu priklausantys
nuo sekos (xo,xl,...,xs). Vektorius ﬁx(xs) - funkcijos F(x) gradientas taske x°, t. y. vektorius,

kiekvienam z tenkinantis nelygybe
F(z)—F(xS) > Ii (xi)(z—xi).
i=0
Sitaip apibrézto vektoriaus &' vidurkis iSreiskiamas gradiento vektoriumi. Jei a, =1 ir »° =0,
vektorius &’ vadinamas stochastiniu gradientu arba stochastiniu kvazigradientu (2.138) apibrézta

procediira vadinama stochastiniy kvazigradienty projektavimo metodu.

2.6.2. Stochastinés aproksimacijos metodas

Tegul turime uzdavini: minimizuoti funkcija F (x) = Ef (x,®).
Pagrindiné stochastinés aproksimacijos metodo idéja: minimizuojant funkcija F(x) nusileidimo

kryptimi vietoje neZinomo antigradiento —F| (x) parenkamas funkcijos f (x,a)) antigradientas,

t.y. vietoje iprasto gradiento metodo stochastinéje aproksimacijoje nagrinéjamos iteracinés

paieskos procediiros (Robins, (1951)), nusakomos sarysiu
*M=x"-p f. (xs,a)), s=0,1,....
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Jei kokiam tai @ gradienta f. (x,a)) del kokiy tai priezas¢iy apskaiciuoti sunku, nagrinéjamas
metodas, kuriame gradientas apskaiciuojamas skaitiniu budu

1 n f(x“ +Ae, 0" )—f(xs,af‘))
s+ N -
XU =x = p A

Jj=1 s

e/, s=0,1,...,
kur e’/ - j-tosios asies ortas, @",v=0,1,...,n - nepriklausomi atsitiktiniai dydZiai, p. - s-tosios
s s s s s

S

iteracijos zingsnio ilgis, A - poslinkio asyse dydis. Galima sakyti, kad 0® =@" =...=0" =@’

Stochastinés aproksimacijos metodo konvergavimas tiriamas darant prielaida, kad funkcija F(x)

turi tolydzias ir apréZtas antrasias iSvestines. Galima irodyti, kad esant §iai prielaidai

- Zn:f(xs +Ase"’,a:-’)—f(xs,cos°)

Jj=1 s

e/ |=F. (x“ +VEA, ) ,

kur V*° - tam tikras vektorius, ||V*|| < const .

Galima pastebéti, kad stochastinés aproksimacijos metodas yra atskiras stochastiniy
kvazigradienty projektavimo metodo atvejis, kai
if(xs +Asej,a)sf)—f(xs,a)s°) ,
&= e’ .
JAl A

s

Sis metodas apibendrintinas atvejui, kai erdvés E” matavimy skai¢ius yra labai didelis ir
nusileidimo krypciai nustatyti reikia daug laiko bei yra sprendinio ribojimai x € X .

Tuomet apibréziamos atsitiktinés kryptys S = ( B Poseens ,Bn) su nepriklausomais komponentais,

tolygiai pasiskirsciusiais intervale [—1,1] ir atsitiktinis vektorius & nusakomas formule

. i f(xs +A B ,aA)S‘ )—f(xs,a)sO ) 2

k=1 s

kur p%, k=12,...,K, - nepriklausomos atsitiktinés kryptys s-tojoje iteracijoje, be to,
K >1,A 20. Jei K =1, dydzio & nustatymui reikia funkcija F(x) apskaiciuoti dviejuose
taskuose.

Tuomet konstruojama seka, konverguojanti i optimizavimo problemos sprendini (Kiefer,

(1952), Kushner & Yin (2003)):
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E fIX+A LY, 0" )— f(x, 0"
»=x, X - p, ( ) ( ),Hsk ,s=0,1....
e A,
2.6.3. Monte Karlo metodas
Nagrinekime netiesini stochastinio optimizavimo uzdavini:
F(x)=Ef(x,0) > min (2.139)

xeXcR"

kur tikslo funkcija yra atsitiktiniy dydziy funkcijos f (x,a)) vidurkis leistinoje srityje x € X < R",
kuri yra aprézta ir uzdara tiesiné aibée X = {x|Ax=b, X2 0}. Cia beR", A yra nxm matrica,

X #, o €Q yra elementarusis {vykis tikimybinéje erdvéje (Q,Z,Px), funkcija f:R"xQ—> R
tenkina tam tikras integruotinumo, diferencijuotinumo ir iSkilumo salygas, matas P yra absoliu¢iai
tolydus ir priklauso nuo x, t.y., jis gali buti apibréztas, jvedus tankio funkcija p:R" xQQ > R, .
Taip pat tarkime, kad galime konstruoti baigtines realizacijy sekas @ ir apskaiciuoti funkcijy f'ir p
baigtines reikSmes kiekviename taske x € R" bet kuriai @ €Q realizacijai.

Tarkime, duotas tam tikras pradinis artinys x” € X < R", $iame taske sugeneruota tam tikro
pradinio ilgio N Monte Karlo imtis, ir apskaiCiuoti atitinkami imties jver¢iai. Tuomet gradientinés
paieskos stochastiné procediira konstruojama iteraciniu budu:

X =x"—p-G(x") (2.18)(2.140)
¢ia p >0 yra tam tikras daugiklis, reguliuojantis zingsnio ilgi, o (N?(xt) — tikslo funkcijos gradiento

Monte Karlo jvertis taske x’. DaZniausiai §is metodas taikomas pasirinkus pakankamai didelio,
fiksuoto turio imti. Taciau pastaruoju atveju, algoritmas garantuoja konvergavima tik | tam tikra
optimalaus sprendinio aplinka. Be to, néra aisku, kaip parinkti imties tiri N bei jvertinti gauty
sprendiniy tiksluma.

Netiesinio stochastinio programavimo metody NSP p uzdaviniui spresti mokslinéje literatiiroje
skiriamas tam tikras démesys. T. Homem de Mello (Georgia University of Technology) 1998 m.,
vadovaujant prof. A. Sapiro, apgyné disertacija, kurioje remdamasis euristinémis prielaidomis
formulavo imties reguliavimo bei statistiniy kriterijy taikymo hipotezei apie gradiento lygybe nuliui
tikrinti idéjas. Taciau Siame darbe nebuvo atsizvelgta | galimybe pasinaudoti salygomis tikslo
funkcijos pasikliautinojo intervalo ilgiui jvertinti, nebuvo teoriskai iSnagrinétas sitilomo algoritmo

konvergavimas, nebuvo atliktas sudaryto algoritmo efektyvumo tyrimas statistinio modeliavimo
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budu. Darbo iSvados rémési nedidelio pavyzdzio su 10 kintamyju ir 5 ribojimais sprendimu, beje
atliktu nekorektiskai: nagrinéjamo pavyzdzio ribojimy matrica turé¢jo nulini stulpeli, nors pagal
prielaidas ji tur¢jo biti pilno rango (Shapiro and Homem de Mello, (1998)). I. Deak (Corvinus
University) sukiiré sékmingos regresijos aproksimacijos technika (Successive Regression
Approximation technique), kuria pritaiké dvieju etapy tiesinio stochastinio programavimo
uzdaviniams spresti, kai neapibréztis apraSoma tolydziuoju désniu. Jis taip pat sukiiré unikalig
dviejy etapy stochastinio programavimo testiniy uzdaviniy duomenuy baze¢, kuri yra taikoma

sukurtiems algoritmams testuoti bei palyginti (Zr. 4.3 skyrely).

2 skyriaus iSvados

1. Stochastinio tiesinio programavimo uzdaviniai yra placiai pritaikomi {vairiose srityse:
planuojant elektros energijos gamyba, produkcijos gamyba ir transportavima, personalo valdyma,
logistika, investicijy valdyma, mechanizmy stabiluma, tiekimo grandines, analizuojant chemines,
biologines bei visuomenines sistemas.

2. Zinomi stochastinio tiesinio programavimo uzdaviniy sprendimo metodai remiasi uzdavinio
suvedimu | determinuota matematinio programavimo uzdavini, kai atsitiktiniy scenarijy erdvé yra
diskrecioji ir baigtiné.

3. Jeigu duomenu neapibréztis apraSoma absoliuciai tolydziuoju tikimybiniu désniu, tai
uzdaviniams spresti  taitkomi dekompozicijos metodai, besiremiantys tolydZiojo mato
diskretizavimu.

4. Diskretizavimo budu gauti tarpiniai rezultatai turi biiti saugomi. Taikant dekompozicijos
metodus labai sparciai auga kompiuterio atminties bei laiko iStekliai didinat diskretizavimo zingsniy
skaiCiy, be to, nevisada galima jvertinti uzdavinio sprendimo paklaida, gaunama taikant Siuos
metodus.

5. Dekompozicijos metodai leidzia iSspresti tiesinio programavimo uzdavini baigtiniu iteracijy
skai¢iumi, tac¢iau yra menkai apsaugoti nuo skai¢iavimo ir apvalinimo paklaidy, todé¢l sunkiai
pritaikomi uzdaviniams su didesniu kintamyjy skai¢iumi.

6. Stochastinio netiesinio programavimo ir Monte Karlo metody taikymas yra susijgs su gauto

sprendinio tikslumo jvertinimo bei skai¢iavimy apimties sumazinimo problemomis.
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3 skyrius. Dviejy etapy stochastinio tiesinio programavimo metodas

3.1. Jvadas

Nagrinésime dviejy etapy stochastinio tiesinio programavimo uzdavini:
F(x):c-x+E{miny[q-y| W-y—i—T-xSh,yeRf’]} — min, (3.1

kai
Ax=0>b, (3.2)

¢ia vektorius /4 ir matricos W, T gali buti atsitiktiniai.

Jau buvo pazyméta, kad dviejy etapu stochastinio tiesinio programavimo uzdavinio tikslo
funkcija, kai atsitiktinis matas tolydusis, yra vieno ekstremumo glodziai diferencijuojama funkcija.
(3.1)-(3.2) uzdavinio tikslo funkcijos gradienta galima iSreiksti per atsitiktinés vektorinés funkcijos
matemating vilti. IS tikryjy, remdamiesi dualumu perrasSykime tikslo funkcija ekvivalenc¢iu pavidalu

(Ermolyev, (1988), Shapiro, (1998)):
F(x)=c-x+E{max [(h-T-x)-ulu-W +g20, ueR]}. (3.3)

Remdamiesi matematinés vilties ir maksimumo diferencijavimo taisyklémis gauname, kad

funkcijos F(x) gradientas nusakomas israiska:
V. F(x)=Eg(x,$) (3.4)
ia g(x,&)=c—T-u", u" yra dualaus tiesinio programavimo uzdavinio

(h=T-x)" v =max [(h—=T-x)" -ulu- W +¢g>0, uekR’] (3.5

3.2. Monte Karlo seky generavimas

Jei atsitiktiniai vektorius h ir matricos W, T yra diskretieji, tikslo funkcija F(x) galima
apskaiciuoti kaip funkcijy f(x,-) svertini vidurki bei iSspresti (3.1) uzdavini kaip tiesinio
programavimo uzdavini (dazniausiai labai didelj) (Ermolyev, (1988)).

Sprendziant (3.1) arba (3.2) pavidalo uzdavinius tolydziyjy atsitiktiniy kintamyjy atveju daroma

prielaida, kad galima konstruoti baigtines atsitiktinio dydzio & realizacijy sekas kiekviename taSke

xe D cR" bei apskaiCiuoti atitinkamas funkcijy f ir g reikSmes Sioms realizacijoms. Po to
nesunku jvertinti Monte Karlo metodu (3.1) uzdavinio tikslo funkcija bei jos gradienta, kurie

iSreiSkiami matematinémis viltimis toje pacioje tikimybinéje erdvéje.

53



Naudojant didelio tirio Monte Karlo imtis, kyla klausimas dél atsitiktiniy dydziy patikimumo.
ISsamius dazniausiai naudojamu atsitiktiniy skaiCiy generatoriy tyrimus atliko David W. Deley
(Deley, (1991)). Straipsnyje iSnagrinéti atsitiktiniy dydziy generatoriai, naudojami programinése
kalbose Pascal ir C. Pateikiami atsitiktiniy skaiCiy pasiskirstymo tyrimo testai (Chi kvadrato,
Kolmogorovo-Smirnovo) bei juy taikymo, tiriant keleta dazniausiai naudojamy skai¢iy generatoriy,
rezultatai, kurie parodé, kad generuojamy atsitiktiniy dydziy seky savybés nesiskiria nuo i§ tikryjy
stochastinio proceso (truly random stochastic process) savybiy. Tyrimo rezultatai rodo, kad

naudojant 32 bity procesoriy, Pascal kalbos funkcija random leidzia generuoti atsitiktiniy dydziy

sekas, kuriy reikSmés gali pradéti kartotis po 4-10° atsitiktiniy skaiiy generavimo, taiau
atsitiktine tvarka. Analogisko tiirio Monte Karlo imtis patikimai galima generuoti ir su C kalbos
funkcija rand(). Darbe buvo atliktas naudojamy atsitiktiniy skaiiy generatoriy testavimas, kuris
patvirtino prielaidas apie ju patikimuma. ISsamius atsitiktiniy skai¢iy generatorius atliko 1. Deak,
kurio tyrimy rezultatas yra sukurta dvieju etapy stochastinio tiesinio programavimo testiniy
uzdaviniy duomeny bazé.

Tarkime, kad galima sukonstruoti tam tikro ilgio N Monte Karlo imt;:
Y=0" 9%, 0", (3.6)
¢ia y' yra nepriklausomi atsitiktiniai  dydZiai, pasiskirste vienodai su tankiu
p(x,):Q—> R, ,xeDcR". Dabar galima jvesti tokius tikslo funkcijos ir jos dispersijos imties
1vercius:
~ 1 & .
F(x)=—> f(xy"), (3.7)
N j=1
D? (x):Lﬁ(f(x yi)—]*:'(x))z (3.8)
N-15V '
Pastebésime, kad atvaizdavimas G:R"xQ — R", apskaiiuojamas pagal (3.4), yra tikslo

funkcijos stochastinis gradientas, t.y., toks atsitiktinis vektorius, kad FEG(x,w)=VF(x).

Remdamiesi (3.4) gradienta galime ivertinti ta pac¢ia Monte Karlo imtimi (3.6) be esminiy

papildomy skaic¢iavimy :

~ 1 > i n

g(x)zWZg(x,y ),xeDCiR . (3.9

i=1
Remdamiesi Monte Karlo imtimi galime apskai¢iuoti kovariacing matrica:
1 o i ~ i ~ r
Z(¥)=5— ;(g(x,y )-2(x))(g(xy")-2(x)) (3.10)

kuri toliau bus reikalinga sprendinio tikslumui vertinti.
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3.3. Gradientinés paieskos metodas

ApraSysime iteracing stochastinio optimizavimo procediirag. Tarkime, duotas tam tikras pradinis

artinys x’ € D — R", $iame taske sugeneruota tam tikro pradinio ilgio N, Monte Karlo imtis (3.6),
ir apskaiCiuoti atitinkami imties iverc¢iai (3.7), (3.8), (3.9), (3.10). Tuomet gradientinés paieskos

stochastiné procediira konstruojama iteraciniu badu:
¥ =x'—-p-g(x") (3.11)

¢ia p >0 yratam tikras daugiklis, reguliuojantis zingsnio ilgj.

3.4. Projektavimas j aibe

Gradientinés paieskos procediiros (3.11) eigoje gautas artinys x'*' yra artimesnis (3.1)-(3.2)
sprendiniui nei ankstesnés iteracijos metu gautas artinys x'. Kadangi dvieju etapu stochastinio
tiesinio programavimo uzdavinys (3.1)-(3.2) turi lygybinius ribojimus, artinys x'"' gali
nepriklausyti ribojimy (3.2) sriciai.

Jei artinys nepriklauso ribojimy sri¢iai, x"*' ¢ D, tai gautaji artinj reikia suprojektuoti i ribojimy
sriti D. Tai atlickama projektavimo operacijos pagalba.

Tarkime, reikia rasti funkcijos f (x) minimuma, kai xe D cR". Turime pradinj artinj
x"eDcR" bei funkcijos f (x) gradienta taske x': g(x'). Tuomet gradientinés paieskos
procediira galima uZzrasyti:

X =1, (x - p-g(x)), (3.12)
kur 7, (z) yra tasko z projektavimo  aib¢ D operacija (Ermolyev, 1979).

Projektavimo operacija 7, (z) turi Sias savybes:
e kiekviena taska z projektavimo operacija atvaizduoja i taska 7, (z) , priklausantj aibei D
(75(2)eD);

. . . .. * 2 . 2
e kiekvienam tadkui z teisinga nelygybé Hx -, (Z)H <|lx —z” .

Nesunkiai galima jsitikinti, kad projektavimo operacijos 7, (z) rezultatu galime laikyti

optimizavimo uzdavinio
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? kai xeD (3.13)

min ||z —X
.. . 2
sprendini, t. y. 7, (z)=argmin|z—x] .
xeD

Optimizavimo uzdavinio (3.13) sprendimo sudétingumas priklauso nuo aibés D tipo.

Jei aibé D yra vienmaté atkarpa, t.y. D={x:a<x<b}, tai

a, kai z<a,
7Z'D(Z)= b, kai z>b,

z, kai zeD.
Jei aibé D yra n-matis sta¢iakampis gretasienis
D:{x=(x1,x2,...,xn): a;<x;<b, j=1,2,...,n}, tai
a;, kai z,<a,

(”D (Z))J.Z b,, kai z;>b,,

z,, kai a;<z, Sbj.
Jei aibé D duota tiesiniy lygCiy sistema Ax =5, kur A — mxnmatrica, x — n-matis kintamyju
vektorius ir b — m-matis vektorius, taitkomas sudétingesnis projektavimo operatorius:
-1 -1
7y (z)=1,—(A44")z(44") +4b(44") (3.14)

Kur /, —n-maté vienetiné matrica.

3.5. e-leistinyjy krypc¢iy metodas

Siekiant iSvengti ,.klajojimo vingiais” (zigzaging - angl.) ar ,,jstrigimo griovyje”(jamming —
angl.), kiekvienu atveju turi buti jvykdytos tiesiniy apribojimy salygos. Tuo tikslu naudojamas
leistinyju krypciy metodas.

Tarkime, taskas z priklauso ribojimy sri¢iai D. Nenuliné kryptis v vadinama leistinaja, jei einant
i$ tasko z Sia kryptimi tam tikra zingsni, neiSeinama i§ srities D, t. y. pakankamai maziems p >0

egzistuoja toks zingsnio ilgisd, 0< p< p kad x+ pve D

Pavyzdziui, jeigu sritis D yra skritulys D={x=(x1,x2): x5 +x; Sl} , tai taske x=(0,1)

leistinyjy krypéiy aibé yra V = {v =(v,v,)m, < 0} .

Pateikiame tikslesni leistinosios krypties apibrézima:
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Nenuliné kryptis v vadinama leistinaja taSke z € D, jei kiek norima mazoje (spindulio £>0)

vektoriaus v aplinkoje egzistuoja kryptis v, ir skaiCius p,, kad tasSkas x+ p,v, € D. (Ermolyev,

(1979)).

Tarkime, reikia rasti funkcijos
/o (x) (3.15)
minimuma, kai

) <0,i
fl(x)_O, z,2,...,m. (3.16)
Tegul taSkas x priklauso ribojimy sriciai ir reikia rasti tokius p ir v, kad taskas x+ pv

priklausyty ribojimy sriciai ir kuriame tikslo funkcijos reikSmé biity mazesné uz f, (x)

Ribojimy srities (3.16) ribojimai f, (x) <0, bus ivykdomi taske x+ pv ir kai zingsnio ilgis p

yra pakankamai mazas. Todél konstruojama aktyviyju ribojimy aibé

I(x)={i:f,(x)=0} (3.17)
Kryptis v leistinoji, jei
((£(x)), v)<0.ie (). (3.18)
Si kryptis yra ir tinkamoji, jei
((fo(x))'x,v)<o. (3.19)
Norint rasti krypt{ v, tenkinancia (3.18) ir (3.19), reikia iSsprgsti tiesinio programavimo
uzdavini:
max p (3.20)
kai
((fo (x))x ,v)+r0p <0,
(3.21)

((f, (x))lx,v)+r,.,0 <0,iel(x)
kur 7,r,iel (x) — laisvai parinkti teigiami skaiciai ( pavyzdziui, r, =1L, =1,iel (x) Kartais
pridedama vektoriaus v normavimo salyga

—-1<v, <1, j=L2,...,n (3.22)
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Jeigu uzdavinio sprendime operuojama tik aktyviyjy ribojimu aibe, neatsizvelgiant { ribojimus,
kurie yra beveik aktyviis (labai mazy dydziy tikslumu), tai jud¢jimas leistingja kryptimi gali greitai

atvesti prie vadinamojo ,,griovio*.

1 pav. Ribojimy srities ,,griovio* iliustracija
1 pav. pavaizduoti du ribojimy srities D ribojimai 1 ir 2. Pirmajame Zingsnyje aktyvus 1
ribojimas, o 2 ribojimas beveik aktyvus. Pirmasis Zingsnis greitai atsiremiame { 2 ribojima.
Antrajame zingsnyje aktyvus jau 2 ribojimas, o 1 ribojimas beveik aktyvus. Antrasis zingsnis greitai
atsiremia 1 1 ribojima ir t.t. Iteracinio proceso metu vyksta judé¢jimas smulkiais zingsneliais

(,,zigzagais®).

Siekiant iSvengti Sitokios situacijos kiekviename iteracijos zingsnyje reikia nagrinéti aktyviyju
ribojimy aibés [ (x) pléting Il(x), papildyta beveik aktyviy ribojimy indeksais. Tarkime, yra
fiksuotas skai¢ius &> 0. ApibréZiama aibé /1, (x,&) = {i —e< fi(x)< 0} taSke x € D . Tinkamosios

krypties nustatymui sprendziamas (3.20)-(3.21) aibei /, (x,¢).

3.6. e-leistinyjy krypc¢iy metodo taikymas

ApraSysime e-leistiny krypciy algoritma uzdaviniui (3.1)-(3.2). Jame pasirinktam sprendiniui

x € X nusakoma leistinyju krypc€iy aibé:
V(x)={geR"|4g =0,V (g, >0, kai x, = 0)} (3.23)
Toliau nusakoma vektoriaus g projekcija i tam tikrg sriti O — g, . Tuomet bitinoji optimalumo

salyga sprendiniui x € X uZraSoma (Bertsekas, (1982)):
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VF(x), =0 (3.24)
Tarkime, duotas tam tikras daugiklis p > 0. Aprasykime funkcija p_:V(x) >R,

.= . X
pg)=min{p, min(H). 3, (g, >0) (3.25)
>0 &

Jeigu V_., (g, <0),taip (g)=p . Tuometx+ p-ge X, kai p=p (g) kiekvienamg eV,

xeX.

Tegu turime pakankamai maza dydi¢ > 0. Tuomet sukonstruojame e-leistinyju krypc¢iy aibg
Ag=0,V,. (g, <0, if (0<x, <&.(2)). (3.26)

kur funkcija ¢, :V(x) > R, yra nusakoma

V,(x)= g e R"

gx(g):g.rlg%{min{xj,,b-gj }}, 313]3;1 (gj >0)'
g;>0

jeigu V. (g, <0), tuomet & (g)=0.

Stochastinéje paieskos procediiroje e-leistinyju kryp¢iu metodas naudojamas tokiu budu.
Tarkime, pradini paieSkos taska galima rasti sprendziant deterministini tiesini programavimo
uzdavinj:

(xo,yo)zargmin[c-x+q-y] A-x=b,W-y+T-x<h, yeR",xeR"], (3.27)
X,y

Gradiento paieskos stochastinés procediiros iteracijos nusakoma sarysiu:
X =x'—p'-G(x'), (3.28)

kur p' = P (G") yra iteracijos Zingsnio ilgio daugiklis, nusakomas (3.25), ir Gé = G(xt)V (x’) yra
&

gradiento {vercio projekcija e-leistinyjy krypciy aibéje.

3.7. Imties tirio parinkimas

ISkyla imties (3.6) turio parinkimo problema. Kartais imties tiiris laikomas pastoviu visoms
iteracijoms optimizavimo procese ir parenkamas pakankamai didelis, kad tenkinty reikiama
tiksluma visose iteracijose. Taciau néra didelio poreikio optimizavimo pradzioje skaiciuoti jvercius
dideliu tikslumu, nes tuomet apskaic¢iuojama tik apytikslé kryptis optimumo link. Tod¢l galima imti
nedideles imtis optimalios paieSkos pradzioje ir tik véliau, didinant imties tiirj, pasiekti tikslo
funkcijos reikSme¢ reikiamu tikslumu priimant sprendima apie optimalaus sprendinio radima

(Sakalauskas, (2000), (2002)).
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Sia schema galima realizuoti, jei kiekvienoje kitoje iteracijoje imties tiiris yra atvirksciai
proporcingas esamos iteracijos gradiento jver¢io normos kvadratui:

p-C

N > —, (3.29)
P |G,

¢ia C>0 yra tam tikra konstanta.

Esant tam tikroms jvercio vidurkio egzistavimo salygoms, §i taisyklé garantuoja konvergavima
beveik tikrai | optimalyji sprendini. Tarkime, turime prading iteracija x’ € D ir N° >1, (3.28) ir
(3.29) formulés apibrézia seka {xt, N’}Zo , kai x' € D, ir egzistuoja dydziai p >0, & >0, C >0

tokie, kad

lim

[—w

VF(x')

” =0 (b.t) (3.30)

kai 0<p<p,0<e<1, C>C.Jrodymas pateiktas (Sakalauskas, 2004).
Zingsnio ilgis p gali biiti nustatomas eksperimentiniu keliu. Konstantos C parinkimas arba

stochastinio gradiento normos apskaifiavimo geresnés metrikos radimas reikalauja atskiro tyrimo.
Parinkus C =n-Fish(y,n,N' —n) =~ ;(j (n) (Cia ;(72 (n) — yx° pasiskirstymo su n laisvés laipsniy y -

kvantilis), praktiniam taikymui siiiloma tokia imties turio reguliavimo taisyklé:

n~Fish(}/,n,N’—n)

1 s min |?° max |

pra() (2(v) 2 ()

Cia Fish(y,n,N' —n) yra FiSerio pasiskirstymo, turinéio (n, N' —n) laisvés laipsniu, y - kvantilis.

N = min| max

(3.31)

Gradiento normos jvercio, gauto tokiu biidu, atsitiktiné paklaida nevirSija gradiento normos
apytikriai su tikimybe 1—-y .

Siekiant iSvengti dideliy imties tirio svyravimy, paprastai nurodomi maziausia ir didZiausia
imties tario vertés (N, ~20..100 ir N, ~10000..20000). Pastebésime, kad N _, taip pat gali

biti parinktas pagal ribojima tikslo funkcijos jvercio pasikliautinojo intervalo ilgiui.

3.8. Statistiniai optimalumo kriterijai

Galimas sprendimas apie optimalaus sprendimo radima turi bati tirlamas kiekvienoje
optimizavimo proceso iteracijoje. Jei visi stacionaris funkcijos F(x) taSkai yra aprézti, tuomet

pasiiilyta procedura (3.28), (3.31) garantuoja globaluy konvergavima i kokij tai stacionary taska.
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Kadangi zinome tik tikslo funkcijos ir jos gradiento Monte Karlo jver¢ius, galime tikrinti tik
statistines optimalumo hipotezes. Kadangi S§iu iverCiy stochastiné¢ paklaida priklauso nuo
Monte Karlo imties ilgio, sprendimas apie galima optimaluma gali buti priimtas, jeigu, pirma, néra
pagrindo atmesti hipotez¢ apie gradiento lygybg nuliui, ir, antra, imties ilgis yra pakankamas
tvertinti tikslo funkcija reikiamu tikslumu.

Pastebékime, kad imties jverciu (3.7) ir (3.9) skirstiniai gali biiti aproksimuoti normaliuoju
désniu remiantis centrine ribine teorema. Tod¢l bitingsias pirmos eilés optimalumo (stacionarumo)
salygas galima patikrinti pritaikius gerai zinoma daugiamate Hotellingo 7 -statistika. Optimalumo
hipotezé taske x, gali biti latkoma patvirtinta su tikimybe 1-y, jei:

(Vo) a(e) (2(x) a(v)

T? = < Fish(y,n,N'=n). (3.32)

t
n

Toliau galime pasinaudoti asimptotiniu normaliSkumu dar karta ir nuspresti, kad tikslo
funkcija yra apskaiciuota tikslumu &', jeigu jos pasikliautinosios ribos nevirsija Sio tikslumo:
Y
N, D(x") <
[ Nl‘

Cia 1, yranormaliojo skirstinio f# - kvantilis.

S, (3.33)

Jei nors viena i§ salygu (3.32), (3.33) néra tenkinama, tuomet procedira kartojama taske,
apskai¢iuotame pagal (3.28), kur imties (3.6) ilgis yra apskaicCiuotas pagal (3.31). Jei abi Sios
salygos yra tenkinamos tam tikroje iteracijoje, tai priezas¢iy atmesti hipotezg apie optimumo radima
néra ir, vadinasi, yra pagrindas stabdyti optimizavima bei priimti sprendima apie optimumo radima
reikiamu tikslumu. Kaip iSplaukia i§ ankstesnio skyrelio teoremy, optimizavimas baigsis po

baigtinio Monte Karlo im¢iy skai¢iaus generavimo.

3.9. Algoritmai, taikomi antrojo etapo uzdaviniams spresti

Tikslo funkcijos bei jos gradiento jverCiams statistinio modeliavimo biidu gauti reikia daug
karty spresti antro etapo optimizavimo uzdavini. Optimizavimo algoritma galima pagerinti
atsizvelgiant | tai, kad sprendziant antrojo etapo uzdavini galima gauti tikslo funkcijos ir jos
gradiento ivertj, pritaikius atitinkama algoritma, leidZiant] vienu metu gauti dualaus ir tiesioginio

uzdavinio sprendinj.
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Antrojo etapo tiesinio programavimo uzdaviniui spresti sudaryta Simplekso programa, derinanti
simplekso ir M metodus (Zilinskas K., (2007)). Siekiant sumazinti skai¢iy apvalinimo paklaidas, M
metodas modifikuotas:

1) vietoje labai didelio skai¢iaus M naudojama savita laisvyju kintamyjy ivertinimy
uzraSymo forma, panasi { kompleksinius skaicius: A, =, + M S, i=1,2,n;

2) randami ne tik tiesioginiai, bet ir dualieji uzdavinio sprendiniai;

3) tikrinamas tiesioginio ir dualaus uzdaviniy sprendiniy tarpusavio suderinamumas.

Uzdavinio pradiniai duomenys programai pateikiami formalizuotu pavidalu, nurodant
kintamyjy ir ribojimy skaiciy, kitus koeficientus pateikiant tam tikra duomeny matrica D.

Programa leidzia spregsti didelio matavimo tiesinio programavimo uzdavinius su lygybiniais
ribojimais, kuriy laisvieji nariai gali buti neigiami (didZiausias testuotas uzdavinys turéjo 2000

kintamyjy ir 1500 ribojimy).

Algoritmas 3.1. Tiesinio programavimo uZdavinio sprendimo algoritmas.

Tikslas: tiesinio programavimo tiesioginio uzdavinio bei jam dualaus uzdavinio sprendiniy ir
tikslo funkcijos optimaliosios reik§més radimas

Pradinés salygos (preconditions): tiesinio programavimo uzdavinio formalizuotas apraSymas.

Galinés salygos (postconditions): tiesioginio uzdavinio sprendinio vektorius, dualaus uzdavinio

sprendinio vektorius, tikslo funkcijos optimali reikSmé.

1. Inicializuoti M uzdavinio matrica, t. y. suformuoti prading kintamyjy baz¢ ir parinkti pradini
leistingji sprendini.
2. While leistinasis sprendinys néra optimalus do

2.1. Rasti sprendziamaji stulpelj sst.

2.2. If uzdavinys neapréztas then konstatuoti uzdavinio neiSsprendziamuma.

2.3. Rasti sprendZziamaja eilutg seil ir sprendZiamaji elementa sel.

2.4. Sukeisti bazinj kintamaji x_, su laisvaji kintamajj x, vietomis. t. y. suformuoti
nauja kintamyjy bazg.

2.5. Atlikti simplekso metodo Zordano Zingsni sprendziamajam elementui.

2.6. Apskaiciuoti naujaji leistinaji sprendini.

end while.

3. Apskaiciuoti uzdavinio tiesioginj bei dualyji sprendinius ir tikslo funkcijos reik§mg.
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Algoritmas 3.2. Dviejy etapy tiesinio stochastinio programavimo uzdavinio sprendimo

algoritmas.

Tikslas: rasti dvieju etapy tiesinio stochastinio programavimo uzdavinio sprendinj ir tikslo
funkcijos reikSme.
Pradinés salygos (preconditions): dviejuy etapy tiesinio stochastinio programavimo uzdavinio
formalizuotas apraSymas.

Galinés salygos (postconditions): dvieju etapy tiesinio stochastinio programavimo uzdavinio

. . . * . .o
sprendinio vektorius x" =(x,,x,,...,x,), tikslo funkcijos

optimali reik§meé F (x* ) .

1. SuraSyti uzdavinj apibiidinancius parametrus: pirmojo ir antrojo etapy kintamyjy ir ribojimy
skaiCius n,m,,n,,m,, pradinj, minimaly ir maksimaly Monte Karlo imciy ilgius

N,,N.. N

mins Ve » tikslo funkcijos tiksluma o, paieSkos Zingsnio ilg] o, pasikliautinojo
intervalo tikimybg /£, optimalumo hipotezés tikimybe 1—y , maksimaly iteracijy skaiciy
iter .

2. Inicializuoti uzdavinio koeficienty matricas A4, W, T bei vektorius ¢,b,q, 1,0 .

3. Nustatyti pradini gradientinés paieskos taska x° = (xlo JX3 ey X ) sprendZiant deterministing

uzdavinio analoga, kai atsitiktiniai dydZiai pakeiciami jy vidurkiais A, =g, i=1,2,...,m,.
(Simplekso programa).
4. Patikrinti pradini taska:
4.1. Patikrinti pirmojo etapo uzdavinio ribojimus Ax =5 pradiniame taske
x’ =(x1°,x§,...,x2|).
4.2. If pradinis taskas netenkina ribojimy then suprojektuoti taska
x° =(x1°,x§,...,xsl) 1 ribojimy srit] D: 7, (xo). (Algoritmas 3.4).
5. While iteraciju skaicius ¢ nevirsija maksimalaus dydzio iter do

5.1. Patikrinti ribojimus apskai¢iuotame taske x' = (xf A ) :
5.2. Apskaiciuoti tikslo funkcijos f(x,y’), i=1,2,...,N' ir gradiento g(x,y’),
i=1,2,...,N' reikSmes pagal formules pasinaudojant Monte Karlo imties

(3.6) dydziais. (Algoritmas 3.3).
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5.3. Apskaiciuoti tikslo funkcijos ir gradiento ivercius F (x’) (3.7) ir g(x’) (3.9),
gradiento dispersija D’ (x’) (3.9).

5.4. Sudaryti gradiento kovariacijos matrica Z (x’) (3.10).

5.5. Suprojektuoti gradienta e-leistingja kryptimi g’ = g”(x’ )V ) (3.26).

(Algoritmas 3.5).
5.6. Apskaiciuoti gradiento statistika 7> (3.32). (Algoritmas 3.6).

5.7. Patikrinti stabdymo salyga (3.33):
5.7.1. Apskaiciuoti FiSerio skirstinio kvantili Fish(y,n,N'~n,).
5.7.2. If statistika mazesné uz FiSerio kvantilj 7;2 SFish(;/, n,N' _”1) and

imties  dispersijos pasikliautinosios ribos nevir§ija tikslumo

&N(txt) <6 then grazinti tikslo funkcijos reikSm¢ F (x*) ir
uzdavinio sprendini x” =(x,,x,,...,X, ).
5.8. ApskaiCiuoti gradientines paieSkos zingsnio ilgi o, ( g) (3.25).
(Algoritmas 3.7).
5.9. Rasti sekantj taskg x'*' = (xf“,xé“,...,x;“) (3.28)

5.10. Apskaic¢iuoti Monte Karlo imties ilgi N*' (3.31).

6. done. ¢
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Algoritmas 3.3. Dviejy etapy tiesinio stochastinio programavimo uzZdavinio tikslo funkcijos ir

gradiento jverciy bei kovariacijos matricos skai¢iavimo algoritmas.

Tikslas: rasti Monte Karlo imties tikslo funkcijos ir gradiento iverc¢ius bei kovariacijos matrica.
Pradinés salygos (preconditions): pradinis taskas x' = (xf,xg,...,x;l ) , Monte Karlo imties ilgis
N'.
Galinés salygos (postconditions): dviejy etapy tiesinio programavimo uZzdavinio tikslo
funkcijos jvertis F (x’ ), gradiento  jvertis g(x’),
kovariacijos matrica Z (x') .

1. While i nevirSija Monte Karlo imties ilgio N’ and imties dispersijos pasikliautinosios ribos

m D) _ o

nevirsija tikslumo
Nt

1.1. Sugeneruoti atsitiktinius dydzius h, = o, -Gauss()+ p;, i=12,...,m,. Gauss()
yra funkcija, generuojanti standartinio normaliojo skirstino atsitiktini dydi.
1.2. Rasti antrojo etapo uzdavinio dualuji sprendini u' = (uf,ué,...,u;z) (Simplekso
programa).
1.3. Apskaiciuoti tikslo funkcijos gradienta g(x’,ui) (3.9).
1.4. Apskaiciuoti tikslo funkcijos reikime f (x’,ui) .
2. done.
3. Apskaiciuoti tikslo funkcijos jvertj 7(x') (3.7).
4. Apskaiciuoti gradiento jvertj g(x’) (3.9).
5. Apskaiiuoti dispersijos jvertj D’ (x’) (3.9).

6. Sudaryti kovariacijos matrica Z (x’ ) (3.10). ¢

65



Algoritmas 3.4. Vektoriaus projektavimo | aibg¢ algoritmas.

Tikslas: rasti vektoriaus projekcija aibéje D = {x: 4x = b}.
Pradinés salygos (preconditions): pradinis vektorius z = (zl ,zz,...,zn), formalizuotas aibés D

apraSymas.

Galinés salygos (postconditions): vektoriaus projekcija aib¢je D.

1. Apskaiciuoti matricy sandauga Al=A4-A4" .

2. Rasti matrica A2, atvirksting matricai A1 .

3. Rasti projektoriy Pl=1 —Al-z-A2,1 — n-tosios eilés vienetiné matrica.
4. Rasti projektoriy P2=A-b- Al.

5. Sudaryti projektoriy P=P2+P1. ¢

Algoritmas 3.5. Gradiento e-projektavimo algoritmas.

Tikslas: suprojektuoti gradientg e-leistinosiomis kryptimis V, ( g) .
Pradinés salygos (preconditions): pradinis gradientas g = ( 1,855, 8, ) , pradinis taskas
x' = (xl’ Xy ,x;l ) , e-projektavimo parametras.

Galinés salygos (postconditions): gradiento e-projekcija .

1. Nustatyti tako x' = (xf,x;,...,x’

m

) nulines komponentes ir sudaryti leistinyjy krypciy aibe

(aktyviy ribojimy aibg) ¥ (x) (3.23).
2. Suprojektuoti gradienta aktyviy ribojimy aibg¢je.

3. Sudaryti e-leistinyjy krypciy aibg (beveik aktyviy ribojimy aibg) V, ( x) (3.26)

4. Suprojektuoti gradienta beveik aktyviy ribojimy aibéje. ¢
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Algoritmas 3.6. Hotelingo 7 -statistikos skai¢iavimo algoritmas.

Tikslas: rasti gradiento Hotelingo 7 -statistika.

Pradinés salygos (preconditions): gradientas g = ( g:855-,8, ) , kovariacijos matrica Z (x’) .

Galinés salygos (postconditions): Hotelingo T -statistika.

1. Rasti matrica Z1, atvirksting kovariacijy matricai Z (xt) .

2. Apskaiciuoti Hotelingo 7 -statistika (3.33). ¢

Algoritmas 3.7. Gradientinés paieSkos Zingsnio skai¢iavimo algoritmas.

Tikslas: rasti kita gradientinés paieskos taska .

Pradinés salygos (preconditions): pradinis taskas x' =(xf,x§,...,xt

n

) , gradientas

g=(2.88,).

Galinés salygos (postconditions): kitas gradientinés paieskos taskas x*' = (xf”,xé“,. .. ,x’“)

n

1. Rasti gradientines paieSkos Zingsnio ilgi p, ( g) (3.25).
2. Apskaiciuoti sekanti galima taska x"*' = (xl’”,x;”,. ..,x;”) (3.28)

2. If tagkas nepriklauso ribojimy sri¢iai D then suprojektuoti taska i sritj D (3.12). ¢
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3 skyriaus iSvados

1. Sudaryta Monte Karlo jverciy sistema stochastinio tiesinio programavimo uzdavinio tikslo
funkcijai ir gradientui jvertinti.

2. Sudaryta simplekso algoritmo modifikacija, kuri leidzia i§sprgsti antrojo etapo optimizavimo
uzdavini ir rasti tikslo funkcijos gradiento nepaslinkta iverti.

3. Sudarytas e-projektavimo algoritmas stochastiniam gradientui reguliarizuoti.

4. Pasiillytas metodas dviejy etapy stochastinio tiesinio programavimo uzdaviniui spresti,
naudojant baigtines Monte Karlo im¢iy sekas ir sudarytas jj realizuojantis algoritmas.

5. Ivesta Monte Karlo im¢iy ilgio parinkimo taisykle, kai imties ilgis parenkamas atvirkSciai
proporcingai gradiento jvercio normos kvadratui.

6. Sudaryta taisyklé garantuoja uzdavinio sprendinio konvergavima beveik tikrai ir leidzia
sumazinti skaic¢iavimy apimtj.

7. lvesta procediira statistinei hipotezei apie gauto sprendinio optimaluma patikrinti naudojant

statistinius kriterijus.
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4 skyrius. Dviejuy etapy stochastinio programavimo algoritmy tyrimas

4.1. Stochastinio gradiento jvercio tyrimas

Sprendziant dviejy etapuy stochastinio tiesinio programavimo uzdavini, reikia jvertinti tikslo
funkcija bei jos stochastini gradienta. Kadangi antrojo etapo tikslo funkcija yra stochastine,
gradientui rasti naudotini stochastinio diferencijavimo metodai. Kita vertus, kadangi dviejy etapy
STP uzdavinio tikslo funkcija yra unimodaliné ir tolydziai diferencijuojama, ekstremumo aplinkoje
ji yra artima kvadratinei funkcijai. Tod¢l tiriant sudaryto diferencijavimo ir optimizavimo algoritmo
efektyvuma galima pasinaudoti testiniy uzdaviniy su tokio pavidalo tikslo funkcijomis tyrimy

rezultatais.

4.1.1. Stochastinio diferencijavimo metodai

Panagrinésime stochastinio diferencijavimo metodus:
e tiesioginio diferencijavimo metodas (differentiation of the integral), kai
diferencijuojama pointegraliné funkcija,
e baigtiniy skirtumy metodas (finite difference),
¢ modeliuojamojo poky¢io metodas (simulated perturbation stochastic approximation),
e tikétinumo santykio metodas (likelihood ratio).
Pirmuoju metodu gradiento ivertis randamas tiesiogiai diferencijuojant tikslo funkcijos sumos
narius kintamojo y atzvilgiu
g'(xy»)=V.f(xy)
Baigtiniy skirtumy metodu kiekviena gradiento jverCio i-toji komponenté¢ randama pagal

formuleg

S(x+6-6;,y)=f(x,p)
5 ,

kur ¢, yra vektorius, kurio i-toji komponenté lygi 1, o kitos komponentés lygios 0, & mazas

2
gi(x,y)=

teigiamas dydis.
Modeliuojamojo pokyc¢io metodu stochastinio gradiento jvertis randamas pagal formulg

2 (ey)= (f(x+5‘v,y);g(x—&v,y))-v
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kur v yra atsitiktinis vektorius, igyjantis reikSmes 1 arba -1 su tikimybe p=0.5, & mazas teigiamas
dydis.
Tikétinumo santykio metodu gradiento jvertis apskai¢iuojamas pagal formule

)= (flr+d-y)=flx+d-EE)-y

d
jei f(x,y)=f(x+d-y), y~N(0,d-1,).

4.1.2. SNP tikslo funkcijos gradiento tyrimas

Panagrinésime testini uzdavini, kurio tikslo funkcija yra artima kvadratinei minimumo

aplinkoje:
F(x)=Ef,(x,$) > mgtlnl, (4.1)
kur
S = Z:l:l (aiyi2 +b,-(1-cos(c; - ,))), 4.2)

y; yra normaliai pasiskirstg atsitiktiniai dydziai, turintys atitinkamus skirstinius N (xl«,a’2 ), d=0.5,
a, yra atsitiktiniai dydziai, tolygiai pasiskirstg intervale [2, 5], b, - intervale [1, 2] bei ¢, - intervale
[-0.5,0.5]ir 2<n<100.

Yra jrodyta, jog T°-statistikos, skai¢iuojamos nepriklausomiems, vienodai pasiskirs&iusiems
(nebiitinai pagal Gauso pasiskirstymo désni) vektoriams, skirstinys asimptotiSskai konverguoja i
FiSerio skirstini su n, N-n laisvés laipsniy, kai imties turis didéja (Fujikoshi, (1997)). Darbe buvo
atlikti tyrimai, siekiant nustatyti imties minimaly tiiri, kuomet galima pasinaudoti asimptotiniu 7°-
statistikos skirstiniu bei vertinti optimalumo testo, besinaudojancio FiSerio kriterijumi,
patikimuma.

Tyrimo metu buvo generuojamos jvairaus ilgio Monte Karlo imtys, N = (50, 100, 200, 500,
1000) bei apskai¢iuojama kiekvienos imties 7°-statistika (3.32) Zinomame funkcijos optimaliajame
taske x, =0, panaudojant nagrinéjamus statistinio gradiento jvercio skai¢iavimo metodus. @’ ir
Q® kriterijais buvo tikrinama hipotezé, ar Sios statistikos empirinis skirstinys sutampa su Fiserio
skirstiniu.

1 ir 2 lentelése pateikiamos apskai¢iuotos @’ ir Q7 kriterijy reikSmés, naudojant tiesioginio
diferencijavimo metoda . Esant tikimybei p=0.05, @ kriterijaus kritinis dydis lygus 0,46, o Q’

kriterijaus kritinis dydis - 2,49. Statistiky reikSmés, virSijancios kritinius dydzius yra paryskintos.
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1 lentelé. @° kriterijaus reik§més priklausomybé nuo kintamuyjy skaiciaus ir Monte Karlo imties ilgio

50 100 200 500 1000

0.30 0.24 0.10 0.08 0.04
0.37 0.12 0.09 0.06 0.04
0.19 0.19 0.13 0.08 0.04
0.75 0.13 0.12 0.08 0.06
1.53 0.34 0.10 0.10 0.08
1.56 0.39 0.13 0.08 0.09
1.81 0.42 0.27 0.18 0.10
4.18 0.46 0.26 0.20 0.12
0 |8.12 0.56 0.53 0.25 0.17

IO (I[N N |h|W NS

2 lentelé. Q) kriterijaus reik§més priklausomybé nuo kintamuyjy skaiciaus ir Monte Karlo imties ilgio

N |50 100 200 500 1000
n
2 2.57 1.14 0.66 0.65 0.42
3 2.78 0.82 0.65 0.60 0.27
4 3.75 1.17 0.79 0.53 0.31
5 4.34 1.46 0.85 0.64 0.36
6 8.31 2.34 0.79 0.79 0.76
7 8.14 2.72 1.04 0.52 0.45
8 10.22 | 2.55 1.87 0.89 0.52
9 20.86 | 2.59 1.57 1.41 0.78
10 | 40.57 | 3.69 3.51 1.56 0.98

Kompiuterinio tyrimo rezultatai rodo, kad Hotelingo statistikos skirstinys gali biiti
aproksimuojamas FiSerio skirstiniu, parinkus pakankama Monte Karlo imties tiiri. Tokiu atveju
pirmos riSies statistiné klaida atitinka teoring reikSme, iSplaukiancia i§ stabdymo statistikos
pasiskirstymo pagal FiSerio désni. 3 lentel¢je pateikta pakankamo Monte Karlo imties ilgio

priklausomybe nuo kintamyjy skaiciaus, esant patikimumui o =0,95.

3 lentelé. Pakankamo Monte Karlo imties ilgio priklausomybé nuo kintamyjy skaiciaus

Kintamyjy skai¢ius | Monte Karlo imties ilgis
10 300
20 1000
40 2200
60 3300
80 4500
100 6000

PanaSus rezultatai gaunami ir panaudojus kitus nagrin¢jamus stochastinio diferencijavimo
metodus. Atliktas tyrimas skirtas patikrinti jvesto kriterijaus patikimuma, tikrinant optimalumo

hipotezg, kai ji yra teisinga (pirmos rusies statistinés klaidos tyrimas).
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4.2. Optimalumo hipotezes kriterijaus patikimumo tyrimas

Toliau buvo tiriama tikimybé priimti klaidinga hipoteze (antros riSies statistinés klaidos
tikimybé¢). Buvo tiriama (4.1)-(4.2) uzdavinio optimalumo hipotezés (stochastinio gradiento lygybés
nuliui) daznio priklausomybé nuo kintamyjy skaiciaus optimalaus sprendinio aplinkoje (sprendinio

aplinkos spindulys r = |x - x| ). Tyrimo rezultatai, kai kintamujy skaicius yra n = 2,10,20,50,100

bei patikimumas yra a =0,95, pateikiami 2-6 pav.

Tiesioginio diferencijavimo metodas Baigtiniy skirturny metodas
100% . 100%
A% i W% "{.‘\
e .
0% A — h= 100 0 N — W= 100
% ""-,‘\ .\ ._\ —— k=200 0% Y \' —— h=2200
W T He 500 0 T He 500
A% 0 W= 1000 A% A H= 1000
W 0
* ™, — H-5000 % . — H=3000)
% %
10% i) i 10% i \\,___
0% [—— 0%
0 0. 0z 0.4 0 0. 0.2 0.4
Modeliuojamojo poky&io metodas Tikétinurmo santylkio metodas
100 T 100% 7
W% —K A% -—liT““"
e a0
0% Y i —— =00 0% I TS
% II'-I —— k=200 B0, ! —— h=2200
W% he 500 0% b 500
N AR
A% A W= 1000 A% H= 1000
W% 7 T — 5000 W% T — H=5000)
% ; %
10% Illﬁ,! L 0% 1 I [ P
0% 0% ==
0 01 02 03 04 0E 0 01 0202 04 05 06 OF 04

2 pav. Optimalumo hipotezés daznis, kai kintamyjy skai¢ius n=2
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Tiesioginio diferencijavimo metodas

Baigtiniy skirtumy metodas

100% 100%
90% N 90%
80% - 80% -
70% —— N=100 70% —— N=100
60% —— N=200 60% —— N=200
50% N=500 50% N=500
40% N=1000 40% N=1000
30% _ 30% e
0% —— N=5000 20% N=5000
10% 10%
0% 0%
0 0.1 0.2 0.3 0 0.1 0.2 0.3
Modeliuojamojo poky¢io metodas Tikétinumo santykio metodas
100% — 100% — S
90% R—— 90% — L —
80% — _ 80% i _
70% —— N=100 70% —— N=100
60% — N=200 60% — N=200
50% N=500 50% N=500
40% N=1000 40% N=1000
30% _ 30% e
20% —— N=5000 0% N=5000
10% 10%
0% 0% =
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0 01 02 03, 04 05 06 07 08
3 pav. Optimalumo hipotezés daznis, kai kintamyjy skaicius n=10
Tiesioginio diferencijavimo metodas Baigtiniy skirtumy metodas
100% 100%
90% N 90%
80% — 80% —
70% —— N=100 70% —— N=100
60% —— N=200 60% —— N=200
50% N=500 50% N=500
40% N=1000 40% N=1000
30% _ 30% e
0% —— N=5000 20% N=5000
10% 10%
0% 0%
0 0.1 0.2 0.3 0 0.1 0.2 0.3
Modeliuojamojo pokycio metodas Tikétinumo santykio metodas
100% —_— 100% | p—r—r— —
90% — — 90% +———
80% — 80% —
70% —— N=100 70% —— N=100
60% —— N=200 60% —— N=200
50% N=500 50% N=500
40% N=1000 40% N=1000
30% _ 30% e
0% —— N=5000 20% N=5000
10% 10%
0% 0% =

0

01 02 03,

04 05 06 07 08

4 pav. Optimalumo hipotezés daznis, kai kintamyjy skaic¢ius n=20
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Tiesioginio diferencijavimo metodas Baigtiniy skirtumy metodas
100% 100%
90% 1y 90% \ —
80% - 80%
70% \ ——Serija1 70% \ —— N=100
60% \ —— Serija2 60% \ — N=200
50% Serija3 50% N=500
40:4’ 0 Serija4 40:/° \ N=1000
o | — Serijas s \ — N-5000
10% \ 10% \
0% 0%
0 01 02 03 04 05 06 07 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Modeliuojamojo pokycio metodas Tikétinumo santykio metodas
100% 100% T
90% — 90% e
80% — 80% T —
70% — N=100 70% L — N=100
60% —— N=200 60% —— N=200
50% N=500 50% N=500
40% N=1000 40% N=1000
30% i 30% e
20% —— N=5000 20% N=5000
10% 10%
0% E——— 0%
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0 01 02 03, 04 05 06 07 08
5 pav. Optimalumo hipotezés daznis, kai kintamyjy skaicius n=50
Tiesioginio diferencijavimo metodas Baigtiniy skirtumy metodas
100% — 100%
90% 90% \
80% 80% \
70% —— N=200 70% )\ — N=200
gg:f’ — N=500 gg:f’ N=500
‘o o
40% N=1000 40% N=1000
0% N=5000 30% \ — N-5000
20% 20% \\
10% 10%
0% 0%
0 01 02 03 04 05 06 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Modeliuojamojo pokycio metodas Tikétinumo santykio metodas
100% T ———— 100% T
90% 90% e
80% 80% i —
70% —Ne200 70% = —N=100
60% " 60% —— N=200
50% ::?880 50% N=500
40% B 40% N=1000
30% — N=5000 30% — N=5000
20% 20%
10% 10%
0% 0%
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0 01 02 03, 04 05 06 07 08

6 pav. Optimalumo hipotezés daznis, kai kintamyjy skaic¢ius n=100

IS tyrimy rezultaty aiskéja, kad stochastinio gradiento jverciy, gauty tiesioginio diferencijavimo

bei baigtiniy skirtumy metodais, Hotelingo statistika leidZzia pakankamai patikimai patikrinti
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optimalumo hipoteze. Sie metodai gali biiti taikomi optimalumui testuoti stochastinio optimizavimo
uzdaviniuose su tikslo funkcija, artima kvadratinei optimumo aplinkoje ir kai hesiano nuosavos
reikSmés skiriasi nedaug, o kintamyju skaicius pakankamai didelis 2 <n <100. Pastaruoju atveju
klaidingai hipotezei atmesti reikalinga tikimybé gali biiti uztikrinta atitinkamai parinkus imties turj.
Kita vertus, jverciy, gauty tiesioginio diferencijavimo ir baigtiniy skirtumy metodais, panaSumas
patvirtina tiesioginio diferencijavimo algoritmo realizavimo korektiskuma.

Modeliuojamojo pokycio ir tikétinumo santykio metodai gali biiti taikomi testuoti stochastinio
optimizavimo uzdavinius, kuriuose kintamyjuy skaicius néra didelis 2 <»n <20 . PanaSios iSvados
gautos kompiuterinio modeliavimo buidu sprendziant dviejy etapy STP uzdavini (1 uzdavinys) (Zr.
taip pat (Sakalauskas, Zilinskas, (2006)).

Kadangi baigtiniy skirtumy metodas gali pareikalauti daug funkcijos skaiCiavimy patogiau

naudoti tiesioginio diferencijavimo metoda.

4.3. Testiniy tiesinio stochastinio programavimo uzdaviniy sprendimas

Nagrinéti dviejy etapy tiesinio stochastinio programavimo uzdaviniai, turintis pirmame etape 7,
kintamyjy bei m, ribojimy ir antrame etape n, kintamyjy bei m, ribojimy. Duomenys paimti 1S
internetinés duomeny bazés adresu http://www.math.bme.hu/~deak/twostage/. (nuoroda kreiptasi
2006-01-20).

Dviejy etapy stochastinio tiesinio programavimo uzduoc¢iy duomeny baz¢ 2004 m. rugséjo mén.
suktiré Budapesto Technologijos ir ekonomikos universitetas (Budapest University of Technology
and Economics, Hungary), koordinatorius profesorius IStvanas Deakas (Istvan Deak), (Deak,
(1990)). Duomeny bazéje pateikti sugeneruoti dviejy etapuy stochastinio tiesinio programavimo
uzdaviniai, sugrupuoti pagal pirmojo ir antrojo etapo uzdaviniy ribojimy ir kintamyjy skai¢iy. Greta
uzdaviniy salygu pateikti ju apytiksliai sprendiniai (together with their approximate solutions).
Uzdaviniy generavimui panaudotos J. Mayer idéjos, apraSytos publikacijoje (Mayer, (1998)).

Uzdaviniai pateikiami standartine forma:

min (cx + E(qy)) ,

kai

Ax=b,
Tx+Wy =h,
x>0, y>0,
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kur h — atsitiktinis vektorius, kurio komponentés nepriklausomi normalinio pasiskirstymo
atsitiktiniai dydziai A,~N ( ,ui,o;z) bei vidurkiai g, ir o} duoti. Kitos matricos ir vektoriai yra
determinuoti, ju komponenty reikSmés pateiktos saraSu: 4 — m, x n, matrica, 7 — n, x m, matrica, W
— m, xn, matrica, ¢ — n, -matis vektorius, b — m, -matis vektorius, g — n, -matis vektorius, ¢ — m, -
matis vektorius, o — m, -matis vektorius.

UZzdaviniai suskirstyti | atskiras bibliotekas pagal pirmojo etapo uzdavinio kintamyjy skai¢iy »,
ir antrojo etapo ribojimy skai¢iy m,, t.y. pagal matricos 7 matmenis. Duomeny bazéje yra Sios

bibliotekos:
L1: 20x20, n, =20, m, =20;

L2: 40x40, n, =40, m, =40
L3: 60x60, n, =60, m, =60;
L4: 80x80, n, =80, m, =80 .

Kiekvieno duomeny bazés uzdavinio struktiira:
a) matricy nenuliniy komponenty ir vektoriy visy komponenty reikSmés;
b) leistinasis pradinis pirmojo etapo uzdavinio sprendinys;
c) apskaiCiuotas apytikslis uzdavinio sprendinys;

d) apskaiciuota tikslo funkcijos reik§mé ir jos pasikliautinasis intervalas su tikimybe 90%.
1 uzdavinys
Dviejy etapy tiesinis stochastinio programavimo uzduoties pirmojo etapo uzdavinys turi 20

kintamyjy ir 10 ribojimy, o antrojo etapo uzdavinys — 30 kintamyjy ir 20 ribojimy. Duomenys

pateikti duomeny bazés forma:

THE DIMENSIONS OF THE TWO-STAGE PROBLEM:
FIRST STAGE HAS 10 ROWS AND 20 VARIABLES
SECOND STAGE HAS 20 ROWS AND 30 VARIABLES
THE NUMBER OF INITIALLY GIVEN POINTS= 0

83 NONZEROS OF MATRIX A (ROW AND COLUMN INDICES)
ITS DIMENSIONS: 10 20, WITH DENSITY 0.40

1. ( 1, 1) -3.30] 2. ( 1, 2) -4.00] 3. ( 4, 2) 1.80]
4. ( 7, 2) -5.30] 5. ( 9, 2) -3.50] 6. ( 10, 2) -8.00]
7. ( 1, 3) -2.30] 8. ( 3, 3) -3.40] 9. ( 4, 3) 3.20]
10. ( 5, 3) 8.70] 11. ( 7, 3) -3.90] 12. ( 9, 3) 0.30]
13. ( 2, 4) -4.00] 14. ( 5, 4) 8.30] 15. ( 7, 4) -1.30]
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16. ( 8, 4) 7.40] 17. ( 9, 4) 4.20] 18. ( 10, 4) 8.80]|
19. ( 2, 5) 5.80] =20. ( 4, 5) 7.30] =21. ( 7, 5) -1.60]
22. ( 8, 5) 8.70] 23. ( 9, 5) -2.40] 24. ( 10, 5) -1.60]
25. ( 9, 6) -9.10] 26. ( 10, 6) -1.20] 27. ( 1, 7) -2.00]
28. ( 3, 7) -6.60] 29. ( 6, 7) 6.90] 30. ( 7, 7) 1.60]
31. ( 8, 7) -4.90] 32. (10, 7) -9.10] 33. ( 2, 8) -3.70]
34. ( 3, 8 8.60] 35.( 4, 8) -4.50] 36. ( 5, 8) -7.10]
37. ( 6, 8 -3.20] 38. ( 9, 8 -1.90] 39. ( 3, 9) 6.40]
40. ( 5, 9 8.70] 41. ( 6, 9 -9.10] 42. ( 7, 9 -8.40]
43. ( 8, 9 4.60] 44. ( 9, 9 6.30] 45. ( 1, 10) 8.00]
46. ( 4, 10) -1.70] 47. ( 9, 10) 6.40] 48. ( 10, 10) 1.50]
49. ( 4, 11) 6.70] 50. ( 1, 12) 3.10] 51. ( 2, 12) 1.20]
52. ( 4, 12) -3.00] 53. ( 10, 12) 8.10] 54. ( 1, 13) 4.10]
55. ( 5, 13) -0.40] 56. ( 7, 13) 5.40] 57. ( 8, 13) -3.80]
58. ( 9, 13) -6.30] 59. ( 10, 13) 0.10] 60. ( 1, 14) 5.10]
61. ( 7, 15) 3.30] 62. ( 10, 16) -7.90] 63. ( 1, 17) -5.80]
64. ( 3, 17) -3.90] 65. ( 4, 17) -3.70] 66. ( 7, 17) -9.60]
67. ( 9, 17) -3.20] 68. ( 10, 17) 4.90] 69. ( 2, 18) -6.60]
70. ( 3, 18) 2.90] 71. ( 4, 18) -8.10] 72. ( 6, 18) 8.20]
73. ( 8, 18) -4.50] 74. ( 10, 18) -6.90] 75. ( 1, 19) 6.80]
76. ( 3, 19) 9.90] 77. ( 4, 19) -5.80] 78. ( 5, 19) -3.00]
79. ( 6, 19) 8.50] 80. ( 2, 20) 0.20] 81. ( 4, 20) -7.60]
82. ( 5, 20) 2.90] 83. ( 6, 20) 9.80]

LINEAR PART OF FIRST STAGE OBJECTIVE FUNCTION:
-0.300 -0.900 1.400 2.700 2.400 -1.400 0.100 -2.900 1.700 1.700
0.100 0.400 -1.300 0.500 0.000 0.000 -1.100 -0.700 1.500 2.100

RIGHT HAND SIDE VECTOR OF FIRST STAGE (FOR = CONSTRAINTS)
3.160 -1.090 1.300 -5.020 3.470 3.320 -3.250 1.150 -0.210 1.760

A FEASIBLE SOLUTION OF THE FIRST STAGE:
0.100D+00 0.000D+00  0.000D+00  0.200D+00  0.000D+00
0.200D+00 0.100D+00 0.100D+00  0.200D+00  0.300D+00
0.100D+00  0.000D+00  0.200D+00  0.300D+00  0.100D+00
0.100D+00  0.300D+00  0.000D+00  0.100D+00  0.400D+00

120 NONZEROS OF MATRIX T (ROW AND COLUMN INDICES)
ITS DIMENSIONS: 20 20, WITH DENSITY 0.30

1. ( 14, 1) -5.60] 2. ( 3, 2) -9.20] 3. ( 5, 2) -5.90]
4. (12, 2) 0.50] 5. ( 14, 2) 0.30] 6. ( 16, 2) -5.00]
7. ( 3, 3) -5.80] 8. ( 4, 3) 0.10] 9. ( 6, 3) 2.00]
10. ( 8, 3) -3.00] 11. ( 14, 3) 7.00] 12. ( 17, 3) 5.10]
13. ( 20, 3) 1.40] 14. ( 3, 4) -7.50] 15. ( 5, 4) -4.60]
16. ( 11, 4) 0.50] 17. ( 12, 4) 7.10] 18. ( 1, 5) 6.20]
19. ( 3, 5) -7.80] =20. ( 4, 5) 8.50] =21. ( 5, 5) 1.70]
22. ( 6, 5) -5.30] 23. ( 9, 5) 8.20] =24. (13, 5) 4.30]
25. ( 14, 5) -4.10] 26. ( 17, 5) 3.90] =27. ( 18, 5) 8.80]
28. ( 20, 5) -5.30] =29. ( 1, 6) -1.00] 30. ( 2, 6) -0.30]
31. ( 4, 6) -0.40] 32. ( 6, 6) 2.40] 33.( 8, 6) 9.00]
34. ( 9, 6) -2.80] 35. (10, 6) 3.60] 36. ( 11, 6) 5.90]
37. (12, 6) -0.30] 38. ( 13, 6) -5.50] 39. ( 15, 6) -3.20]
40. ( 16, 6) -6.30] 41. ( 18, 6) 2.40] 42. ( 19, 6) -2.00]
43. (20, 6) -2.70] 44. ( 6, 7) -5.20] 45. ( 14, 7) -0.90]
46. ( 17, 7) 6.00] 47. (20, 7) 2.70] 48. ( 3, 8) 2.20]
49. ( 4, 8) -3.60] 50. ( 6, 8 5.30] 51. ( 8, 8) -5.90]
52. ( 12, 8) -0.70] 53. ( 13, 8) 0.60] 54. ( 20, 8) -0.80]
55. ( 3, 9) -0.60] 56. ( 4, 9) 9.10] 57. ( 5, 9) -6.00]
58. ( 7, 9) 0.80] 59. ( 8, 9) -0.50] 60. ( 10, 9) -4.60]
61. ( 16, 9) -1.10] 62. ( 18, 9) -0.70] 63. ( 19, 9) 6.30]
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1.290 0.090 1.410 1.140 1.020 0.690 1.260 0.090 O.
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0.000000 0.161090 0.000000 0.758401 0.551627
0.266730 0.309641 0.000000 0.125513 0.357334

FUNCVAL = 182.94234 (+- 0.066)

Duomeny bazg¢je pateiktas zinomas uzdavinio sprendinys
0.000000 0.000000 0.410936 0.107915 0.020078
0.000000 0.000000 0.280964 0.038423 0.085044
0.000000 0.161090 0.000000 0.758401 0.551627
0.266730 0.309641 0.000000 0.125513 0.357334
bei tikslo funkcijos reikSmée 182.94234 + 0.066
Pasiiilytu algoritmu gautas uzdavinio sprendinys
0.000000 0.000000 0.438473 0.105014 0.027074
0.000000 0.000000 0.297970 0.029859 0.104539
0.000000 0.170788 0.000000 0.737453 0.580798
0.279175 0.325201 0.000000 0.127925 0.352842
bei tikslo funkcijos reik§me 182.59248 + 0.033.
Zemiau pateikti tyrimo rezultatai. Uzdavinys sprestas 400 karty pasitilytu metodu, kai pradiniai
duomenys: y=£=0.95, =099, &£=0.1;0.2;0.5;1.0, N’=N,,;,;=100, maksimalus iteraciju

skai¢ius ¢ =100, im¢iy generavimas buvo nutraukiamas, kai tikslo funkcijos pasikliautinojo

intervalo ilgis tapdavo maZesnis uZ pageidaujama tiksluma .

7 pav. parodyta skai¢iavimy sustabdymo po t iteracijy daznio, kai jvykdoma stabdymo salyga,
priklausomybé nuo pageidaujamo tikslumo €. Vidutiné imties ilgio, tikslo funkcijos, pasikliautinojo
intervalo ilgio ir Hotelingo statistikos kitimas, esant jvairioms tikslumo reikSméms
(¢=0,1;0,2;0,5;1) , pateikti 811 pav., iliustruoja proceso konvergavima bei jo pobidi.
Nutraukimo salyga buvo patenkinama nors karta visoms optimizuojamoms imtims. Tode¢l gali buti
padaryta iSvada apie algoritmo konvergavima bei sprendinio radima pageidaujamu tikslumu visoms
optimizavimo imtims.

Yra jrodyta, kad netiesinio stochastinio optimizavimo uzdaviniy sprendimas nagrinéjamu
metodu garantuoja konvergavima su tikimybe 1 { optimuma tiesiniu grei¢iu, kai imties tiris

apytikriai didéja geometrine progresija iteracijy metu (Sakalauskas, (2002)). Pastaruoju atveju

J
santykis 23:1 x’ turéty nepriklausyti nuo pageidaujamo tikslumo. 12 pav. pateiktas santykio
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j j
Zil% kitimas. 4 lentel¢je tikslo funkcijos reikSmeés F ir santykio Zt]l% priklausomybé nuo

pageidaujamo tikslumo g, kurios iliustruoja minétos teorinés iSvados teisinguma.

PanaSios iSvados gautos sprendziant taikomaji darbo organizavimo uzdavini (4.5.1) skyrelis

100
90
80 -
70 -
60 - ]
50 -
40 —05
30 - 0,2
20 - 0,1
10 -
0 rrrrrrrrr T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
- © v © v O v © v © - © v © v © - O « O
~ v~ « N O O < < 0 n ©O© O ~ N ©o© oo (o) BN e)]
7 pav. Sustojimo daZnio priklausomybé nuo pageidaujamo tikslumo e.
1400000
1200000 -
1000000 - 0.1
800000 J\ 02
600000 AV 0,5
400000 WAL\ L
200000 p/)}\/\v
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1 6 11 16 21 26 31 36 41 46 51 56 61 66 71 76 81 86 91 96

8 pav. Imties ilgio priklausomybé nuo pageidaujamo tikslumo e.
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9 pav. Tikslo funkcijos reik§més priklausomybé nuo pageidaujamo tikslumo «.

—01
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—05
1
2 4
1
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1 65 9 1317212529 33 37 41 4549 53 57 61 6569 73 77 81 85 89 93 97

10 pav. Pasikliautinojo intervalo ilgio priklausomybé nuo pageidaujamo tikslumo .

\ —0,1
| —0,2
—05

0 IR N N R NN

1 8 15 22 29 36 43 650 57 64 71 78 85 92 99

11 pav. Hotelingo statistikos priklausomybé nuo pageidaujamo tikslumo &.
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12 pav. Santykio z;zlﬁ priklausomybé nuo pageidaujamo tikslumo e.

J

4 lentelé. Tikslo funkcijos reikSmés ir santykio th=1 N priklausomybé
nuo pageidaujamo tikslumo «.
Pasikliautinasis Tikslo funkcijos Santykis,

intervalas, € reikSme, F Z%
0.1 182.6101 20.14

0.2 182.6248 19.73

0.5 182.7186 19.46

1 182.9475 19.43

2 uzdavinys
Dvieju etapy tiesinis stochastinio programavimo uzduoties pirmojo etapo uzdavinys turi 20
kintamyjy ir 10 ribojimy, o antrojo etapo uzdavinys — 30 kintamuyjuy ir 20 ribojimy. UZzdavinio
salyga pateikta 2 priede.
Duomeny bazéje pateiktas zinomas uzdavinio sprendinys:
0.000000 2.491040 0.000000 1.140885 0.290554
0.000000 0.033435 0.023088 0.406078 0.000000
0.000000 0.625346 0.000000 0.000000 0.000000
0.084560 0.119499 0.281248 0.192027 0.152020
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bei tikslo funkcijos reik§mé 266.68373 + 0.187.

Pasitilyto algoritmo pagalba gautas uzdavinio sprendinys:
0.000000 2.596710 0.000000 1.195545 0.281074
0.000000 0.032765 0.020928 0.406148 0.000000
0.000000 0.638956 0.000029 0.000000 0.000000
0.083820 0.118879 0.282258 0.191927 0.150970

bei tikslo funkcijos reik§mé 266.22764 + 0.066.

3 uzdavinys
Dviejuy etapy tiesinis stochastinio programavimo uzduoties pirmojo etapo uzdavinys turi 60
kintamyjy ir 30 ribojimy, o antrojo etapo uzdavinys — 60 kintamyjy ir 90 ribojimy. Uzdavinio
salyga pateikta 2 priede.
Duomeny bazéje pateiktas zinomas uzdavinio sprendinys:
0.1969 0.0000 0.0260 0.2892 0.1560 0.0000 0.0000 0.0172 0.0000 0.0793
0.0000 0.0000 0.0000 0.0499 0.2118 0.0881 0.0000 0.0425 0.0967 0.0501
0.6735 0.0000 0.0619 0.0203 0.0000 0.0000 0.1780 0.0000 0.0414 0.3646
0.3090 0.3593 0.0000 0.0000 0.0000 0.0899 0.2509 0.1090 0.0375 0.0000
0.0656 0.0450 0.0501 0.0000 0.0000 0.1950 0.0633 0.0000 0.0000 0.0633
0.6750 0.0026 0.0000 0.0000 0.2335 0.3067 0.0000 0.8165 0.0641 0.0000
bei tikslo funkcijos reikme 300.84160 £ 0.039.
Pasiiilyto algoritmo pagalba gautas uzdavinio sprendinys:
0.1940 0.0000 0.0224 0.2781 0.1651 0.0000 0.0000 0.0187 0.0000 0.0804
0.0000 0.0000 0.0000 0.0594 0.2019 0.0837 0.0000 0.0395 0.0984 0.0536
0.6311 0.0000 0.0636 0.0342 0.0000 0.0000 0.1745 0.0000 0.0318 0.3610
0.3057 0.3738 0.0000 0.0000 0.0000 0.0812 0.2623 0.0915 0.0385 0.0000
0.0651 0.0367 0.0592 0.0000 0.0000 0.1919 0.0666 0.0000 0.0000 0.0680
0.6700 0.0051 0.0000 0.0000 0.2367 0.3040 0.0000 0.7703 0.0563 0.0000
bei tikslo funkcijos reik§me 300.66896 £ 0.033.

4 uzdavinys
Dvieju etapy tiesinis stochastinio programavimo uzduoties pirmojo etapo uzdavinys turi 80
kintamyjy ir 40 ribojimy, o antrojo etapo uzdavinys — 80 kintamuyju ir 120 ribojimy. UZzdavinio

salyga pateikta 2 priede.
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Duomeny bazgje pateiktas zinomas uzdavinio sprendinys:
0.0000 0.0000 0.2811 0.9275 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.1368 0.2596
0.2590 0.0000 0.1567 0.0727 0.0311 0.3451 0.0000 0.0917 0.0262 0.0276
0.3560 0.0000 0.0853 0.0000 0.6380 0.0000 0.6734 0.0000 0.1170 0.0723
0.0000 0.1558 0.1571 0.0000 0.1542 0.0000 0.0653 0.1334 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0548 0.0000 0.1130 0.0000 0.0153 0.0735 0.1191 0.0000
0.0401 0.0251 0.0519 0.0000 0.0319 0.0000 0.0229 0.0000 0.0406 0.1074
0.0101 0.0000 0.0000 0.0000 0.3822 0.0000 0.0624 0.0000 0.0368 0.0186

bei tikslo funkcijos reikSme 586.32985 £ 0.327.

Pasitilyto algoritmo pagalba gautas uzdavinio sprendinys:
0.1451 0.0000 0.0000 0.0704 0.1418 0.0000 0.0020 0.2071 0.0000 0.2293
0.0000 0.1992 0.2146 0.0387 0.0175 0.0000 0.0000 0.1091 0.1159 0.1331
0.0000 0.0000 0.0126 0.0529 0.8415 0.0000 0.2138 0.0671 0.1740 0.1710
0.0000 0.2721 0.1630 0.0000 0.0589 0.0000 0.1285 0.1268 0.0000 0.0000
0.2703 0.0000 0.0351 0.0000 0.6207 0.2879 0.1270 0.1280 0.1745 0.0375
0.0567 0.0751 0.1603 0.0000 0.0000 0.0000 0.0244 0.4942 0.0539 0.1429
0.0639 0.0000 0.0000 0.1672 0.0913 0.0000 0.0000 0.0619 0.0000 0.0149
0.1967 0.1349 0.0000 0.0000 0.0000 0.0110 0.2659 0.0000 0.0938 0.0000

bei tikslo funkcijos reik§mée 475.01266 + 0.99999.

4.4. Metody palyginimas

Siekiant palyginti skirtingus tiesinio stochastinio programavimo metodus, 1-ojo pavyzdzio
uzdavinys buvo sprendziamas Dancigo — Vulfo dekompozicijos metodu bei Simplekso programa.
Uzdavinys buvo suformuluotas kaip determinuotas tiesinio programavimo uzdavinys, paémus
tvairius atsitiktiniy dydziy 4 im¢iy (realizacijy) kiekius (5, 10, 20, 30, 40). Simplekso programa
uzdavinys buvo sprestas, norint pasitikrinti gautus rezultatus. Dancigo — Vulfo dekompozicijos
metodu, pasiiilytu Monte Karlo metodu ir Simplekso programa spresty uzdaviniy atsitiktiniy dydziy

vektoriai buvo vienodi.
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4.4.1. Dancigo - Vulfo dekompozicijos metodo taikymo rezultatai

I$sprendus uzdavini Dancigo — Vulfo dekompozicijos metodu 400 karty su atitinkamu im¢iy

skai¢iumi gauti atitinkami rezultatai. 13 pav. pateikta tikslo funkcijos reikSmés bei pasikliautinojo

intervalo vidurkio priklausomybé nuo imciy skaiCiaus. 14 pav. pateikta vidutinés skaiciavimuy

trukmés priklausomybé nuo imciy skaiciaus.

Tikslo funkcijos reikSmeé

186

185

184

183

182

181 t ; f f

Im&iy skaicius

Skaiciavimy trukmé (s)

200
50 - - -
100 4 68
1 A e BN E
0,2 1
0 |
5 10 20 30

Im¢iy skaiCius

13 pav. Tikslo funkcijos reik§més bei pasikliautinojo
intervalo vidurkio priklausomybé nuo imciy skaiciaus.

4.4.2. Monte Karlo metodo taikymo rezultatai

14 pav. Vidutinés skai¢iavimy trukmeés
priklausomybé nuo imciy skaiciaus.

ISsprendus uzdavini pasiiilytu Monte Karlo metodu 400 karty gauti atitinkami rezultatai. 15

pav. pateikta tikslo funkcijos reikSmés bei pasikliautinojo intervalo vidurkio priklausomybé nuo

pasirinkto tikslumo. 16 pav. pateikta vidutinés skaiiavimy trukmés priklausomybé nuo pasirinkto

tikslumo.
Tikslo funkcijos reikSmé SkaiCiavimy trukmé (s)
70
183 -
182,5 ; : %
182 ' 1 W
f 40 booo]
181,5
30 f---1 25
181
20 ---1
180,5 o L] | 9 |
180 . . . .
0,5 1 2 S 05 1 2 5
Pasirinktas tikslumas Pasirinktas tikslumas

15 pav. Tikslo funkcijos reik§més bei pasikliautinojo

intervalo vidurkio priklausomybé nuo pasirinkto
tikslumo.

16 pav. Vidutinés skaiciavimy trukmés
priklausomybé nuo pasirinkto tikslumo.
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4.4.3. Dancigo - Vulfo dekompozicijos ir Monte Karlo baigtiniy im¢€iy metody

palyginimas

Gauty rezultaty palyginimui sudaryta vidutinés skai¢iavimy trukmeés priklausomybé nuo tikslo

funkcijos pasikliautinojo intervalo ilgio Dancigo — Vulfo bei Monte Karlo metodams, pateikta 17

pav.
Metody palyginimas
—200 1
L
2150 *
E
=100
—
£ L 2
< 50 %
8 . s PY
0 P &
.(-B O T T T v o 1
7 0 0,5 1 1,5 2 2,5
Pasikliautinas intervalas
# Dancigo-Vulfo metodas ® Monte Karlo metodasi

17 pav. Vidutinés skai¢iavimy trukmés priklausomybé nuo tikslo funkcijos pasikliautinojo intervalo ilgio

Skaitiniai tyrimai parodé, kad pagrindinis Dancigo - Vulfo metodo trikumas yra tai, kad
uzdavinio suformavimui yra reikalingas didelis atsitiktiniy dydziy masyvas, proporcingas
stochastiniy duomeny realizacijy skai¢iui. Sis duomeny masyvas turi biiti saugomas kompiuterio
atmintyje uzdavinio sprendimo eigoje.

Sprendziant suformuota uzdavini simplekso metodu, sprendinys gaunamas po didelio iteracijy
skaiCiaus, kuris yra proporcingas stochastiniy duomeny realizacijy skaiciui. Stochastiniy duomeny
realizacijy skaiciy riboja kompiuterio atmintis ir programavimo kalby naudojamy masyvy ribojimai.
D¢l mazo galimo duomeny realizaciju skaiCiaus stochastinio uzdavinio sprendinio tikslumas
mazéja. Sis metodas naudotas kaip testinis, dekompozicijos metodo tikslumui jvertinti.

Sprendziant suformuota uzdavini Dancigo - Vulfo dekompozicijos metodu, reikia maziau
iteracijy. Taciau uzdavinio sprendinio tikslumas labai sumaz¢ja, nes atskiras duomeny realizacijas
aprasanciy pagalbiniy uzdaviniy sprendiniai nevienodai jtakoja pirmojo etapo kintamuosius.

Skaitiniai tyrimai leidzia daryti iSvada, kad pasiilytas stochastiniy tiesiniy uzdaviniy
sprendimo metodas, realizuojantis iteracini algoritma baigtinémis Monte-Karlo imc¢iy sekomis
dvieju etapy tiesinio programavimo uzdaviniui spresti, leidzia efektyviai gauti tikslesnius

sprendinius.
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4.5. Taikomyjy uzdaviniy sprendimas

4.5.1. Darbo organizavimo uzdavinys

Siame uzdavinyje darbdavys turi parinkti nuolatiniy darbuotojy skaiéiy keliy lygiu darby
organizavimo hierarchingje struktturoje. Papildomai reikia {vertinti nuolatiniy darbuotojy
vir§valandzius bei laikinai samdomos darbo jégos poreiki priklausomai nuo i§ anksto nezinomos
paslaugy, kurias imoné turés pateikti, apimties. Uzdavinio detaly aprasyma galima rasti (Ermolyev,

Wets, (1988)).

4.5.1.1. Uzdavinio formuluoté

Siame pavyzdyje nagriné¢jamas darbo jégos poreikis trijuy lygiy struktiros (1 lygis — vykdytojai
ir darbininkai, 2 — tarpinis, 3 — vadovaujantys darbuotojai). Darbuotojy skai¢iy kiekviename lygyje

zymékime (x,,x,, x3) .

Tad reikia rasti x = (x,,x,,; ) minimizuojanti vidutinius darbo jégos kastus:

3 12 . 3
F(x,z)= ch Xyt thlEmln(Z(qj Vi ¥r2;,)
J=1 1

ve 2
kai

x;20,y,,20,z,,20,

3 3

;(yj’t tz,)2w ey, X, tl..12,

Y;,50,2-ax,, 7=1,2,3 t=1,...,12,

Viax,+y, vz, ) —(x+y,,,+2,,,)20 , 172, 3, t=1,...,12.
¢ia

X; —j lygio pastoviy darbuotojy skai¢ius, j=1, 2,3

y;,  — virSvalandziy kiekis,

z,, — laikinos pagalbos dydis,

¢; —j lygio pastoviy darbuotojy uzmokestis, j=1,2,3

q, — virS§valandziy kaina,
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rj — laikinosios pagalbos kaina,

w, — paslaugy poreikis ¢ laikotarpiu,
a, — prognozuojamas darbuotojy neatvykimo santykis laikotarpiu t,
7,,  —reikalingas j lygio ir /-7 lygio darbuotojy santykis.

Pradiniai duomenys:
c=[7.03, 4.53, 3.44],
q=19.59, 6.18, 4.69],
r=[11.70, 9.95, 5.78],
o = [0.8943, 0.8917, 0.8948, 0.9086, 0.9032, 0.8842, 0.8513, 0.8798, 0.8871, 0.9043,
0.8606, 0.8341],
v=10.6, 0.2],

w, — nepriklausomi t = 1,...,12 dydZiai N(;t,a_f) ,a o =n-u.
;: [11975, 11740, 12169, 13132, 13525, 12598, 13503, 14168, 12602, 11807, 11334,

104107,
n — atsitiktinio paslaugy poreikio variacija 0, 1, 10, 20, 30.

4.5.1.2. Uzdavinio sprendimo rezultatai

Sprendimo rezultatai, gauti panaudojant Monte Karlo metoda, pateikti 5 lentel¢je bei 18-21 pav.

5 lenteléje matome optimaly darbo jégos poreiki visuose trijuose lygiuose bei bendrus darbo jégos

kastus priklausomai nuo atsitiktinio paslaugu poreikio variacijos koeficiento n (pasikliautinasis

intervalas — 100 doleriy (USD), darbo jégos kastai pateikti tiikst. doleriy).

5 lentelé. Optimalus darbo jégos poreikis ir bendri darbo jégos kastai

(priklausomai nuo variacijos 1).

Pastoviy darbuotoju Darbo jégos kastai
skaiCius (pasikliautinas intervalas 0,1)
77 Xl XZ X3 F
9222 | 5533 | 1106 94,899
1 | 9222 | 5533 | 1106 94,899
10 | 9376 | 5616 | 1106 96,832
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Yra zinoma, kad sitilomas metodas uZztikrina konvergavima tiesiniu greiciu (Sakalauskas, 2000,

2002). Tod¢l bendras Monte Karlo im¢iy skaicius Z;Zl N’ , reikalingas gauti optimaluji sprendini,

yra apytiksliai proporcingas im¢iy skai¢iui N', reikalingam iSspresti uzdavini norimu tikslumu.

. ¢ N’ D . . : i . .
Santykis ZFIF labiausiai priklauso nuo tikslo funkcijos Hesiano teigiamo apibréztumo ir
beveik nepriklauso nuo pasirinkto tikslumo & (Sakalauskas, 2002). 6 lentel¢ parodo, kaip Sis

santykis priklauso nuo parametry € ir n.

NJ'
6 lentelé. Santykio Z;:IW priklausomybé nuo tikslumo ¢ ir variacijos 1.

£ 0,05 0,1 0,2
n=10 16.1 10.7 10.9
n=30 | 214 | 213 | 202

Galima padaryti iSvada, kad optimizavimui reikiamu tikslumu reikia tik keleta karty daugiau
kompiuteriniy resursy, palyginus su resursy kiekiu, reikalingu apskaiciuoti vieng tikslo funkcijos
reikSme tokiu tikslumu.

18-21 pav. pavaizduotos tikslo funkcijos ivercio, jo pasikliautinojo intervalo ilgio, statistikos

T2
Fish(u,n,N' —n)

, bei imties ttirio priklausomybés nuo iteracijy skaiciaus t, kai n = 10, o reikiamas

pasikliautinas intervalas € = 100 USD. Gauti rezultatai iliustruoja sukurto metodo konvergavima bei

skai¢iavimy apimti, reikalingus uzdaviniui i$spresti reikiamu tikslumu.

19 pav. Tikslo funkcijos pasikliautinojo intervalo

18 pav. Tikslo funkcijos F'(x") priklausomybé nuo priklausomybé nuo iteracijy skaiciaus.

iteracijy skaiciaus.
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20 pav. Statistikos 7.° / Fish(u,n, N' — n)

priklausomybé nuo iteracijy skaiciaus.

21 pav. Imties ilgio priklausomybé nuo iteracijy
skaiCiaus.

4.5.2. Investavimo ir elektros energijos gavybos uzdavinys

Siame uzdavinyje energetikos kompanija turi parinkti tinkama energeting struktiira, kuri

minimizuoja investavimo iSlaidy ir elektros energijos gamybos kasty suma. Galimi keturiy elektros

energijos gamybos stoCiy tipai, energijos poreikis — atsitiktinis dydis, turintis Zinoma skirstini.

Uzdavinio detaly aprasyma galima rasti (Freund, (2004)).

4.5.2.1. Uzdavinio formuluoté

Tegul kompanija planuoja investuoti léSas i elektros energijos gavyba bei tiekti reikiama

elektros energijos kieki. Energijos gavybos stotys pastatomos pradiniame etape, elektros energija

bus tiekiama 15 mety. Energijos stociy statybai investuojama iki 10 mlrd. doleriy. Statomos keturiy

tipy elektrinés: termofikacinés(duju), kietojo kuro(anglies), branduolinio kuro ir hidroelektrings.

Investavimo projekto tikslas — maziausios investavimo ir elektros gavybos iSlaidos visiskai

patenkinant elektros energijos poreikius. Reikia rasti tokia energeting struktiira, kuri minimizuoja

investavimo iSlaidy ir elektros energijos gamybos kasty per 15 mety suma.

Elektros energijos stociy statybai reikalingos léSos pateiktos 7 lenteléje.

7 lentelé. Investicinés islaidos elektros energijos stociy statybai

Elektros stotis

1 GW pajégumo stoties statybos
kaina (mln. doleriy)

Termofikaciné 110
Kietojo kuro 180
Branduoliné 450
Hidroelektriné 950
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Energijos poreikis D yra atsitiktinis dydis N ( A, 0,5) . Energijos poreikis per metus skirstomas |

5 laikotarpius (pagal klimato salygas) su skirtinga trukme (8 lentel¢).

8 lentelé. Elektros energijos poreikis per metus

. ) Elektros energijos Trukmé
Laikotarpis |, oreikis ( 1 ,GW) (h val)
1 26,0 490
2 21,5 730
3 17,3 2190
4 13,9 3260
5 11,1 2090

Elektros energijos gamybos kainos pirmaisiais metais pateikti 9 lenteléje. Jei pagaminta elektros
energija nepatenkina vartotoju poreikiy, papildoma energija perkama i8S iSoriniy Saltiniy.

Elektros energijos gamyba kasmet brangsta 1%. D¢l tam tikry vietiniy salyguy hidroelektrinés
gali pagaminti ne daugiau kaip 5 GW energijos.

9 lentelé. Elektros energijos kaina

Elektros stotis Elektros energijos 1 kWh gamybos
kaina (centais)
Termofikaciné 3,92
Kietojo kuro 2,44
Branduoliné 1,40
Hidroelektriné 0,40
ISoriniai Saltiniai 15,0

Turime stochastinio programavimo uzdavini:

4
ZC,.xl. +E {min(
i=1 Y

5 15
i=l1

z qihjrkyijk(u j} — min,

j=1 k=1
kai

4
D" ¢.x, 10000,

i=1
x, <5.0,
Viko X5 1=1,2,3,4, V jk, 0,

1

5
Zyijka) ZDjkwa vj’kaa)a
i=1

x>0, y2>0,
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kur

X= (xl,xz,x3,x4) — elektros energijos gamybos stoc¢iy pajégumu (GW) vektorius,

Yiro — clektros energijos kiekis (GW), kurj i-tojo tipo elektros energijos gamybos stotis
pagamina k-tujy mety j-taji laikotarpi, kai elektros energijos poreikis D,
¢, — i-tojo tipo elektros energijos gamybos stoties statybos kaina (1 GW pajégumui),
g, — i-tojo tipo stoties pagamintos energijos kaina,

h, —j-tojo laikotarpio ilgis(val.),
r, — elektros energijos gamybos kainos padidéjimas k-taisiais metais,
D, — elektros energijos poreikis A-tuju mety j-taji laikotarpy, kuris yra atsitiktinis dydis

N(u,,0.5).

4.5.2.2. UZdavinio sprendimo rezultatai

Investavimo ir elektros energijos gavybos uzdavinys sprendimo rezultatai, gauti panaudojant
Monte Karlo metoda, pateikti 10 lenteléje. UZdavinys sprestas 2 mety laikotarpiui. Antrojo etapo
uzdavinys turi 50 ribojimy ir 100 kintamyjy.

10 lentelé. Elektros sto¢iy pajégumas

Gautas sprendinys Zinomas sprendinys
Elektros stotis Pajégumas (GW) Pajégumas (GW)
Termofikaciné 4,66 4,67
Kietojo kuro 4,57 4,59
Branduoliné 4,68 4,67
Hidroelektriné 5,00 5,00

Bendra investiciju ir elektros energijos gamybos kaina 16483,718+£29,985 min. doleriy.

4 skyriaus iSvados

1. Keliy stochastinio gradiento iver¢iy savybés iStirtos statistinio modeliavimo biidu palyginant
tiesioginio diferencijavimo (sprendziant dualyji uzdavini), baigtiniy skirtumy, modeliuojamojo

poky¢io metodas, ir tikétinumo santykio metodus.
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2. Statistinio modeliavimo rezultatai parod¢, kad jvertis, gautas sprendziant dualyji uzdavini arba
baigtiniu skirtumy metodu leidZia duotu tikslumu patikrinti hipotezg apie tikslo funkcijos gradiento
lygybe nuliui, kai kintamyjy skaicius n <100.

3. Sudaryto stochastinio tiesinio programavimo algoritmo efektyvumas iStirtas statistinio
modeliavimo budu, sprendziant uzdavinius i§ standartinés tiesinio programavimo testiniy pavyzdziy
duomeny bazés.

4. Sudarytas algoritmas leido i$spre¢sti visus duomeny bazés testinius uzdavinius bei pagerinti kai
kuriy uzdaviniy zinomus sprendimo rezultatus.

5. Statistinio modeliavimo rezultatai patvirtino teorines iSvadas apie sukurto metodo konvergavima
bei konvergavimo greicio eilg.

6. Statistinio eksperimento rezultatai parode, kad bendra skai¢iavimo apimtis, reikalinga uZdaviniui
18spresti duotu tikslumu, yra tiesiogiai proporcinga skaic¢iavimy kiekiui, reikalingam jvertinti viena
tikslo funkcijos reikSmg tokiu tikslumu.

7 Sudarytas algoritmas nereikalauja papildomy kompiuterio atminties iStekliy, palyginus su
zinomais dekompozicijos metodais, taikomais tokiems uzdaviniams spresti.

8. Sudarytas stochastiniy tiesiniy uzdaviniy sprendimo metodas leidzia gauti tikslesnius
sprendinius, palyginus su Zinomais dekompozicijos metodais, panaudojant maziau skai¢iuojamuyjy

resurst.
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S skyrius. ISvados

Stochastinio tiesinio programavimo uZzdaviniai yra placiai pritaikomi {vairiose srityse:
planuojant elektros energijos gamyba, produkcijos gamyba ir transportavima, personalo valdyma,
logistika, investicijy valdyma, mechanizmy stabiluma, tiekimo grandines, analizuojant chemines,
biologines bei visuomenines sistemas.

SprendZiant darbe iSkeltus uzdavinius yra pasiekti tokie rezultatai:

1. Pasitilytas dviejy etapy stochastinio tiesinio programavimo Monte Karlo metodas ir sudarytas
jirealizuojantis iteracinis algoritmas.

2. Sudaryti ir iStirti stochastinio diferencijavimo algoritmai:

e dualaus uzdavinio sprendimo,
e baigtiniy skirtumuy,

¢ modeliuojamojo pokycio,

o tikétinumo santykio.

3. Sudarytas stochastinio gradiento e-projektavimo algoritmas bei e-projektavimo algoritmas
stochastiniam gradientui reguliarizuoti.

4. Sudaryta ir iStirta Monte Karlo im¢iy tlirio parinkimo taisykleé, garantuojanti konvergavima
bei racionaliai panaudojanti skai¢iuojamuosius isteklius.

5. Sudarytas algoritmas optimalumo hipotezei patikrinti, taikant statistinius kriterijus.

6. Sudarytas algoritmas dvieju etapu stochastinio tiesinio programavimo uzdaviniui spresti
naudojant baigtines Monte Karlo im¢iy sekas.

7. Sukurti algoritmai ir programiniy moduliy biblioteka Delphi, FreePascal, MathCad, C++
priemonémis, realizuojanti stochastinio diferencijavimo bei dviejy etapy stochastinio tiesinio
programavimo algoritma Monte Karlo metodu.

8. Sudaryti algoritmai yra pritaikyti taikomiesiems uzdaviniams spresti:

e personalo organizavimo valdymas;

e investavimo ir elektros energijos gavybos planavimas.

Remiantis gautais rezultatais bei atliktais tyrimais, galima daryti iSvadas:

1. Sprendziant testinius bei taikomuosius uzdavinius parodyta, jog sudarytas dviejy etapy
stochastinio tiesinio programavimo baigtinémis Monte Karlo im¢iy serijomis algoritmas leidzia
surasti dvieju etapy STP uZdaviniy sprendinius reikiamu tikslumu, panaudojant priimtinus

kompiuterinio laiko ir atminties iSteklius.
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3. Statistinio modeliavimo rezultatai parod¢, kad stochastinio gradiento jvertis, gautas
sprendziant dualyji uzdavinj, leidzia duotu patikimumu patvirtinti hipotez¢ apie tikslo funkcijos
gradiento lygybe nuliui, kai kintamyjy skaicius » <100.

4. Sudaryto algoritmo taikymas leido iSsprgsti visus standartinés duomeny bazés testinius
uzdavinius bei pagerinti kai kuriy uzdaviniy zinomus sprendimo rezultatus.

5. Statistinio modeliavimo rezultatai patvirtino teorines iSvadas apie sukurto metodo
konvergavimo grei€io eilg. Statistinio eksperimento rezultatai parodé, kad bendra skai¢iavimo
apimtis, reikalinga uzdaviniui i$spresti, yra tiesiai proporcinga skaic¢iavimy kiekiui, reikalingam
ivertinti viena tikslo funkcijos reikSme duotu tikslumu.

8. Sudarytas algoritmas nereikalauja papildomy kompiuterio atminties iStekliy palyginus su
Zinomais dekompozicijos metodais, taikomais tokiems uzdaviniams spresti.

9. Sudarytas stochastiniy tiesiniy uzdaviniy sprendimo metodas, leidzia gauti tikslesnius
sprendinius palyginus su Zinomais dekompozicijos metodais, panaudojant maziau skaiciuojamuyjy

resurst.
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