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Ivadas

1. Temos aktualumas

Diferencialiniai uzdaviniai su nelokaliosiomis krastinémis salygomis yra viena i$
sparciai besivystancios diferencialiniy lygciy teorijos daliy. Nelokaliosios saly-
gos atsiranda tada, kai funkcijos arba iSvestinés reikSmeés kraStiniuose taSkuose
yra susijusios su jos reikSmémis srities viduje, kai negalima tiesiogiai iSmatuoti
duomeny nagrinéjamo uzdavinio srities kraSte. Uzdaviniy su jvairaus tipo neloka-
liosiomis krastinémis salygomis teorinis tyrimas yra aktuali problema. Tokiems
uzdaviniams pastaruoju metu mokslingje literatiiroje skiriama nemazai démesio,
jie tiriami tiek uZsienio, tiek ir Lietuvos mokslininky darbuose.

Diferencialinémis lygtimis su nelokaliosiomis kraStinémis salygomis gali buti
apraSoma daugelis Siuolaikinés fizikos (Siluma [57], tamprumas [42], Siluminis
laidumas [28, 29]), biologijos ir biotechnologijy [83, 99], cheminés difuzijos, po-
puliacijy dinamikos, medicinos moksly ir kity sri¢iy [39] uzdaviniy. Siose mokslo
srityse daZniausiai reikSmingi yra tik teigiami sprendiniai. AukStesnés eilés dife-
rencialiniy lyg¢iy kraStiniai uzdaviniai paprastai atsiranda i§ techniniy taikymuy.
Dazniausiai tai buna daugiataSkiai uZdaviniai n-tosios eilés paprastosioms dife-
rencialinéms lygtims [33].

Vieni i§ pirmuyjy uZdavinius su nelokaliosiomis krastinémis salygomis, Siuolai-
kiniame formulavime, pradéjo tirti A.A. Samarskis ir A.V. Bitsadze elipsinio dvi-
macio uzdavinio atveju [7]. Vélesnéje mokslingje literatiiroje placiai nagriné¢jami
uzdaviniai su nelokaliosiomis Samarskio ir Bitsadzés tipo krastinémis salygomis.
Siy uzdaviniy apibendrinimai pateikti daugelyje darby [27, 40, 53, 66, 95].

UZdavinius su nelokaliosiomis integralinémis krastinémis salygomis vienas i$
pirmyjy tyré J. Cannon [13]. Toliau Sie uzdaviniai buvo nagrinéjami parabolinéms
lygtims [8, 11, 30, 36, 57, 61, 75,79, 92, 93, 110, 111], elipsinéms lygtims [48, 101,
108] ir hiperbolinéms lygtims [6, 10, 41].

Gana nauja sritis, susijusi su $io tipo uzdaviniais yra diferencialiniy lygciy su
nelokaliosiomis kraStinémis salygomis spektro tyrimas. Tikriniy reik§miy uZda-
viniai su nelokaliosiomis salygomis yra glaudZiai susije su diferencialiniy lygciy
kraStiniais uzdaviniais [9, 43, 54]. Panasts uZdaviniai operatoriams su nelokalio-
siomis integralinémis kraStinémis salygomis yra nagrinéjami darbuose [5, 15, 62,
76] ir su Samarskio ir Bitsadzés tipo arba daugiataSkémis kraStinémis salygomis
— darbuose [14, 33, 45, 46, 50, 52, 58, 59, 74, 77, 97, 98]. Taciau tikriniy reikSmiy
uzdaviniai diferencialiniams operatoriams su nelokaliosiomis kraStinémis salygo-
mis yra kur kas maziau nagrinéti negu klasikiniy krastiniy salygy atveju.

Sios disertacijos pirmajame ir antrajame skyriuose tiriamas Sturmo ir Liuvilio
uzdaviniy su viena klasikine kraStine salyga, o kita nelokaligja integraline arba
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dvitaSke kraStine salyga spektras.
Mokslingje literatiiroje gana daZnai nagrinéjama antros eilés diferencialiné

lygtis
M () 4+ flz,u(x) =0, (0<z<1), (L.1)

su jvairiomis nelokaliosiomis integralinémis krastinémis salygomis. Tokio tipo
lygti tyre G. L. Karakostas, kai f(z,u(z)) = q(z)f(u(x)) [62] (2000) ir kai
f(z,u(z)) = a(z)f(u(z), v (x)) [64] (2002) su viena klasikine, o kita neloka-
ligja integraline /(1) = f; u'(s)dg(s) krastine salyga. Jis gavo $io uZzdavinio
pakankamas teigiamo sprendinio egzistavimo salygas.

Lietuvoje (1.1) uzdavinio, kai f(z,u(x)) = u(x) su viena klasikine, o kita
nelokaliaja integraline krastine salyga u(1) = a fol u(z)dx arba su abiem integra-
linémis kraStinémis salygomis, spektra tyré R. Ciupaila, Z. Jeseviciate, M. Sapa-
govas [15] (2004). Straipsnyje [S] (2006) apibendrinti [15] rezultatai, kai diferen-
cialinés lygties koeficientai yra kintami. Taip pat tiesinés paprastosios antros eilés
diferencialinés lygtys su kintamais koeficientais ir nelokaliosiomis integralinémis
kraStinémis salygomis nagrinéjamos [76] (1995).

Straipsnyje [54] G. Infante iStyré HamerSteino integralinés lygties

)\u(t):/Gk(t, s)f(s,u(s))ds (1.2)

tikrines reik§mes. Cia G — kompaktiska aibé R™, k ir f gali bati ir netolydZios
funkcijos, o k gali keisti Zenkla. Straipsnyje [54] G. Infante nagrinéja bendresnes
lygtis, kurios gali neturéti teigiamy sprendiniy. Siuo atveju ieSkomi netrivialieji
sprendiniai. Gautus rezultatus G. Infante taiko antros eilés diferencialinei lygciai
(1.1) su ivairiomis nelokaliosiomis dvitaSkémis krastinémis salygomis:

u'(0) =0, u(l)=9'(§), 0<&<L (13)
w(0) =0, u(l) = (), 0<E<1; (13)
u'(0) =0, u(l) =~u(§), 0<E<T (1.33)
u(0) =0, u(l)=~u(§), 0<E<]1. (1.34)

G. Infante [54] nustaté salygas, su kuriomis Sie uzdaviniai turi teigiamas tikrines
reikSmes, ir rado jas atitinkanciy teigiamy tikriniy funkcijy egzistavimo sritis. Jis
parodé, kad egzistuoja tokia teigiama (arba neigiama) reikSme A, kad (1.1) lygtis
turi nenulini sprendini.

TreCiajame disertacijos skyriuje, taip pat tiriamos Sturmo ir Liuvilio uZda-
vinio, kuris yra atskiras G. Infante nagrinéjamo uzdavinio atvejis, su nelokalio-
siomis (1.3) ir su kitokiomis dvitaSkémis ir integralinémis kraStinémis salygomis
tikrinés funkcijos.
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Labiausiai jvairioje mokslinéje literaturoje iSnagrinéta (1.1) lygtis su (1.34)
kraStinémis salygomis, taip pat nemazai démesio skiriama ir Siam uZdaviniui su
(1.33) salygomis. Tokio tipo lygti, atveju, kai f(z,u(z)) = g(x)f(u), nagrinéjo
R. Ma [77, 78] ir J. R. L. Webb [109] (2001). R. Ma [77] (1998) parode, kad (1.1)
lygtis su (1.3,) kraStinémis salygomis turi bent vieng teigiama sprendini, kai f yra
subtiesiné (f(0) = oo ir f(oo0) = 0) arba supertiesiné (f(0) = 0 ir f(co) = 00)
funkcija. Taip pat R. Ma [78] (2000) irodé, su kokiomis parametro \ reik§mé-
mis (1.1), (1.3,) uzdavinys turi teigiamus sprendinius. J. R. L. Webb [109] (2001)
nustaté, kada (1.1), (1.33) ir (1.1), (1.34) uZdaviniai turi bent du teigiamus sprendi-

nius, pagerindamas R. Ma rezultatus.
Lygti
u'(z) = f(, u(z),u'(z)) + e(z)

su (1.34) krastinémis salygomis tyré C. P. Gupta [46, 47]. Jis irodé Sio uzdavinio
sprendinio egzistavimo ir vienaties salygas, kai v < 1, v > 1, kai 7§ < 1 [46]
(1994) ir ¢ # 1 [47] (1997).

Uzdaviniy (1.1)—(1.35), (1.33) ir (1.34) su ivairiomis parametry - ir £ reikSme-
mis kartotiniy netrivialiy sprendiniy egzistavima nagrin¢jo G. Infante ir taip pat
J. R. L. Webb [55, 56] (2002, 2003).

Sturmo ir Liuvilio uzdavinj (1.1) su (1.3;) nelokaliosiomis krastinémis saly-
gomis vienas pirmyjy pradéjo nagrinéti G. Infante. Taip pat tokio tipo uzZdavini
tyré Y. P. Sun [102] (2004). Jis gavo pakankamas netrivialaus sprendinio egzis-
tavimo salygas su tam tikrais apribojimais funkcijos f augimui. Lygties (1.1) su
klasikinémis kraStinémis salygomis ir f(z,u(x)) = g(x)h(u(z)) tikrines funkci-
jas nagrinéjo K. Q. Lan ir J. R. L. Webb [72] (1998).

Straipsniuose [45, 44, 58] buvo tiriamas tikriniy reikSmiy uzdavinys su nelo-
kaliosiomis kraStinémis salygomis skirtinguose intervalo galuose. Taip pat antros
eilés diferencialinés lygties su nelokaliosiomis kraStinémis salygomis skirtinguose
intervalo galuose teigiamy sprendiniy egzistavimo salygas nagrinéjo G. L. Kara-
kostas ir P. Ch. Tsamatos [63] (2002). Jie irod¢ apatinio ir virSutinio sprendinio
egzistavima.

Sturmo ir Liuvilio uZdavinio, kuris priklauso nuo tikrinés reikSmés parametro
ir su klasikinémis kraStinémis salygomis, tikriniy reik§miy uzdavini tyré M. Lan-
ger [73] (2000). Jis gavo tikriniy reikSmiy jvercius.

Daugiataski nelokalyji kraStini uzdavinj antros eilés paprastosioms diferencia-
linéms lygtims vienmaciu atveju pirmieji pradéjo nagrinéti V. Iljynas ir E. Moi-
sejevas [52] (1987), taip pat ir Ch. P. Gupta. Jis su bendraautoriais [46] (1994)
straipsnyje tyré paprastaja antros eilés diferencialing lygti su viena klasikine, o kita
nelokaliaja daugiataske krastine salyga u(1) = Z:ZQ a;u(§;) ir gavo sprendinio
egzistavimo ir vienaties salygas C'[0, 1] erdvéje. Véliau bendresnius netiesinius
daugiataskius kraStinius uZzdavinius nagrinéjo keletas autoriy, remdamiesi Leré ir
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Sauderio pratgsimo teorema, nejudamo tasko teorema kiigyje ir pan.

Lygti (1.1) su tokiomis paciomis kaip ir [46] salygomis, kai f(z,u(z)) =
a(z) f(u(x),u'(z)), nagringjo D. Cao, R. Ma [14] (2000). Cia a — tolydi funk-
cija, kuri gali keisti Zenklg intervale [0, 1], f — taip pat tolydi funkcija, o A = i
— maZa teigiama konstanta. Sprendiniy egzistavimas buvo jrodomas remiantis
Lere—Sauderio nejudamo tasko teorema.

Antros eilés paprastaja diferencialing lygti su viena treciojo tipo, o kita daugia-
taske (tokia pacia, kaip ir nagrinéta [14, 46]) kraStine salyga tyré P. K. Palamides
[85] (2002). Jis irodé teigiamo ir monotonisko (kai kuriais atvejais) sprendinio
egzistavima, kai funkcija f yra subtiesiné arba supertiesiné.

P. W. Eloe, J. Henderson [33] (1997) nustaté parametro A reikSmes, su kurio-
mis egzistuoja n-tosios eilés diferencialinés lygties su daugiataSkémis krastinémis
salygomis sprendinys.

Pastaraisiais metais gana aktyviai nagrin€¢jami paraboliniai ir stacionarieji uz-
daviniai su nelokaliosiomis integralinémis krastinémis salygomis, bei juy skaitiniai
sprendimo metodai.

R. Ciegio, A. Stikono, O. Stikonienés ir O. Subo¢ straipsnyje [23] i§nagrinétas
uzdavinys

p(x,t)g—": - a—i@(;p)g—";) —qlz,u+ f(z,t), z€(0,1), t€(0,T], (14)
u(z,0) =ug(x), =z €]|0,1], (L1.5)
(0, £) = 0(Golt)uio(t), 1) + / Bl (e, dz) + folt), (1)
u(1,t) = 7 (@ ()u(z (1), t) +/0 B, tyu(z, t)dz) + fi(t); (1.7)

ciat € (0,7, p(x,t) > 0, p(x) > 0, g(z,t) > 0,0 < 7y(t) < 1, oy ir f; yra
zinomos funkcijos, o parametrai (7o, v1) € R2 = {(70,71)|7 = 0}, 1 =10,1.

O (1.4)—(1.7) uzdavini atitinkantis stacionarusis uzdavinys, iStirtas straipsnyje
[22] (2001). Pastaruosiuose darbuose buvo nagrinéjami diferencialinis ir diskretu-
sis (baigtiniy skirtumy) uzdaviniai, buvo tiriama kaip jy sprendinio egzistavimas
priklauso nuo nelokaliSkumo parametry ;,{ = 0, 1, surastos vienintelio nenei-
giamo sprendinio egzistavimo sritys. Taip pat buvo gautos biitinos ir pakanka-
mos sprendinio korektiSkumo salygos pagal maksimumo normg stacionariajam
uzdaviniui tiek diferencialiniu, tiek diskreciuoju atveju [22], o baigtiniy skirtumy
schemai parabolinio uZdavinio atveju pakankamos diskreciojo sprendinio korek-
tiSkumo salygos [23]. Pastarajame straipsnyje nagrinéto uzdavinio tyrimas pra-
testas R. Ciegio darbe [18](2004), kai (1.4) lygties deSinioji pusé yra netiesiné
(f = f(u,x, t))
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Ketvirtajame disertacijos skyriuje apibendrinti [22] straipsnyje paskelbti re-
zultatai, kai krastiniame uZdavinyje yra jvairesnés krastinés salygos.

Taip pat netiesing paraboling lygti (1.4), kai p(z,t) = 1, ¢(x,t) = 0ir f(x,t) =
f(z,t,u), su nelokaliosiomis integralinémis krastinémis salygomis (1.6)—(1.7),
kai v, = 1, ¢y = 0,1 = 0,1, nagring¢jo M. Sapagovas [93](2002). Diferencia-
ling lygti jis aproksimavo tiek pagal erdving koordinatg, laiko kintamaji, tiek ir
pagal abu kintamuosius. Siais trimis aproksimacijy badais buvo siekiama iSsi-
aiskinti kaip nelokalioji kraStiné salyga itakoja skaitinius metodus. Straipsnyje
[93] iSkelta hipoteze, kad funkcijos, ieinancios i nelokaligja salyga, labiau itakoja
skaitini lygties sprendimo algoritma, nei pati lygtis.

Paraboliniy uZdaviniy su nelokaliosiomis integralinémis krasStinémis salygo-
mis (1.6)—(1.7), kai v, = 1, @y = 0, ] = 0, 1, sprendiniy egzistavimo ir vienaties
salygas vienmateje srityje tyré W. A. Day [28, 29] (1982, 1983) su prielaida, kad

1
/ |G)|de <1, 1=0,1. (1.8)
0

W. A. Day gauti rezultatai su (1.8) apribojimais branduoliams buvo apibend-
rinti vélesniuose A. Friedman [37] (1986), B. Kawohl [65] (1987) ir kity auto-
riy darbuose. Paraboling lygti su (1.6)—(1.7) krastinémis salygomis, kai v, = 1,
a; = 0,1 = 0,1, skaitiSkai sprendé G. Ekolin [32](1991). Jis irod¢ iSreikStinio ir
neiSreikstinio Oilerio metody konvergavima. Integralai, ieinantys i nelokaligsias
kraStines salygas, buvo kei¢iami reikSmémis, apskaic¢iuotomis remiantis kvadra-
tirinémis trapecijy formulémis. Tame paciame straipsnyje taip pat buvo jrodytas
Kranko—Nikolsono metodo konvergavimas su salyga

1\50\013; |Bl|dx 1 V3 (1.9)
2

G. Fairweather ir J. C. Lopez-Marcos [36] (1996) Galerkino metodu gavo kvazi-
tiesinio (f = f(x,t,u)) parabolinio uzdavinio su nelokaliosiomis integralinémis
kraStinémis salygomis jvercius, kai

1
/ |GPdr <1, 1=0,1. (1.10)
0

Tiek G. Ekolin [32], tiek ir G. Fairweather ir J. C. Lopez-Marcos [36] optimalius
paklaidos iver¢ius gavo maksimumo normoje, pasirém¢ maksimumo principu.

Parabolinei lygciai su (1.6)—(1.7) krastinémis salygomis, kuriose v, = 1, a; =
0,1 = 0,1, Y. Liu [75] (1999) irodé¢ vadinamojo #-metodo konvergavima, kai
0 > 1/2 ir su silpnesnémis salygomis negu (1.9):

1 1
/ Iﬁol2dx+/ |81 2dz < 2. (1.11)
0 0



6 Ivadas

Tiesiniy lygciy sistemos koeficienty matrica, gauta f-metodu, yra triistriZaine,
iSskyrus pirma ir paskuting eilutes. Energetinis metodas, kuri naudoja Y. Liu
analizuodamas #-metoda, yra panasus | metoda, naudojama G. Fairweather ir
J. C. Lopez-Marcos [36]. Straipsniuose [32, 75] nagrinéti metodai ir gauti re-
zultatai apibendrinti darbe [8] (2002). Parabolinius uZdavinius su tokio tipo ne-
lokaliosiomis integralinémis kraStinémis salygomis nagrinéjo C. V. Pao [87, 88]
(1995, 1998).

Lygti (1.4), kai p(x,t) = 1, p(x) = 1ir g(x,t) = 0, su tre¢iojo tipo neloka-
liosiomis integralinémis krastinémis salygomis (1.6)—(1.7), kai v; = 1, oy = 0,
[ = 0,1, tyr¢e WT. Ang [1](2006). Jis aprasé skaitmenini metoda, kuris parem-
tas parabolineés lygties suvedimu i integraling ir diferencialing forma ir lokaliai
interpoliaciniy funkcijy aproksimacija.

2. Darbo tikslai ir uzdaviniai

« IZanalizuoti Sturmo ir Liuvilio uzdavinio su viena klasikine krastine salyga
ir kita nelokaligja kraStine salyga (integraline arba dvitaske) spektro pri-
klausomybg nuo nelokaliosios salygos parametry, realiyjy tikriniy reikSmiy
atveju.

* Nustatyti Sturmo ir Liuvilio uZdavinio su jsu viena klasikine krastine sa-
lyga ir kita nelokaligja kraStine salyga (integraline arba dvitaSke) teigiamy
tikriniy funkcijy egzistavimo intervalus.

* IStirti baigtiniy skirtumy schemy, aproksimuojanciy stacionaryji uzdavini
su jvairiomis nelokaliosiomis kraStinémis salygomis stabiluma ir konverga-
vimg pagal energeting norma.

* Parabolinio uzdavinio su viena klasikine, o kita nelokaligja kraStine salyga
sprendinio radimui panaudoti Gryno funkcija, leidZiancig iSreiksti sprendini
srities viduje per jo reikSmes kraStuose.

3. Mokslinis naujumas

1. Disertacijoje istirta Sturmo ir Liuvilio uZdavinio su jvairiomis nelokaliosio-
mis integralinémis ir dvitaSkémis krastinémis salygomis spektro priklauso-
mybé nuo nelokaliyjy krastiniy salygy parametry. Tuo tarpu iki Siol buvo
nagrinéjami tik atskiri stacionariyjy uzdaviniy spektry atvejai. Bendradar-
biaujant su mokslinio darbo vadovu A. Stikonu disertacijoje ir bendruose
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straipsniuose buvo jvesta vadinamoji charakteristiné +y-funkcija, kuri sutei-
kia nemaZzai informacijos tiriant stacionariojo uzdavinio spektra. Diserta-
cijoje sukurta Sturmo ir Liuvilio uZdaviniy su nelokaliosiomis krastinémis
salygomis spektro tyrimo metodika. Tiriant Sturmo ir Liuvilio uzdavini su
nelokaliosiomis dvitaSkémis krasStinémis salygomis nustatyti atvejai, nemi-
néti literatiroje, kai vienmaciu atveju egzistuoja kelios neigiamos tikrinés
reikSmés, arba kintant parametrui vy, realiosios tikrinés reikSmés suartéja
ir pereina 1 kompleksing plokStuma, o véliau tampa realiosiomis tikrinémis
reikSmeémis.

2. Sioje disertacijoje pla¢iai i§nagrinétos Sturmo ir Liuvilio uZdavinio su jvai-
riomis nelokaliosiomis integralinémis ir dvitaSkémis krastinémis salygomis
tikrinés funkcijos. Priklausomai nuo nelokaliyjy kraStiniy salygy paramet-
ry, nustatyti teigiamy tikriniy funkcijy egzistavimo intervalai ir palyginti su
G. Infante [54] straipsnyje apraSytais rezultatais. Kai kuriais kraStiniy sa-
lygy atvejais Sie intervalai skiriasi nuo G. Infante nagrinéjamy uZzdaviniy
teigiamy tikriniy funkcijy egzistavimo intervaly. Disertacijoje gauti rezul-
tatai patikslina iki Siol mokslinéje literatiiroje apraSytus rezultatus, leidZia
gauti btinas ir pakankamas Siy intervaly egzistavimo salygas.

3. Mokslinéje literaturoje gana placiai nagrinéjami paraboliniai ir stacionarie-
ji uzdaviniai su nelokaliosiomis krastinémis salygomis. Sioje disertacijo-
je stacionariyjy uzdaviniy atveju apibendrinti [22] straipsnyje ir O. Subo¢
daktaro disertacijoje ,,Kai kurie uZdaviniai su nelokaliosiomis krastinémis
salygomis*“(2002) paskelbti rezultatai, uzdaviniams su ivairesnémis neloka-
liosiomis kraStinés salygomis. Straipsnyje [22] nagrinéjamas stacionaru-
sis uzdavinys su Dirichle tipo kraStine salyga, ir sprendinio korektiSkumas
gautas maksimumo normoje. Sioje disertacijoje nagrinéjami uZdaviniai su
antrojo arba treciojo tipo kraStinémis salygomis, kai negalima tiesiogiai pri-
taikyti maksimumo principo, todél gauti jverciai pagal energeting norma.
Pasinaudojant idéties teorema, irodytas tokiy uzdaviniy korektiSkumas ir
pagal maksimumo norma.

4. Disertacijoje pasitlytas parabolinio uZdavinio su nelokaliosiomis kraStiné-
mis salygomis sprendimo buidas, kai sprendinio reikSmeés srities kraSte ran-
damos sprendZiant antrojo tipo Volteros integraling lygti. Radus Sio uzda-
vinio sprendinio reikSmes, parabolinio uZdavinio sprendinys visoje srityje
randamas sprendziant klasikini uzdavini.
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4. Gautyju rezultaty reikSmeé

1.

Sturmo ir Liuvilio uzdavinio su jvairiomis nelokaliosiomis krastinémis sa-
lygomis spektro kokybinés analizés rezultatai gali bati taikomi sprendZiant
daugiamacius stacionariuosius ir parabolinius uZdavinius tiek analiziniais,
tiek ir skaitiniais metodais, tiriant baigtiniy skirtumy schemy stabiluma bei
iteraciniy metody konvergavima Siems uZdaviniams.

. Rezultatai apie teigiamy tikriniy funkcijy egzistavimo intervalus gali bu-

ti panaudoti HamerSteino integralinés lygties bei kity panaSiy uZdaviniy
sprendiniy tyrime.

Gautos baigtiniy skirtumy schemos stacionariajam uzdaviniui su jvairaus ti-
po nelokaliosiomis krastinémis salygomis sprendinio egzistavimo buitinos ir
pakankamos salygos ir stabilumo iverciai leidZia naudoti pateiktas baigtiniy
skirtumy schemas tokiy uzdaviniy skaitiniame sprendime.

Parabolinio uZdavinio su nelokaliosiomis kraStinémis salygomis sprendimas
suvedamas 1 keleto klasikiniy uzdaviniy (fundamentaliyjy sprendiniy radi-
mas arba Volteros integralinés lygties sprendinio radimas) sprendima. Siy
uZdaviniy sprendimui galima naudoti teoriSkai pagristus ir prakti$kai patik-
rintus sprendimo metodus: baigtiniy skirtumy, baigtiniy elementy, splainy
ir t.t.

5. Darbo rezultaty aprobavimas ir publikacijos

Pagrindiniai darbo rezultatai paskelbti 2 mokslinése publikacijose Lietuvos leidi-
niuose, iraSytuose { Mokslo ir studijy departamento patvirtinta sarasa, 4 moksliné-
se publikacijose Lietuvos periodiniuose ir recenzuojamuose leidiniuose, 1 moks-
liné publikacija recenzuojamame tarptautinés konferencijos darby leidinyje ang-
Iy kalba ir 1 moksliné publikacija Lietuvos konferencijos praneSimy medziagoje.
Autorés publikacijos pateiktos papildomame sarase ,,Autorés publikacijy sarasas®.

Konferencijose skaityti praneSimai:

* S. Pediulyte, O. Stikoniene, A. Stikonas. Stationary problems with nonlocal

conditions // 8th MMA Conference, 2003 m. geguzés 28 - 31 d., Trakai.

« O. Stikoniené, S. Peiulyte, A. Stikonas. Stationary problems with nonlocal

conditions // 8th MMA Conference, 2003 m. geguzés 28 - 31 d., Trakai.
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O. Stikonien¢, A. Stikonas, S. Pe¢iulyté. UZdaviniy su nelokaliomis salygo-
mis energetiniai jverciai // Lietuvos matematiky draugijos XLIV konferen-
cija, 2003 m. birzelio 19 - 20 d., Vilnius.

* S. Peciulyte, A. Stikonas. Parabolinio uzdavinio su nelokaliosiomis salygo-
mis suvedimas | integraling lygti // 9-0ji magistranty ir doktoranty konferen-
cija Informaciné visuomené ir universitetinés studijos, 2004 m. balandZzio
15 d., Kaunas.

* S. Peciulyté, A. Stikonas. Apie vieno stacionariojo uzdavinio su nelokaligja
kraStine salyga spektra // Lietuvos matematiky draugijos XLV konferencija,
2004 m. birzelio 17 - 18 d., Kaunas.

* S. Peciulyte, A. Stikonas. Apie stacionariojo uZdavinio su nelokaligja inte-
graline kraStine salyga teigiamas tikrines reikSmes // Konferencija Matema-
tika ir matematikos déstymas, 2005 m. balandZio 7 - 8 d., Kaunas.

* S. Peciulyté, A. Stikonas. Sturm - Liouvile problem for stationary differen-
tial problem with nonlocal integral boundary condition // 10th MMA Confe-
rence, minisymposium Mathematical models including non-local boundary
conditions, 2005 m. birzelio 1 - 5 d., Trakai.

e S. Peciulyte, A. Stikonas. Sturmo - Liuvilio uzdavinys kraStiniam uzdavi-
niui su viena dvitaske nelokaligja antrojo tipo krastine salyga // Lietuvos
matematiky draugijos XLVI konferencija, 2005 m. birzelio 15 - 16 d., Vil-
nius.

* S. Peciulyté. KraStiniy uzdaviniy su jvairiomis nelokaliosiomis salygomis
tyrimas // Konferencija Matematika ir matematikos déstymas, 2006 m. ba-
landZio 6 - 7 d., Kaunas.

* S. Pediulyte, A. Stikonas. Sturm - Liouville problem for stationary diffe-
rential operator with nonlocal two-point boundary conditions // 11th MMA
Conference, minisymposium Problems with nonlocal conditions, 2006 m.
geguzés 31 d. - birzelio 3 d., Jurmala, Latvija.

« S. Pediulyté, A. Stikonas. Apie vieno nelokalaus krastinio uZdavnio teigia-
mas tikrines funkcijas // Lietuvos matematiky draugijos XLVII konferencija,
2006 m. birzelio 20 - 21 d., Kaunas.

6. Disertacijos struktura ir apimtis

Disertacija sudaro jvadas, penki skyriai, iSvados ir literatiros sarasas. Skyriai yra
suskaidyti | poskyrius, o kai kurie poskyriai - { skirsnius. Disertacijoje naudosime
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numeracija ,,skyrius.poskyris®, ,,skyrius.poskyris.skirsnis®, ,,skyrius.poskyris.tei-
ginys®, ,,skyrius.paveikslelis®. Ivadas néra skyrius, todel skyriaus numerio néra
jo formuliy, teiginiy, poskyriy ir paveiksléliu numeracijoje. Formuliy numeracija
yra atskira kiekviename skyriuje, t.y. skyriaus numeris nepridedamas. Cituojant
formulg iS$ kito skyriaus papildomai nurodysime skyriy.

[vade apsvarstytas disertacijos temos aktualumas, iSdestyti darbo tikslai, moks-
linis naujumas ir gauty rezultaty reikSmé, pateikta darbo aprobacija ir publikacijy
saraSas. Taip pat pateikta keletas apibréZimy, Zyméjimy ir naudojamy savokuy.

Pirmajame skyriuje suformuluotas nagrinéjamas Sturmo ir Liuvilio uzdavinys
stacionariajam diferencialiniam operatoriui su viena klasikine, o kita nelokaligja
integraline kraStine salyga [1A, 4A, 6A, 7A]:

—u" =M, te€(0,1),
u(0) =0,

3
u(l) = 'y/ u(t)dt, (1 atv.)
0

1
u(l) = 7/ u(t)dt, (2 atv.)
3

giay € Cir ¢ € [0,1]. Taigi, tiriami du nelokaliyjy integraliniy krastiniy salygy
atvejai. Nagrinéjama, kaip Sio uZdavinio tikrinés reikSmes ir tikrinés funkcijos
priklauso nuo nelokaliyjy integraliniy kraStiniy salygy parametry -y ir . Trecia-
jame pirmojo skyriaus poskyryje apZvelgtas Sturmo ir Liuvilio uZdavinio spektro
savybeés kompleksingje plokStumoje.

6.1 pastaba. Sie rezultatai (kaip ir analogiski rezultatai 3 skyriuje) reikalingi to-
lesniam realiyjy tikriniy reikSmiy tyrimui, ta¢iau neteikiami gynimui, nes $i bend-
ra straipsniy dalis buvo atlikta A. Stikono.

Ketvirtajame poskyryje jis detaliai iSanalizuotas, kai 7 € R. Pastaruoju atveju
nagrinéjamos tik realiosios Sturmo ir Liuvilio uzdavinio tikrinés reik§mes ir tik-
rinés funkcijos. Siame poskyryje suformuluotos ir jrodytos lemos apie neigiamy
tikriniy reikSmiy ir tik realiyjy tikriniy reikSmiy egzistavimg abiem nelokaliyjy
integraliniy kraStiniy salygy atvejais.

Antrajame skyriuje tiriamas Sturmo ir Liuvilio uzdavinys stacionariajam di-
ferencialiniam operatoriui tik su viena nelokaligja dvitaSke kraStine salyga [2A,
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S5AJ:
—u” = \u, te(0,1),
u(0) =0,
u'(1) = yu(§), (1 atv.)
(1) = (§), (2atv.)
uw(l) =~u'(§). (3atv.)

Kaip matyti, nagrinéjami trys nelokaliyjy dvitaSkiy kraStiniy salygy atvejai. IS-
nagrinéta Siy uzdaviniy spektry priklausomybé nuo nelokaliyjy krastiniy salygy
parametry -y ir . Antrojo skyriaus struktiira yra panasi i pirmojo.

Treciajame $io skyriaus poskyryje yra apZvelgtas Sturmo ir Liuvilio uzdavinio
spektras kompleksinéje plokStumoje. Ketvirtasis poskyris skirtas $io uzdavinio
spektro analizei, kai v € R. Pastarasis poskyris yra suskaidytas i tris skirsnius.
Juose yra iSsamiai iSnagrinéti spektrai visy trijy nelokaliyjy krastiniy salygy atve-
jais, taip pat suformuluotos ir jrodytos lemos apie neigiamy tikriniy reikSmiy ir
tik realiyjy tikriniy reikSmiy (1 ir 2 atv.) egzistavima.

Treciajame disertacijos skyriuje tiriamos pirmuose dviejuose skyriuose sufor-
muluoto Sturmo ir Liuvilio uzdavinio su jvairiomis nelokaliosiomis dvitaikémis
ir integralinémis kraStinémis salygomis teigiamos tikrinés funkcijos. Treciaja-
me ir ketvirtajame poskyriuose, ivedus matomos i§ deSinés funkcijos apibréZima,
pla¢iai i¥analizuoti Sturmo ir Liuvilio uzdavinio su nelokaliosiomis dvitaskémis
kraStinémis salygomis:

u'(1)
u'(1)
(1)
(1)

yu(§), (1 atv.)
yu'(€), (2 atv.)
yu'(€), (3 atv.)
yu(€); (4 atv.)

u

u

su G. Infante [54] straipsnyje nagrinétomis dvitaSkémis krastinémis salygomis:

u(l) =~yu'(£), (5atv.)
u(l) =yu(§); (6atv.)

ir su nelokaliosiomis integralinémis krastinémis salygomis
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teigiamy tikriniy funkcijy egzistavimo intervalai. Skyriaus pabaigoje suformu-
luota teorema, kokiems + ir ¢ egzistuoja teigiama tikriné reikSmé ir ja atitinkanti
teigiama tikriné funkcija.

Ketvirtasis disertacijos skyrius yra skirtas stacionariojo uzdavinio su neloka-
liosiomis kraStinémis salygomis baigtiniy skirtumy metodo nagrinéjimui. Nagri-
néjamas stacionarusis uzdavinys su nelokaliosiomis kraStinémis salygomis [3A]:

d du

L(w) = —=(p(@) ) +al@)u = f, x € (0. L),

1
0

Ulpmo := fyo<i odu(al) + / (Bo(z)u(z) + Bo(x)u’(x))dx> + 9o,

J 1
s i= (D adutad) + [ (Bi(@u(o) + Bile)u(@)de) + g1,
j=1 0

Cia krastinés salygos gali biiti pirmojo, antrojo arba tre¢iojo tipo, sudaryta O (1 +
h?) eilés baigtiniy skirtumy schema. Ketvirtajame skyriuje surastos bitinos ir
pakankamos diskreciojo sprendinio egzistavimo salygos, bei jo stabilumas pagal
energeting norma.

Penktajame skyriuje nagrinéjamas modelinis parabolinis uzdavinys su neloka-
liaja krastine salyga kairiajame intervalo (0, 1) kraste ir taskine salyga deSiniajame
kraste [8A]

ou  D*u

%= ot + f(z, 1),
u(x, O) = (,0(1‘),
u(0,t) = yu(a,t) + d(t), a € [0,1],
u(1,t) = u(t).

Siame skyriuje pasiiilytas parabolinio uZdavinio su nelokaliosiomis krastinémis
salygomis sprendimo buidas, kai pasinaudojant klasikinio uZdavinio sprendinio is-
raiSka per Gryno funkcijas uZdavinio su nelokaliaja krastine salyga sprendinio ra-
dimas suvedamas 1 antro tipo Volteros integraling lygti. ISnagrinéti gautos Volte-
ros integralinés lygties branduoliai. Taip pat uZraSytos Volteros integraliniy lygciy
iSraiSkos, kai nagrinéjamas uzdavinys su viena arba abejomis antrojo tipo krasti-
némis salygomis.
Isvadose apibendrinti tyrimy rezultatai.

7. Kai kurie apibrézimai, Zyméjimai ir naudojamos sgvokos

Nagrinéjant tikrines reikSmes bus naudojami Sie apibréZimai ir Zyméjimai. Diser-
tacijoje tiriamas Sturmo ir Liuvilio uzdavinys priklauso nuo dviejy parametry
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ve€C=CuU{oc}iré€l0,1].

7.1 APIBREZIMAS. Pastovioji tikriné reikSmeé. Sakykime parametras ¢ yra fik-
suotas. Tikring reikSme, kuri nepriklauso nuo Sturmo ir Liuvilio uZdavinio ne-
lokaliosios krasStinés salygos parametro « vadinsime pastovigja tikrine reikSme, o
tikring reikSme, kuri priklauso nuo parametro v — nepastovigja tikrine reiksme.

Jei A = ¢* yra pastovioji tikriné reik¥mé, tai ¢ € C, vadinsime pastoviosios
tikrinés reikSmeés tasku.
Kiekvienam parametrui £ € [0, 1] galima apibrézti aibes:

= :={£ €[0,1]|, kuriems ¢ pastoviosios tikrinés reik§meés neegzistuoja};
R :={¢ € [0, 1]|, kuriems & egzistuoja pastov. ir nepastov. tikrinés reik§mes};

C :={£ € [0,1]|, kuriems & egzistuoja tik pastoviosios tikrinés reik§meés}.
Taip pat apibréSime aibes:

R_:={z eRljz <0}, Ry :={z e Rjz <0},
R; :={z € Rlz > 0}, Ry; :={z € Rjz >0},

ir teigiamy sveikyjy skai¢iy N,,, := {n € N|n = km, k € N}, lyginiy skaidiy
N, = {k € No|k < n} U {0} ir nelyginiy skai¢iy N, = {k € N\ No|k < n}
poaibius.

7.1 pastaba. Disertacijoje raide v bus Zymimas nelokaliosios krastinés salygos
parametras ir funkcija v = v(q) = 7(v/A), kuri parodo parametro -y priklausomy-
be nuo Sturmo ir Liuvilio uZdavinio tikriniy reik§miy.

7.2 APIBREZIMAS. Funkcijos w(z) a-reikimémis a € C vadinamos lygybés
w(z) = a Saknys.

Funkcija v(q), kurios pagalba galima rasti nepastovigsias Sturmo ir Liuvilio
uzdavinio tikrines reik§mes A = ¢?, kaip Sios funkcijos y-reik§mes, vadinsime
charakteristine funkcija (pirmojo tipo charakteristine funkcija). Pasirode, kad
charakteristinés funkcijos v = ~(g) tyrimas suteikia daug kokybinés informa-
cijos apie Sturmo ir Liuvilio uZdavinio spektra. Tikrinés reik§meés priklauso nuo
Sturmo ir Liuvilio uzdavinio parametro v, t.y. A = (7). Disertacijoje taip pat
nagrinéjama funkcija ¢ = ¢(7v), ¢ia ¢ = V/A. Tadiau $ios funkcijos yra daugia-
reikSmeés, igyjancios begalini (skaityji) skaiCiy reikSmiy. VienareikSmes jos gali
bati tik dalyje apibrézimo srities. Tuo tarpu atvirkstinés priklausomybés v = ()
arba v = 7y(q) yra vienareik§més funkcijos. Pastoviasias tikrines reik§mes randa-
me atskirai (ne i$ charakteristinés funkcijos).
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7.2 pastaba. 1§ charakteristinés funkcijos randame ¢, o ne tikrines reikSmes \ =
¢®. Taciau Zinant ¢ vienareik§miSkai galime surasti ir \. Todél kalbédami apie
tikring reikSme ¢ arba ¢ = x realiuoju atveju, turésime omenyje tikring reikSme
A. Funkcijos v = v(q) y-reik§mes vadinsime tikriniy reiksmiy taskais.

Dazniausiai nelokaliosios salygos parametras v € R. Siuo atveju domésimés
Sturmo ir Liuvilio uZdavinio realiosiomis tikrinémis reikimémis A\ € R. Paste-
bésime, kad be Sio atvejo tikrinés reikSmés gali biti ir kompleksiskai jungtinés.
Realiyjy tikriniy reikSmiy atveju jos gali buti kartotinés.

Siuo atveju (1 ir 2 skyriuose) vietoje ¢ € C,, nagrinésime ¢ tik spinduliuose
q =z 2> 0irq = —ix, z < 0. Teigiamos tikrinés reikSmés egzistuoja, kai
spindulys ¢ = = > 0, neigiamos tikrinés reikSmés, kai — ¢ = —iz, z < 0.
Taskas ¢ = = = 0 atitinka A = 0. Siuose spinduliuose funkcija f : C, - C
palieka du pédsakus: fi(x) = f(z +10), kaix > 0ir f_(x) = f(0 — ix), kai
x < 0. Funkcija f, atitinka teigiamas tikrines reikSmes, o funkcija f —neigiamas
tikrines reikSmes. Visas realigsias tikrines reikSmes susieja sarysis

N — 22, kaiz >0,
Tl =22, kaiz <0.

Jas nagrinésime naudodami funkcija f : R — C:

| fi(z), kaiz >0,
flw) = { ff(x), kai < 0.

Miisy nagrin¢jamais atvejais visos tokios f bus realiosios funkcijos, t. y. f :
R — R. Sios funkcijos vadinamos realiosiomis charakteristinémis funkcijomis.
Charakteristiné funkcija nagrinéjamuose uzdaviniuose yra meromorfiné funkcija.
Jos nulius Zymésime 2y, o polius py.

Taske z = p galima apibréZti meromorfinés funkcijos F'(z) poliaus Zenklq:

os(F,p) = sign(lim(z — p)°F(z)),s =0,1,.... (7.12)
z—p

7.3 pastaba. Jei o4(F,p) = 0, tai taSkas z = p yra polius, ir jo eilé yra Zemesné
uz s, arba z = p yra analizinis taskas; jei o4(F,p) = oo, tai taskas z = p yra
polius, ir jo eilé yra didesné uz s; kitais atvejais turime s-eilés poliy.

7.4 pastaba. Jei F(z) = g 8 , Cia f, g yra sveikosios funkcijosir g(p) = 0, ¢'(p) #
0, tada

o1(F, p) = sign( llin(z —p)F(z)) = signRes F(z) = signm. (7.13)

==p 9 (p)
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7.5 pastaba. Jei F(z) = J; Ejg , Gia f, g yra sveikosios funkcijos ir g(p) = ¢'(p) =
0, ¢"(p) # 0, tada
_[f(p)
oo(F,p) = sign . (7.14)
(F:2) g'(p)

7.6 pastaba. Pirmosios eilés poliaus Zenklas pastoviosios tikrinés reikSmes taske

/'(p)
g// <p) '

Ul(Fap) - Sign

00

800

800+

400—

C

I
I
i : — !/
i) T T T T T o T T T T U\\\\\\i\\\llll
B 61 B2 6O dom 208 31 3 0z . o2
500 400 : | 4
i 1 |
B0 500 &7 I
| g 1
a)al(F,p)zl b)O’l(F,p>:—1 C)O'l(F,C):O
' ' 4
107 . 0 52 .54 56 58 6
. i :
8 :
. 24P
o 5
4 : 407
4 . g
b . 610
2 .
10
&) T T T T T .1 L
2|8 265 27] Rl

d) oy (F,p) =1 e) oo F,p) = —1

1 pav. Poliai ir pastoviyjy tikriniy reik§miy taSkai

Realiuoju atveju, kai F' = 7, 1 = 1,2,3, poliy Zenklai oy (F,p) = £1. Jei
o1(F,p) = 1 (1 paveikslas, a)), tada, kai v >> 1 egzistuoja realiosios tikrinés
reik§meés taskas ¢(v) > pirlim, . q(y) = p, kai v << —1 egzistuoja realio-
sios tikrines reik§mes taskas ¢(y) < pir lim,_._ g(y) = p, bet tokiy tasky néra
kitoje tasko p puséje. Jei oy (F,p) = —1 (1 paveikslas, b)), tada, kai v >> 1,
egzistuoja realiosios tikrinés reikSmes taskas ¢(v) < p ir lim, ., « ¢(7y) = p, taip
pat ir, kai v << —1, egzistuoja realiosios tikrinés reik§meés taskas g(vy) > p ir
lim,_._ q(y) = p, taiau tokiy tasky néra kitoje tasko p puseje. Jei o1(F,p) =0
(1 paveikslas, ¢)), tada visiems ~y egzistuoja pastoviosios tikrinés reikSmés taskas
c=np.
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2 pav. Funkcijos ~y(x) grafikas

7.7 pastaba. Tegul funkcija F' turi antrosios eilés poliy p. Jei oo(F,p) = 1 (1
paveikslas, d)), tada, kai v >> 1, egzistuoja du realiyjy tikriniy reikSmiy tas-
kai ¢1(7) < p < q(9)2 ir imy— 1o 1 (y) = lim, 4o g2(y) = p, tadiau to-
kiy tasky néra, kai v << —1. Jei 09(F,p) = —1 (1 paveikslas, e)), tada, kai
v << —1, egzistuoja du realiyjy tikriniy reik§miy taskai ¢;(vy) < p < q(7)2, 0
lim, 4o qi () = limy 4o g2(7y) = p, ir tokiy tasky néra, kai v >> 1.

Paprastai, realiyjy tikriniy reik§miy atveju ¢ = = € R, viename grafike braiZy-
sime ir charakteristing funkcija (2 paveikslas, iStisiné kreive), ir pastoviasias tikri-
nes reikSmes (2 paveikslas, vertikali punktyriné tamsiai meélyna ties¢). Tai leidZia
1§ grafiko nustatyti tiek pastoviasias, tiek nepastovigsias tikrines reikSmes. Cha-
rakteristinés funkcijos asimptotes (paveiksle z = p; ), taip pat Zymeésime punkty-
rine linija, tik raudonos spalvos ir siauresne, nei pastoviasias tikrines reikSmes.

7.8 pastaba. Spausdintame disertacijos variante paveiksléliai atspausdinti pilkai,
todeél spalvos néra informatyvios, pavyzdZziui, ,,vertikali punktyriné tamsiai mely-
na ties¢“. Siuo atveju pagrinding informacija suteikia ZodZiai ,,vertikali punktyriné
tamsiai mélyna tiesé*. Elektroniniame variante (pridétoje CD laikmenoje) galima
naudotis papildoma spalvine informacija.

Pasinaudodami klasikiniu atveju v = 0, sunumeruojame tikriniy reikSmiy tas-
kus z = 7wk, k = 1,2, ... (2 paveikslas, a)). x3 — pastovioji tikriné reikSme (2 pa-
veikslas, tamsiai mélyna punktyriné linija). 2 paveikslas, a) atv. parodytas tikriniy
reik§miy kitimas keiciantis parametrui 7. ex 11,k = 1,2, ... — paZymétas taskas,
kuriame dvi skirtingos tikrinés reikSmeés tampa kartotinémis (2 paveikslas, a), tas-
ke e — tikrinés reikSmés x, ir x, tampa kartotinémis), 0 €10,k = 1,2,... —
taskas, kuriame yra dvi tikrinés reikSmés ir dar egzistuoja pastovioji tikriné reiks-
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meé (2 paveikslas, a), taSke e, — susijungia tikrinés reikSmeés x5 ir x4 ir egzistuoja
pastovioji tikriné reik§mé x3). Toliau pg, k = 1,2,... Zymimi funkcijos (z)
poliy taskai (2 paveikslas, raudona punktyriné linija).

Apibrézimo sritf © € (—oo,400) suskaidome i intervalus (ay,bx), k =
1,2,...:

ex_ok, jeitaske ep oy egzistuoja pastovioji tikriné reikSmé,
ap = D1, _]el CL_1k :pl,lz 1,2,...,

ex—1k, Kitais atvejais,
ir
€rkt2, Jeltaske egpio egzistuoja pastovioji tikriné reikSme,

b = < D1, jeiegpp =pl=1,2,..,
erktr1, Kitais atvejais.

Funkcijos (z) siaurinj Siame intervale Zymésime v*(x), k = 1,2,. ... Kiekvie-
name i§ Siy intervaly (ay, bg), &k = 1,2,... apraomas vienos realiosios tikrinés
reikSmeés kitimas.

Kaip pavyzdj pateikiame 2 paveikslo, b) atv. Jame pavaizduotas konkretus
spektro atvejis, kai parametras y = 10. Siame paveiksle z; Zymi neigiama tikring
reikSme, toliau eina pastovioji tikriné reikSmé z3. Kadangi nagrin¢jame tik rea-
ligsias tikrines reikSmes, tai 2 paveiksle, b) atv. nepaZyméti kompleksiniy tikriniy
reikSmiy taskai (22, 24, 7 > 0) atsiranda susijungus Sioms dviems tikrinéms reiks-
méms (9 ir 14, v < 10) 1 kartotinés tikrinés reikSmés taska (xo = x4, 7 = 10).

7.9 pastaba. Tikriné funkcija apibréZiama pastovaus nenulinio daugiklio tikslu-
mu. Nagrinéjant tikrines funkcijas, kuriy reikSmeés tam tikrame intervale yra vieno
Zenklo (teigiamos arba neigiamos), visada galima parinkti teigiama tikring funk-
cija (3 skyrius).

7.10 pastaba. Sioje disertacijoje raidé = bus naudojama:

- kaip diferencialinés lygties nepriklausomas kintamasis (5 skyrius);

- kaip © = ¢ charakteristinés funkcijos y-reik§mé, jeigu ji randama i§ v = v(q)
lygties;

- aprasant kompleksinius skai¢ius z = x + iy, ¢ia ir toliau i = v/—1 — mena-
masis vienetas.

Disertacijos tekste indeksas formuliy numeracijoje reiSkia kraStinés salygos
atveji. Jeigu suformuluotas teiginys teisingas tik konkreciu krastinés salygos at-
veju, tai bus nurodyta skliausteliuose, jeigu nenurodyta — teiginys teisingas visais
nagrinéjamy krastiniy salygy atvejais.



18 Ivadas

=) q—phl L ﬂ»
0 1 i i n-l n
W' —
0 1 i-1 i+l n-1 n
i }}_uz iy hﬂl/Z
w bt e ——t -l
2 012 12 12 n-1/2n
. T T; T
0 1 oG g m-1 m

3 pav. Diskretieji tinklai

Aprasant funkcijas, naudosime pazyméjimus f(x; ) arba f(x), kai nagrinési-
me funkcija f(x, £) kaip vieno kintamojo funkcija su fiksuotu parametru &.

Ketvirtame disertacijos skyriuje nagrinéjant baigtiniy skirtumy schemas sta-
cionariajam uzdaviniui bus naudojami Sie Zyméjimai.
Atkarpoje [0, L] apibrézkime diskretyji tinkla 0 = @" = {0 = 29 < 7; <
- < x, = L}, hy = x; — x;_1,1 < i < n. Formaliai laikysime, kad hy =
hpni1 = 0, xz1 = 0, .41 = [. Naudosime papildomus diskreciuosius tinklus:
Fm N o an = Wt U o ol = Wt U o} @y = (ol =
(; + 2i11)/2, =1 < i < n}, hipr = (ki + hiy1)/2, 0 < @ < n (3 paveikslas).
ApraSant parabolini uzdavini papﬁdomai dar bus naudojami diskretieji tinklai:
OT={0=tg<t; < <tp=Thw =a"~{to}, 7, =t;—t; 1,1 <j<m.
Apibrezkime diskreciuosius operatorius, skaliarines sandaugas ir normas:

S

(0U) i1 = (Uipr = Ui} [ hisa, (0V)i == (Viyr = Vie1) /iy s,
UV)or 1= ) UVihiyy, O V)apy, = D Uiy Viyhs
i=0 i=1
F—e] Ul = (3 VP2V,

i=0

Jeigu U, V yra apibréztos tinklelyje w" = w", wl, wt, tuomet (U, V), =

(U Vo, U, = [|U]lp, ia U°, VO yra U, V nuliniai tesiniai.
Trumpai Zymeésime || - || = || - ||z, tinklelis pagal nutylé¢jima sutampa su
funkcijos apibrézimo sritimi.
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Funkcijy reikSmeéms ne tinklo taSkuose naudosime tiesini interpoliavima Lz (x)
= xz};x i—1+ ﬂU—Z;—lZi kai x € [l'ifl,l'i].
Taip pat naudosime integravimo dalimis formules:

(V.6U)o = Valajo = Vel — (6V. Uy,
(V60 )on = Va2 = Voo — 6V Uy,
(V,0U)n = ValUpgay2 — VoUrjo — (6V, U)wfﬂ,
(V,0U)n = VilUp—1y2 — VoU—1y2 — (8V, U)w{l/Q

w

w

Jeigu V,, = O arba U112 = 0,1ir Vj = 0 arba U_;/, = 0, tuomet teisinga
paprastesné integravimo dalimis formulé

(V,0U)o = =0V, U)yy . (7.15)

SuUw = J}h, w{‘, w(’}, wh.






1 skyrius

Sturmo ir Liuvilio uZdavinys stacionariajam
diferencialiniam operatoriui su viena nelokaligja
integraline krastine salyga

1.1. Sturmo ir Liuvilio uZdavinys stacionariajam diferenciali-
niam operatoriui su nelokaliaja integraline krasStine sglyga

Panagius diferencialinius Sturmo ir Liuvilio uzdavinius su nelokaliosiomis inte-
gralinémis kraStinémis salygomis taip pat nagriné¢ja B. Bandyrskii, I. Lazurchak,
V. Makarov, M. Sapagovas [5], R. Ciupaila, 7. Jesevidiate [15], G. L. Karakostas,
P. Ch. Tsamatos [62], A. Lomtatidze [76], V. A. Iljyn, E. I. Moiseev [51, 52, 53].
Taip pat Siy uZdaviniy tikrines reikSmes tiria G. Infante [55, 54]

Sturmo ir Liuvilio uzdavinio su viena klasikine, o kita nelokaligja integraline
kraStine salyga

u’(t) + Mu(t) =0, te(0,1), (L.1)
u(0) = 0, (12)

1
u(1) = / (), (13)

0

tikrines reik§mes nagrinéjo R. Ciupaila, Z. Jesevi&iiité ir M. Sapagovas [15]. Sia-
me darbe gautos neteigiamy ir kartotiniy tikriniy reik§miy egzistavimo salygos.
Taip pat [15] straipsnyje nagrinéjamas (1.1)—(1.3) uzdavinys, kai (1.3) salygoje in-
tegruojama intervale [1/4,3/4], arba kai abi kraStinés salygos yra nelokaliosios
integralineés.

Straipsnyje [5] apibendrinti [15] rezultatai, kai antros eilés diferencialinéje
lygtyje yra kintami koeficientai

u’(t) + [A = q(@)]u(t) =0, te€(0,1),

21
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&ia q(t) — dalimis tolydZioji funkcija ir ¢(¢t) > 0, Vt € [0,1]. Si diferencialiné
lygtis nagriné¢jama su (1.2)—(1.3) krastinémis salygomis, tik integruojama interva-
le [1/4,3/4]. Straipsnyje [5] aprasytas funkcinis—diskretus metodas leidZia iStirti
kokybines sprendinio savybes, tai yra nustatyti kada tikrinés reikSmeés yra realio-
sios arba kompleksinés, kartotinés ar ne ir t.t.

Siame disertacijos skyriuje tiriama vieno Sturmo ir Liuvilio uzdavinio spektro
priklausomybé nuo nelokaliosios integralinés krasStinés salygos parametry. Pag-
rindiniai Sio skyriaus rezultatai atspausdinti straipsniuose [1A, 4A, 6A, 7A].

1.2. Uzdavinio formulavimas

Nagrinékime Sturmo ir Liuvilio uZdavinj su viena klasikine salyga kairiajame
kraste (taske t = 0)

—u" = Xu, te€(0,1), (2.4)
u(0) = 0, 2.5)

ir kita nelokaliaja integraline kraStine salyga:

3
u(l) = 'y/ u(t)dt, (1 atv.) (2.61)
0
1
u(l) = 'y/ u(t)dt, (2 atv.) (2.69)
13

su parametrais v € C := C U {oo} ir £ € [0, 1].

1.2.1 pastaba. Kai v = oo, vietoje (2.6) krastiniy salygy, nagrinésime

3 1
/ u(t)dt =0, & > 0(1 atv.) ir / u(t)dt =0, £ < 1. (2 atv.)
0 3

Bendruoju atveju tikrinés reik§meés A € C ir tikrinés funkcijos u(t) yra komp-
leksinés funkcijos. Tirsime kaip Sio uzdavinio spektras priklauso nuo nelokaliyjy
krasStiniy salygy parametry -y ir .

Pastebésime, kad kai & = 1 (1 atv.), ir kai ¢ = 0 (2 atv.), gauname ta pacia
integraling kraSting salyga (1.3) [15].

Kai v = 0 arba § = 0(2.4)—(2.61) uzdavinyje, ir v = 0 arba §¢ = 1 (2.4)—(2.5),
(2.65) uzdavinyje, gauname klasikini atveji. Tuomet tikrinés reikSmes ir tikrinés
funkcijos yra:

Ao = (k)% ug(t) = sin(rkt), k&N, 2.7



Sturmo ir Liuvilio uzdavinys, integraliné NKS 23

1.3. Pagrindinés spektro savybés ir jo priklausomybé nuo uz-
davinio parametry

Kai A = 0, tuomet tikrinés funkcijos yra u(t) = ct. Istate §i sprendinj i antraja
krasting salyga, gauname

13 52 1 1— 52
c= 7/ ctdt = ey (Latv.), c= 7/ ctdt = ¢y 5 (2 atv.),
0 3

t.y.
c(l - 7%2> —0 (law.), c(l 4t _252> —0 (2atv.).
Netrivialus sprendinys (c # 0) egzistuoja, jei
1— 7%2 =0 (latv.), 1 —71 ;EZ =0 (2atv.).

1.3.1 lema. Tikriné reiksmé A = 0 egzistuoja tada ir tik tada, kai v = g% (1 atv.),
7= 2 (2am)

Bendruoju atveju, kai A # 0, tikrinés funkcijos yra u = csin(qt) ir tikrinés
reik§més A = ¢%, ¢iaq € C, ~ {0}, C, := {¢ € C|Req > 0 arba Req = 0,
Imqg > 0, arba ¢ = 0}. Jos tenkina (2.4) lygtj ir (2.6) nelokaliasias kraStines
salygas.

Kai A # 0 nelokalioji krastiné salyga tenkinama, jei

¢ 1
csing = c*y/ sin(gt)dt (latv.), csing= c*y/ sin(gt)dt (2 atv.),
0 €

t.y.
¢(sing — V%S(&I)) =0 (Latv.), ¢(sing — Vcos(fq)q— Cosq) =0 (2 atv.).
Netrivialus sprendinys egzistuoja, jei ¢, (¢ # 0) yra lygties
filg) = 2vSHjQ% - Sizq =0, (latv)  (3.8)
holq) =272 %fn To sing _ 0, Qatv) (3.8,

q q

Saknis.
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(+6)g a6 _ g

Jeigu sinqg = 0 ir sin 5‘1 = 0 (1 atv.), ir sin = ( arba sin
ir sing = 0 (2 atv.), tai (3 8) lygtys yra teisingos su visomis v € C relksme-
mis. Siuo atveju gauname pastovigsias tikrines reikSmes, kurios nepriklauso nuo
parametro . Jei parametras £ yra iracionalusis skai¢ius tokios tikrinés reikSmes
neegzistuoja.

Tegul { = r = ™ € Q. Tarkime, kad m ir n (n > m > 0) yra teigiami,
tarpusavyje pirminiai sveikieji skaiciai, kai £ € (0,1). Kai £ = 0 tarsime, kad
m=0,n=1,irkai £ = 1, tarsime, kad m = 1, n = 1.

1.3.2 lema. Pastoviosios tikrinés reikSmés egzistuoja tik racionaliesiems § = ™ €
0,1], ir Sios tikrinés reik§més yra lygios: N\, = (nmk)*,k € N, m € N, ir
Me = (2nmk): k€ Nym € N, (1 aw.); Ny = (nwk)* k € N, n—m € N ir
M = (2n7k)? k€N, n —m €N, (2 arv.)

[rodymas. Apibrézkime funkcijas S;(z) = 51;(55), j € NU{0}. Kai j > 2, ju
iSraiSkas galime gauti i§ Muavro formulés:

Son(2) = 2k cos®™ 1 2 — (231’“) cos 3 zsin® 2 4+ ...+ (—=1)""'2k cos zsin® 2 2,

Sors1(2) = (2k + 1) cos® 2 — (%;1) cos® 2 zsin? 2 4 ... 4 (—1)"sin?* 2.

Pastebésime, kad S1(z) = 1, Sp(2) = 0ir, kai j > 2, funkcijos S;(2) yra svei-
kosios transcendenciosios funkcijos, kuriy didéjimo eilé lygi vienetui. Funkcijos
sin z ir S;(z) neturi bendry nuliy. Tada, jei 0 < m < n, funkcijy sin(mz) ir
sin(nz) bendri nuliai yra ir funkcijy sin z nuliai. Todél, Siuo atveju, funkcijos
Sp(z) ir S;,(2) taip pat neturi bendry nuliy.

Pirmuoju atveju is (3.8;) lygties gauname:

2
sin L. [ 75,31/2(]) sin < —Sn<g)} =0, m e N,
n n

n Lgq n
2
sini- [152 < q)sm— Sgn<i)i| =0, m € N,.
2n q 2n 2n 2n

Antruoju atveju i$ (3.85) lygties seka:

sing' [ 75n+m/2< )S(n m/2<q>sing—5n<g>] =0, n—m €N,

n n n
ot [ S (5h) S (55) i s = S5 )] =0, m-m e N
Mo g " \op 2n sin 2n "\ 2n y =M € B

Pastebésime, kad skaiciai n — m ir n + m abu kartu yra lyginiai arba nelyginiai.

Jei sin% = (), gauname pastovigsias tikrines reikSmes, kai m € N, (1 atv.)
irn—m € N, (2 atv.). IS Sios lygties gauname, kad ¢ = nrnk, k € N, todeél
A\t = (nmk)?, k € N. Jei sin 5= = 0, egzistuoja pastoviosios tikrinés reikSmes,
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kaim € N, (1 atv.) irn —m € N, (2 atv.). Todél g, = 2n7k, k € N (1 atv.) ir
M = (2n7k)?%, k € N(2 atv.). B

1.3.1 pastaba. Funkcijos S;(z) = Pj(cosz), ¢ia P; yra daugianaris (su sveikai-
siais koeficientais) ir deg P; = j — 1, j > 1:

Po(2) = k2?1 — (23k)22k_3(1 — 22) 4+ (—1)k_12/€z(1 _ 2,2)/7<;—17
Poy1(2) = (2k +1)2% — (D22 (1= 2%) + -+ (=DM (1 = 22)F,

irPOEO,Plzl.

1.3.2 pastaba. Kain = 1 (m = 0 (1 atv.) arba m = 1 (2 atv.)) egzistuoja tik
pastoviosios tikrinés reikSmés.

Apibrézkime aibes:

== (0,1)\R,
Cy =10}, Cy:={1},
Rl I:QU(O,l], R2 I:@U[O,l)

Analizuokime nepastovigsias tikrines reikSmes. Apibrézkime funkcijas:

sin £
fir(2) = 27P31/2<cos E) no_ Pn<cos E), 0<meN;
n n

2z
sin &
fir(2) = 27P31(cos i) np,. < cos i), m €N,
2n z 2n

pirmuoju atveju, ir

f2r(z> = 27PTH_m<COS E)PM<COS E) Slnﬁ - Pn(COS E) = 07
2

n 2 n/ =z
0<n—me N

sin =
for(2) :=2vPpim ( coS %) P, < cos %) ;” — DB, ( cos i) =0,
n—meN,

antruoju atveju.
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1.3.3 pastaba. Kai v = oo, apibrézkime:

sin £
fir(2) == 2Pi/2<cos E) L0 <me N
n/ z

sin -
fir(2) = QPi(cos ;)—2”, m € Ny;
n/ =z

sin £
for(2) := 2Pnym (cos E)Pnfm (cos E) L 0<n—me€N;
2 n/ ~3 n/ z

z Z \ Sin = z
for(2) :=2P,im ( cos %> P, < cos —) n _ p,, ( cos 2—) =0,

2n z n
n—méeN,.

1.3.3lema. Kiekvienam parametrui v € C, kiekvienam ¢ € (0,1] (I atv.) ir
kiekvienam £ € [0,1) (2 atv.) egzistuoja skaitusis skaicius nepastoviyjy tikriniy
reiksmiy. Taskas \ = oo yra Siy tikriniy reiksmiy sankaupos taskas.

[rodymas. Funkcijos f,(v/\), k = 1,2 iracionaliesiems & ir funkcijos fi,.(vV/\),
k = 1,2 racionaliesiems £ = r = m/n yra sveikosios transcendenciosios funk-
cijos, kuriy didéjimo eilé yra % Sios funkcijos kiekviena savo ~-reik¥me igyja
begalybg (skaityji skaiciy) karty, ir A = oo yra ~y-reikSmiy sankaupos taskas [80].
[

Atskiru atveju funkcijos f; (\/X) fir (\/X) turi begalybe (skaityji skaiciy) nuliy.
Visas nepastoviasias tikrines reikSmes (kurios priklauso nuo parametro ) galime
gauti kaip meromorfiniy funkcijy, apibrézty aibéje C,, y-reikSmes:

_gsing  gsing .
VI(Q) T 1 o COS(§Q) - 281n2(§Q/2)7 ka1§ € (07 1)75 Q Q) (39)
qP,(cos(%))
2sin(L) P (cos(D))” 0= ENe
r(q) == 2 kai € = r € Q(0,1), (3.10)
qPoy(cos(5L) m e N
2sin(5L) P2 (cos(5L))’ 7
pirmuoju atveju, ir
._ gsing .
an(COS(%))
25in(2) Pntm (cos(£)) Pp—m (cos(2))’ 0<n-—meN,
'727“(Q) = 2 2
qPon(cos(5-))

2SI(L) Py (€0S(2) Pr_m(cos(Z))" S No,

kai £ =7 € Q(0,1), (3.12)
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latv., £ =1;2atv, =0 2atv.,, £ =1 2atv., & =3

1.1 pav. Funkcijos |1, (27)| ir |2, (27)| ivairiems £

antruoju atveju. Funkcijas v, galime naudoti taip pat ir racionaliesiems &, taciau
Siuo atveju pastoviyjy tikriniy reikSmiy taSkai yra izoliuoti ypatingieji taskai.

1.3.4 pastaba. Kai v = oo, funkciju v1(q), 72(9), 71-(¢),72-(q) poliai yra uzdavi-
niy (2.4)—(2.61) arba (2.4)—(2.5),(2.65) tikrinés reikSmés.

Funkcijy |1, (27)] ir |2 (27)| grafikai {vairioms racionalaus parametro £ reiks-
méms pateikti 1.1 paveiksle. Siuose grafikuose spalva Zymi argy,(27), argys, (27).
Kadangi €05z = cos z, sin z = sin z, ir daugianariai P, turi realiuosius koefici-
entus, gauname panasias funkcijy 7 ir v, savybes: v(2) = v(2), 7-(2) = 7-(2).
Taigi, Siy funkcijy grafikai yra nubraizyti tik, kai Im 2z > 0 ir Re z > 0. Grafikuo-
se funkcija v, (27) pavaizduota vietoje funkcijos v, (2). Siuo atveju, pirmosios
funkcijos nuliai yra taskai k, £ € N. Kompleksinés funkcijos modulis parodo Sios
funkcijos nulius ir polius. Visuose pateiktuose grafikuose funkcijos nuliai ir po-
liai yra realiojoje asyje, ir funkcija didé¢ja, kai Im 2 didéja. Toliau pagrindines Siy
funkcijy savybes suformuluosime kaip teigini ir pastabas.

1.3.1 teiginys. Visi meromorfiniy funkcijy 1, Vir, Yo, Yor nuliai ir poliai priklau-
so teigiamai realiosios aSies daliai.
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[rodymas. Irodymas seka i§ (3.9), (3.11) ir sinuso funkcijos savybiy (visi Sios
funkcijos nuliai yra realieji skai¢iai ¢ = km, k € N). Taigi, C, egzistuoja tik
teigiami nuliai ir poliai. W

1.3.5 pastaba. Jei £ yra iracionalusis skaiCius, tai z; = 7j,j € N yra funkcijy
71, Y2 nuliai. Pirmuoju atveju taskai pr = 27k/¢,k € N yra antrosios eilés
poliai ((3.9) formul¢), antruoju atveju taskai p, = 27k/(1+ &), k € Nir p, =
27l/(1 = &), 1 € N yra pirmosios eilés poliai ((3.11) formulé).

1.3.6 pastaba. Kai ¢ = r = m/n € Q dalis funkcijy 7, 72 nuliy 2z; sutampa su
poliais py arba p;. Pirmuoju atveju taskai p, = wk/m, k € Ny, yra poliai. Jie yra
antrosios eilés poliai, iSskyrus k € N,,,,,, m € N, ir k € Ny,,,,,, m € N, (sutampa
su pastoviyjy tikriniy reikSmiy atveju), kai jie yra pirmosios eilés poliai. Kai
m = 1 ir m = 2 néra antrosios eilés poliy. Antruoju atveju, jei pora (n,m) yra
tarpusavyje pirminiai skaiciai, tai poros (m+mn, m—n), (m-+n,n), (m—n,n) taip
pat yra tarpusavyje pirminiai skai¢iai. Turime dvi poliy Seimas: p, = 7k /(n+m),
k € Ny, ir p; = wl/(n —m), | € Ny,. Pirmosios $eimos poliai sutampa su
antrosios Seimos poliais taskuose ¢; = 7,1 € N,, n —m € N, arba ¢, = 71,
i € Ny, n —m € N,. Sie taskai, taip pat yra sinuso funkcijos nuliai (sutampa su
pastoviyjy tikriniy reikSmiy atveju). Taigi, antruoju atveju visi taskai p, k € Ny,
arba p;, [ € Ny, yra pirmosios eilés poliai.

1.3.7 pastaba. Visus polius pg, k € N galime iSraSyti didéjancia tvarka, t.y. p; <
Py < o0 < Pp = Pra1 < .... Cia p; yra pirmosios eilés polius, sutampantis su
tasku, kuriame yra pastovioji tikriné reikSmeé. Formaliai pazymésime p, = 0.

I$ nelygybiy sh |Im ¢| < |sin¢| < ch (Im ¢) gauname jvercius

|g|sh [Im ¢ |g|ch (Im q)
2ch ?(£Im ¢/2) Shil< 2sh ?|€Im ¢/2| G.13)
|a[sh [Im g .
2ch (1 — &)Img/2)ch ((1 — &)Imq/2)
Ia] < glch (Im g) (3.14)

2511 [(1 + €)Tm g/2Jsh (1 — &)Tm /2]

1.3.1 isvada. Teisingos §ios ribos:  lim  ~y, = oo, k=1,2.

Img—=+o0
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1.2 pav. Funkcijos v (z7; §) ir ya(xm; §)

1.4. Uzdavinio su nelokaligja integraline kraStine salyga rea-
liosios tikrinés reikSmés

Kompleksinéms funkcijoms (3.9) ir (3.11) realiosios charakteristinés funkcijos ga-

li buti uzraSytos taip:

( xshz

_(z; =————, kaix <0,
Y (z;€) = s (4.15))
(2;§) = ———+—, kaiz >0
\ T QSinz(%x)
( xsh x )
V2— (l‘; f) = (1+6)z 1—8)zy’ kai x < 0,
2sh ( 5 )sh ( 5 )
Ya(x; €) = v in (4.155)
Yor(x;&) = , kaiz > 0.
2+(2) 2 sin(—(lf)m) sin(—(l_;)x)

\

Funkcijy v; (z; §) ir o (x; €) grafikai jvairioms parametro & reikSméms yra pateikti
1.2 paveiksle.
ISrasykime polius pg, & € N didéjancia tvarka (1.3.7 pastaba). Funkcijos
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Y14 () ir o4 (x) yra apibréztos intervaluose («, 5) = (pr—1,px), k € N, Cia
Pr—1 < Pk-

1.4.1 teiginys. Funkcijos~y,_(x; &) ir yo_(x; €) yra monotoniskai mazéjancios funk-
cijos, kai x < 0, visiems § € (0,1) irkai £ =0 (2 arv.) (kai £ =1 (1 atv.)). Funk-
cija yoi (x;€) yra monotoniskai mazéjanti funkcija kiekviename intervale («, 3)
visiems £ € (0,1) irkai £ =0 (2 atv.)(kai & =1 (1 atv.)).

[rodymas. Funkcijos v;_(x) ir vo_(z) yra lyginés, kai x € R, 0 7;_(0) = 5%
v2-(0) = ﬁ ir y1-(4+00) = 75— (+00) = +o0. Todeél, galima parodyti, kad Sios
funkcijos yra didéjancios intervale (0, +00).

Nagrinékime funkcija y;(z) := zcthz, x > 0. Akivaizdu, kad shz > =z.
Taigi, (22)
, sh (2z) — 2x

hil#) = 2sh %z

ir y;(x) yra teigiama didéjanti funkcija, kai x > 0. Tada ﬁx) = ~thz yra
teigiama mazéjanti funkcija, ir jos iSvestiné yra neigiama.

Nagrinékime funkcija y(&, z) := %th (€x) —thz, 2 > 0ir & € (0,1). Sios
funkcijos ribos

>0,

li ) =x—the >0, Il cx) =0 4.16
gg&y(&x) z —thz >0, 5g{gy(f,x) (4.16)

visiems x > 0. Jos iSvestiné £ atzvilgiu

1 ! 1 !
/
y(&x) = <—th §x> :x<—th §x> < 0.
(6:) = (gt () = (g (€0
Taigi, y(&; x) yra monotoniSkai mazéjanti funkcija, kai £ € (0, 1) ir i§ (4.16) gau-
name, kad y(&; z) > 0 visiems £ € (0, 1) ir visiems z > 0.

Nagrinékime funkcija ys(z, §) := S}f}(lé) , & > 0. Jos iSvestiné (pagal x):

chash (§x) — &ch (§z)shr  {y(€, x)chach ()

(€)= = > 0.
y2< f) sh 2(51,) sh 2(51,)
Taigi, yo(z; §) yra teigiama didéjanti funkcija visiems z > 0 ir £ € (0, 1).
Funkcija
ZchZ , shZ 2
A —9 2 2 < 2 ) —9 1 . 1,. . 1.
4! (x7§) Sh% Sh(g—m) yl(2$) y2(2l‘7§) y2(2$7§)

2

yra monotoniskai didé¢janti funkcija, kai x > 0, kaip teigiamy monotoniSkai dide-
janciy funkcijy sandauga. Kai & = 1, funkcija yo = 1, ir §iuo atveju teiginys taip
pat teisingas.
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Funkcija

yra teigiama monotoniskai didéjanti funkcija, kai = > 0, kaip teigiamy monoto-
niSkai didéjanciy funkcijy suma.

Nagrinékime funkcija ys3(z) := zctgx, x > 0, x # km, k € N. Akivaizdu,
kad sinz < x. Taigi,

, sin(2z) — 2z
val®) = 2sin? x

ir y3(x) yra monotoniskai mazéjanti funkcija intervaluose (w(k — 1), 7k), k € N.

Funkcija

<0,

Yor (w5 €) = gctg (@) + %Ctg <@>

_p(5t) | w(5ie)
1=¢ 1+¢

yra maz¢janti funkcija (kaip maZéjanciy funkcijy suma) kiekviename intervale
(at, B). Funkcija yo4 (x,0) = 2ys (%), ir $iuo atveju teiginys taip pat teisingas. H

Treciajame skirsnyje parodéme, kad A = 0, tada ir tik tada, kai v = ~, (1.3.1
lema), ir v = %, & € (0,1] (1 atv.), 7 = 2, € € [0,1) (2 atv.). I3 141 teiginio
seka keletas rezultaty.

1.4.1 lema. Kai vy > 7 egzistuoja viena neigiama tikriné reiksmé, o kai v < vy
neigiamy tikriniy reikSmiy néra.

[rodymas. Funkcijos v;_(z) ir 79— (x) yra monotoniskai mazéjancios funkcijos,
kai x < 0, 7;-(—00) = 2 (—00) = +o0iry;-(0) = 5%, 12— (0) = % Todél,
lygtis v = yx_(z), k = 1, 2 turi neigiama Sakni tik, kai v > ~,. B

1.4.2 lema. Kai~y yra realusis skaicius, visos uZdavinio (2.4)—(2.5), (2.65) tikrinés
reik§més yra realiosios. Kiekviena teigiama tikriné reiksmé \(y) = xi(7), Cia
Tk € (Pe—1,Dk), jei Pr—1 < Dk, arba Ty, = py, jei pr—1 = Pi.

[rodymas. Trodymas seka i§ 1.4.1 teiginio funkcijai s, nepastoviyjy tikriniy reiks-
miy atveju, nes visos pastoviosios tikrinés reikSmeés yra realiosios ir teigiamos.
[
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1.3 pav. Funkcijos 1.4 pav. Funkcija v1.4 (x, )
hi(x) (1 kreivé) ir
ho(x) (2 kreive)

1.4.1 pastaba. Pasinaudodami klasikiniu atveju, sunumeruojame tikrines reiks-
mes z4(0) = 7k, k € N,

Antruoju kraStiniy salygy atveju gauname asimptotines tikriniy reikSmiy savybes.
1.4.1 isvada. UZzdaviniui (2.4)—(2.5), (2.62) teisingos savybes:

lim zk(vy) =pr, lm zk(y) =pr_1,k € N {1}, lim x;(y) = —oc.

Y——00 y—-+00 y—+00

Pirmuoju krastiniy salygy atveju spektras néra toks paprastas. Siuo atveju rea-
liesiems vy gali egzistuoti kartotinés ir kompleksinés tikrinés reikSmeés. DazZnai
svarbu Zinoti, kada visos tikrinés reikSmés yra teigiamos ir nekartotinés, t.y. kada
nagrinéjamo uzdavinio spektras yra panaSus i klasikinio uzdavinio. Kadangi ko-
kybinis Sakny pasiskirstymas priklauso nuo parametry -y ir &, svarbu surasti toki
~ intervala, kuriame uzdavinio spektras pasiZymi §ia savybe.

Funkcijy hy(z) := sinx 4+ z cosx, hao(x) := 1 — cosz — x sin x grafikai, kai
x > 0, yra pateikti 1.3 paveiksle. Tarkime, kad x;, x5, 3 yra pirmi trys teigiami
funkcijos h; nuliai, o 21, 29, 23, 24 yra pirmi keturi teigiami funkcijos 55 nuliai.
Apibrézkime & := 7/xy it v, 1= zp sinxy /2. Tada x; = 2.02876, x5 =~ 4.91318,
x3 = 7977, & =~ 1.54853, & ~ 0.639421, & ~ 0.393743, v ~ 0.90985,
Yo = —2.4072, v3 = 3.95836, 21 =~ 2.3311, 2o = 27, 23 = 9.2084, 24, = 4.

1.4.3 lema. Jei v, < v < 73, tada visos uZdavinio (2.4)—(2.6,) tikrinés reiksmeés
yra realiosios visiems £ € (0,1), ir ribinis atvejis realizuojamas, kai §& = & ir
& = &. Jei o < v < 2, tada visos tikrinés reikSmés yra teigiamos ir paprastos
visiems & € (0, 1).

[rodymas. Galime nagrinéti tik nepastovigsias tikrines reikSmes, nes pastoviosios
tikrinés reikSmeés (jei jos egzistuoja) yra teigiamos. Teigiamy tikriniy reikSmiy
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1.5 pav. Funkcijos 74 (z7; §) ir £g(xm; )

pasiskirstyma apraSo funkcija ;. ISskaidome ;. 1 dauginamuosius:

rsinx T

Vit (;§) = 1= cos(ex) = g(z;§)sinz,  &ag(z;§) = 1— cos(éx)”

Funkcijy v14 (z; €) ir 2g(x; €) grafikai ivairioms parametro ¢ reikSméms pateikti
1.5 paveiksle. Kaip matome, funkcijos v, (z; §) grafikas osciliuoja tarp funkcijy
9(w; &) ir —g(x; €).

Apibrézkime funkcija g(z; &) := TS(&)
yrax = 2?” irz = 4?”. Kai z > 4?”, tai g(z; &) = xg(x,f) > 27 > 3. Taigi, §iuo
atveju, funkcijos vy, (z, &) reik§més nepriklauso intervalui [y, 73]

1 . Pirmi du Sios funkcijos poliai
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Kadangi
, 1 — cos(&x) — xsin(éx)
g (l‘) = 2 Y
(1 —cos(&x))
funkcijos g(x) minimumo taskai yra ,,;,, = %’“, k € N, Cia z;, yra teigiama
lygties 1 — cos z — zsin z = 0 Saknis. TaSkai x = %, k € N, yra poliai.

(4.17)

Kai r € (2?”, 4?”) funkcija g(x) turi viena minimumo taSka, ir g(,¢) =

1 . Gauname, kad g(z, &) > —3s

5 1—cos z3 1—cos z3 > 3
Taigi, funkcgac 71+ reikia nagrinéti tik pirmame intervale (0, 2?”) Jei & <

z 2z
tal g(l’ 5) §1 c;szl > 1— colszl > 2.
Funkcijos v (z, &) ekstremumo taskus galime rasti i$ sistemos

Oy (sinz 4 zcosx)(l — cos(éx)) + Ewsinasin(x) 0
or (1 — cos(&x))? o
Oyiy  Exsinxsin(ér)

oc B (1 — cos(&x))?

Si sistema ekvivalenti

=0.

sinx + xcosx = 0,

sin(éx) = 0. (4-18)

Kai £ > 2, funkcija 14 (z; €) turi viena lokaly minimuma, kai = € (m, 27). Tada
§x € (F,2m), ty. egzistuoja tik vienas ekstremumo taSkas (2, &), ir Sis taSkas
yra balno taskas (1.4 paveikslas, a)) £ € [0.5,0.9],z € (7,27)) ir y14 (22,&) =

V2-
Jei § < 5. tada g(7,€) > =2 > 3. Jei £ > 3, funkeija 714 (25 §) intervale

(0, 2?”) neturi lokaliy maksimumo tasku. Jei 5 < & < 2, tai egzistuoja tik vienas
lokalaus maksimumo taskas x,,4, ir

e € 2 05.,0) 2 57/ — 2cos(%5)) > 5/ (2~ 2cos(%)) > 7.

Jeil <¢ <3 L tada egzistuoja du lokalaus maksimumo taSkai x4, z

3 mazx’
v1+(xmam, £) = g(%ﬂ, £) = 97T/( 2005(9”5)) 97?/(2 - 2008(9”)) > s,
it Ty € (2m,3m). Tada X0 € (%’r, 37”) t.y. egzistuoja tik vienas ekstremumo

taskas (x3, &3), ir §is taskas yra balno taskas (1.4 paveikslas, b) £ € [0.3,0.5], x €
(27, 3m)) ir y14 (23, &3) = 3.

Taigi, kai 75 < 7 < 3 horizontali tiesé v kerta funkcijos v, grafika. Jei
~v = 0, tai gauname klasikini atveji, kai visos tikrinés reikSmés yra teigiamos ir
paprastos. Kai v < v < 73, visos tikrinés reikSmeés iSlieka realiosios ir paprastos.
Jas galime sunumeruoti kaip klasikiniame atvejyje.

Kai v > g%’ egzistuoja viena neigiama tikriné reikSmeé. Taigi, visos tikrinés
reik§més bus teigiamos visiems £ € (0,1),jeiy < 2. B
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1.4.2 pastaba. Kai & = & ir v = 7, atba £ = &3 ir 7 = 73, tai egzistuoja viena
kartotiné tikriné reikSme.

1.4.3 pastaba. Kai & = & = 0.55, tai vay = V14 (Timaz) = 714(0) = 5% ~ 6.599

ir visos tikrinés reikSmeés yra teigiamos ir paprastos, kai v,, < v < vy = —2.55.

Tegul pp = %, t.y. pi yra poliai arba pastoviyjy tikriniy reikSmiy taskai, tada
pirmuoju atveju antrosios eilés poliy Zenklai
~ . . 271k . o
o9(Y1+, Pr) = sign sin v = sign sin py.

Pirmosios eilés poliams surandame jy Zenklus. Pirmuoju atveju, kai m € N,

pr = 2mkn, tada

cos(2mkn)

o1(71+, Pr) = sign =1

cos(2mkm)

okaim € N, p,, = wkn, tada

_ . cos(mkn) , _
= sign = sign (—1)"™k = (—1)k
01 (ﬂth?pk) 1g Cos(ﬂ_km) 12 ( ) ( )
Antruoju atveju yra tik pirmosios eilés poliai p;, = %, i = g, ir jy Zenklai

o1(Vors i) = 1, o1(Yay, pr) = 1.

1.5. Pagrindiniai skyriuje gauti rezultatai

o [3tirta Sturmo ir Liuvilio uzdavinio (2.4)-(2.6;) (1 atv.) ir (2.4)-(2.5), (2.65)
(2 atv.) realiosios spektro dalies priklausomybé nuo parametry 7 ir £.

* Sis uzdavinys abiem nelokaliyjy krasStiniy salygy atvejais turi viena nuling
tikring reikSme, kai parametras v = 7o, 7o = g% (1 atv.), vo = ﬁ (2 atv.);
vieng neigiama tikring reikSme, kai parametras v > .

* Teigiamos spektry dalys yra skirtingos realiesiems . Sturmo ir Liuvilio
uzdavinyje 2 atv. egzistuoja tik realiosios tikrinés reikSmés. O 1 atv. visos
realiosios tikrinés reik§més egzistuoja tik, kai 7,,(§) < v < vu(§), tadiau
Sis intervalas [y2, 3] C [Vm, Y] yra tas pats visiems £. Taigi, $iuo atveju
kai kuriems realiesiems v gali egzistuoti kartotinés ir kompleksinés tikrinés
reikSmes.






2 skyrius

Sturmo ir Liuvilio uzdavinys stacionariajam
diferencialiniam operatoriui su viena nelokaligja
dvitaske krastine salyga

2.1. Sturmo ir Liuvilio uZdavinys su viena nelokaliaja dvitaske
krastine salyga

Diferencialinius uzdavinius su nelokaliosiomis dvitaskémis krasStinémis salygo-
mis nagrin¢ja A. V. Gulin, V. A. Morozova [45], V. A. Ilyin, E. I. Moiseev [52],
N. I. Ionkin, V. A. Morozova [58], N. I. Ionkin, E. A. Valikova [59], A. V. Gulin,
N. L. Tonkin, V. A. Morozova [44], R. Ma [77], M. Sapagovas [97] ir M. Sapago-
vas, A. Stikonas [98].

Sturmo ir Liuvilio uZdavinio su viena klasikine,

u"(t) + Au(t)
u(0)

0, te(0,1), (1.1)
0, (1.2)

o kita nelokaligja dvitaSke krasStine salyga

u'(1) = ') (1.3)

spektra diskreciuoju atveju tyré A. V. Gulin, V. A. Morozova. Kai parametras
¢ =1lirvy = 1arba |y| > 1 tikrinés reik§més nagrinéjamos [45] straipsnyje, o kai
0 < 7 < 1-[44] straipsnyje.

UZdavinio (1.1)—(1.2) su nelokaligja Samarskio ir Bitsadzés tipo krastine saly-
ga

u(l) = yu(), (1.4)

su tam tikromis ¢ € (0,1), v € C, spektra tyre M. Sapagovas ir A. Stikonas
[98] tiek diferencialiniu, tiek diskreciuoju atveju. Siame straipsnyje nustatyta,

37
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kada (1.1)—(1.2), (1.4) uzdavinys turi neigiamas, teigiamas ir nuling tikrines reiks-
mes, su kokiomis nelokaliosios salygos parametry reikSmémis egzistuoja realio-
sios, kartotinés ir kompleksinés tikrinés reikSmes.

Siame disertacijos skyriuje nagrin¢jamas Sturmo ir Liuvilio uzdavinio su trijy
tipy dvitaSkemis krasStinémis salygomis spektras. Tiriama, kaip tikriniy reikSmiy
pasiskirstymas priklauso nuo nelokaliosios salygos parametry. Pagrindiniai $io
skyriaus rezultatai paskelbti straipsniuose [2A, 5A].

2.2. Uzdavinio formulavimas

Siame skirsnyje toliau nagrin¢jamas Sturmo — Liuvilio uzdavinys su viena klasi-
kine krastine salyga kairiajame intervalo (0, 1) kraste

—u" = \u, te(0,1), (2.5)
u(0) =0, (2.6)
ir kita nelokaligja dvitaske Samarskio ir Bitsadzés tipo krastine salyga
u' (1) = yu(§), (1 atv.) (2.71)
u'(1) = v/ (€), (2 atv.) (2.75)
u(l) = yu/(€), (3 atv.) (2.75)
u(l) = yu(§), (4 atv.) (2.74)

su parametrais v € C ir ¢ € [0,1]. Ketvirtas atvejis (2.74) buvo analizuojamas
straipsnyje [98]. Taigi, nagrinésime tik pirmus tris atvejus (2.7;), (2.72), (2.73).
2.2.1 pastaba. Kai vy = oo, galima nagrinéti krastines salygas su & > 0:

w() =0, (Lirdatv.), «'(£) =0, (2ir 3 atv.)
vietoje (2.7) kraStiniy salygu.

Atveju, kai v = 0, vietoje (2.5)-(2.7) uzdavinio, gauname uzdavini su klasi-
kinémis kraStinémis salygomis. Tada tikrinés reikSmes ir tikrinés funkcijos yra:

M=m2 (k=1 w(t) =sin(x(k—11),  keN,  (28.2)
M = (7k)?, ug(t) = sin(wkt), ke N. (2.83)

2.2.2 pastaba. Klasikines tikrines reikSmes ir tikrines funkcijas (2.8) gauname,
jei & = 0 (1, 4 atv.). Kai £ = 1 (2, 4 atv.), klasikines tikrines reikSmes ir tikrines
funkcijas (2.8) gauname tik, kai v # 1, ir antroji krastiné salyga yra triviali, kai
v =1.Kai £ =1 (1, 3 atv.) gauname treciojo tipo (klasikines) krastines salygas.
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2.3. Pagrindinés spektro savybés ir jo priklausomybé nuo uz-
davinio parametry

Kai A = 0, tai visos funkcijos u(t) = ct tenkina (2.5)-(2.6) uzdavini. Istacius §i
sprendini i antraja krasting salyga (2.7), gauname lygybes: ¢ = ¢y (1,4 atv.), ¢ =
cy (2,3 atv.)

2.3.1 lema. Tikriné reikSmé A = 0 egzistuoja tada, ir tik tada, kai: 1 atv. (ir 4
aw.) v = % 2ir3atv. v=1.

Bendruoju atveju, kai A # 0, tikrinés funkcijos yra u = csin(qt) ir tikrinés
reik§més A = ¢2, ¢iaq € C, . {0}.

Sios tikrinés funkcijos tenkina (2.5) lygti, (2.6) krasting salyga ir (2.7) neloka-
ligja krasting salyga.

Kai A # 0 nelokalioji krastiné salyga yra tenkinama, jei

cq cos q = cysin(£q), (3.91)
cq cos q = cyqcos(£q), (3.97)
csing = c¢yqcos(£q) (3.93)

ir netrivialus sprendinys egzistuoja, kai ¢ yra lygties

fi(z) == vsin(fz) —cosz =0, (3.107)
fo(2) ==y cos(éz) — cosz = 0, (3.10,)
folz) =y cos(g2) = == =0 (3.10,)

Saknis. Jei sin(£q) = 0ir cosq = 0 (1 atv.), cos(£q) = 0 ir cosq = 0 (2 atv.) arba
cos(&q) = Oirsing = 0 (3 atv.), tai (3.10) lygtis yra teisinga visiems € C. Siuo
atveju gauname pastovigsias tikrines reik§mes \ = ¢°, o ¢ yra sistemos:

{cosq =10, sin(&q) = 0; (3.11y)
{cosq =10, cos(&q) =0; (3.115)
{sing =0, cos({q) =0 (3.113)

Saknys.

2.3.1 teiginys. Jei parametras £ yra iracionalusis skaicius, tai pastoviosios tikri-
nés reiksmeés neegzistuoja.
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[rodymas. Pirmosios lygties Saknys yra g, = 7(k — %) (1, 2 atv.) arba ¢, = 7k (3
atv.), k € N, antrosios lygties Saknys yra ¢, = 7(l — ) /€ (2 atv.) arba ¢, = 7l /¢
(1, 3 atv.), [ € N. Skai¢iai g, /7 € Q, bet ¢;/m ¢ Q. Taigi, (3.11) sistema neturi
sprendiniy. W

2.3.1 pastaba. 4 atvejyje [98] pastoviosios tikrinés reikSmés egzistuoja tik racio-
naliesiems £ = 7 = 2 € [0, 1), ir jos lygios Ay = (7nk)?, k € N.

2.3.2 teiginys. Tegul n ir m (0 < m < n) yra tarpusavyje pirminiai skaiciai ir
q € C,~{0}. Tada

cos(nz) =0, cosz =0, kaim € N,,n € N,

~ C . (3.12))
sin(mz) = 0 O kitais atvejais ;
cos(nz) =0, cosz =0, kaim € N,,n € N,

~ C . (3.12,)
cos(mz) =0 O kitais atvejais ;
sin(nz) = cosz =0, kaim € N,,n € N,

~ . . (3.123)
cos(mz) = & kitais atvejais ;

{sm(nz) =0, T G

sin(mz) =0

[rodymas. 1 atvejis. Teigiamos lygéiy cos(nz) = 0 ir sin(mz) = 0 Saknys yra
atitinkamai Eh ke N,ir g 2l , 1 € N. Bendra Saknis egzistuoja, jei (2k—1)m =
2[n. Taigi, toklos saknys eg21stu0Ja jei m lyginis. Kadangi n ir m yra tarpusavyje
pirminiai skaiGiai, tai n turi bati nelyginis ir 2k — 1 = n - (2k — 1), k € N,

2 =m-1,l €N.Jeil = 2k — 1, tai gauname bendra Sakni, t.y. z; = 7T(]€ %),

k € N. Sios Saknys (ir tik jos) yra lygties cos z = 0 Saknys.

2 atvejis. Teigiamos lyg€iy cos(nz) = 0 ir cos(mz) = 0 Saknys yra atitinkamai
221k e N,ir 22-1 ] € N. Bendra Sakni turime, kai (2k — 1)m = (20 — 1)n.
Taigi, Sios saknys eg21stu0Ja jei m ir n abu kartu yra nelyginiai skaiciai. Tada
2%k—1=n-(2k—1),keN,2l—1=m-(21—1),] € N. Jei | = k, tai gauname
bendra Sakni z;, = m(k — 1), k € N, . lygtles cos z = 0 Sakni.

3 atvejis. Teigiamos lygéiy sin(nz) = 0 ir cos(mz) = 0 Saknys yra atitinkamai
228 ke N,ir 221 | € N. Bendra Saknj turime, kai 2km = (21 — 1)n. Taigi,
§ ios Saknys eg21stu0Ja jei n lyginis. Tada m turi biti nelyginis ir 2k = n - k,
keN2—1=m-(2—1),] €N. Jei k = 2] — 1, tai gauname bendra 3aknj
2 =m(k — ), k € N, t.y. lygties cos z = 0 Sakni.

4 atvejis. Telglamos lygéiy sin(nz) = 0 ir sin(mz) = 0 Saknys yra atitinkamai
wk/n, k € N, ir 7l/m, | € N. Bendra $aknj turime, kai km = In. Taigi, Sios
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Saknys egzistuoja, jei k = n - k,k €N, l=m-I,]€N.Jeil =k, tai gauname
bendra Sakni 2, = 7k, k € N, t.y. lygties sin z = 0 Sakni. H

2.3.2 lema. Pastoviosios tikrinés reiksmés neegzistuoja iracionaliesiems &, o ra-
. oo o R o
cionaliesiems { = r = " € [0, 1] egzistuoja Siais atvejais:

1 atveju m € N, n € N,;
2 atveju m € Ny, n € N, m < n;
3 atveju m € N,, n € N.;
ir pastoviosios tikrinés reik§més lygios N\, = ¢z, ¢, = 7(k — %)n, ke N

[rodymas. Jei £ yra iracionalusis skaicius, tai Sios lemos jrodymas seka i§ 2.3.1
teiginio. Jei 2.3.2 teiginyje z = ¢/n, ¢ € C, , visus 2.3.2 lemos teiginius
irodysime tuo atveju, kai £ = r € (0, 1).

Jei & = 0, tai i8S (3.10) lygties seka, kad pirmuoju atveju gauname tik pasto-
vigsias tikrines reikSmes (klasikinis atvejis), o antruoju ir treciuoju atvejais néra
pastoviyjy tikriniy reikSmiy. Jei & = 1 pirmuoju ir treCiuoju atvejais pastoviyjy
tikriniy reikSmiy néra (treciojo tipo krastiné salyga), nes funkcijos sin g ir cos q
neturi bendry nuliy, o antruoju atveju egzistuoja tik pastoviosios tikrinés reikSmes
(klasikinis atvejis v # 1). B

Apibrézkime funkcijas S;(z) = snG2) 5 e N, Ci(z) = csiz) i e N,

cosz cos z
Pasinaudodami Muavro formule jas galime uzrasyti tokiu budu:

Sor(2) = 2k cos™ % zsin z — (2;2) cos® ™ zsin® 2 4+ - 4 (—=1)F 12k sin? ! 2,
Copy1(2) = cos? 2 — (2]“2“) cos® 2 zsin® 2 4 - - + (—1)%sin®* 2, k € N,.
Matome, kad Sp(z) = 0, Ci(z) = 1, ir kai k& > 1, funkcijos So(2) ir
Cor41(z) yra sveikosios transcendenciosios funkcijos, kuriy didéjimo eilé yra pir-
moji. Funkcijos cos z, S;(z2), 7 > 1, ir C;(#) neturi bendry nuliy (2.3.2 teiginys).

2.3.2 pastaba. Funkcijos Soi(z) = sin z Py (cos 2), Cog11(2) = Pagy1(cos 2), Cia
P;, j € Ny yra daugianariai (su realiaisiais sveikaisiais koeficientais):

Po(2) = p) P (23k)22k_4(1 — 22) 4 (—1)k_12k:(1 _ ZQ)k—l)

P2k+1(2) — Z2k; o (2k2+1)22k;—2(1 o 22) 4ot (_1)k(1 o 22)k,

ir =0, P, =1, P, =1, ir P, yranepastovus, kai k > 2.
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IS 2.3.2 lemos gauname (Ivade =, R, C' apibréZimai):

R:{g:%|m€Ne,n€No,O<m<n};
R:{gz%|meNo,neNo,m<n};

R:{f:%|m6No,n€Ne7m<n}§

ir

Z=((0,1)~ R)U{1};
== ((0,1) ~ R) U{0};
Z=((0,1)~R)U{0,1};

(1 atv.)
(2 atv.)
(3 atv.)
C={0}; (1 atv.)
C={1}; (2 atv.)
C=2. (3 atv.)

2.3.3 pastaba. 2 atveju ir £ = 1, kai v # 1 gauname pastoviasias tikrines reiks-
mes, taciau kai v = 1 neturime antrosios krastinés salygos (ji triviali). Siuo spe-
cialiu atveju apibréziame { = 1 € C. Tada RU = U C' = [0, 1] visuose atvejuose.

Kai £ € R i85 (3.10) lygties gauname:

q
cos — -
n

q
cos — -
n

q
cos — -
n

n

(!

W)

15,

700 () -

>_

c, (%)] —0, (3.131)
c, (%)] —0, (3.135)
és&%)} - (3.133)

Toliau nagrinékime nepastoviasias tikrines reikSmes. Kai ¢ € R, apibréZkime

funkcijas:
fir(z) == VSIHEPm<COS E) — Pn<cos E), (3.14))
z n n
for(2) = ’me<cos E) — Pn<cos E), (3.14)
n n
far(2) = ’me<cos E) — Smﬁ]%(cos 3). (3.143)
n z n

2.3.4 pastaba. Kai v = oo, apibrézkime:

fi(z) = Sinfz) :
oty = 305

fo(2) 1= cos(£z);
”Pm<cos %), for(2) == Pm<cos %), far(2) == Pm<

f3(2) := cos(£2);

COS —
n

)

Pastebésime, kad fo, = 1ir f3, = 1, kai £ = 3.
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2.3.3lema. Kickvienam v € C ir kiekvienam ¢ € Z U R egzistuoja skaitusis
skaicius nepastoviyjy tikriniy reiksSmiy. Taskas \ = oo yra Siy tikriniy reiksmiy
sankaupos taskas.

[rodymas. Funkcijos fr(v/\), k = 1,2,3, kai & € =Z ir funkcijos fi(V), k =
1,2, 3, kai £ € R yra sveikosios transcendenciosios funkcijos, kuriy didéjimo eilé
lygi % Sios funkcijos kiekvieng savo y-reikSme igyja begalini (skaityji) skaiciy
karty, o A = oo yra ~y-reik§miy sankaupos taskas [80]. B

Visas nepastovigsias tikrines reikSmes (kurios priklauso nuo parametro ) ga-
lime gauti kaip meromorfiniy funkcijy, apibréZty aibéje C,, y-reikSmes:

ZCOSZ

=" 1
() sin(&z)’ (3.151)
CoS 2
= 1
2 = e (3.152)
sin z
=— 3.15
73(2/) P COS(éZ) ) ( 3)
kai £ € =, ir
z Pn(cos 5)
- =n—"2 ne 3.16
71r(2) nsm% Pm(cos %) ( )
Pn(cosi)
T = L ) 3.16
72 (z) Pm(COS%) ( 2)
1sin 2 Pn(cos 3)
- = — n e 3.16
Yar(2) n % Pm(cos %) ( 3

kai & =™ € R.

2.3.5 pastaba. Funkcijy v4(q), vir(q), k = 1,2, 3 poliai yra (2.5)—(2.7) uzdavinio
tikrinés reikSmés, kai v = oo.

Funkcijos |k, (z7)
2.1 paveiksle.

, k = 1,2, 3 grafikai jvairioms parametro £ reik§Sméms pateikti

2.3.3 teiginys. Visi meromorfiniy funkcijy i, i nuliai ir poliai priklauso tei-
giamai realiosios aSies daliai.

[rodymas. Irodymas seka i$ (3.15) ir (3.16) formuliy, sinuso ir kosinuso funkcijy
savybiy (visi iy funkcijy nuliai yra realieji skaiciai). Taigi, C, yra tik teigiami
nuliai ir poliai. W
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1 atvejis, £ = & 1 atvejis, £ = 5

5 10

07
T s w5 poxsls
Relz) Im(z)

2 atvejis, & = 2

el

.,
L I A o
Relz) m(z) I(z)

15 20

3 atvejis, { = 3 3 atvejis, £ = 3 3 atvejis, £ = 2

2.1 pav. Funkcijos |y, (z7)| ivairiems &

2.3.6 pastaba. Jei £ € =, tai z; = w(k — 3), k € N yra funkcijy 71 (2), 72(2)
nuliai (pirmosios eilés), o z; = 7wk, k € N funkcijos v3(z) nuliai (pirmosios eilés)
((3.15) formulé¢). Taskai pk = 7k/&, k € N yra funkcijos 7 (z) poliai (pirmosios

eilés), o taskai p, = w(k—3)/&, k € Nyra funkeijy 72(2), v3(z) poliai (pirmosios
eilés).

2.3.7 pastaba. Jei & € R, pastoviujy tikriniy reik§miy taskuose ¢, = m(k — 3)n,
k € N (2.3.2 lema ir 2.3.6 pastaba) nuliai sutampa su poliais. Taigi, funkcija v,
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Siuose taskuose yra analiziné:

lim 91 = Y1, (cx; €) = (=) DR(=1) (k- §)—7
q—ck m
~ (—D“’“’”(—l)’“%, (3.17,)
i — . —_ (n—m)/2 no_ (n—m)/21
lim vy = 7o, (c; §) = (—1) — = (-1) -, (3.175)
q—cy, m é"
1
lim 3 = y3,(cx; €) = (—1) @ V2 () — —
a—ck m(k —3)m
1
— (_1)(n7m71)/2(_1>k+1c_ (3173)
3

ir ’Yl(ck) 7é O, = 1, 2, 3.
Tegul ¢ € (a,b), o f ir g yra realiosios funkcijos C?(a, b), ir jy savybés f” =
of, g" = By, f(c) = g(c) = 0,9 # 0, kai ¢ # ¢, g/(c) # 0iry(q) = L4,

limg—. 5(q) = limg_., % = 7,. Tada

>, Y "o g
lim 2% = ¢/(c) lim f9-19 _ ¢'(¢) lim 9 —fg"
g=c g g—c g a—c  3g%g’
_.afg=PBfg _a-B . f a-p_
= lim = lim = = ——~,;
ive 3¢ 3 goeg 3
Y Y A R Y 2¢
lim 4" = lim (M) = lim M ~lim(f'g — fg/)_93
q—c q—c g q—c g q—c g
. (Oé - )fg . ~/gl ~ 2 ~ o — ﬁ ~
= l _— — 21 — - c 5 - c = c*
fim — lim 52 (@ = B)je = gla = B)7 7
~! ! _ O
Jei |3.| < oo, tai lim,_. 4’ = lim,_.. % limq_)ci . 3 b Ter gy = O Taig
gauname
. cosq \/ , cosq \" 1 —&2 coscy,
lim (=LY =0, 1im ( ) =- CEE 3a8
4orch sin(&q) e sin(&q) 3 sin(&cy) (3-181)
) cosq \/ ) cosq \" 1—&% coscy
lim ( ) =0, 1im ( ) =~ . (I8
fae cos(£q) e cos(£q) 3 cos(&cy) (3.182)
. sing \’ . sing \” 1-— §2 sin ¢y,
1 ( ) —0, 1 ( ) — . (3.8
fue cos(&q) amci cos(&q) 3 cos(&cy) (3.183)
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ir
fy/(C g)_ lim (qCOSQ)/_/YH—(Ck;g) (3 19)
Lk g—er \sin(£q) e S
i . cosq \'
(e €) = lim (o 25) =0, (3.19,)
Yo(exs ) = Jim (741 Cizéq)) = —77“(;’“5) , (3.19,)
v e qeosq\" . cosq \' .. cos(q) \"
lenid) = C}anlk (sin({q)) N thj?k (sin(ﬁq)) i qlggc q(sin(fq))
B 1— &% sing, B 1— &2 '
=0—c O Y1(ex; §), (3.20y)
v e oS q ”__1—§2 ‘
(e €) = lim (Cos(gq)) = -l €), (3.20,)
N e sin ¢ " 1— &2 ‘
V3 (s §) = Jim (m) = —T%(Ck,f)- (3.203)

2.3.8 pastaba. Visus polius pi, k € N, galima iSraSyti didéjancia tvarka p; <

P2 <
{pr}32, sekoje gali bati tik vienas narys py.

-+ < px < .... Formaliai apibrézkime py = 0, poo = +00. Kai £ € R,

2.3.9 pastaba. Kai ¢ € Q, funkcijos ; ir 7y, yra periodinés arba kvaziperiodinés

realiojoje alyje, t.y., jei

An(z) = %iz)’ g (2) = ’erz(z)’
Yo(2) = 72(2), Yor(2) 1= Y2, (2),
Y3(z) == 713(2)2, Yar(2) = 730 (2)2,
tai
:}/1(2 + 277'”) - :)/1 (Z), ’Nylr(z + 271'71) = :}/11"(2)7
Fa(z + 27n) = F(2), For(z + 271) = Ao, (2),

’N}/gr(Z + 27Tn) = :}/31"(2)-

(3.21))

(3.21,)
(3.215)

(3.22))
(3.22,)
(3.22;)
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I3 nelygybiy sh [Im ¢| < |sing|, | cos¢| < ch (Im ¢) gauname jvercius

| z|sh [Im z| |z|ch (Im z)
~ ) r X - 2
ch (¢Im z) ()] (=)l sh |¢Im z| (3:231)
sh |Im z| ch (Im 2)
R < Y T < RN '2
ch (¢Im z) ()] 2r(2)] sh |€Im z| (3:23,)
sh |Im z| ch (Im 2) (3.23)

SR I < < _
|z|ch (£Im z) < Gl el < |z|sh |£Im z|
2.3.1 isvada. Yra teisingos $ios ribos:  lim v =o00, lim . =00,k =1,2,3,

Im g—-=+oco Img—=+oo
iSskyrus € =1 (2,3 atv.).
2.4. Uzdavinio su viena nelokaliaja dvitaske krastine salyga rea-
liosios tikrinés reikSmeés

Vietoje charakteristiniy (3.15) funkcijy nagrinéjamos realiosios charakteristinés
funkcijos:

( h
N-(;8) = %, kai z <0,
sh (Ex
METN me — IO iaso 2
; = V= 1x =2 U
L T sin(éx)’ v
( h
’72_(.1'; ) - }T(é-x)a ka1x<0,
ch (&x
Yo(z;€) = (@:6) coS 1 fai o 0 (4.245)
T = ix>0;
L Yo+ ) COS(fl’)’
( h
Y3 (z;€) = i, kai z < 0,
o (z;€) Sin 7 kaiz >0 o
T = ix>0;
\ V34T fL‘COS(él’)’

Funkcijy v;(z; &), | = 1,2, 3 grafikai jvairiems ¢ pateikti 2.2 paveiksle. ISrasyki-
me visus polius pg, k& € N didéjancia tvarka (2.3.8 pastaba). Funkcijos v;. (),
Yoi () ir 34 (x) yra apibréztos intervaluose («, 5) = (pr—1,px), k € N, Cia
Pr—1 < pg it po = 0. Visos funkcijos v, (z) > 0.

Nagrinékime lygtis:

cos z — ysin(£z) = 0, (4.25)
cosz — ycos(§z) = 0, (4.25,)
sinz —ycos(£z) =0

(€2) =0

5 (4.253)

sin z — 7y sin (4.25,)



48 2 skyrius

Galime irodyti [98] sekancia lema, kuri yra labai naudinga nagrinéjant realia-
sias tikrines reikSmes.

2.4.11lema. Realiesiems v € [—1,1] ir & € (0,1) visos lygciy (4.25) Saknys yra
realieji skaiciai.

2.4.1. Realiosios tikrinés reikSmés 1 atveju

2.4.1 teiginys. Funkcija v,_(x; &) yra monotoniskai mazéjanti funkcija, kai © <
0 visiems £ € (0,1]. Funkcija v1.(x;1) yra monotoniskai maZéjanti funkcija
kiekviename intervale (py_1, py)-
[rodymas. Funkcija v;_(z) yra lyging, kai x € R, 0 y,_(0) = % ir y1_(+00) =
+o0. Todeél, turime parodyti, kad $i funkcija didéja intervale (0, +00).
Nagrinékime funkcija y;(z) := xcthx, z > 0. Akivaizdu, kad shx > =z.
Taigi,
;. sh(2r) -2z
yi(z) = 9sh 2
ir y(z) yra teigiama didéjanti funkcija, kai > 0. Tada 1/y;(z) = ithz yra
teigiama mazéjanti funkcija, ir jos iSvestiné yra neigiama.
Nagrin¢kime funkcija y(¢, ) = ¢th(€z) — thz, 2 > 0ir & € (0,1). Siai
funkcijai

>0,

l jx) =2 —the >0, i ;) =0 4.26
dm y(& o) =z —the >0, lim y(§z) =0, (4.26)

visiems x > 0. Jos iSvestiné (pagal &)

1 ! 1 !
/
y(&r) = (—th §x> :x(—th §x> < 0.
(6) = (g o)) =(th(6o
Taigi, y(&; z) yra monotoniskai mazéjanti funkcija, kai £ € (0,1), ir i§ (4.26)
gauname, kad y(&; z) > 0 visiems £ € (0, 1) ir visiems z > 0.

Nagrinekime funkcijg

sh x

= h (€x)’ x> 0. 4.27)

y2(x7 é)

Jos iSvestiné (pagal x)

chash ({x) —Ech ({x)shax  {y(&, v)chach ({x)
sh?(&x) B sh?(&x)

Taigi, yo(x; §) yra didéjanti teigiama funkcija visiems > 0ir & € (0, 1).

> 0.

yolx; &) =



Sturmo ir Liuvilio uzdavinys, dvitaske NKS 49
\- | | | 1)
20 | h I | B S
! i | ! 4 1 1 |
{ lef 1s 14 7\ Nk A N T
_LB_ i L&\\‘I)’A | ; | I | : | ” }D E: ] : 2 132
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I ! ! I :
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3 atvejis, { = 3 3 atvejis, £ = 1 3 atvejis, { = 2

2.2 pav. Funkcijos v (z7m), 1 = 1,2, 3

Funkcija
xchx shux

mM-(238) = shz sh(£x)
yra monotoniskai didéjanti funkcija, kai z > 0, kaip teigiamy monotoniSkai didé-
janciy funkcijy sandauga. Kai £ = 1, funkcija y, = 1, ir Siuo atveju teiginys, taip
pat teisingas.

Nagrinékime funkcija v,y (z;1) = actgx, x > 0, v # km, k € N. Akivaizdu,
kad sinz < x. Taigi,

= y1(z) - ya(z; )

sin(2z) — 2z

- <0
2sin’ '

Vg (25 1) =
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ir ;4 (x; 1) yra monotoniskai mazéjanti funkcija intervaluose (w(k — 1), 7k), k €
N. H

Parodéme, kad A = 0 egzistuoja tada, ir tik tada, kai v = v9 = % (2.3.1 lema).
IS 2.3.2 teiginio seka keletas rezultaty apie tikrines reikSmes.

2.4.2 lema. Kai~y > v, egzistuoja viena neigiama tikriné reiksmé, o kai v < 7y,
neigiamy tikriniy reiksmiy néra.

[rodymas. Funkcija v;_(x) yra monotoni$kai mazéjanti funkcija, kai = < 0,
71-(—00) = 4ooir y;_(0) = L. Todeél, lygtis v = ~;,_(x) turi neigiama Sak-

13
nj tik, kai y > 1. W

24.3lema. Kai & = 1 visos uZdavinio (2.5)—(2.7) tikrinés reiksmés 1 atveju su
realiaisiais vy yra realios. Kiekviena teigiama tikriné reiksmé \.(y) = x3(v), Cia
Tk € (Pr—1,Pk)-

[rodymas. Irodymas seka i§ 2.4.1 teiginio funkcijai v, .1

2.4.1 pastaba. Tikrines reikSmes sunumeruosime tokiu badu: x4(0) = w(k — 1),
t.y., panaudojant klasikinj atveji.

Siuo atveju gauname asimptotines tikriniy reik§miy savybes.
2.4.1 isvada. Kai & =1, (2.5)—(2.71) uzdaviniui teisingos $ios savybeés:

lim zk(y) =pr, lm zk(y) =pr_1,k € N {1}, lim xi(y) = —oc.

y——00 Y—+oo Y—+oo

Kitais atvejais (£ € (0, 1)), spektras néra toks paprastas. Realiesiems v gali
egzistuoti kartotinés ir kompleksinés tikrinés reikSmes.

Funkcijy hy(x) := cosx—z sin z, hy(z) := sinx —x cos x, kai = > 0, grafikai
yra pateikti 2.3 paveiksle. Tarkime, kad x(, x1, 2 yra trys pirmieji teigiami
funkcijos hy nuliai ir z; yra pirmas teigiamas funkcijos hy nulis. ApibréZzkime
& = ﬁ, Vg = X COSTy IT 7 = blfl—lﬂ Tada 2o = 0.8603, r; = 3.4256,
o & 6.4373, & = 0.4585, & ~ 0.2440, v = —3.2884, 715 = 6.361, z; =~ 4.4934,
Y1 = —4.6033.

2.4.41lema. Jei v, < v < 7o, tada visos uZdavinio (2.5)—(2.7) tikrinés reiksmés
yra realiosios visiems § € (0, 1), ir ribinis atvejis realizuojamas, kai § = & ir
& =& Jei vy < v < 1, tada visos tikrinés reikSmés yra teigiamos ir paprastos
visiems & € (0, 1).
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2.3 pav. Funkcijos 2.4 pav. Funkcija v14 (2, §)
hi(x) (1 kreive) ir
ho(x) (2 kreive)

[rodymas. Nagrinésime tik nepastovigsias tikrines reik§mes, nes pastoviosios tik-
rinés reikSmés (jei jos egzistuoja) yra teigiamos. Funkcija v, apibréZzia teigiamy
tikriniy reikSmiy pasiskirstyma. ISskaidome ;. 1 daugiklius:
T COS T . T
;€)= — =g(x;&)cos(x), Ciag(x;€) := — .
71—}—( 5) sm(fx) g( 5) ( ) g( 5) Sln(fl’)

Funkcijy v14 (7€), £g(x; §) ir £ grafikai jvairioms parametro & reik§méms yra

pateikti 2.5 paveiksle. Kaip matome, funkcijos ;. (z; &) grafikas osciliuoja tarp

funkcijy g(z; &) ir —g(x; £). Kadangi,

sin(§x) — {rcos(ér)  hy(éx)
sin?(Ex)  sin?(éx)’

funkcijos |g(z)| minimumo taskai yra xj i, = %’“, k € N, ia z;, yra teigiama

g'(x) = (4.28)

lygties sin z — z cos z = 0 Saknis ir ¢(2 min) = Z—’“
Galime rasti funkcijos v (z, §) ekstremumo taskus

01+ (cosz —xsinz)sin(éx) — Ex cos x cos(Ex)

or sin?(Ex) =0
Oyiy  Excosxcos(éw) 0
& sin?(&x) o

Si sistema ekvivalenti
cosx —xsinz =0,

cos(éx) = 0. (429)

Taigi, ekstremumo taskai yra xp, £ € N, ir jie nepriklauso nuo & (xo ~ (0.8603
netenkina lygties cos(£x) = 0, kai £ € (0,1)). Kai 1, gauname & = 5 kai 2,
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gauname &, = - ir & = 3; ~ 0.732; kai x3 = 9.5293, yra trys tokie {5 =

ng

_ 3r // __ 5w
&= 525 &3 = 25 1T taip toliau.

Kadangl, Vig (s &) = V“é%é # 0 (2.3.7 pastaba) turi ta patj Zenkla kaip ir
funkcija, pastoviyjy tikriniy reik§miy taskai néra funkcijos v (z, £) ekstremumo
taskai, ir jie, taip pat néra vienmatés funkcijos v, (z; §) ekstremumo taskai.

Tai seka i§ 2.4.1 lemos, nes, kai |y| < 1, funkcija v = Sin(ery Deturi komp-
leksiniy 7y-reik§miy. Taigi, funkcija v, (z; &) neturi kompleksiniy ~y-reik§miuy, kai
|7] < x visiems & € (0, 1), todél Sia lema turime jrodyti tik, kai 0 < = < 75, kai
v > 0,ir0 < x < |y, kai v < 0. Kadangi, |y1] < 72 < 37 < 35”, tirsime
funkcija 1, kai x € (0, 3?”) Tagkai 71 = %, 72 = 2?” ir I3 = 3?” gali bati poliai
arba pastoviyjy tikriniy reikSmiy taskai.

Jei & > &, tai &1, @, &3 yra poliai ir funkcija i (;§) maZéja kiekviena-
me intervale (0, %), (Z1,Z2), (T2, %3). Taigi, §iuo atveju visos ~y-reikSmeés yra

realiosios. Jei £ < &, tai 25” > I > 4, ir tirsime funkcija y14., kai z € (0, 2?”)

Jeiz < &< 8, ta1 Z1, Ty yra p011a1 ir funkcija v14 (z; ) yra mazéjanti kiekvie-
name intervale (0, Z), (Z1, Z2). Taigi, $iuo atveju visos y-reikSmeés yra realiosios.

Jei¢ = %, tai £1 yra polius ir 9 = ¢ yra pastoviosios tikrinés reikSmés taskas.
Funkcija v, (z;€) mazéja kiekviename intervale (0, %), (Z1,¢1) it 714(c1) =

25” < Y- Ta1g1 Siuo atveju visos y-reikSmes yra realios, kai y; < v < 7s.

Je1 2 < ¢ < 225 paveikslas, £ = 4) tai &1, Ty yra poliai. Funkcija v 4 (5 €)
yra mazejantl funkcija, kai « € (0, Z) ir turi viena (neigiama) lokahojo minimu-
MO ta3Ka @i, Kai & € (Z1,T2) it Y1p (Tnin; §) < g(2136) = =2 < =21 <.
Taigi, Siuo atveju lema yra teisinga.

Jei & = % (2.5 paveikslas, & = %), tada 71 = ¢; yra pastoviosios tikrinés
reik§més taskas, ir 7, yra polius. Funkcija 1 (z; £) yra mazéjanti, kai x € (0, ¢1],

Y14 (cl, %) = —%’T <~y ir turi vieng lokaliojo minimumo taska z,,;,, kai x €
(¢1,T2). Taigi, §iuo atveju lema taip pat teisinga.

Jei £ < % tada |v1| < 37” < % ir kai v < 0, turime jrodyti, kad intervale
(0, 37 /2) egzistuoja tik realiosios -reik§meés. Siame intervale funkcija v, (; &)
turi tik vieng lokaliojo minimumo taska z,,;,, ir ji yra monotoniné intervaluose
(0, Zymin) It (Zmin, 37/2), 0714 (7/2;€) = 114 (37/2;€) = 0. Kaix € (7/2,37w/2),
egzistuoja tik vienas funkcijos vy, (z, £) ekstremumo taskas (x1, &) (2.4 paveiks-
las, @) ir y14 (21, &1) = 71 Sis tagkas yra balno taSkas. Taigi, neigiamiems 7y lema
irodyta. Pastebésime, kad funkcija v, (x; £) yra teigiama ir monotoniné funkcija,
kai z € (O 7/2). Nagr1nes1me Sia funkcija, kai > T iry > 0.

Je1 = <& < , tai &1 ir T yra poliai. Jei £ = tada Ty = c1 yra pastoviosios
tikrinés reik§més taékas Funkcija 14 (z;€) didéja kai x € (3n/2,7/€)irz €
(5m/2,2m/€). Jei £ = 2, tada yy 4 (c1,4/7) = 27w > 7.
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Jei 3 < £ < 2, tada 7y ir Iy yra poliai. Funkcija 714 (z;¢) didéja, kai z €

(3m/2,m /&) ir turi viena lokaliojo maksimumo taska 4., kai x € (57/2,77/2)
it v (Timaz, &) = T > % > 9. Jei & < 3, tada T > 9 > 7, ir galime
nagrineéti tik x € (57 /2, 7/¢).

Jei % < &< %, tada z; yra polius. Jei £ = %, tada x5 = c; yra pastoviosios
tikrinés reik§mes taskas. Funkcija v, (x; &) didéja, kai = € (37/2,7/§) irx €
(5m/2,2m/€). Jei & = 2, tai y11.(c1,2/5) = 2271 > 7.

Jei ¢ < %, taday < % < Z,irkaiy > 0, reikia jrodyti, kad interva-

2 [

le (37/2,57/2) egzistuoja tik realiosios 7-reik§més. Siame intervale funkcija
Y14 (x; &) turi vienintelj lokaliojo maksimumo taska x,,,, ir yra monotoniné inter-
valuose (37/2, Zyin)» (Tmin, 57/2), 0 114(37/2; &) = 114.(57/2;€) = 0. Kaiz €
(37 /2,51 /2), funkcija v (2, §) turi du ekstremumo taskus (o, &) ir (22, £5), ta-
Ciau & > % Gauname balno taska (2.4 paveikslas, a)) ir v14 (22, £2) = 7o. Taigi,
irodéme lema teigiamiems 7.

Kai 71 < v < 79, horizontali tiesé v kerta funkcijos ;. grafikus. Jei v = 0,
tai gauname klasikini atveji su visomis teigiamomis ir paprastomis tikrinémis
reikSmémis. Kai y; < v < 9, visos tikrinés reik§més iSlieka realiosios ir pa-
prastos. Galime jas uzraSyti kaip klasikiniame atvejyje.

Kai v > %, turime vieng neigiama tikring reikSme. Taigi, visos tikrinés reiks-
més bus teigiamos visiems £ € (0,1),jeiy < 1. B

2.4.2 pastaba. Kai ¢ = & ir v = v, arba £ = & ir v = 7, tai egzistuoja viena
kartotiné tikriné reikSme.

2.4.3 pastaba. Kaip funkcija ~; keiciasi Salia pastoviosios tikrinés reikSmés tasko
ivairiems & (&1 < &), k = 1,2,3,4,5,6 parodyta 2.6 paveiksle. Kai k = 4,
gauname pastovigja tikring reikSme.

Tegul pr = %k, k € N, t.y. pi yra poliai arba pastoviyjy tikriniy reikSmiy
taskai, tada

o1(yi4. Pr) = (—1)Fsign cos (%T{'k‘) = (—1)"sign cos jy. (4.30)

2.4.2. Realiosios tikrinés reikSmes 2 atveju

2.4.2 teiginys. Funkcija vy, (x; &) yra monotoniskai maZéjanti funkcija, kai x < 0
visiems & € [0, 1).

[rodymas. Kai £ = 0, funkcija v, = ch x yra monotoniskai maZ¢janti funkcija.
Funkcija vo_ (z) yra lyginé, kai z € R, ir v (0) = 1, 75— (+00) = +00. Todél,
reikia parodyti, kad $i funkcija yra didéjanti intervale (0, 400).
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2.5 pav. Funkcijos 14 (z7;€)
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2.6 pav. Funkcijos 714 (zm;€) grafikai Salia pastoviosios tikrinés reik§meés tasko jvai-
riems &, k =1,2,3,4,5,6, & < k1

Funkcija y;(z) := athx, > 0 yra monotoniSkai didéjanti funkcija, kaip
tokiy dviejy funkcijy sandauga.

Nagrinékime funkcijg y(&;x) = &th (éx) — tha, 2 > 0ir & € (0,1). Siai
funkcijai

I ‘7)) = —thz <0, li ‘7)) =0 431
gg(g;y(&x) x <0, 5g{gy(f,:f:) (4.31)

visiems x > 0. Jos iSvestine (§ atzvilgiu) lygi

Y (&) = <§th (Sx)>/ = %((éx}th (&:))l > 0.

Taigi, y(&; x) yra monotoniskai didéjanti funkcija, kai £ € (0, 1) ir i§ (4.31) gau-
name, kad y(&, ) < 0 visiems £ € (0, 1) ir visiems x > 0.
Funkcijos v2_ () iSvestineé lygi
shach ({x) —Echash (§x)  cha (
(ch (f:z:))2 ch (§x)

Taigi, funkcija vo_ (z;§) yra monotoniskai didéjanti funkcija, kai > 0 ir mono-
toniSkai maz¢janti funkcija, kai x < 0. l

¢th (€x) — tha) > 0.

Tadai§ 2.4.2 teiginio seka pagrindinis rezultatas apie neigiamas tikrines reiks-
mes.

24.5lema. Kai v > vy = 1 egzistuoja viena neigiama tikriné reiksme, o kai
v < v neigiamy tikriniy reikSmiy néra.

[rodymas. Funkcija 75— (x) yra monotoniSkai mazéjanti funkcija, kai = < 0,
Ya—(—00) = +o0ir 15-(0) = 1. Todél, lygtis v = 72 (z) turi viena neigia-
ma Sakni, tik kai v > 7y = 1 ir neigiamy Sakny néra, kai v < ~,. l

Kitas pagrindinis rezultatas Siuo atveju yra apie realigsias tikrines reikSmes.
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2.7 pav. Funkcijos o (z7; €)

2.4.6 lema. Kai || < 1 visos tikrinés reikSmés yra realiosios.
[rodymas. Irodymas seka i§ 2.4.1 lemos (2 atv.). B

Jei |y| > 1, tada egzistuoja tikrinés reik§meés, kurios gali bati kartotinés ir
kompleksinés. Keletas funkcijos 7, pavyzdZziy ivairiems & pateikti 2.7 paveiksle.

Tegul py, = %(k: — %), k € N, t.y. pi yra poliai arba pastoviyjy tikriniy reik§Smiy
taskai, tada

o1 (Y24, ) = (=1)*sign cos (gm(k — 3)) = (=1)* 'sign cosp.  (4.32)

Sturmo ir Liuvilio uZdavinio (2.5)-(2.7,) tikrines reik§mes ir tikrines funk-
cijas, kai v € (0,1] ir £ = 0, tyré A. Gulin, N. Ionkin ir V. Morozova [44].
Siame straipsnyje buvo nagrinéjamas diskretusis (2.5)-(2.7,) uzdavinio atvejis,
kai hN = 1, h — diskreciojo tinklo Zingsnis, N — intervalo padalinimy skaicius,
k=1,2,...,(N —1)/2, kai N — nelyginis ir k = 1,2,..., N/2, kai N — lyginis.
Gautos tikriniy reikSmiy iSraiskos, kai v = 1:

Mo =0, M\ =4h ?sin®*(rkh), (4.33)
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2.8 pav. Funkcijos oy (z7;€) grafikai Salia pastoviosios tikrinés reik§meés tasko jvai-
riems &, k =1,2,3,4,5,6, & < k1

irkai y € (0,1):

Ao = 4h~? sin? % (4.34)
Aop_1 = 4h "% sin?((wk — 0.5¢)h), (4.35)
Ao = 4h~? sin?((7k + 0.59)h), (4.36)

¢ia ¢p = arccosvy, 0 < ¥ < w. Norédami palyginti Sioje disertacijoje gautas
tikrines reikSmes su [44] straipsnyje apraSytomis tikrinémis reikSmeémis, (4.33)
iSraiSkoje peréje prie ribos, kai h — 0, gauname:

No=0, M\, =(2rk) k=1,2..,

ir Sios tikrinés reikSmés sutampa su (2.5)—(2.7,) uzdavinio tikrinémis reikSmémis.
Peréje prie ribos (4.34)—(4.36), kai h — 0, gauname:

Ao = arccos® 7, (4.37)
o1 = 4(mk — 0.5¢)?, (4.38)
Mo = 4(mk + 0.51))%. (4.39)

Kai v € (0, 1), uzdavinio (2.5)—(2.7,) tikrinés reik§més yra lygios A = arccos® .
Vadinasi, Siuo atveju tikrinés reikSmés taip pat sutampa su [44] straipsnyje gauto-
mis tikrinémis reik§mémis.

2.4.3. Realiosios tikrinés reikSmes 3 atveju

Treciuoju kraStiniy salygy atveju realusis spektras yra sudétingesnis (2.9 paveiks-
las). Siuo atveju 7o = 1. Kai ~ yra realusis, gali egzistuoti kartotinés ir komp-
leksinés tikrinés reik§mes visiems v # 0. PavyzdZiui, jei = 1, tai y34(z) =
2 sin(x/2) ir |y, < 2.
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2.4.3 teiginys. Funkcija s, (x; 1) yra monotoniskai didéjanti funkcija kiekviena-
me intervale (pg_1,pr); funkcija v3_(x; 1) yra monotoniskai didéjanti funkcija,
kai x < 0. Funkcija vs_(x; &) yra monotoniskai mazéjanti funkcija, kai x < 0
tik kai € € [0,+/3/3] ir turi vieng lokaliojo minimumo taskq ., € (—o0,0), kai

€€ (V3/3,1).

[rodymas. Funkcijos vs_(z;1) = 1/v1_(2;1), v34.(2;1) = 1 /414 (2; 1). Taigi, kai
¢ = 1, irodyma gauname i§ 2.4.1 teiginio.

2.4.1 teiginyje parodyta (4.27), kad s}ff(‘gm )

yra teigiama didéjanti funkcija vi-
siems z > 0ir § € (0, 1). Taigi, funkcija

sh (§17)
sh (&)’

yra didéjanti ir teigiama. Kadangi lim, .o y1(x; &1, &2) = &1 /& > 0, turime

yi(z;61,62) = r>0, 0<& <&y,

fzSh (5133') — flsh (fgl‘) > O, for x > O, 0< 52 < 51. (4.40)
Nagrinékime teigiama funkcija

th (§7)

Yo (w561, &) = th <€1x)>

x>0, 0<&<&.

Jos 1Svestiné (pagal x)

§ash (261 2) — &ish (265)
2sh ?(&,2)ch ?(&52)

yé(t’f;fhé) =

>0 kaiz >0, 0<&<&.

Taigi, gauname, kad
th (1z)

2
{th (§x)’
yra teigiama didéjanti funkcija visiems ¢ € (3,
Funkcija

ys(x;§) = >0,
.

ys(x) := 2shachx + shx — 3zchz,
y4(0) = 0,94(0) = 0ir, kai z > 0

yy(x) = 8shxchx — 5shx — 3zchx
= 3chz(shx — x) + 5sha(chz — 1) > 0.

Taigi, funkcija y4(x), x > 0 yra teigiama. Funkcija

ys(z) ;== shachx —sha — 2’sha + achx — x,



Sturmo ir Liuvilio uzdavinys, dvitaSké NKS
o 1
4] ! |
gm«;\ : |
! |
05 | :
2 A 172 3 4 5 6 7 8 /\: :
" ! ! \jz :4\/ I H' 12
ER 05 ! 4
3 m«{ s !
— = 1 =
E=0ez {=2€Z
204 20 | 204
1 1
1.5 15 | 1 15
1 1
1 1
gamma 1 ! gamma 1 \I , gamma 1 \J
0.5+ 05+ : : 05— :
] 1 r\

1
]
=t T ° T T T T T F T T [ ——— T I'W
2 - 2 1 4 2 - I ;\_p/: 2 - 2 3 4
q ! 1 q | q
05+ 054 05—
! 1
| |

2,04 b ! 204
15 | 15
1
1
gamma ! gamma 1.0

d
0.5 1
| L/
T TP b e T T T T LM B e AL i
2 A 2 3 4 43 2 4 I | 3 2 1 1 |;z L
05 [ ! ! 05 / 1 f 05 / : :r
I ! I
VWDJ “ | WDJ ! 1.0 [ |
_ V3 - = _3 — =

2.9 pav. Funkcijos vy3(z; €)

y5(0) = 0,y5(0) =0, irkai = > 0

yY(x) = 4shachx — shao — 3xcha — 2’sha

=2sh(chz — 1 —12%) + 2shachz + sha — 3wchz

= 2sh (Ch{lj‘ —-1- %.%'2) + y4(ZL') > 0.

Taigi, funkcija ys(x), z > 0, taip pat yra teigiama.
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2.10 pav. Funkcijos sy (z7; &) grafikai $alia pastoviosios tikrinés reik§més tasko jvai-
riems &, k =1,2,3,4,5,6, & < k1

Pastebésime, kad funkcija zcthz — 1 = (zchx —shx)/sha > 0. Teigiamos

funkcijos
zctha — 1 B xchx —shax

zth(3z)  z(chz —1)°

ye(x) == x>0,

iSvestiné yra lygi

;. shx(che —1-2%) +az(che—1) ys(x)
Yolw) = 22(chz —1)2 ~ 22(chz — 1)2 =~ 0.

Taigi, funkcija
(2:6) zcthax — 1
I v€th (Ex)

yra teigiama didéjanti funkcija visiems x > 0, £ € (%, 1)ir

ys(z) - y3(z; §)

1 1
vo = my(w:8) = g3 yeo = Hm (50 =7 >1
Jeié € (L,v3/3], taiyo > Liry(z; &) > 1visiems 2 > 0;jei £ € (v/3/3,1), tada
Yo < 1,ir egzistuoja Tyin = Tmin(§) > 0, toks, kad y(zmin; &) = Liry(z;€) < 1
visiems 0 < & < Zpin, y(x;&) > 1 visiems & > Tyyin-
Suformuluokime Sias savybes funkcijai

f(z;€) == xzctha — 1 — z&th (Ex),

ty. jei & € (1,/3/3], tada f(x;€) > 0 visiems z > 0; jei £ € (v/3/3,1), tai
egzistuoja Tin = Tmin(§) > 0, toks, kad f(Zmin; &) = 01ir f(x;&) < 0 visiems
0 <z < Tuin, f(2;€) > 0 visiems x > Tppiy.

Kadangi,

D et — oth (a1 6
(w€th (€x)) th(€2) + gz

7€ >0 kaiz >0,
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gauname {xth (§2) < Lxth (32), irkai € € [0, 3] ivertiname
f(x;€) > acthe — 1 — sath (32) = jacth (32) — 1 > 0.
Vadinasi,

wvethy — 1 —aéth ({x) . shx
x2ch *(£x) =l é)xQCh (€x)

Y (2;8) =

Funkcija v3_(z;€), © € R yra lyginé funkcija. Taigi, funkcijos v3_(x; &), z < 0
monotoniskumo savybeés, seka i§ funkcijos f(x; &) savybiy: jei & € [0,/3/3], tai
v3—(x; €) yra maZéjanti funkcija, kai z < 0; jei € € (v/3/3,1), tai egzistuoja
Tmin = Tmin(§) < 0, toks, kad v;_(x; €) yra mazéjanti funkcija, kai x < @y, ir
v3—(x; &) yra didéjanti funkcija, kai 2, < x < 05 jei & = 1, tai y3_(z;§) yra
didéjanti funkcija, kai + < 0. H

2.4.7 lema. Jei ¢ € [0,/3/3), tai egzistuoja viena neigiama tikrineé reiksme tik,
kai vy > 7. Jei & € (v/3/3,1), tai egzistuoja vy < 0ir v, = Y3_(Tmin; &) €
(0,70), toks, kad egzistuoja viena neigiama kartotiné tikriné reiksme, kai v = ~,
ir tik viena paprasta tikriné reik§mé, kai v > -y, dvi neigiamos tikrinés reikSmés
egzistuoja, kai v € (V«,%0), 0 kai v < 7. neigiamy tikriniy reikSmiy néra. Jei
¢ =1, tai viena neigiama tikriné reiksmé egzistuoja tik teigiamiems v < o, o kai
Y = Yo, neigiamy tikriniy reikSmiy néra.

[rodymas. Funkcija v3_(x; §) yra teigiama. IS 2.4.3 teiginio ir
+o0, kaié& <1,
_(—o00) = _(0) =1,
15-(=00) {0, kaic—1; 0
salygu, gauname $ios lemos irodyma. ll

2.4.4 pastaba. Kaip funkcija -3 keiciasi Salia pastoviosios tikrinés reikSmeés tasko
ivairiems &, £ = 1,2,3,4,5,6 parodyta 2.10 paveiksle. Kai £ = 4, gauname
pastoviaja tikring reikSme.

Tegul py, =
taskai, tada

7 (k—3), k € N, t.y. py, yra poliai arba pastoviuju tikriniy reiksmiy
(—1)*sign sinp, kai & > 0,

4.41
0, kai £ = 0. 4

o1(Y14, D) = {

2.5. Pagrindiniai skyriuje gauti rezultatai

« Istirta Sturmo ir Liuvilio uzdavinio realiosios spektro dalies priklausomybé
nuo parametry 7y ir &.
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« Sis uzdavinys visais trimis nelokaliyjy krastiniy salygy atvejais turi viena
nuling tikring reikSme, kai parametras v = g, 79 = % (latv.),v=1(2,3
atv.).

« Sturmo ir Liuvilio uZdavinyje (1, 2 atv.) egzistuoja viena neigiama tikriné
reikSmé, kai v > 7,. 3 atv. viena neigiama tikriné reikSmé egzistuoja tik,
kai £ </3/3iry > 1,irkaié =1ir0 <~ < 1.

« Teigiamos spektry dalys realiesiems ~y yra skirtingos. Sturmo ir Liuvilio uZ-
davinyje 1 ir 2 atv. visos realiosios tikrinés reikSmeés egzistuoja tik intervale
Ym(&) < v < ym(€), tadiau Sis intervalas [V, Yar] C [Vm, 7asr] yra toks
pat visiems £. 3 atv. visiems v # 0 ir £ < 1 gali egzistuoti kartotinés ir
kompleksinés tikrinés reikSmés, ir tik, kai & = 1 visos tikrinés reikSmeés yra
realiosios.
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KrasStiniy uzdaviniy su ivairiomis nelokaliosiomis
salygomis teigiamos tikrinés funkcijos

3.1. KrasStiniy uZdaviniuy teigiamos tikrinés funkcijos

Siame skyriuje analizuosime Sturmo ir Liuvilio uzdavinio teigiamas tikrines funk-
cijas. Gautus rezultatus palyginsime su G. Infante [54] straipsnyje nagrinétomis
teigiamy tikriniy funkcijy egzistavimo intervalais.

Savijungiy ir nesavijungiy Sturmo ir Liuvilio uZdaviniy tikrines reik§mes ir jas
atitinkancias tikrines funkcijas kompleksingje ir realiojoje plokStumoje nagrinéjo
Q. Kong, H. Wu, A. Zettl [68]. Tokio tipo uzdavinio, tik su pastoviais koeficientais
diferencialinéje lygtyje ir nesavijungémis krastinémis salygomis, tikriniy reikSmiy
ir tikriniy funkcijy pasiskirstyma tyré R. J. Villanueva, L. Jodar [107]. Netolydy
Sturmo ir Liuvilio uzdavini, kai ir lygtis ir krastinés salygos priklauso nuo tikri-
nio parametro A nagrin¢jo O. Sh. Muhtarov, M. Kadakal ir F. S. Muhtarov [82].
Jie iSvede asimptotinio aproksimavimo formulg tikriniy reik§miy ir sunormuoty
tikriniy funkcijy pasiskirstymui.

Tokio tipo uzdavinius, taip pat tiria G. Infante. Straipsnyje [54] G. Infante
nagrinéja HamersSteino lygties

fu(t) = /G k(t, 5) (s, u(s))ds (L1)

tikrines reik§mes. Cia G yra kompaktiska aibé R”, k ir f gali biti netolydZios
funkcijos, ir k gali keisti Zenkla. Minétame ttraipsnyje G. Infante tiria bendres-
nes lygtis, kurios gali neturéti teigiamy sprendiniy, taciau jis gali rasti netrivialiy
sprendiniy egzistavimo sritis. G. Infante padaro prielaidas, kad funkcijai f, bran-
duoliui k ir duotajam r > 0 teisingos Sios salygos:

1) f: G x [-r,r] — [0,00) tenkina Caratheodory salygas G x
[—r, r], ir egzistuoja macioji funkcija g, : G — [0, c0) tokia, kad
f(t,u) < g,(t) beveik visiems u € [—r, r];

63
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2) k: G x G — R yra macioji, ir visiems 7 € G
lim Jo lk(t,s) — k(7, 5)|gr(s)ds = 0;

3) Egzistuojauzdaras teigiamo mato poaibis Gy C (G, macioji funk-
cija® : G — [0, 00) ir konstanta ¢ € (0, 1] tokia, kad:

|k(t,s)] < @(s),kait € G ir beveik visiems s € G,
ch(s) <k

<
< k(t,s),kait € Gy ir beveik visiems s € G

4) Egzistuoja M, < oo tokia, kad [, ®(s)g(s)ds < M,.
Pasinaudojus Siomis prielaidomis G. Infante nagrinéjama sritis yra kiigis i =
{u € C(G) : min{u(t) : t € Go} > ¢ || w ||}. Funkcija priklausanti sric¢iai K
yra teigiama poaibyje Gy, tatiau gali keisti Zenkla aibéje G. Sio tipo kiigis buvo

pradétas nagrinéti [56], ir jis yra didesnis negu naudotas K. Q. Lan [70, 71].
Gauti rezultatai taikomi antros eilés diferencialinei lygciai

() + flt,ut) =0, (0<t<1), (1.2)

su jvairiomis nelokaliosiomis krastinémis salygomis:

W(0)=0, u(l)=~d'(§), 0<&<I; (1.37)
w(0) =0, wu(l)=~d'(§), 0<&<; (1.3%)
W'(0) =0, u(l)=~u(§), 0<E<I; (1.33)
u(0) =0, wu(l)=~u(), 0<&<Il1. (1.34)

G. Infante [54], remdamasis rezultatais, gautais HamerSteino lygciai, nusta-
to, kada Sie uZzdaviniai turi teigiamas tikrines reikSmes, ir randa jas atitinkan-
¢iy teigiamy tikriniy funkcijy egzistavimo sritis. Jis parodo, kad egzistuoja tokia
teigiama (arba neigiama) )\, kad (1.2) lygtis turi nenulinj sprendinj. UZdavinio
(1.2) tikrine reikSme G. Infante laiko HamerSteino integralinés lygties (1.1) tikring
reikSme.

Straipsnyje [54] G. Infante pateiké keturias teoremas:

3.1.1 teorema. Tegul v < 0,[a,b] C [0,1),c = min{l,—*y,i%g}/(l — &)
ir tarkime, kad egzistuoja p € (0,7], toks, jog egzistuoja macioji funkcija m,, :
la,b] — R, tokia, kad:

1) f(s,u) > m,(s) visiems u € [cp, p| ir beveik visiems s € [a, b];

2) sup fabk(t, s)my,(s)ds > 0.
]

t€fa,b
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Tada (1.2)—(1.31) krastinis uZdavinys turi teigiamq tikrine reiksme ir jq atitinkan-
Ciq tikrine funkcijq, kuri yra teigiama [a, b|.

3.1.2 teorema. Tegul 0 <~y < 1—¢,[a,b] C [0,&],¢c =1—& — v ir tarkime, kad
egzistuoja toks p € (0,7], jog egzistuoja macioji funkcija m, : a, b] — R tokia,
kad:

1) f(s,u) > m,(s) visiems u € [cp, p| ir beveik visiems s € [a, b];

2) sup fabk:(t, s)m,(s)ds > 0.

te(a,b]

Tada (1.2)—(1.3,) krastinis uZdavinys turi teigiamq tikrine reikSme ir jq atitinkan-
Ciq tikrine funkcijq, kuri yra teigiama [a, b|.

Krastiniam uzdaviniui (1.2)—(1.33), kai v < 0, [a,b] C (0,€¢] ir ¢ = min{a,
—v}/ max{1l — £ — 7, —%} yra teisinga 3.1.1 teorema, o kai 0 < v < 1 — ¢,
la,b] € (0,1 —~)irc = min{a(l — & —~,1 — b — )}/ max{1, 1} uZdaviniui
(1.2)—(1.35) teisinga 3.1.2 teorema.

3.1.3 teorema. Tegul v < 0,[a,b] C [0,&],¢c = (1 — &) /(1 — ) ir tarkime, kad
egzistuoja p € (0, 1], toks, jog egzistuoja macioji funkcijam,, : [a,b] — R, tokia,
kad:

1) f(s,u) > m,(s) visiems u € [cp, p| ir beveik visiems s € [a, b];

2) sup fabk(t, s)my,(s)ds > 0.

t€la,b]
Tada (1.2)—(1.33) krastinis uZdavinys turi teigiamq tikrine reikSme ir jq atitinkan-
Ciq tikrine funkcijq, kuri yra teigiama [a, b|.
Kai 0 < v < 1, [a,b] C [0,1] ir ¢ = v(1 — &) uzdaviniui (1.2)—(1.33) teisinga

3.1.3 teorema.

3.14 teorema. Tegul v > 1,a = £,b € (§,1],¢ = (1 — &)/ ir tarkime, kad
egzistuoja p € (0, 1] toks, jog egzistuoja macioji funkcija m, : [a, b] — R, tokia,
kad:

1) f(s,u) > m,(s) visiems u € [cp, p| ir beveik visiems s € [a, b];

2) sup fab —k(t, s)m,(s)ds > 0.

tela,b]

Tada (1.2)—(1.33) krastinis uZdavinys turi neigiamaq tikrine reikSme ir jq atitinkan-
Ciq tikrine funkcijq, kuri yra neigiama [a, b).
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3.1 pav. Funkcijos z" (y) ir y" () intervale I = (a,b)

Krastiniam uzdaviniui (1.2)—(1.3,) yra teisinga 3.1.3 teorema, kai 7§ < 0,
[a,b] C (0,&]ir ¢ = min{a, 1—&}/(1—). Taip pat 3.1.3 teorema Siam uzdaviniui
yra teisinga, kai 0 < v¢ < 1, [a,b] C (0,1} ir ¢ = min{a, v&, 4a(1—-&),v(1 =€)},
kaiy < 1, ¢ = min{a&, 4a(l1 —~£)&, E(1—~&) }, kaiy > 1. Okaiv¢ > 1, [a, b] C
€, 1) ir ¢ = min{a, 1 —&} /v, tai (1.2)—(1.3,) uzdaviniui yra teisinga 3.1.4 teorema.

3.1.1 pastaba. Siekiant didesnio aiSkumo, G. Infante [54] straipsnyje naudojami
Zymeéjimai buvo suvienodinti su Sioje disertacijoje esanciais Zyméjimais: o =
V1= &

3.2. Zymenys ir papildomos savokos

Ivesime keleta apibréZimy, kurie bus naudojami Siame skyriuje. Pirmiausia api-
bréSime matomq is desinés funkcijos taskq. PanaSus apibréZimas sutinkamas
A. N. Kolmogorov ir S. V. Fomin monografijoje [67], tik ten naudojamas nemato-
mas i§ deSinés taskas.

Sakykime, realiosios funkcijos, apibréztos intervale I = [a,b] ((a,b), [a,b),
(a,b]), a,b € R U {£o00}, reik¥miy sritis yra aibé B C R.

3.2.1 APIBREZIMAS. Tegul realioji funkcija y = y(z) yra apibrézZta intervale
I. Funkcijos y grafiko taska (z,,y(x,)) vadinsime matomu is deSinés funkcijos
y = y(x) tasku, jeigu y(z,) # y(x) visiems x € (z",b] N 1.

Toliau dazniausiai naudosime intervala I = (0, +o0) (3.1 paveikslas).

Ne visiems y € R" galime surasti matomga i§ deSinés taska (konstanta, api-
brézta intervale (a,b)). ReikS§miy aibés R" poaibi, kurj sudaro taskai, kuriems
egzistuoja matomi i§ deSinés taskai, Zymésime R". Kiekvienam y € R" galime
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3.2 pav. Sritis 7" ir funkcija z" (y) 3.3 pav. Sritis T ir funkcija Z{,(y)
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- Il/ N i | X (y)
™ | {
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3.4 pav. Sritis T%" ir f-ja zP" (y) = ¢; 3.5 pav. Sritis 7" U T?" ir f-ja z.(y)

priskirti vienintelj matomq is desinés taskq x,(y), t.y. galime apibrézti vienareiks-
me funkcija 2" : R" — 1. Sios funkcijos grafikas yra funkcijos y = y(z) grafiko
poaibis. Funkcijos x = 2" (y) reik§miy aibée D" C I.

Funkcijos y = y(x) siaurinys aibéje D" apibrézia matomq is desinés funkci-
jos y = y(x) grafiko dali. Si siaurini vadinsime matoma is deSinés funkcija ir
Zymésime y = y"(z) (3.1 paveikslas, raudona linija).

Funkcijos 2" (y) ir y"(x) gali biti trikios. Sios funkcijos yra viena kitai at-
virkstinés funkcijos, apibréziancios bijekcija tarp aibiy D" ir R" (3.1 paveikslas).

Taskui y € R™\ R" néra matomo i$ deSinés tasko, nes funkcijos y(z) y-reikSme
intervale (a,b) jgyjama be galo daug karty. Siuo atveju 4 € R” \ R" priskirsime
reikSme 7,.(y) = sup,¢ {z|y(z) = v}, jeiy € R, Z.(y) := x,(y). Funkcijos
Z, apibrézimo sritis yra aibé R", ja irgi vadinsime matoma is desinés funkcija.
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3.6 pav. Sritis 7'y ir funkcija 77, (y) 3.7 pav. Sritis Ty ir funkcija 27, (y)

Pastebésime, kad matomos i§ deSinés funkcijos y"(x) grafikas yra matomos i$
desinés funkcijos " (y) poaibis (3.1 paveikslas, raudonas su juodu kontaru taskas
S priklauso funkcijos z"(y) grafikui, bet nepriklauso funkcijos y"(x) grafikui).

Tikrinés reikSmeés Sioje disertacijoje yra randamos dviem budais: kaip cha-
rakteristinés funkcijos y(x) y-reikSmés ir kaip pastoviosios tikrinés reikSmés. Pa-
prastai egzistuoja be galo daug pastoviyjy tikriniy reikSmiuy, ta¢iau Siame skyriuje
visur reikalinga tik pirmoji pastovioji tikriné reikSmeé (Zymesime c;, laikysime,
kad c¢; > 0), nes ji garantuoja didesne teigiamy tikriniy funkcijy egzistavimo sriti
negu kitos pastoviosios tikrinés reikSmeés. Pastovioji tikriné reikSme apibrézia tik
funkcija z = 7" (y) = 1,y € R (3.4 paveikslas)

PlokStumoje R;y apibrézkime sritis:

T :={(z,y)lye R",x € I,x < z"(y)}, (3.2 pav., nematoma i§ de§inés sritis),
TP = {(z,y)|lr € I,x < 1}, (3.4 pav., pastoviosios reik§meés Seseéliné sritis),
T' = {(x.y)|z € (0,1)}.

Sritis TP" gali buti tuscia aibé, taciau kai kuriais atvejais ji papildo sritj 7.
Sritis 7, = 1" U TP pavaizduota 3.5 paveiksle. I$ §iy trijy aibiy 77, 77" ir T*
derinio sudarome SeSeling sriti 77y :

T, :=(T"UT")NT,
3.5 paveikslas, ir ja ribojancias i$ virSaus funkcijas:
, 7" (y)), kaiye€ R,
To(y) = . =
0, kaiy € R",
e(y) == max{er, T5(y)},
7, (y) == min{1, 2((y)}.

I
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Jeigu néra pastoviosios tikrinés reik§mes, tai 7, = z{(y) (3.6 paveikslas).

3.2.1 pastaba. T - zZymésime G. Infante gauta teigiamy tikriniy funkcijy egzista-
vimo sritj.

3.2.2 pastaba. Spausdintame disertacijos variante sritis 7'y Zymima Sviesiai pilka
spalva, sritis 7" — tamsiai pilka spalva. Matoma i§ deSinés funkcija riboja Sviesiai
pilka sriti 77, i deSinés pusés.

3.3. Sturmo ir Liuvilio uZdavinio su nelokaliosiomis dvitasSkeé-
mis krastinémis salygomis teigiamos tikrinés funkcijos
Nagrinékime Sturmo ir Liuvilio uZdavinj su viena klasikine kragtine salyga

—u"(t) = Mu(t),  te(0,1), (3.4)
u(0) = 0, (3.5)

o kita nelokaliaja dvitaSke Samarskio — Bitsadzés tipo kraStine salyga:

u' (1) = yu(§); (1 atv.) (3.6;)
u'(1) = yu'(§); (2 atv.) (3.62)
u(1) = yu'(§); (3 atv.) (3.63)
u(1) = yu(§); (4 atv.) (3.64)

su parametrais v € R ir & € (0,1). Tirsime $io uzdavinio teigiamy tikriniy
funkcijy egzistavimo intervalus.

3.3.1 pastaba. Siame uZdavinyje pirmoji krastiné salyga yra vienataské, o antroji
—dvitaske. Todel (3.4)—(3.6) uzdavini vadinsime uzdaviniu su nelokaligja dvitaske
kraStine salyga. Kai & = 1, antroji krastiné salyga iSsigimsta i salyga viename
taske. G. Infante ir kai kurie kiti autoriai (3.4)—(4.15) uzdavinj vadina uzdaviniu
su tritaskémis kraStinémis salygomis.

Siame disertacijos skyriuje nagrinéjami (3.4)—(3.6) uzdaviniai yra atskiri (1.2)—
(1.3) uzdaviniy atvejai: A = 1/5\ ir f(t,s) = s. Mes (3.4)—(3.6) uzdavinius nag-
rinésime klasikinéje erdvéje. Kadangi (3.4) lygtis su pastoviais koeficientais, tai
sprendiniai bus randami analiziniy funkcijy klaséje.

G. Infante nagriné¢jamy (1.2), (1.35) ir (1.2), (1.34) uzZdaviniy krastinés salygos
sutampa su (3.4)—(3.5), (3.63) ir (3.4)—(3.5), (3.6,) uzdaviniy krastinémis salygo-
mis atitinkamai. Todél, Siais atvejais gautas teigiamy tikriniy funkcijy egzistavimo
sritis palyginsime su [54] straipsnyje nagrinétomis sritimis.
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3.8 pav. Funkcijos 4 (z) grafikai

Kai v = 0, tai klasikinés tikrinés reikSmes ir klasikinés tikrinés funkcijos
nepriklauso nuo parametro £ (2 skyriaus 1 poskyris):

T (k: %) ug(t) = sin (7T(k‘ — %)t), keN, (3.712)
(7k)?, ug(t) = sin(wkt), k € N. (3.73.4)

Bendruoju atveju, kai A # 0, tikrinés funkcijos yra u(z) = sin(qx) ir tikrinés
reik§més A = ¢2, ¢iaq € C, ~ {0}.

Toliau Siame skyriuje tikrines reikSmes ir tikrines funkcijas nagrinésime tik
realigsias ¢ = z, x € R, arba ¢ = —ix, v € R_. Visos tikrinés funkcijos yra
proporcingos sin(xt) arba sh (zt).

Visas nepastovigsias tikrines reikSmes (kurios priklauso nuo parametro ) ga-
lime gauti kaip Siy charakteristiniy funkcijy y-reikSmiy taskus (2 skyriaus, 2 po-
skyris):

T COST

N+(T:€) = sin(ex)’ (3.81)

1) = e (3:82)
sin x

’Y3+(~’U§§) = ma (3.83)

Yar (w5 €) = sii?;c)- (3.82)

Funkcijy ;4 (z7),l = 1,2, 3 grafikai jvairioms parametro ¢ reikSméms yra
pateikti disertacijos 2 skyriuje 1 poskyryje 2 paveiksle, o Siame skyriuje 3.8 pa-
veiksle pateikiami funkcijy v, (z7) grafikai. Siuose grafikuose funkcijos v, (x7),
[l =1,2,3,4 pavaizduotos, kai x € R.
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3.9 pav. Klasikiniy tikriniy funkcijy teigiamumo intervalai

Tikrines reikSmes, kaip ir ankstesniuose skyriuose, numeruosime panaudoda-
mi klasikinj atveji, t.y. z;,(0) = m(k — 1),k € N, (1, 2 atv.) ir 24,(0) = 7k, k € N,

(3, 4 atv.). Jas atitinkan¢ios tikrinés funkcijos u} (¢) = sin <7r (k: — %)t) JkeN,
[ =1,2,(1,2atv.) ir u(t) = sin(wkt), k € N, | = 3,4, (3, 4 atv.) yra teigiamos

intervaluose ¢ € <0, ﬁ), ke N(,2atv.) irt € <O,%), k € N (3, 4 atv.).
2

Sios funkcijos yra teigiamos intervale (0,27) (1, 2 atv.) ir intervale (0, 7) (3, 4
atv.). Kai didéja tikrinés reikSmeés eilés numeris, tai trumpé¢ja teigiamos tikrinés
funkcijos pirmasis teigiamumo intervalas (3.9 paveikslas).

Kadangi tikrinés funkcijos bendruoju atveju yra u(t) = sin(zt), o funkcija
sin(zt) yra teigiama, kai 2t € (0,7). Cia z reik§mes galime surasti i§ lygties
v(x) = . Tada deSiniajame intervalo gale t, o = 7, i§ fia z = 7 (t4 galime
gauti i§sprende lygti ”y(ﬁ) = 7). Toliau Zymésime ¢, = y. Vadinasi, visas ne-
pastovigsias tikrines reikSmes atitinkanc¢iy teigiamy tikriniy funkcijy egzistavimo
intervalus galime gauti (3.8) formuléje padare transformacija v = %

X o gcosg 39
N+(y:§) = @7 (3.91)
X L cos% 39
72+(y7§) - COS(&%)’ ( . 2)
Y3+ (Y3 §) n (3.93)
V3+\Y; - %COS(&%)’ 73
sin Z
Yat (Y5 €) - (3.94)
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3.10 pav. Teigiamy tikriniy funkcijy egzistavimo sritys 1 atv.

Funkciju 4,4 (y; €), 1 = 1,2, 3, 4 grafikai visais keturiais nelokaliyjy krastiniy
salygy atvejais, ivairioms parametro ¢ reikSméms pateikti 3.10, 3.12, 3.13 ir 3.15
paveiksluose.

Siuose ir kituose paveiksluose, siekiant didesnio aikumo, dalis funkcijos
Y (y; &), 1 = 1,2, 3, 4 grafiko nulio aplinkoje yra uZzdengta.

3.3.2 pastaba. Funkcijay;, (y; &), = 1,2, 3, 4 generuoja matoma i§ desinés funk-
cija 7, (), kuri apibréZia sriti 7' (3 skyriaus 2 poskyris). Srityje 7';, garantuoja-
me, kad egzistuoja bent viena teigiama tikriné funkcija intervale (0, z", (7; §)).

Toliau kiekvienu nelokaliyjy kraStiniy salygy atveju apraSysime teigiamy tik-
riniy funkcijy egzistavimo intervalus.
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3.11 pav. Tikriniy funkcijy teigiamumo intervalai visiems + ir £

Nagrinéjant (3.4)—(3.6;) Sturmo ir Liuvilio uzdavinj teigiamy tikriniy funkcijy
egzistavimo sriti 7, visiems ¢ € (0,1) galima apibrézti panaudojant funkcija
7' (7;€) (3.2.1 apibréZimas ir 3.10 paveikslas):

7 J0<y<T(nd), kai — oo <y <7(§)irg <7y < +oo,
T lo<y<, kai 7} (¢) <7 < &,

Ciai(§) = N+ (1:¢) = —Sinzr—g,r)-

Norint nustatyti, kokioms parametry v ir £ reikSméms egzistuoja teigiamos
intervale (0, 1) tikrinés funkcijos, patogu nubraizyti funkcijy ¥, (§) = % ir y5(&)
grafikus (3.11 paveikslas, a)). IS 3.11 paveikslo, a) grafiko (Sviesiai pilka sritis)
matyti, kad, kai v < —m, teigiamos visame intervale (0, 1) tikrinés funkcijos
egzistuoja, kai £ € (0,&7) ir& € (&],1), o kai v > 1, tokios funkcijos egzistuoja,
kai ¢ € (0,£}).

3.3.1 isvada. Kai~y € [—m, 1], kiekvienam & € (0, 1) egzistuoja teigiamos intervale (0, 1)
tikrinés funkcijos (3.11 paveikslas, a), tamsiai pilka sritis).

Uzdavinyje (3.4)—(3.5), (3.6) teigiamy tikriniy funkcijy egzistavimo sritis 7',
yra apibréZiama skirtingai, kai & € (0, §) (3.12 paveikslas, a), b))

o )0<y<T(n§), kai —oo <y <pp(§)irl <y <o,
T lo<y<, kai 75(§) < v < 1,
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3.12 pav. Teigiamy tikriniy funkcijy egzistavimo sritys 2 atv.

kai ¢ = % (3.12 paveikslas, c)
T 0<y<1, kai —oco <y <liry(§) <~ < 400,
+ = 7T 1 *
0<y<z (7€), kail <~y <3(8).
irkai & € (3,1) (3.12 paveikslas, d)
T 0<y<1, kai —oco <y <liry(é) <~ < 400,
+ = T 1 *
0<y<ai(v:6), kail <y <3(6),

v N . 1 . 1 .
Cia 73(§) = Yo+ (L) = —W,kalﬁ' = 5 tai 3(£) = —o0.

Siuo atveju norint nustatyti parametry ~ ir ¢ reik§mes, su kuriomis egzistuoja
teigiamos visame intervale (0, 1) tikrinés funkcijos, patogu braizyti 7, = 1 ir
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3.13 pav. Teigiamy tikriniy funkcijy egzistavimo sritys 3 atv.

v (&) grafikus (3.11 paveikslas, b)). Skirtingai negu ankstesniame atvejyje, kai
v < —1lir~v > 1, teigiamos visame intervale (0, 1) tikrinés funkcijos egzistuoja,
kai & € (&, ¢l) (3.11 paveikslas, b), $viesiai pilka sritis).

3.3.2 isvada. Kai~y € [—1, 1], kiekvienam £ € (0, 1) egzistuoja teigiamos intervale (0, 1)
tikrinés funkcijos (3.11 paveikslas, b), tamsiai pilka sritis).

Uzdavinyje (3.4)—(3.5), (3.63) sritis 7', yra apibréziama skirtingai, kai £ €
(0,1) (3.13 paveikslas, a), pilka sritis)

T — 0<y<Z(7;€), kai —oo<vy<0irl <vy < +oo,
e 0<y<l, kai 0 < v < 1,
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3.14 pav. Tikriniy funkcijy teigiamumo intervalai visiems ~y 3 atv.

kai & = % tai 7, = {0 < y < 1,kai v € R} (3.13 paveikslas, b), pilka sritis), ir
kai £ € (3,1) (3.13 paveikslas, c), d), pilka sritis)

T 0<y<l, kai —oco <y <0irl < vy < o0,
e 0<y<Zi (7€), kai0<y <1

Kadangi G. Infante irgi nagrinéjo uzdavini, kurio krastinés salygos sutampa su
3 atv. kraStinémis salygomis, tai jo gauta teigiamy tikriniy funkcijy egzistavimo
sriti galime palyginti su auk$¢iau apraSyta sritimi. Kai 0 < £ < %, visiems —o0 <
v < 1= ¢, sritis T, yra didesné uZz sriti 7'. Srities, kai v > 1 — &, G. Infante
savo straipsnyje [54] nenagrinéja. Kai % < & < 1, situacija yra sudétingesne. Kai
v (&) < v < 1-¢, gaunama neatitikimo sritis (3.13 paveikslas, a), b), juoda sritis),
tai yra, G. Infante savo uzdaviniui (1.2), (1.32) teigia, kad Sioje srityje egzistuoja
teigiama tikriné funkcija, taciau (3.4)—(3.5), (3.63) uzdavinys Sioje srityje teigiamy
tikriniy funkcijy neturi, nes 77, (v;§) < 1 —&.

Siuo krastiniy salygy atveju buvo pabandyta surasti su kokiomis ¢ ir y reiks-
mémis egzistuoja teigiamos tikrinés funkcijos visiems v € R. Kai £ € (0,1)
iry € (0, 1] tikriniy funkcijy teigiamumo intervalai visiems 7 pateikti 3.14 pa-
veiksle, ¢ia raudoni taskai Zymi tikrinés funkcijos, kuri atitinka pastoviaja tikring
reik§me, teigiamumo intervalg. Kaip matome i$ grafiko, funkcija, nusakanti £ ir y
priklausomybeg, kai teigiamos tikrinés funkcijos egzistuoja su visomis parametro
~v € R reikSmémis, néra taip paprastai apraSoma, galbtit net néra tolydi.

3.3.3 isvada. Tik kai v = 0, kiekvienam £ € (0, 1) egzistuoja teigiamos intervale (0, 1)
tikrinés funkcijos (3.16 paveikslas, a)).

Uzdavinyje (3.4)—(3.5), (3.64) sritis T', apibréZiama tokiu biidu
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3.15 pav. Teigiamy tikriniy funkcijy egzistavimo sritys 4 atv.

_ 0<y < (1:€), kai —o0o<y<0irg <7< +o0,
T o<y <1, kai0 <<l

3.15 paveikslas, pilka sritis.

Kadangi $io uzdavinio krastinés salygos, taip pat sutampa su G. Infante nagri-
néto (1.2), (1.34) uzdavinio krastinémis salygomis, galime palyginti teigiamy tik-
riniy funkcijy egzistavimo sritis. Kai —oo < v < 0, visiems & € (0, 1), sritis 77y
yra didesné uz G. Infante gautg teigiamy tikriniy funkcijy egzistavimo sritj 7. Kai
0<~vy< i taiT=T,,osrityje, kaiy > %, teigiamy tikriniy funkcijy G. Infante
nenagringja. Kai v > %, G. Infante teigia, kad (1.2), (1.3,) uzdavinyje egzistuoja
neigiama tikriné reikSmé, ir ja atitinkanti tikriné funkcija yra neigiama intervale
[a, 6] C [€, 1].
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3.16 pav. Tikriniy funkcijy teigiamumo intervalai visiems +y ir &

Siuo atveju taip pat braizome funkcijos 7 = % grafika ir ties¢ v = 0 (3.16
paveikslas, b)). IS Sio grafiko matyti, kad, kai v > 1, teigiamos visame intervale
(0, 1) tikrines funkcijos egzistuoja, kai £ € (0,&y).

3.3.4 isvada. Kai~y € [0, 1], kiekvienam & € (0, 1) egzistuoja teigiamos intervale (0, 1)
tikrinés funkcijos (3.16 paveikslas, b), tamsiai pilka sritis).

3.3.3 pastaba. Kai v > % (1, 4 atv.) arba v > 1 (2 atv.), tai (3.4)—(3.6) uz-
daviniuose egzistuoja neigiama tikriné reik§meé \, § = VA = iz, z > 0, ir ja
atitinkanti tikrine funkcija (u(t) = sh (2t),x > 0) yra teigiama intervale (0, 1).

UZdavinio (3.4)—(3.63) neigiamos tikrinés reikSmés yra apraSytos disertacijos 2
skyriuje 4 poskyryje 3 skirsnyje 2.4.7 lemoje. Galime parinkti Sias neigiamas

tikrines reik§mes atitinkancios tikrines funkcijas u(t) = sh (zt),z > 0, kurios
bty teigiamos (0, 1).

Toliau tirsime Sturmo ir Liuvilio uZdavinio (3.4) su G. Infante nagrinétomis
(1.31) ir (1.33) kraStinémis salygomis:
w(0) =0, u(l)=~u'(€), (5 atv.) (3.105)
W(0) =0, u(l)=u(f), (6 atv.) (3.105)
teigiamy tikriniy funkcijy egzistavimo sritis ir palyginsime jas su (1.2)—(1.3;) ir
(1.2), (1.33) uzdaviniy tikriniy funkcijy teigiamumo sritimis.

Kai v = 0 (5§ atv. ir kai £ = 0), tai abiem Siais atvejais gauname uzdavini su
klasikinémis kraStinémis salygomis

w'(0) =0, u(l)=0.
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3.17 pav. Funkcijos 75 () grafikai

Tada klasikinés tikrinés reikSmés ir jas atitinkancios klasikinés tikrinés funk-
cijos igyja pavidala
A =2 (k — %)2, ug(t) = cos (w(k — 1)),

2

k € N. (3.115)

Bendruoju atveju, kai A # 0, tikrinés funkcijos yra u(x) = cos(qt) ir tikrinés
reik§més \ = ¢2.
Visas nepastovigsias tikrines reikSmes galime gauti i8 Siy funkcijy:

( h x
Vs (;€) = (37’ kai x < 0,
5(238) 1= wsh () . (3.125)
\ Yo (2;6) = T rsin(ér)’ kai z > 0;
( h x
Yo (x;8) = 07’ kai x < 0,
76(w3€) = (a3 €) = ch (¢2) (3.12)
Yor(x;€) = ———, kaiz >0;
3 cos(&x)

Funkcijos 75 (z) grafikai pateikti 3.17 paveiksle, o funkcijos v5_ (zm) — 3.18
paveiksle.

Jei & € (0,1)ir v > o, tai (3.4)—(3.105) uzdavinys turi dvi neigiamas tikrines
reikSmes, jei v = 7y, egzistuoja viena neigiama kartotin¢ tikriné reikSme, ir jei
v < 7o, tai neigiamos tikrinés reikSmeés neegzistuoja (3.18 paveikslas, a), b)). Kai
¢ = 1, tai y5_(x) yra didéjanti funkcija, ir Siuo atveju visiems vy > 0 egzistuoja
viena neigiama tikriné reik§me (3.18 paveikslas, c)). Sias neigiamas tikrines reiks-
mes atitinkancios tikrinés funkcijos u(t) = ch (zt), x < 0 yra teigiamos intervale
(0,1).

3.3.1lema. Tikriné reiksmé N\ = 0 (3.4), (3.105) uZdavinio atveju neegzistuoja
(3.17 paveikslas ir 3.18paveikslas).
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3.18 pav. Funkcijos 75— (z) grafikai

[rodymas. Lygties (3.4) bendrojo sprendinio ieSkosime u(t) = ¢t + co pavidalu.
Sprendinio i§vestiné yra lygi v/(t) = ¢;. Tada i§ (3.105) (v/(0) = 0) seka, kad
c1 =0, tai yrau(t) = co. I§ (3.105) (u(1) = yu/(§)) gauname ¢ = - 0. Vadinasi,
u(t) = 0 ir §iuo atveju nuling tikriné reik§meé neegzistuoja. W

Kai parametras {§ = “* yra racionalusis skaiCius ir m € Ng,n € N,, tai
(3.4), (3.105) uzdavinyje egzistuoja pastoviosios tikrinés reikSmés, ir jos yra lygios
L= W(k:—%)n, EeN. Jei{ € =, taix; = W(kﬁ—%), k € N yra funkcijos 75 ()
nuliai, o tadkai py = 7, k € N — poliai.

Funkcija 76 (x) sutampa su funkcija vo, (), o visos Sios funkcijos savybés
yra apraSytos ankstesniame skyriuje (2 skyrius).

3.3.4 pastaba. Kai £ € (0,1) ir v > 1 (6 atv.), tai (3.4), (3.10¢) uzdavinyje eg-
zistuoja viena neigiama tikriné reik§me, ir ja atitinkanti tikriné funkcija (u(t) =
ch (zt), x > 0) yra teigiama intervale (0, 1). Kai £ = 1 ir v = 1, uzdavinyje lieka
vienintelé krastine salyga v/(0) = 0. Kai & = 1 ir v # 1, turime klasikinj atveji
u' =0,u(l)=0.

Panaudojus klasikinj atveji, galime uZraSyti tikrines reik§mes x4 (0) = 7w(k —
1), k € N, (5, 6 atv.) ir jas atitinkancias tikrines funkcijas

ug(t) = cos (7? (k — %)t), ke N, (5, 6 atv.).

Sios funkcijos yra teigiamos intervaluose z € (O, ﬁ), k € N (3.19 paveiks-
—3
las). Pirmoji funkcija yra teigiama intervale (0, 1).
Kadangi, tikrinés funkcijos bendruoju atveju yra proporcingos u(t) = c cos(zt),
o funkcija cos(zt) yra teigiama, kai 2t € (0,%). Cia z reik§mes galime surasti
i§ lygties 7(v) = 7. Tadaz = 5~ (t+ galime gauti i§sprendg lygti 1(5) = 7).
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3.19 pav. Klasikiniy tikriniy funkcijy teigiamumo intervalai

Toliau Zymésime ¢, = y. Vadinasi, visas nepastovigsias tikrines reikSmes ati-
tinkanciy teigiamy tikriniy funkcijy egzistavimo intervalus galésime gauti (3.12)
formuléje atlike transformacija v = -

y
CcoS =
Ao (y;€) = =t (3.135)
3 sm(fﬁ)
Yo (Y;6) = O : (3.1356)
cos(§3;)

Funkcijy %4, { = 5, 6 grafikai pateikti 3.20 ir 3.22 paveiksluose.

Sturmo ir Liuvilio uzdavinio (3.4), (3.105) teigiamy tikriniy funkcijy egzista-
vimo sriti 7', galima uZraSyti

T 0<y<l, kai —oo < v <0,
e 0<y<a (7€), kai0 <y < +o0,

3.20 paveikslas, Sviesesné sritis.

Lyginant (1.2)—(1.3;) ir (3.4), (3.105) uzdaviniy teigiamy tikriniy funkcijy eg-
zistavimo sritis, galime pastebéti, kad, kai v < 0,tai 7' = T,. Kai §, < £ < &
(&0 ~ 0.16, & =~ 0.65) ir v* < v < 1 — &, taip pat kaip ir (3.4)—(3.5), (3.63) uzda-
vinyje, gaunama neatitikimo sritis (3.20 paveikslas, a), b), ), juoda sritis). Kitais
atvejais, kai 0 < v < 1 — &, sritis 7 yra didesné uz sritj 7' (3.20 paveikslas, d),
Sviesesne sritis), o srities, kai v > 1 — &, G. Infante nenagrinéja.

3.3.5 isvada. Kai v € (—00,0], kiekvienam & € (0,1) egzistuoja teigiamos intervale
(0, 1) tikrinés funkcijos (3.21 paveikslas, a), pilka sritis).
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3.20 pav. Teigiamy tikriniy funkcijy egzistavimo sritys 5 atv.

Teigiamy tikriniy funkcijy egzistavimo sriti 77, (3.4), (3.10¢) uZzdaviniui gali-
me apibrézti:

T 0<y<a (7€), kai —oo<y<0irl <7< +o0,
T o<y <1, kai0 < v < 1,

3.22 paveikslas, Sviesesné sritis.

Kai v < 0, (3.4), (3.10¢) uzdavinio sritis 7', yra didesné uz (1.2), (1.33) uzda-
vinio sriti 7', o kai 0 < v < 1, tai 7', = T'. Kai v > 1, teigiamy tikriniy funkcijy
G. Infante nenagrinéja.

3.3.6 isvada. Kai~y € [0,1], kiekvienam & € (0, 1) egzistuoja teigiamos intervale (0,1)
tikrinés funkcijos (3.21 paveikslas, b), pilka sritis).
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3.21 pav. Tikriniy funkcijy teigiamumo intervalai visiems y ir £

3.4. Sturmo ir Liuvilio uZzdavinio su nelokaliosiomis integrali-
némis krastinémis salygomis teigiamos tikrinés funkcijos

Nagrinékime Sturmo ir Liuvilio uZdavinio

—u"(t) = Mu(t), te(0,1), (4.14)
u(0) =0, (4.15)

13
u(l) = v/ u(x)dx, (7 atv.) (4.167)
0
1
u(l) = v/ u(zx)dx. (8 atv.) (4.165)
13

su parametrais y € Rir £ € (0, 1) teigiamas tikrines funkcijas.

Kai parametras v = 0 ir bendruoju atveju, Siy uzdaviniy tikrinés reikSmeés ir
tikrinés funkcijos sutampa su Sio skyriaus 1 poskyrio 3, 4 atv. uzdaviniy tikriné-
mis reikSmeémis ir funkcijomis (3.73 4).

Visas nepastovigsias tikrines reikSmes gauname i$ (1 skyriaus 4 poskyris):

I sin x
2 sinQ(%x) ’
B rsinx
2 sin(—(lzé)x) sin(—(lgg)x) .

Yo+ (@3 €) (4.177)

Vs+ (@3 €) (4.175)
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3.22 pav. Teigiamy tikriniy funkcijy egzistavimo sritys 6 atv.

Funkcijy ;4,1 = 1, 2 grafikai, kai x € R yra pateikti 1 skyriuje 4 poskyryje

2 paveiksle.

Nepastoviasias tikrines reikSmes atitinkanciy tikriniy funkcijy teigiamumo in-

tervalus galime gauti (4.17) formuléje atlikg transformacija x = %

X Y sin
77+(y7§) - 28in2 g_ﬂ)a
v
o1 (05€) Pl
Y8+ \Y; = K 1 TN . 1—8)m~
2 sin( ;f) )sm(%)

Funkcijuy 4,4, [ = 1, 2 grafikai pateikti 3.23 ir 3.24paveiksluose.

(4.187)

(4.183)
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3.23 pav. Teigiamy tikriniy funkcijy egzistavimo sritys 7 atv.

UZdavinyje (4.14)—(4.167) teigiamy tikriniy funkcijy egzistavimo sritis 77y api-
bréziama
o 0<y <z (v;€), kai —oo<7<0ir£%§7<—|—oo,
T o<y <1, kai 0 <y < 2,

3.23 paveikslas, ir (4.14)—(4.16g) uzdavinyje

_ 0<y <7 (§), kai —o0<y<0irZp <7 < +oo,
T lo<y<1, kai 0 <y < 25,
3.24 paveikslas

Siais atvejais norédami i$siaiskinti kokiems parametrams ~ ir £ egzistuoja tei-
giamos intervale (0, 1) tikrinés funkcijos, braizome funkcijy 7 = 5% (7 atv.) ir
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3.24 pav. Teigiamy tikriniy funkcijy egzistavimo sritys 8 atv.

vy = ﬁ (8 atv.) grafikus ir ties¢ v = 0 (3.25 paveikslas). IS Sio grafiko matyti
(Sviesiai pilka sritis), kad, kai v > 2, teigiamos visame intervale (0, 1) tikrinés
funkcijos egzistuoja, kai £ € (0,&7) (7 atv.) ir £ € (&g, 1) (8 atv.).

3.4.1 i$vada. Uzdaviniuose (4.14)—(4.167) ir (4.14)—(4.163), kai v € [0, 2], kiekvienam
¢ € (0,1) egzistuoja teigiamos intervale (0, 1) tikrinés funkcijos (3.25 paveikslas, tamsiai
pilka sritis).

3.5. Teorema apie teigiamuy tikriniy reikSmiy ir jas atitinkan-
¢iy teigiamy tikriniy funkcijy egzistavima

3.5.1 teorema. Jeigu (t,v) € T, tai (3.4) — (3.6), (3.4), (3.10) ir (4.14)—(4.16)
uZdaviniuose egzistuoja teigiama tikriné reiksSmé ir jq atitinkanti tikriné funkcija
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3.25 pav. Tikriniy funkcijy teigiamumo intervalai visiems 7y ir £

yra teigiama (0, t).

3.5.1 pastaba. Kiekvieno Siame disertacijos skyriuje nagrinéjamo uzdavinio at-
veju galime nurodyti teigiamy tikriniy funkcijy egzistavimo sritis visiems .

3.5.2 pastaba. Sie rezultatai apibendrina G. Infante [54] gautus rezultatus ioje
disertacijoje nagrinéjamy uzdaviniy atveju.

3.6.

Pagrindiniai skyriuje gauti rezultatai

[3tirtos Sturmo ir Liuvilio uZdaviniy su nelokaliosiomis dvitagkemis ir in-
tegralinémis kraStinémis salygomis teigiamy tikriniy funkcijy egzistavimo
sritys.

Kiekvienu nelokaliyjy krastiniy salygy atveju surastos parametro ~y reiks-
més, su kuriomis kiekvienam £ € (0, 1) egzistuoja teigiamos intervale (0, 1)
tikrinés funkcijos.

Gauti rezultatai palyginti su G. Infante [54] straipsnyje apraSytais rezulta-
tais.

Suformuluota teorema apie teigiamy tikriniy reikSmiy ir jas atitinkanciy tei-
giamy tikriniy funkcijy egzistavima.
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Stacionarieji uzdaviniai su ivairiy tipy
nelokaliosiomis krastinémis salygomis

4.1. Stacionarieji ir paraboliniai uZdaviniai su nelokaliosiomis
krastinémis salygomis

Mokslingje literatiroje gana placiai nagrinéjami paraboliniai ir stacionarieji uZda-
viniai su nelokaliosiomis krastinémis salygomis. Skaitiniy metody tokiems uzda-
viniams kiirimas ir jy teorinis pagrindimas yra aktualus skai¢iuojamojoje matema-
tikoje. Sie uzdaviniai tiriami tiek uZsienio [32, 38, 44], tiek Lietuvos mokslininky
darbuose [16, 21, 22, 23, 26, 60, 95]. Straipsniuose [22, 95] buvo surastos butinos
ir pakankamos kai kuriy krastiniy uZdaviniy iSsprendZiamumo salygos.

R. Ciegio, A. Stikono, O. Stikonienés ir O. Subo¢ straipsnyje [23] suformu-
luotas stacionarusis uzdavinys su krastinémis salygomis, kurias sudaro nelokaliyjy
taskiniy ir integraliniy salygy kombinacija:

L(u) = —%(p(x)%) +g@u=f, xe(01), (L)
u(0) — Yo (@ou(Zo) +/0 Bo(x)u(x)dx) = fo, (1.2)
u(1) — 7 (@ru(d) +/0 B (z)u(x)dz) = fi. (1.3)

Sis uzdavinys, kai f = 0, buvo tiriamas [22]. Straipsnyje nagrinéta neisreiks-
tiné baigtiniy skirtumy schema Siam uzdaviniui, surastos butinos ir pakankamos
sprendinio egzistavimo salygos, irodytas $iy uzdaviniy stabilumas krastiniy salygy
atzvilgiu.

Straipsnyje [23] srityje Q7 = (0,1) x (0,77, 0 < T' < oo buvo nagrinéjamas

89
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parabolinis uzdavinys

0 0 0
plat) 5 = 5-(P0) 5 ) —al@u+ f@t), (@ eQr, (14

su nelokaliosiomis kraStinémis salygomis

w(0,t) = o (Go(t)u(o(t),t) + /O 1 Bola, tyu(z, t)dx) + fo(t), (1.5)
w(l,t) = v (@ (u(@ (1), 1) + /0 1 Bi(z, tyu(z, t)de) + fi(t), (1.6)

SGia t € (0,T), ir su pradine salyga
u(z,0) =u’(z), x€l0,1]. (1.7)

Siame straipsnyje (1.1)—(1.3) ir (1.4)—(1.7) uzdaviniams buvo sukonstruota skir-
tumy schema

ROU+ Lo(U)=F w, (1.8)
Ulizo — %0(A0LU(Xo) + AgLU(Xo) + (Bo, U) + (Bo,U)) = Fy, dwo, (1.9)

U|i:n — vl(Alf/U(Xl) + AlL(j(Xl) + (Bl, U) (Bl, U)) = Fl, (%)1, (110)
Uljmo =U" 0w°, (1.11)

+

¢ia D(w) yra realiyjy tinkliniy funkcijy erdve, apibréZta tinkle w, kuris gali bati
vienas i§ jvado 7 poskyryje aprasyty tinkly. Tinkliné funkcija U € D(w), ope-
ratorius Lg(U) : D(w U dwg U 0wy) — D(w), Lo(U) = —§(PSU) + QU,
R € Dw),0 < py < P € D(w?ﬂ), 0 <q < Q@ € Dw), F € D(w),
By, B, € D(@), F; € D(0wy U Ow), 0w = 0w’ U dwy U dw .

Nestacionariajam uzdaviniui 0 < py < R, @ = o™, w = w7, wy )y = w%,
8@1 = {Z}X@T, awl = {l}XwT, 0w’ = u)hXtQ, 0< Xl,Xl < 1,X1,X1 S D(@T),
A, Ay € D(@7) ir i8pildyta suderinamumo salyga U°|;—g = yo(AJLU°(X?) +
AVLUY(XO) + (BY,U°) + (BY,U°)) + FY. Jeigu A; = B, = 0, tai nelokaliyjy
krastiniy salygy aproksimacija yra neisreiksting, o kai A; = B; = 0 — Siy salygy
aproksimacija iSreiksting, ¢ia [ = 0, 1.

Stacionariajam uZdaviniui R = 0, w = ol w = Wwh, wip = w{’/Q, Ow, =
&,ul:{l},awO:@,OgXl < LXlaAl ER,AIBEO,ZZO,L

Taip pat Siame straipsnyje buvo surasti fundamentalieji sprendiniai ir irodytos
ju savybes. Klasikiniy uzdaviniy
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RO®o + Lg(P) =0, ROy + Lg(®1) =0,
Dylizo = 1, Polizn, =0, D10 =0, P1]i=n =1,
o =0; » =0

Ga0< R<R0<Q< @, sprendiniai ¢; = (@Z(R, Q))j vadinami fundamen-
taliaisiais. Sie fundamentalieji sprendiniai pasiZymi tokiomis savybémis:
D0<P<1,0<P <1,0<5Py+P; <14

2) jeigu 0,Q < 0, O,R < 0, tai &, — nemaZéjanti pagal j funkcija,
tai yra 0,9, > 0;

3) jeigu 0,9, > 0, tai ¢, — nedidéjanti pagal i funkcija, o @1 —
nemaZzéjanti pagal ¢ funkcija.

Straipsnyje [23] irodytas diskreciojo uzdavinio korektiSkumas maksimumo
normose stacionariojo (kai F' — bet kokia funkcija) ir nestacionariojo uzdaviniy
atvejais. [rodymuose pagrinde buvo naudojamasi maksimumo principu.

Straipsniuose [22, 23] diferencialiniu atveju jvedamos matricos:

[ (L0 Koo (Foo ko) _ (< FKo,p0> <o 1>
—\o 1) O \kw k) <ki,po> <ki,p1>)7

G — <¥)0 $1> , ®o(z) = (po(z) @i(x)), Y:= @?) , Fi= <§(1)) ’

taip pat pazymeéta A := I — GK. Ir diskreciuoju atveju:

. <K07(I)O> <KO,CI)1> N ' '
Kh - (< Kl,q)o > < th)l >/’ q)h(xl) T ((I)O(xl) él(xl)) )

tuomet Ay, := I — GK,,, F = (F, F})T. Kadangi lygybés ir diferencialiniu, ir
diskreCiuoju atvejais yra panasios, tai indekso A toliau neraSysime. Pagrindiné
sprendinio egzistavimo salyga detA # 0 uzraSoma tokiu budu:

0 =1 —yokoo — v1k11 + Yoy1detK # 0.

Parametrai o, v apibrézti plokStumos ketvirtyje R3 = {(70,71)|7%0 = 0,71 > 1}
Taip pat ivedamos sritys:

24 =16 > 0,9koo < 1,71k <1, vokor = 0,71k10 > 0}, (1.12)
O ={ve2 |0 2e>0v<e,n<e L (1.13)

Sritis 2, apibrézia stacionariojo uzdavinio biitinas ir pakankamas iSsprendziamu-
mo salygas nelokaliyjy salygy parametry o, ; atveju, toje pacioje erdvéje, kaip ir
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klasikiniame uZdavinyje. Taciau stabilumo irodymui reikalingas Sios srities siau-
rinys — sritis {25 . Sios sritys pladiau yra aprasytos [22] darbe.

Straipsnyje [22] suformuluotos biitinos ir pakankamos skirtumy schemos sta-
bilumo salygos maksimumo normoje.

4.1.1 teorema. Stacionariojo uzdavinio skirtumy schemos stabilumas. Jeigu
(70,71) € (22, tai (1.8)—(1.10) uzdavinio sprendiniui teisingas jvertis:

U] < (1 +e (142N (D] <Kl 1> )2>(max{|F0|> [P} (L14)
l

+ [[Flloo/ max{qo, 2po})-

Parabolinio uzdavinio atveju analogiSkos sritys {27 (K) apraSytos [23] straipsny-
je. Siame darbe suformuluotos pakankamos skirtumy schemos stabilumo salygos
maksimumo normoje.

4.1.2 teorema. Nestacionariojo uzdavinio skirtumy schemos stabilumas. Jei-

gu (v0,7m1) € $2°.(K), tai nestacionariojo (1.8)—(1.10) uZdavinio sprendiniui tei-

singas jvertis:

1+ 21
o2

F 00,w
(D il + 101 + M)
l

max{qo, 2po }

U loo0 g(l n )(Z < max | K| + max | K], 1 >)2> (1.15)
. J J

Skirtumy schemos (1.8)—(1.10) sprendinys konverguoja i nestacionariojo dife-
rencialinio uzdavinio sprendini, ir konvergavimo greitis yra lygus O(h? + 7).

Siame disertacijos skyriuje sickiama apibendrinti [23, 24] straipsniuose ir O. Su-
bo¢ daktaro disertacijoje ,,Kai kurie uzdaviniai su nelokaliosiomis kraStinémis
salygomis*“(2002) paskelbtus rezultatus, kai duotos ivairesnés nelokaliosios kras-
tinés salygos. Pagrindiniai Sio skyriaus rezultatai atspausdinti [3A] straipsnyje.

4.2. Uzdavinio formulavimas

Nagrinékime stacionaryji krastini uzdavini su nelokaliosiomis kraStinémis saly-
gomis:

d d
L(u) := —a<p(x)£> +q(x)u=f, =€ (0,L), (2.16)
Lo(u) := 0 < ko, u > +go, (2.17)

Li(u) =y < ki,u> +g1, (2.18)
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Cia p(x) = po > 0, g(x) > qo > 0. Parametrai 7,71 € R%, t.y. 79 = 0,1 > 0.
Krastinés salygos gali biiti pirmojo tipo

Lo(u) := ulz—o,
Li(u) := uly—p,
arba
Lo(u) := ( - p(x)g—z + T(x)u) L
Ly(u) = <p($)j—z +r(ep)| .

Kai (1) = 0, tai krastiné salyga yra antrojo tipo. Cia ir toliau, [ = 0 yra krastiné
salyga, kai x = 0ir [ = L, kai x = L. Atvejis r(l) > 0 atitinka treCiojo tipo
kraSting salyga. Jeigu abi kraStinés salygos (kai z = 0, L) yra antrojo tipo, tai
papildomai reikalausime g(x) > g9 > 0. Nelokaliosios salygos apibréZiamos
tiesiniais funkcionalais k;:

J L
< kj,u >:= Z odu(al) + /0 (Bi(@)u(z) + Fy(x)u/ (z))dz,

Cia0 < af < -+ < af < L. Pastebésime, kad nelokaliojoje salygoje Samar-
skio ir Bitsadzés salyga yra bendresné negu [22, 23], o integralinéje nelokaliojoje
salygoje ivestas papildomas narys su i§vestine. Laikysime, kad koeficientai p(x),
q(z), By(z), Bi(x), f(x) yratokie, kad garantuojamas klasikinio (; = v, = 0) uz-
davinio i§sprendziamumas tam tikroje funkcijy klaséje (pavyzdZiui, C? arba .}
). Koeficientai v, ir y; apibrézZia nelokaliSkumo svori krastinéje salygoje.

4.3. Baigtiniy skirtumy schemos
UZzraSykime antros eilés baigtiniy skirtumy schemas (2.16)—(2.18) stacionariajam
uzdaviniui:

L(U) = —§(PSU)+ QU = F, x; € w", (3.19)
su nelokaliosiomis krastinémis salygomis:

Lo(U) i= 70 < Ko, U > +G, (3.20)
Ll(U) =7 < Kl, U > _'_Gl, (3.21)
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¢ia
Ll(U) = U|z’:nl

arba

LZ(U) = (_1)l+1 (P(SU)|i:nl+(—1)ll/2 + RyUn — hnl+1/2(Fnl - inUnl)7

o K yra tiesiniai diskretieji funkcionalai

J
< K,U >=Y alU(a]) + (B,,U)+(B,,0U),

Jj=1

kaip ir anks¢iau [ = 0,1. Cia P, R, Q yra funkcijy p(z), r(z), ¢(z) aproksima-
cijos, U=1LU yra tiesinio interpoliavimo metodu gauta diskreciosios funkcijos
U reikSme, jei a{ yra ne tinklo taskas, B;, B; yra pointegriniy branduoliy £,
3, diskreciosios aproksimacijos ir integralai funkcionalo i§rai§kose aproksimuoti
trapecijy formule (Ivado 7 poskyris). Kaip ir diferencialiniame uzdavinyje laiky-
sime, kad P > pg > 0, R > 0, Q > qo = 0 (jei abi krastinés salygos yra
antrojo tipo, tuomet ¢, > 0). Visy Siy skirtumy schemy aproksimacija pakanka-
mai glodiems sprendiniams (pavyzdZiui, C* klaséje ir prie atitinkamy glodumo
reikalavimy (2.16)-(2.18) uzdavinio koeficientams) ir tolygiam tinklui yra O(h?)
eilés. Jeigu kairiajame (deSiniajame) krasSte duota antrojo arba treciojo tipo krasti-
né salyga, priimsime, kad P_; /o = 0 (P12 = 0), 0 jei kairiajame (deSiniajame)
kraSte yra Dirichlé tipo salyga formaliai laikysime, kad Ry = 0 (R,, = 0), F;, =0

4.3.1 lema. Tegul stacionaraus uZdavinio (2.16)—(2.18) koeficientai tokie, kad q, f,
B € C?0,1], p € C3|0,1]. Tarkime, kad egzistuoja vienintelis sprendinys u €
C*0,1]. Tegul
h = const, (JP); = agp(xz) + O(h?),
x
(P + Pit) = pla) + O(R), Qi =a(wi) + O(), Ry =r(l) + O(h?),
(By)i = Bi(w:) + O(h?),  (By)i = Bi(xs) + O(h?),
Gi=g+0M?, F=f+0(0h?, 1=01

Tuomet baigtiniy skirtumy schemos (3.19)—(3.21) aproksimavimo paklaida yra lygi
P = O(h?).

[rodymas. Kaip Zinome [90], (2.16) lygties aproksimavimo paklaida yra O(h?)
eilés dydis. Nelokaliyjy krastiniy salygy (2.17)—(2.18) deSinéje puséje esantys in-
tegralai yra skai¢iuojami panaudojant trapecijy formule, todél aproksimavimo pa-
klaida yra nedidesné kaip C'h?, kai funkcija priklauso erdvei C?[0, 1]. Tiesinio
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interpoliavimo paklaida yra O(h?) [20]. Krastinés salygos tai pat aproksimuotos
O(h?) eile, ir ne Dirichlé krastiniy salygy atveju, juy aproksimacijai panaudota pati
lygtis. Taigi, bendroji aproksimavimo paklaida yra O(h?). B

4.4. Klasikinio uzdavinio analizé

Kadangi nelokalioji krastiné salyga gali buti ne Dirichlé tipo, vadinasi negali-
me tiesiogiai pritaikyti maksimumo principo. Todél reikalingi energetiniai jver-
¢iai. Kai 79 = 0, 77 = 0, tuomet sprendziame klasikinius kraStinius uzdavi-
nius. Tinklo taskus, kuriuose yra pirmojo tipo krastiné salyga, priskirsime tinklui
Ow C {xg, x,}. Tada (3.19)-(3.21) skirtumy schema patogu perrasyti pavidalu

L(U) := —§(PSU) + QU = F, T € w ="\ dw, (4.22)
Ly(U) :=U =G, x; € Ow, (4.23)

GaQ=Q, F=F kaiz; € W' irQ; = Qi+ Ri/his1j2. Fy = F;+Gi/hiyr 2 ki-
tuose tinklo w taSkuose. Laikysime, kad P_;/5(0U)_1/2 = 0, Ppy1/2(0U )py1/2 =
0. Kai 0w = &, t.y. abi krastinés salygos yra ne pirmojo tipo, apibrézkime U = 0.
Kitais atvejais U bus viena i trijy funkcijy G + L_L“ Go, ZGn, L_L’” Gy. Tada
funkcija W = U — U yra kraStinio uZdavinio

L(W) = —6(PSW) + QW = F + \/515 —0(VPG), ecw, 4.24)
Ly(W) =0, z€iw,

suF = \/5(7, G = v/PoU, sprendinys.
Lygti (4.24) dauginame skaliariSkai 1§ W/

Integruojame dalimis pirmaji kairés lygybés pusés nari ir paskutiniji deSinés ly-

gybés pusés nari (pagal Ivado 7 poskyrio (7.15) formulg), pasinaudodami tuo, kad
WO = 0 arba P_1/2(5U)_1/2 =01r Wn = 0 arba Pn+1/2(5U)n+1/2 =0.

(SW, PSW) + (W, QW) = (W, ) + (W, \/51?’) + (6W,VPG).  (4.25)
Tada (4.24) uzdaviniui teisinga energetiné nelygybe
IVBSWI2 + I/ QWP < 1] - Wt
FIVPSWI- G+ IVOW - IFI. @26

Teisingos diskreciosios Sobolevo idéties teoremos [17, 90]:
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D W2 < (LI6W > + Wg);
2) W2, < (L[oW > + W2);
3) W2, < 2(L|[6W|* + [[W]]?/L),

kurios yra teisingos bet kokiai funkcijai. Sias tris nelygybes galima parasyti viena:

W% < 2(LIsW|I* + min{Wg, W, [W][*/L}). (4.27)
Ivertiname
IVPOWI2 = || /podW |I* = polldW |1* = 2%LIICWVIR
ir gauname

L
LIlsW* < p—ux/ﬁéwu? (4.28)
0

Kai kraStinés salygos yra tik antrojo arba treciojo tipo, ivertiname norma i$
apacios

H@WHQ = QilWiPhis = QiWilhyy1 + Ro|Wol* + Ry W, ?
1=0 =0

= [V QW I* + Ro|Wo|?* + Ro|Wo > = qo|W||* + Ro|Wol|* + R Wa|*.

Vadinasi, i$ Sios nelygybés antrojo arba treciojo tipo salygy atvejais, turime

pvercius:
W2 ~
Lal ™ < Jw,
RolWol? < [\/Qw |1
RaWaf2 < QW
Pastipriname Sias nelygybes
Laomin{W2, W2, [W|2/L} < |/ QW]
Romin{W2, W2, |W[2/L} < [/ QW]

R, min{W2, W2 [W|2/L} < |/ OW|?,
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ir uZzraSome jas viena nelygybe

max{Lqo, Ro, Ry } - min{ W5, Wi, [[W]|*/L} < H\/éWHz,

ty.

1 .
W2 W2, W2/ LY < \fWQ. 4.29
min{ W3 WL WL € Lo a29)
IS (4.28) ir (4.29) seka

L
LW I* + min{Wg, W [W|*/L} < p—H\/mWHQJr
0

1 \/T 9
+ QW <
max{ Lqo, Ry, R, } | |

- L 1
< (IVPSW|1* + ||\/5W||2) <p_0 * max{Lqy, Ry, R }>

IS (4.27) gauname, kad

L

)AVBSWI2 + [/ QwiP). @30

W% < 2(L{IOW || + min{ W5, W,

L 1
<2(=+
Po maX{Lq07 R07 Rn}

Vadinasi,
W2, + [VBSWIE + [/ QW <

<L+ ) VPR + 1y QW)

Pazymime Cy(P, Q, R) := 2(1%0 + m> + 1. Tada

IWIE + IVPSWIP + [y QW]? <
< Co(P,Q, R)(|[VPSW||* + H\/éWHQ)- (4.31)
Jei (4.22)—(4.23) uzdavinyje yra bent viena pirmojo tipo krastiné salyga, t.y., Ow #*
&, tada galime imti Sobolevo idéties teoremoje ((4.27) formule) W, = 0 arba

W,, = 0 ir jvertinti

2L
IWI <2LIWIP < Z=IVPoW
0



98 4 skyrius

Ivertiname
W + IVESWIE + [/ Qw2 < <—+1>||\/_5W|| 4

FIVQWIE < max {22 + L1} (VPIWI? + 1/ QWP

t.y. Siuo atveju teisingas (4.31) jvertis su Cy = Cy(P) = max (f)—’; + 1, 1). Pasi-
naudoje¢ (4.31) ir (4.26), gauname

IR + VB IP + QW < ColP, @ B (1l - [t
+VPSW | - |Gl + ||\/5W|| |IE11). (4.32)
Ivertiname, pasinaudodami e-nelygybe (ab < ea® + -b?), kai e = 1,
CollFlly - IW oo < %HWH@O +C[IF3,
ColVPSW | - |G| < %H\/F(WVH2 + |G|,
Coll QW -1l < Iy QW | + CIF P
gia C = C(Cy(P,Q, R)). Istateg Siuos jve&ius i (4.32), gauname
W% + [VPSW|* + H\/7WH2 CrlFIT + IGIP + 1F)1%),  4.33)
&ia C) = 2C. Tada,
W% + [IVPSW|* < CL(IEIF + IIGI7 + 1)
Kadangi, 812 < L [[V/PsW | ir W2 < 2[1/OW|P, i
W2, + 16W > < Co(P,Q, R)(IFIIT + 1G] + 1 F1%).
Galutinis jvertis

IWlloo + SWI| < Ca(P.Q. R)(IF | + |Gl + || F1)). (4.34)

Grizkime prie funkcijos U jver¢iu. Kadangi U = W + U, todél ||U|. <
W oo + |U || so it [|[6U|| < ||0W || + ||6U||. Jei néra pirmojo tipo krastiniy salygu,
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U=0, t.y. Siuo atveju i§ (4.34) formulés gauname U iverti. Kitais atvejais U
normas jvertiname per Gy, G; reikSmes

Cy(L) max{Gy, G1} = C4(L)||G|| 0,
C5(L) maX{Go, Gl} = C5(L)”GHOO
Taip pat ivertiname

n

1E 1w =D |Eilhisas + |Gol +1Gal < IIFIL +2]1Gllec,

1=0

1@l = 1Qil i1z + [Ro| + | Rul < QI + 2] Rllcc.

1=0

Tada,

1Ulloe + 16U} < CUIE| + IVPST| + ||\/5(7||) + [Ullso + 16U <

< CUIE I A VPl 6T + A 111 T lloo) + 1Tlle + 16T <
< Co(P,Q, R)(IF]l + [1Gloo)- (4.35)

4.4.1 lema. Uzdavinio su klasikinémis krastinémis salygomis stabilumas. Jei-
gu P < py, |Qll1 < qu, tuomet (3.19)—(3.21) uZdaviniui teisingas stabilumo jvertis

1Ullg = [|U]loo + 16U < C(P,Q, R)(||F|l1 + [|Gllo)- (4.36)
4.4.1 pastaba. Konstanta C priklauso nuo parametry py, p1, qo, ¢1, Ro, Ry, L.

4.4.1 isvada. Jei i$pildytos (4.4.1) lemos salygos ir ||F|; < oo, [|G]loc < 00, tuomet
IUlle < Cxk-

4.4.2 pastaba. Diferencialiniam uzdaviniui teisingas analogiSkas stabilumo jver-
tis.

Zymésime ||g||oo = max{|go|, [¢1]}-

4.4.2 lema. Jeigu p < py,
stabilumo jvertis

qlli < q1, tuomet (2.16)—(2.18) uZdaviniui teisingas

lulle = llulle + llullwy < Cp.a.7)(Ifl + lgll)-
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[rodymas. Kaip ir diskreciuoju atveju, priklausomai nuo krastiniy salygy pasiren-
kame pagalbing funkcija: @ = 0, 4 = Lg; + £2go, U = Ly, 4 = L% go. Tada
funkcija w = u — u yra $io uzdavinio sprendinys

d dw
——p— = - — 4.37
TP T =T+ Vvaf (\fg) (4.37)
LO( ) - dOa
L1 (w) = dl,
Gia f = Vaqu, g = \/2_7%, do = go — Lo(@), di = g1 — L1 ().
Jeigu kraste [ duota pirmojo tipo kastiné salyga, tuomet d; = 0, prieSingu

atveju, jvertiname

|di| < g0 = Lu(@)] < |gul + [Lo(u)] < Co(p, ) |9l
t.y.
| Li(w)| < Co(p, 7)[19]lo- (4.38)
Daugindami (4.37) lygti skaliariskai iS w erdvéje Ly, gauname
d / dw - - d _
(.= (1)) + (wiaw) = (w, /) + (w, vaf) = (w. T (vF3))-
Integruodami dalimis, turime
d / dw dw dw dw dw
——\p—) ) =(p—, — 0)—(0)w(0) — p(L)—(L)w(L).
<w, dx(pdx>> <pdx’dx>+p( )dx( Jw(0) = )dx( Juw(L)

Jeigu uzdavinyje krastiné salyga yra pirmojo tipo, Sios lygybés deSinéje puséje
néra atitinkamo nario (antrojo arba treciojo), kitais atvejais

P(0) T2 0)(0) = r(0)w?(0) ~ Lo(w)u(0),
(L) SEL(0) = (L)L) ~ Ly () (L)

Analogiskai,

(. ——(\/_g)> ( =.3) + Vp0)3(0)w(0) = p(T)g(Lyw(L

Tada (4.37) uzdaviniui teisinga lygybé
dw 112
|V + Ivawl? + row? ) + r(Lyw?(L) <

<N wlle + el - 17+ |vaSe | - lal+
+ (VaOIIa(0)] + |Lo(w) ) (0)] + (VED D] + La(w) (L)
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Kairioji Sios nelygybés pusé ,,sutampa‘“su (4.26) diskreciosios nelygybés kairigja
puse. Todél pasinaudodami idéjimo teoremomis, gauname jverti analogiska (4.31)
jverCiui, t.y.

dw |2
il + | Vo ||+ Ilvawl? + r©)w(0) + r(L)w*(r) <
dw |2
< Colpa.) (Vg ||+ IVawl? +r(0)u(0) + r(z)u()).
Toliau gauname jvertj analogiska iverciui (4.33):
2 dw |2 2 2 2
il + | Vo ||+ Ilvawll? + r0yw(0) + r(L)w*(L) <
< Cilllgllz + all® + 1LAIP + A1),
i$ Sios nelygybés iSplaukia
dwy)? -
loll + ol + | || < COLLIE + g2
Dabar nesunkiai gaunamas ir lemos ivertis. ll

Darbuose [22, 95] pasiulytas nelokaliyjy uzdaviniy tyrimo metodas, kuriuo
krastinio uzZdavinio su nelokaliosiomis salygomis sprendinio ieSkoma kaip funda-
mentaliyjy sprendiniy tiesinio darinio. Fundamentaliaisiais vadinsime klasikinius
sprendinius @y ir ®; su Gy = 1, G; = 0ir Gg = 0, G; = 1, atitinkamai (4.1
paveikslas, jvairiy krastiniy salygy atvejais):

L(®g) =0, L(®,) =0,
Lo(®y) =1, Ly(®,) =0, (4.39)
Li(®g) =0, Li(®1) = 1.

IS lokalaus maksimumo principo [22] gauname fundamentaliyjy sprendiniy savy-
bes.

4.4.3 lema. Fundamentaliesiems sprendiniams teisingos savybés:

1) @q yra nedidéjanti funkcija, P, — nemazéjanti funkcija,
2)0 < Py, 0 < Py, Do+ Py < 1, jei yra pirmojo tipo krastiné sqlyga,

0<®; <Py+ P <Cyp:=C(P,Q, R), jei néra pirmojo tipo krastiniy sqlygy,
3) 1®ollz, [[1]le < Co.

Jei turime uzdavinj su pirmojo tipo krastinémis salygomis, tai maksimumo
principas dalinai iSlieka (4.1 paveikslas, a)). Jei krastinés salygos yra antrojo (4.1
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0.8

0.6

0.2

a) b) c)

4.1 pav. Fundamentalieji sprendiniai

paveikslas, b), kai antrojo tipo salyga yra kairiajame kraSte, c) kai abi kraStines
salygos yra antrojo tipo) arba treciojo tipo maksimumo principo taikyti negalime.
Siame skyriuje apraSyta teorija (paremta energetiniais jverciais) tinka visy trijy
tipy krastinéms salygoms.

4.4.3 pastaba. Diferencialiniam uZdaviniui lieka teisinga 4.4.3 lema, tik funda-
mentaliojo sprendinio apibréZime (4.39) reikia imti diferencialinius operatorius, o
4.4.31lemoje Cp = C(p, g, 1), ir imama atitinkama norma |[u[| g = [Ju|c+[|u/[w;-

4.5. Stabilumo analizé nelokaliajam uzdaviniui

Stacionariojo (3.19)-(3.21) uzdavinio (arba atitinkamo diferencialinio uzdavinio
(2.16)—(2.18)) su nelokaliosiomis krastinémis salygomis sprendinio ieSkokime pa-
vidalu U = Uk + yo@o + y1P1, Cia Uk yra (3.19)-(3.21) klasikinio kraStinio
uzdavinio sprendinys

L(Uy) = F,
L0<UK) - G07
Ll(UK) = G17

arba atitinkamo diferencialinio uzdavinio

Lo(Uk) = go,
Ll(UK) =01

sprendinys. Diferencialiniu atveju funkcijos @¢(x), @1(x), Uk (z) yra apibréztos
x € [0,1],0 diskreCiuoju # € @". Tada koeficientai y ir y; randami sprendZiant
dviejy algebriniy lygciy sistema
Yo =0 < Ko, Po > yo + 70 < Ko, @1 > y1 + 70 < Ko, Uk >, (5.40)
h=n<K,P>y+mn<EK,P1 >y +mn<K;,Ug>. '
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Apibreézkime matricas ir vektorius

(koo kor\ (< Ko, ®g> < Koy > o
K= (klo kn) N (< K, o> <K, ® >/’ ®(z) := (qDO(x) él(f)),

Y% 0 Yo Yo < Ko, Uk >
G = ., Y = , F:= .
(O 71) (yl) (’71 <K1,UK >
Siy matricy i$rai¥kos visiskai sutampa su tomis, kurios apibréztos, §io skyriaus
ivade. Lygc¢iy sistema (5.40) perraSoma matriciniu pavidalu

AY =F, (5.41)
diaA=1-GK.
Naudosime standartines vektoriy ir matricy normas:
1Y o := max{|yol, [y1]}, |Allo := max{|aoo| + |ao1|, laro| + |ai]},
1Y |1 = |yo| + |1], | Ay := max{|ago| + |aio|, [ao1| + [a11]}-

Turime jvercius (4.4.3 lema):

mlax{él} <Cs, 1=0,1, (5.42)
b+ P < Cp, (5.43)
Dol &, [|21]|E < Cs, (5.44)

dia qu 2 1.
Matricos K normos yra lygios:

Koo = max{] < K, ®o > [ + | < Ky, @1 > [},
K| = mlax{| <Ko, @ > [+ < Ky, @ > |},

¢ial =0,1.
Kai yra Zinomi fundamentalieji sprendiniai ir surasti koeficientai yo, y1, tai
galime rasti tiesiniy lygciy sistemos (5.40) sprendini

U(x) =Ug(z) + P(2)Y.
PaZzymékime
V(z) = ®(z)Y = ®(2)A'F. (5.45)

Suformuluosime keleta lemy i [22] straipsnio, truputi jas modifikuodami.
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4.5.1 lema. Tegul matrica A tenkina sqlygq detA +# 0. Tuomet teisingi jverciai

[ AL
|detA|

Al

Y| <
1Yl |detA|

[Flloe,  [1Y]lx <

IEl,

[rodymas.[22] Vienintelis (5.41) sistemos sprendinys egzistuoja, kai det A # 0 ir
tada

1 a —a
Y:A—lF X: A—1: 11 01 ]
» detA <—a10 oo
Matricos A ! normos iSreiSkiamos per matricos A normas:
- Al - 1Al
A 1 o= ” 1 — 00.
H ” \detA|’ ” ”1 |detA\
Tuomet,
Allx
YOO<A‘1OOFOOZH Fll»
¥ e < NA7 el Flloe = 17 1Pl
Al
Y| <A F:H = F||;.
¥l < A7 IF = 1 2 I

[ |
4.5.2 lema. Funkcijai V(x), kuri yra isreiksta (5.45) formule, teisingi jverciai:

[ A floo
| det A

[A L
| det A

IV@)le < Co [Fll2s [[V(@2)lle < 2Ce ¥l oo

[rodymas. Kadangi, V (z) = ®y(z)yo + P1(x)y;. Tuomet, pasinaudoje 4.4.3 lema
(arba (5.42)—(5.44) iverciais), gauname

IV@)lle < Jyol - [@o(@)l]z + 3] - @1 ()] <
Ao
. { Col Y < Colghs s,

A
2Co|[Ylloo < 2Co ik [Floc-

Straipsnyje [22] parodyta, kad (5.41) sistemos i§sprendZiamumg apibrézia sa-
lyga detA # 0:

0 =1 —yokoo — v1k11 + Y071 det K # 0, (5.46)
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0 uzdavinio stabilumas garantuojamas srityje {27 ((1.12), (1.13)).
Ivertiname ||A || ir ||A[; normas:

[Allso = IT = GKl[oo <1+ max{ryo, 1 }[[K]loc,
[A[ly = IT = GK][y <14 (y0 +7)[[K]}-

Pasinaudoj¢ 4.5.2 lemos jverciais, gauname:

Co(1 +max{*yo,fyl}mlax{| <K, @ > | +]| < K, P > |})
0]

205 (1+ (0 + ) max{| < Ko, & > |+ ] < Ky, & > )
0]

Ve <

HFHl’

IVI[e <

1o

Sakykime, Z}]:1 |a?| + || B]|1 + || B]| < oo. Pasinaudodami (4.36) nelygybe,
pvertiname funkcionalag

J
(< K0, Uk >)| < (D o] + I Bill) 10Uk oo+ Bill - 18U | < CllUKl L,

Jj=1

¢ial = 0, 1. Atskiru atveju pirmoji nelygybe teisinga ir fundamentaliesiems spren-
diniams:

J
< K0, @ > | < (D lofl + 1Bl ) 1@illoe + 1Bl - 00 <
j=1
< C1]|Pi|le < C1C, (5.47)

¢ial=0,1,7=0,1.
Ivertiname

IF|l1 = 70| < Ko, Uk > [+m| < K1,Ug > | <

< Cri(yo +7)IUk |l e, (5.48)
| Floc = max{vy| < Ko, Uk > |/m| < K1,Ux > |} <
< Cpamax{o, 11 }|Uxk| & (5.49)

Cia Cp; := C(oy, By, B)), | = 0, 1. Tuomet, pasinaudojus (5.47), (5.48) ir (5.49),
gauname

IVIle
IVIle

107 CsCry (1 + 2 max{o, ’71}01045) (Yo + W)Ukl &,

<
< 2|0| 7' CoCra(1 + 2(70 + 11)C1Ca) max{yo, 11 }H|Ux | &-
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Tada srityje {27, teisingas jvertis energetinéje normoje
IVIle < 25_20¢CF1(1 + 25_101045) Ukl e,
IVIle < 25_20¢CF2(1 + 45_101045) \Uk||E-
PaZzymékime
Ce :=min {2 2CoCpi (1 + 267 1C1Cp), 26 *CoCra(1+ 4e'C1Cs) } + 1,
tuomet
Vile < (C: = 1)|[Uk||&-
Grizkime prie lygc€iy sistemos (5.40) sprendinio iverciy
IUlle < 1Uklle + IVIe < [[Uklle + (C: = D[Ukllp < Ce||Uklle. (5.50)
4.5.1 teorema. UZdavinio su nelokaliosiomis kraStinémis salygomis stabilu-
mas. Sakykime, (70,m) € 25, Y5_ lag| + [|Bolli + [Boll + QI < oc,
S lodl 4+ 1Bl + Bl + 1@l < 00, R < 00,0 < py < P < py < o0,
0 < qo < Q. Tada teisingas uZdavinio su nelokaliosiomis krastinémis sqlygomis
stabilumo jvertis

[Ulle < CUGH + [[F]])- (5.51)
Irodymas iSplaukia i§ (5.50) ir energetinio jvercio (4.36) klasikiniam uzdavi-
niui.

4.5.1 pastaba. Teiginys teisingas tiek diskreciajam, tiek diferencialiniam uzdavi-
niui su nelokaliosiomis krastinémis salygomis.

4.5.1 isvada. Tolygaus tinklo atveju teisingas skirtumy schemos konvergavimo jvertis
U = ullos = O(h?)

glodiems wu.

4.6. Pagrindiniai skyriuje gauti rezultatai

* Sukonstruotos O(h?) eilés baigtiniy skirtumy schemos stacionariajam uz-
daviniui su ivairiy tipy nelokaliosiomis kraStinémis salygomis.

* Gautas uzdavinio su jvairaus tipo klasikinémis krastinémis salygomis stabi-
lumas energetinéje normoje.

* Gautas uzdavinio su jvairiy tipy nelokaliosiomis krastinémis salygomis sta-
bilumas pagal energeting norma.

* Gautas diskreciojo sprendinio konvergavimas i diferencialinio uzdavinio pa-
kankamai glody sprendini.
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Parabolinio uzdavinio su nelokaliosiomis krastinémis
salygomis suvedimas i integraline lygti

5.1. Parabolinio uzZdavinio su nelokaliosiomis krastinémis saly-
gomis suvedimas i integraline lygti

Paraboliniy uzdaviniy su nelokaliosiomis krastinémis salygomis sprendimas yra
gana placiai nagrinéjamas. ParaSyta nemazai straipsniy tiek diferencialiniy lygc€iy,
tiek skaitmeniniy metody srityse, nagrinéjanciy Siuos uzdavinius ivairiais aspek-
tais.

M. Sapagovas ir R. Ciegis [95] surado biitinas ir pakankamas stacionariojo
uzdavinio sprendinio egzistavimo ir vienaties salygas, kai viena krastiné salyga
yra nuliné, o kita nelokalioji Samarskio ir Bitsadzes tipo.

Greta diferencialinio uzdavinio teoriniy klausimy buvo lygiagreciai konstruo-
jamos baigtiniy skirtumy, baigtiniy elementy aproksimacijos stacionariesiems ir
paraboliniams uzdaviniams. Stacionariajam ir paraboliniam uZdaviniu su nelo-
kaliosiomis kraStinémis salygomis buvo sukonstruotos baigtiniy skirtumy sche-
mos, kurioms buvo surastos pakankamos (stacionariajam uZzdaviniui ir biitinos)
diskreciojo sprendinio egzistavimo ir vienaties salygos, bei irodytas iSreikStinés
ir neiSreikStinés schemy stabilumas ir konvergavimas [22, 23] (placiau 4 skyriaus
1 poskyryje).

Siame disertacijos skyriuje paZvelgsime i parabolinio uZdavinio su nelokalio-
siomis krasStinémis salygomis sprendima kitaip. Nagrinékime modelini parabolini
uzdavini su viena nelokaligja, o kita — taskine kraStine salyga. Tada nelokalia-
ja salyga galima suvesti { Volteros tipo integraling lygti. Rade Sios integralinés
lygties sprendini, surandame uZdavinio su nelokaligja kraStine salyga reikSmes
kraStiniame taske, kuris buvo susietas nelokaligja salyga. Vadinasi, turime ieSko-
mojo sprendinio reikSmes kraStiniuose srities taskuose ir galime spresti klasikini
uzdavinj. Pagrindiniai Sio skyriaus rezultatai paskelbti [8A] straipsnyje.

Volteros tipo integraliniy lygciy sprendimo metodai yra placiai iSnagrinéti esty

107
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mokslininky darbuose [84, 104]. P. Oja ir D. Saveljeva [84] nagrinéja Volteros
integraling lygti

= /Ot K(t,s,y(s))ds+ f(t), te][0,T], (1.1)

kai funkcija f : [0,7] = R, K : SXR — R,0aibe S = {(¢,s) : 0< s <t < T}
Tyrimas yra paremtas nagrinéjamy funkcijy skleidiniy B—splainais koeficienty
ivertinimu. Volteros integraliné lygtis ir pradiné salyga pakei¢iamos netaskine
kraStine salyga kitame intervalo gale. Gaunama tiesiniy lygciy sistema, kurig
nesunkai galima iSspresti Gauso metodu. Toks metodas yra stabilus toje pacio-
je srityje, kaip ir Zingsnis po Zingsnio (step-by-step) metodas naudojant tiesinius
splainus.

M. Tarang [104] straipsnyje taip pat nagrinéja (1.1) Volteros integralinés lyg-
ties, kai branduolys K = K (t,s,vy'(s),y(s)) ir funkcija f = f(t, ¥'(t),y(t)),
stabiluma. Siame straipsnyje surastas ry§ys tarp atitinkamy pirmosios ir antrosios
eilés Volteros integraliniy lygciy sprendimo teorijuy.

5.2. Uzdavinio formulavimas

Nagrinékime modelini parabolini uzdavini su nelokaliaja kraStine salyga kairiaja-
me intervalo (0, 1) kraste ir taskine salyga deSiniajame kraste (¢ > 0)

W T ), 22)
u(x, O) = 90(1')? (2.3)
u( ) ) = ’YU(f t) + d( ) §€ [07 1]7 (2.4)
u(l,t) = p(t) (2.5)

ir klasikinj uzdavinj

— =+ f(ut), (2.6)
w(z,0) = p(), 2.7)
w(0,t) = 2(1), (2.8)
w(l,t) = p(t), (2.9)

Ciay € R, o 2(t) = u(0,t) yra nezinoma funkcija. Jeigu surandama §i funk-
cija, tuomet, sprendZiant klasikini uZdavini, surandamas ir nelokaliojo kraStinio
uzdavinio sprendinys.
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5.3. Parabolinio krastinio uZdavinio sprendinys

Klasikinio parabolinio kraStinio uzdavinio sprendinj galima iSreikSti per Gryno
funkcija [12, 89]:

wwt) = [ e@GEmb+ [ [ 10 nG =
+c? /Ot z2(T)H(x,t — 7)dT — c/t w(T)Hy(z, t — 7)d, (3.10)

0

cla

) Hl(l‘at) - QG(fmyvt)

y=0 ay y=1 '

9 Gy, t)

H(x,t) = o

Siam uzdaviniui galima i$ragyti dvi Gryno funkcijos i$raiskas [12, 89]:

G(z,y,t) Z sin(nmr) exp(—n’n?t) = (3.11)

Clay.1) = QWH_ZOO{QXP{ - %}_
()

ir jy artinius

N
Gy(z,y,t) =2 Z sin(nmzr) exp(—n’n?t) =

n=1

Gr(z,y,t) =

QW Z {op{- 2220}
_exp{_w}}.

42t

Sios eilutés konverguoja, ir ju konvergavimui teisingi jver&iai [12]:
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- ~ ~ 1 o5
‘RN<xayat>| = |GN<xay7t> - G(l‘,y,t)| < {1 - erf(N7r CQt)}7

Vet
0<a,y<1, 0<t< too, (3.13)
: - - 1 N —1)2
|RN(xayvt)| = |GN(xay7t) - G(l’,y,t)| < mexp_ 2t <
< 1 { (N_1)2}0< <1, 0<t<t
S ex 3 X l‘, x 4 )
Veer LT e !
Zt*
N > 62 1. (3.14)

IeSkomas (2.2)—(2.5) uzdavinio sprendinys (3.10) pavidalu. Tada nelokalioji
krastiné salyga suvedama i antrojo tipo Volteros integraling lygti

2(t) = yc? /Ot 2TVH(Et —7)dT + F(1), (3.15)

1 t 1
F(t)=d)+7 | e@GEv0dy+y [ [ 06— ndydr-
0 o Jo
t
—9¢ [ ur) (et - r)ar
0
Vietoje (3.15) lygties skaitiniais metodais sprendZiama lygtis
t
2(t) = 702 / 2(T)Hn (&t — 7)dT + Fn(t), (3.16)
0
Cia
1 t 1
Fy(t) = d(t) +v/ @(y)GN(f,y,t)derv/ / fly, 7)Gn( y, t — 7)dydT—
0 o Jo
t
- 702 / M(T)HN,1(€7t - T)dTa
0

0
. Hyi(z,t) = —Gn(z,y,1)

0
HN(QJ,t) = _GN(x7y7t) =0 ay y:ll

dy

I8 (3.13)—(3.14) iverciy matome, kad (3.12) eiluté tolygiai konverguoja interva-
le [0,¢*] , 0 (3.11) - [¢*,+00] , kai N — oo. Ieskant (3.15) integralinés lygties
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16
:: 0.03 H

10

8 0.02

6 ~

4 0.01 HN

2 N

0 0.1 0z 03 04 05 0 o6 0.8 i T2 14

5.1 pav. Branduoliai Hy(1/3,t) ir f:IN(l/?), t)

sprendinio reikalingas branduolys H (¢, t), o jos aproksimacijai (3.16) - Hy (¢, t).
Pastarojo grafikai pateikti 5.1 paveiksle. Atsizvelgus i (3.11) ir (3.12) eiluciy to-
lygaus konvergavimo intervalus, ieSkant Gryno funkcijos artinio maZiems ¢ rei-
kia skaiCiuoti pagal (3.12) formulg, o dideliems ¢ - pagal (3.11) formulg. Pri-
klausomybé nuo parametro ¢ pavaizduota 5.2 paveiksle. Fiksuotiems £ € (0, 1),
H(&,t), taip pat yra tolydi funkcija ((3.10) formulé ir 5.2 paveikslas). Todél $iuo
atveju galima taikyti skyriaus jvade minétus skaitinius sprendimo metodus. Kai
§—0,t—0,tai H(&,t) — oo, t.y. limg g0 H(E,T) = 0.

5.3.1. Integraline lygtis

Kadangi Hy (&, t) yra tolydi funkcija, tai i§ bendros integraliniy lygéiy teorijos,
kurioje irodomas integralinio uzdavinio iS§sprendZiamumas ir vienatis tolydziyjy
funkcijy klaséje, iSplaukia, kad (3.16) lygtis turi vienintelj sprendinj su bet kokia
parametro v > 0 reikSme.

Integralinés (3.16) lygties sprendimui intervale [0, 7' galima naudoti jvairias
kvadratiirines formules [69]

7j—1
1=1

Taip pat integralinés lygties sprendinj galima surasti ir Pikaro iteracijy metodu
arba naudoti B-splainy metodus [84, 104].
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Hy(6,1), N =2 Hy(€,8), N = 4 Hy(€,8), N =10

5.2 pav. Branduoliai Hy (&,1) ir f:IN(f, t)

5.3.2. Diferencialiniai uZdaviniai su kitokio tipo krastinémis salygomis

Taip pat (2.2) uzdavinj galima nagrinéti ir su kitokio tipo nelokaliosiomis kraStiné-
mis salygomis. Pavyzdziui, kai vienoje krastinéje salygoje yra sprendinio iSvestiné

u(0,0) = (e 1)+ d(t), 910 = ), €€ (0.1).

Tokiu atveju, sprendini bus galima uZraSyti

wat) = [ oG+ [ [ G0t =
+ ¢ /o 2(T)H (z,t — 7)dT + / wu(m)G(x,1,t — 7)dT;

0
¢ia Gryno funkcijos iSraiSkos yra tokios:p

xy, —QZ { 2n—|—1) }sin{w}x

A (2n—|— 1)275}
4 J

2\/7 Z n{eXp{ - (x_jc:fn) }_
_eXp{_w}},

42t

xexp{—

G, y,t) =
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Antrojo tipo Volteros integraliné lygtis Siuo atveju yra

+(t) = A2 /Ot S(VH(EE — 7)dr + F(1),

F(t)=d(t) + / e(y)G(&,y,t dy+v// fly, 7)G(&,y,t — 7)dydT+
+’yc/0 w(T)G(E, 1t — 7)dr.

Gali buti nagrin¢jamas (2.2) parabolinis uZdavinys, kai abiejose kraStinése sa-
lygose yra sprendinio iSvestinés

CLO0.0) = qule, ) Hd(D), (1,0 =p(t), €€ (0.1)

Tokiu atveju sprendini bus galima uZraSyti taip:

u(z, t) =/Olw(y)G(x,y,t)dy+/Ot/01f(y,T) (2,y,t — 7)dydr

t t
—02/ Z(T)G(:p,O,t—T)dT—I—02/ pu(r)G(x,1,t — 7)dr.
0

0

Siuo atveju Gryno funkcijos i§raiskos yra tokios:

Glz,y,t) =142 Z cos(nmz) cos(nmy) exp { — *n’*w’t},

é(x y,t) = QW Z {exp{_%}—l—
o )

o0 antrojo tipo Volteros integralinés lygties iSraiSka yra tokia:

2(t) = —702/0 2(T7)G(&,0,t — 7)dT + F(t),

v

cla

F(t) =d(t) + / p(y)G(Ey,t dy+v// fly, )G(E,y,t = 7)dydT+
+v02/0 p(T)G(E, 1t — 7)dr.
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5.4. Pagrindiniai skyriuje gauti rezultatai

* Modelinio parabolinio uZdavinio su nelokaligja taskine kraStine salyga spren-
dinio radimas suvestas i antrojo tipo Volteros integralinés lygties sprendima.
ISsprendus $ig integraling lygti, gaunamos pradinio parabolinio uZdavinio
sprendinio reikSmés srities kraste, kuriame duota nelokalioji kraStiné sa-
lyga. Tokiu biidu parabolinio uzdavinio sprendini galima rasti sprendZiant
parabolini uzZdavinj su klasikinémis kraStinémis salygomis.

* ISanalizuoti Sios lygties branduoliai su jvairiomis parametro £ reikSmeémis.

* Gautos Gryno funkcijy ir Volteros integralinés lygties iSraiSkos paraboli-
niams uzdaviniams su antrojo tipo salyga deSiniajame kraSte, taip pat ir tuo
atveju kai abi krastinés salygos yra antrojo tipo.



Pagrindiniai rezultatai ir iSvados

1. Iganalizuotos Sturmo ir Liuvilio uZdavinio su jvairiomis integralinémis ir
dvitaSkémis nelokaliosiomis krastinémis salygomis realiosios tikrinés reiks-
més. IStirta Siy uzdaviniy spektry priklausomybé nuo nelokaliyjy krastiniy
salygu parametry. Nustatyta su kokiomis Siy parametry reikSmémis egzis-
tuoja neigiamos, kartotinés ir kompleksinés tikrinés reikSmés. Sukurta me-
todika Sturmo ir Liuvilio uZdaviniy su nelokaliosiomis krastinémis salygo-
mis spektro tyrimui.

2. Nustatyti Sturmo ir Liuvilio uzdavinio su jvairiomis integralinémis ir dvi-
taskémis nelokaliosiomis krasStinémis salygomis teigiamy tikriniy funkci-
ju egzistavimo intervalai. Surastos nelokaliyjy krastiniy salygu parametry
reik§més su kuriomis egzistuoja teigiamos intervale (0, 1) tikrinés funkci-
jos. Suformuluota teorema apie teigiamy tikriniy reikSmiy ir jas atitinkanciy
teigiamy tikriniy funkcijy egzistavima.

3. IStirtas baigtiniy skirtumy schemu, aproksimuojanciy stacionaryji uzdavini
su jvairiomis nelokaliosiomis krasStinémis salygomis stabilumas ir konver-
gavimas pagal energeting norma.

4. Modelinio parabolinio uzZdavinio su nelokaligja taskine kraStine salyga spren-
dinio radimas, panaudojant Gryno funkcija, suvestas ] antrojo tipo Volteros
integralineés lygties sprendimg. ISanalizuoti Sios integralinés lygties bran-
duoliai prie jvairiy nelokaliosios krastinés salygos parametro reikSmiy.
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