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ZYMEJIMAI IR SANTRUMPOS

b.t. (a.s.) — beveik tikrai (almost surely);

P(B)- ivykio B tikimybg;

M- algoritmo kartojimy skaicius;

N- algoritmo zingsniy skaicius;

a - ekstremaliyju reik§miy skirstinio formos parametras;

[-] — skai¢iaus sveikoji dalis;

K — Lipsico konstanta;

L, — funkeijy, tenkinan¢iy Lip$ico salyga su rodikliu g, aibé;
@ - funkcijos homogeniSkumo parametras;

n — funkcijos kintamyjy skaicius;

I'(x) - Gama funkcija;
k, m — poziciniy statistiky skaicius, % —0,2;
0 - pasikliovimo lygmuo;
A =min f(x)- tikslo funkcijos minimali reikSmé;
xeD
Ap i - tikslo funkcijos minimalios reikSmés tiesinis jvertis;

p(+) - tankio funkcija;
I(C) - aibés C indikatorius;
V, - n-macio rutulio tiiris;

o0

{®, };D:O c-algebry seka generuota sekos {xt }t:O;

R" - n-maté Euklido erdve;

=3+t xp

||x - y|| - atstumas tarp dviejy taSky metrinéje erdvéje;

||x|| - n-macio vektoriaus euklidiné norma,

E, — n-tos eilés vienetiné matrica;

X~T (a,b)- atsitiktinis dydis, tolygiai pasiskirstgs intervale [a, b];

X~N (O, 1) - atsitiktinis dydis, pasiskirstes pagal standartini normalini désni;

X~N (O, E, )- atsitiktinis z-matis vektorius, kurio komponentés yra pasiskirsciusios pagal
standartinj normalinj désnj;

X~N (,u, 2)- atsitiktinis n-matis vektorius, kurio komponentés yra pasiskirsc¢iusios pagal daugiamati

Gauso désnj, u-vidurkis, X - kovariacijy matrica;




X~ B(x, I 6’) - atsitiktinis dydis, pasiskirstes pagal beta skirstinj su parametrais z, 8 ;

X~ W(x, a,c, A) - atsitiktinis dydis, pasiskirstgs pagal ekstremaliyjy reikSmiy skirstini (Veibulo) su
parametrais «, ¢, 4 .

Fish,, Fish, , » — FiSerio skirstinio y - kvantilis su # ir m laisvés laipsniy skai¢iumi.

x' — vektorius x #-toje iteracijoje;

X1, X2, ..., X, — vektoriaus x komponentgs;

n0s <M1t <n2s<..<n;; - optimizavimo metu pasiekty geriausiy tikslo funkcijos reikSmiy seka
(pozicings statistikos);

p - stochastinés aproksimacijos algoritmo zingsnio ilgis arba modeliuojamojo atkaitinimo
algoritmo Zingsnio aplinkos gylis;

o - suglodinimo parametras;

T — temperatiira modeliuojamojo atkaitinimo algoritme;

t - zingsnio (iteracijos) numeris;

v - baigtiniy skirtumy parametras;

g(x,0,&) - stochastinis gradientas;

7(x, G) - suglodinta funkcija;

g(x, G) - suglodintos funkcijos gradientas;

op(y) - apibendrintas funkcijos p(y) gradientas;

h(x) - funkcijos su astriu minimumu apibendrinta Klarko i§vestiné pagal krypti;

Z(x) - suglodinta A(x) funkcija;

O(n) — virsutiné riba, ty., sakoma, kad g(n)=O(f(n)), jei egzistuoja konstanta C >0, kad

lim g(n) <C;
n—0 f(n)

o(n) — sakoma, kad g(n) = o(f(n)), jei nli_r)n()% =0;

Ekstremaliyju reikSmiy skirstinys — I tipo skirstinys (Veibulo);

SPSA - modeliuojamojo pokycio stochastiné aproksimacija (Simultaneous Perturbation Stochastic
Approximation),

SPSAL - SPSA su LipSico suglodinimo operatoriumi (Simultaneous Perturbation Stochastic
Approximation (SPSA) with Lipschitz perturbation operator),

SPSAU - SPSA su tolygiai pasiskirs€iusiu suglodinimo operatoriumi (SPSA with Uniform
perturbation operator);

FDSA - baigtiniy skirtumy stochastiné aproksimacija (Finite Difference Stochastic Approximation);
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SA — Modeliuojamojo atkaitinimo algoritmas (Simulated Annealing);
MLE — maksimalaus tikétinumo jvertis (maximum likelihood estimator);
AE — analitinis ivertis (analytical estimator);

IAE — pagerintas analitinis jvertis (improved analytical estimator));

AK — asmeninis kompiuteris.




PAVEIKSLU SARASAS

Pav.
Pav.
Pav.

Pav.
Pav.
Pav.

Pav.

Pav.

Pav.

Pav.

Pav.

Pav.

Pav.
Pav.

Pav.

Pav.

Pav.
Pav.
Pav.

2.1. Optimizavimo algoritmy KIasifikacija.........c.eecuieriiiiiiiiiiciierieeieeee e 27
2.2. Stochastings paieSKos MEtOAAL .........ueevcviieiiireiiie et e e e e 33
3.1. Funkcija f (x) = max(— m-x,K - x) ir LipSico tankiu suglodinta funkcija ...................... 62
3.2. Funkcijos f (x) = max(— m-x,K - x) ir suglodintos funkcijos apibendrinti gradientai..... 62
3.3. Suglodintos funkcijos f (x) = max(— m-x,K - x) antros eilés iI§vesting ............ccceeueenee. 62
3.4. SPSAL, SPSAU ir FDSA metody konvergavimo greicio eilé, n=2, 3 =0,9 .................. 71

3.5. SPSAL, SPSAU ir FDSA metody konvergavimo greicio eilé (logaritminéje skal¢je),
F=2, B =10,9 ettt 71

4.1. Koeficienty ¢, cz ir 1 5 priklausomybes, didéjant poziciniy statistiky skaiciui, kai
O = 5,10, G=0,95 ettt 77

4.2. Tikslo funkcijos minimalios reik§més pasikliautinieji réziai (funkcija su astriu
minimumu, 7=10, A=0, 3=0,95) ......eerieeiieie et 87

4.3. Minimalios reikSmés patekimo | pasikliautingji intervala tikimybés virSutinis ir

apatinis réziai (funkcija su astriu minimumu, n=10, 4=0, 5=0,95, —— FDSA,
———SPSAU, 777 SPSAL) e 87

4.4. Tikslo funkcijos globalaus minimumo pasikliautinieji réziai ( Beale funkcija,
Branino funkcija, Rastrigino funkcija) .......cooeeveevienieniiiiniiiiieniece &9

4.5. Minimalios reikSmés patekimo 1 pasikliautingji intervalg tikimybés virSutinis ir

apatinis réziai ( Beale funkcija, Branino funkcija, Rastrigino
FUNKCIJA) 1ottt ettt et et e et e at e enbeesaaeesbeeesaeenseesnseenseennns 89
4.6. Patekimo i globalaus minimumo traukos zong tikimybe ............cccceeviieiiiniiiiiieniecee 90

4.7. lIteracijuy skaiCius reikalingas algoritmui stabdyti, priklausomai nuo i§ anksto
uzsiduoto pasikliautinojo intervalo PloCio..........ccvveeeiieriieciieiieeieeee e 91

4.8. TIteraciju skaiCius reikalingas algoritmui stabdyti, priklausomai nuo pasikliovimo
LY ZIMENS ...ttt ettt sttt nae e 92

4.9. Vidutinis iteracijy skaiCius reikalingas algoritmui stabdyti, priklausomai nuo i$
anksto uzsiduoto pasikliautinojo intervalo plo€io, y =0,95 ....ccccevveevieieniienennienienieenne. 92
5.1. Funkcija F(y) (5.8), atitinkanti I-aji poziciniy statistiky rinkinj..........cccccceeeevieeecveencnenns 99
5.2. Funkcija F(y) (5.8), atitinkanti 1I-3ji poziciniy statistiku.........coceveeverrieneenenicneeniennne 99
5.3. Funkcija F(y) (5.8), atitinkanti I1I-gji poziciniy StatiStiku..........cccveeveerrienieniiienieeieenen. 99

10




Pavy. 5.4. Maksimalaus tikétinumo jvercio neegzistavimo tikimybe priklausomai nuo iteracijy ir

poziciniy statistiky skaiCiaus, 0=>5,0 ........cccceeriiiiiiiiiee e 107

Pav. 5.5. Parametro a pagerinto analitinio jver¢io histogramos, priklausomai nuo poziciniy
statistiky skaiCiaus (0=5, 100 sugeneruotyy SEKU) .......cccueereeriieiiieriieiierie e 108
Pav. 5.6. Parametro o maksimalaus tikétinumo (ver¢io histogramos, priklausomai nuo
poziciniy statistiky skaiciaus (a=5, 100 sugeneruoty sekuy) ........ccceeeeriieniiniiienieniennen. 108
Pay. 5.7. Parametro a maksimalaus tikétinumo jvercio histograma (0=2,5, k~=100, m=20, 100
SUZENETUOTE SEKUL) 1.vveiiieiiieeiieiie ettt ettt ettt e sateebeestae e bt essaeenbeessseenseesnseenseesnseens 109
Pav. 5.8. Tikslo funkcijos minimalios reikSmeés patekimo i pasikliautinaji intervala tikimyb¢ ir

jos pasikliautinasis intervalas (funkcija su astriu minimumu, n=2, A=0, 6=0,95,

SP S AL ettt ettt ettt et e s bt et et e sae et entenbe e 110
Pav. 5.9. Tikslo funkcijos minimalios reikSmeés tiesinis jvertis ir jos pasikliautinieji réziai

(funkcija su aStriu MINIMUMU, 777=2) ....oouieiiieiiesiee ettt et e eeeesiteeaeesseeeseesaeeens 110
Pav. 6.1. SPSAL lygiagretaus algoritmo spartinimo Koeficientas ..........cccceecveveeveerieneenienienenn 115
Pav. 6.2. SPSAU lygiagretaus algoritmo spartinimo koeficientas...........ccoecverveeirienieenieenneennen. 115
Pav. 6.3. FDSA lygiagretaus algoritmo spartinimo koeficientas ............ccccceevevveeniieinieeceieeenen. 116

Pav. 6.4. Vidutinés absoliutinés opciono kainos paklaidos priklausomybé nuo iteracijuy

skaiCiaus, stabdant algoritma, kai € = 0,0005 ........c.ccceerviiiriieiiiieeeeee e 118
Pav.6.5. Iteracijy skaiCius reikalingas algoritmui stabdyti, kai € = 0,02, =6 .....cceevvveriennennnen. 118
Pay. 6.6. — baudos funkcija, — geriausios pasiektos tikslo funkcijos reikSmés ( SPSAL
INELOAAS ) .ttt eetieeeteeeeiteeeiteeestteeestteeettee e taeeansaeeanseeeanseeeassaeeassaeesseeensseeensseeensseesnsseesnsneennseeenns 120
Pav. 6.7. — baudos funkcija, — geriausios pasiektos tikslo funkcijos reikSmés (FDSA
1011 (016 F 1) TSR PSRPRRR 120
Pav.6.8. Tikslo funkcijos minimalios reikSmés pasikliautinasis intervalas (SPSAU, 4=6,84241,
M=T100, NZT000) ettt ettt ettt et sae e bt et e eneenseeneesneenee 120
Pavy. 6.9. Automatiniu rezimu nustatytos galvos smegenuy iSeminio insulto Sritys ............ccceeeeee... 121
Pav.6.10. Tikslo funkcijos vidurkis priklausomai nuo iteracijy skaiciaus.........cccocceeveeeriiennennen. 124
Pav.6.11. Algoritmo parametry vidurkiy reikSmés priklausomai nuo iteracijy skaiciaus............. 124

Pav.6.12. Geriausios pasiektos tikslo funkcijos reik§meés priklausomybé nuo iteracijy skaiciaus 125

Pay. 6.13. ISeminio insulto sritys atpazintos optimizavimo metu: insulto sritis optimizavimo
proceso pradzioje, kai f=0,096 (a); insulto sritis po 5 iteraciju, kai /=0,24 (b); insulto
sritis po 8 iteracijy, Kai /50,35 (C).vierieeiiierieeiieeiie ettt et 125




LENTELIU SARASAS

Lentelé 3.1. Funkcija f (x)=|x| ir jos apibendrintas gradientas, suglodinta funkcija bei jos

pirmos ir antros eilés iSvestinés priklausomai nuo pasirinkto suglodinimo tankio .....48

Lentelé 3.2. Stochastinés paieskos metody konvergavimo greicio eilés verciai, kai n=2, 4,

B =0,5; 0,755 0,9 oot 71

Lentelé 3.3. Stochastinés paieskos metody konvergavimo greicio eilés jverciai, kai n=100,

Lentelé 4.1. Hipotezes apie Pareto skirstinio tinkamuma tikrinimo rezultatai (N=10000, M=500) ... 81

Lentelé 4.2. Funkcijos su astriu minimumu (#=2) minimalios reik§més tiesiniy iveréiy bei
dvipusio pasikliautinojo intervalo Monte-Karlo jver¢iy modeliavimo rezultatai

(82 0,05 ) covvveeeeeeeeeeeeeeeeeeeseeeeeeeseeseeeseeeeseseseeeeeeeeseeeeseeeeeseseee e eee s s s e eeessseee e eeesereee 84

Lentelé 4.3. Funkcijos su aStriu minimumu minimalios reik§més ir vienpusio pasikliautinojo
intervalo jverCiy modeliavimo rezultatai.............coceeeeeeiiiiiiiiiiiee e 85
Lentelé 4.4. Funkcijos su astriu minimumu, kai »=10, minimalios reik§més ir vienpusio

pasikliautinojo intervalo iver¢iy modeliavimo rezultatai............cccoeveveeerienveecieennennnen. 85

Lentelé 4.5. CB3 funkcijos minimalios reikSmés ir vienpusio pasikliautinojo intervalo iverciy

MOAElIAVIINO TEZUILATAL ...eeeeeeeeeieee e e e e e e e e e e e et eeaeeeeeeeeeeeaaaeeeeeeeeeennnas 86

Lentelé 4.6. Rosen Suzuki funkcijos minimalios reikSmés ir vienpusio pasikliautinojo intervalo

1veréiy modeliavimo reZUILAtAL ........c...eeiiiiuiiiieeeiieie e 86

Lentelé 4.7. Daugiaekstremaliyjy testiniy funkcijuy minimalios reikSmés ir vienpusio

pasikliautinojo intervalo jver¢iy modeliavimo rezultatai.........c..cccceeceereenenncnecnennne. 88
Lentelé 5.1. Poziciniy statiStiky TINKINIAT..........cccvieiiiiiieeieeiiee e eeeree e eere e eeaeeeeeeareee s 99

Lentelé 5.2. Veibulo skirstinio parametry Monte-Karlo jver¢iy vidurkiai (MLE — maksimalaus
tikétinumo {verciai (maximum likelihood estimators), AE — analitiniai jverciai
(analytical estimators), IAE — pagerinti analitiniai iverciai (improved analytical

ESTIMALOTS)) c.evveeeeeeieeeeeeeeeeee et e e e e taeeeeeaaaeeeeeabaeeeeassseeeeeasaaeeeansssaeeensssaeesasssaeeeanssees 106

Lentelé 5.3. Tikslo funkcijos minimalios reikSmés, jos vienpusio pasikliautinojo intervalo,
tikimybés minimaliai reikSmei patekti 1 pasiklautingji intervala Monte-Karlo
tver¢iy vidurkiai bei tikimybés pasikliautinasis intervalas, kai ekstremaliyjy
reikSmiy skirstinio formos parametras o ivertinamas statistiniais metodais,

pasinaudojant geriausiomis pasiektomis optimizavimo metu tikslo funkcijos

12




reikSmeémis, (funkcija su astriu minimumu, n=2, k=500, m=100, N=20000,

Lentelé 6.1. Laikas (sekundemis), per kuri iSsprendzia uzdavini SPSAL lygiagretusis

algoritmas naudojant P PrOCESOTIU.......eeerurierrreeeiereeeireeetreesreeesereeessreesssreessseeesssneenns 114
Lentelé 6.2. SPSAL lygiagretaus algoritmo spartinimo ir efektyvinimo koeficientai................... 115

Lentelé 6.3. Laikas (sekundémis), per kuri iSsprendzia uzdavini SPSAU lygiagretusis

algoritmas naudojant P ProCESOTIU.......cecuierurrerrierieerieereerteeeeeereessreenseesaeesseessseeneas 115
Lentelé 6.4. SPSAU lygiagretaus algoritmo spartinimo ir efektyvinimo koeficientai................... 116

Lentelé 6.5. Laikas (sekundémis), per kurj iSsprendZia uzdavini FDSA lygiagretusis algoritmas

NAUAOJANT ) PTOCESOTIT ..evvieneieeniieiieetieeiteeteesteeeteesteeesseesseeeaseesseessseenseesnseeseesnseenseas 116

Lentelé 6.6. FDSA lygiagretaus algoritmo spartinimo ir efektyvinimo koeficientai..................... 116

13




ALGORITMU SARASAS

Algoritmas 2.1. Markovo tipo stochastinis algoritmas..........c.ceeccveeerieeeiieeeiieeeiee e eeiee e 32
Algoritmas 2.2. Stochastinés aproksimacijos algoritmas..........ccecueeeereerierieneenenieneeeeee e 35
Algoritmas 2.3. Modeliuojamojo atkaitinimo algoritmas(Simulated Annealing) ............................ 39

Algoritmas 3.1. Stochastinio gradiento ivertinimas ( SPSA su LipSico suglodinimo
OPCTALOTTUITIL) ..vveeuvvreeereeeereeessseeesseessseessseesnsaeesssseessseeessseeessseeensseesnssessnsseesssseennnns 54

Algoritmas 3.2. Stochastinio gradiento (vertinimas (SPSA su tolygiai pasiskirsciusiu
SUZlodinimo OPETAtOTTUMI) ....cueeeuvieriieeiieriieeiieeieeieesteeteeereeaeeeebeebeeenreesaeenneens 55

Algoritmas 3.3. Stochastinio gradiento jvertinimas (baigtiniy skirtumy stochastiné
Y0 £0) 3 00 o1 T ) USRS 55

Algoritmas 3.4. Funkcijos konvergavimo greicio jver¢iams gauti maziausiy kvadraty metodu

SUAATYINAS ...etieniiieiiieiie et ette et tte et e bt e eiteebeesabeesseeesseenseessbeenseessseenseessneenseensseans 69
Algoritmas 3.5. Stochastinés paieskos metody konvergavimo greicio tyrimas.........coceeeveerveennnenn. 70
Algoritmas 4.1. Hipotezés apie Pareto skirstinio tinkamuma tikrinimas..........c.cceeceeveererneneeneenne. 80

Algoritmas 4.2. Tikslo funkcijos minimalios reikSmés ir jos pasikliautinojo intervalo
TVETtinIMO Al@OTIEMAS . ...cuuieiieiiieiie ettt ettt et e e e 82
Algoritmas 4.3. Tikslo funkcijos minimalios reik§més ir jos pasikliautinojo intervalo jverciy
tyrimo Monte-Karlo metodu algoritmas............cccuvevveeciierieeiiienieeieeeie e 83
Algoritmas 5.1. Triju parametry Veibulo skirstinio vertinimas maksimalaus tikétinumo
1001517014 1L PSRRI 100
Algoritmas 6.1. Stochastinés aproksimacijos insulto sri¢iy kompiuterinés tomografijos

vaizduose automatinio atpazinimo algoritmas ............cccceevveerueereeesieenveenreennenns 122

14




1 . BENDROJI DARBO CHARAKTERISTIKA

1.1. TYRIMU SRITIS

Kuriant skai¢iuojamuosius stochastinés ir euristinés paieskos algoritmus tenka spresti praktines
ju stabdymo bei gauto sprendinio optimalumo tyrimo problemas. Sprendziant Sias problemas
galima pasinaudoti informacija, gauta i§ geriausiy pasiekty tikslo funkcijos reikSmiy sekos
(poziciniy statistiky), sudarytos optimizavimo metu. Poziciniy statistiky taikymas algoritmy
optimalumui tirti yra glaudziai susijes su algoritmy konvergavimo salygomis bei konvergavimo
greicio jvertinimu. Tad §io darbo tyrimy sritis yra Markovo tipo optimizavimo algoritmy teorijos
bei ekstremaliyjy reikSmiy teorijos sankirtoje, apimanti stochastinés bei euristinés paieskos
algoritmus, Siy algoritmy konvergavimo jvairiose optimizavimo uzdaviniy klasése analizg bei
optimizavimo metu gauty tikslo funkcijos reik§miy poziciniy statistiky skirstiniy statistinés analizés

metodus.

1.2. PROBLEMOS AKTUALUMAS

[vairiems optimizavimo uzdaviniams spresti pladiai taikomi stochastiniai metodai. Siy metody
pritaikomuma lemia jy paprastumas, universalumas bei robastiSkumas. Daugelj stochastiniy metody
galima aprasyti Markovo tipo algoritmais. Stochastiniai Markovo tipo optimizavimo algoritmai
vaizduojami Markovo grandinémis, kur tikimybé pereiti | nauja taSka priklauso tik nuo pries tai
buvusio tagko ir funkcijos reik§meés tame taske. Siy algoritmy klasé yra pakankamai plati, apimanti
daug Zinomy atsitiktinés paieskos algoritmy, tokiy kaip stochastiné aproksimacija, modeliuojamojo
atkaitinimo algoritmas (Simulated Annealing), atsitiktinés paieskos algoritmas (Rastrigin) ir kt.

Stochastinés paieSkos algoritmy taikymas realaus turinio uzdaviniams spregsti reikalauja
patikimy bei universaliy priemoniy, leidZianciy jvertinti gauto sprendinio optimaluma po baigtinio
iteracijy skaiCiaus, t. y. jo artimuma optimaliam sprendiniui, bei sudaryti taisykles iteraciniam
procesui stabdyti, kai gautas sprendinys yra gana arti optimalaus tasko arba kai tikslo funkcijos
reikSmés pageré¢jimas yra mazai tikétinas. Markovo tipo algoritmy konvergavimas yra gerai iStirtas
kai algoritmo iteracijuy skaiCius be galo did¢ja. Taciau rezultatai apie metodo elgesi, kai zingsniy
skaiCius be galo did¢ja, ne visada teikia pakankamai informacijos priimti sprendima po baigtinio
optimizavimo algoritmo zingsniy skaiCiaus. Priimant sprendima apie uzdavinio sprendinio
optimaluma, reikia atsizvelgti { tai, kad informacija, gauta stochastinés paieskos metu, yra
atsitiktiné. Todél toks sprendimas gali biiti priimamas statistiniais-tikimybiniais metodais

apdorojant informacija, gauta optimizavimo metu, o tokiu biidu gautos iS§vados yra patikimos tik su
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tam tikra tikimybe.

Nagrinésime optimumo paieSkos algoritmus, kai pagrindiné informacija, naudojama algoritmo
zingsniams konstruoti, yra funkcijos reikSmés, apskaiCiuotos optimizavimo metu tam tikruose
taskuose. Placia tokiy algoritmy klasg, kai algoritmo zingsniai yra konstruojami, pasinaudojant
tiktai Siomis reikSmémis, sudaro begradientiniai algoritmai. Nors bandymai pasinaudoti informacija
apie funkcijos reikSmes, gautas optimizavimo metu, algoritmo optimalumui jvertinti yra zinomi jau
seniai, taciau taikomuyjy stochastinés paieskos algoritmy stabdymo taisykliy kiirimas reikalauja
detalesniy tyrimy. Todél sprendinio optimalumo analizé ekstremumo paieSkos algoritmuose,
pasinaudojant informacija, gauta optimizavimo metu, yra aktuali praktiné ir teoriné problema. Sios

problemos sprendimas yra ypac¢ aktualus kuriant begradientinio optimizavimo metodus.

1.3. TYRIMU OBJEKTAS

Disertacijos tyrimy objektas yra Markovo tipo begradientiniai (derivative-free) stochastinés
paieskos algoritmai diferencijuojamu ir nediferencijuojamy funkciju klasése, poziciniuy statistiky
taikymas sprendinio optimalumo analizei ekstremumo paieskos algoritmuose tirti bei ekstremaliyjy

reikSmiy skirstiniy parametry vertinimo metodai.

1.4. TYRIMU TIKSLAS IR UZDAVINIAI

Sprendimy apie gauto sprendinio optimaluma analizé yra susijusi su taikomo optimizavimo
metodo konvergavimo fakto bei konvergavimo grei¢io nustatymu bei tyrimu. Daugumos
stochastinés paieskos algoritmy konvergavimas yra iStirtas ir nustatytos salygos, kai algoritmas
konverguoja. Kai kuriems stochastinio optimizavimo algoritmams yra jvertintas konvergavimo
greitis bei jrodytas asimptotinis konvergavimas { Gauso désnj. TaCiau begradientinés stochastinés
paieskos algoritmai dar néra pakankamai detaliai iStirti, nors taikomiesiems uzdaviniams spresti jie
yra taikomi gana daznai. Bene placiausiai Zinoma ir geriausiai iStirta stochastiniy optimizavimo
algoritmy, aprasomy Markovo grandine, klas¢ sudaro jvairios stochastinés aproksimacijos
modifikacijos. Pastaruoju metu literatiroje daug démesio yra skiriama modeliuojamojo pokycio
stochastinés aproksimacijos (SPSA) metodams, kadangi $iy metody zingsniams konstruoti pakanka
zinoti tik viena arba kelias tikslo funkcijos reikSmes. Taciau S§io metodo taikymas
nediferencijuojamoms funkcijoms optimizuoti taip pat néra pakankamai gerai iStirtas, Sio metodo
taikyma riboja tam tikros iSankstinés teorinés prielaidos.

Funkcijos reikSmiy, gauty optimizavimo metu, taikymas sprendinio optimalumo analizei
remiasi geriausiy pasiekty tikslo funkcijos reikSmiy skirstinio aproksimavimu ekstremaliyjy
reikSmiy skirstiniu. Funkcijos reikSmiy, gauty optimizavimo metu, ekstremaliyju reikSmiy bei

poziciniy statistiky savybés yra teoriSkai beveik neistirtos. Teoriniai optimaliy sprendimy priémimo
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modeliai yra labai sudétingi ir reikalauja kompleksinio algoritmo konvergavimo salyguy,

konvergavimo greicio, konvergavimo i asimptotini désni, ribiniy ekstremaliyjy reikSmiy skirstiniy

ir pan. tyrimo. Kadangi optimaliy sprendimy priémimo algoritmy teoriné analizé yra sudétinga,

kompiuterinis modeliavimas lieka svarbiu tyrimo metodu, leidzianCiu patikrinti ir iStirti hipotezes,

keliamas sprendZiant minéta problema.

Sio darbo tikslas sudaryti metodus bei algoritmus optimaliems sprendimams priimti po baigtinio

stochastinés aproksimacijos iteraciju skaiciaus, taikant pozicines statistikas, gautas optimizavimo

metu, bei apibendrinti gautus rezultatus kitiems atsitiktinés paieSkos Markovo tipo algoritmames.

Norint pasiekti §j tiksla, reikéjo i$spresti tokius uzdavinius:

Suformuluoti ir iStirti modeliuojamojo pokycio stochastinés aproksimacijos algoritmus su
Lipsico suglodinimo operatoriumi;

Irodyti Siy algoritmy konvergavima bei nustatyti konvergavimo salygas nediferencijuojamy
funkcijy klaséje;

Nustatyti $iy algoritmy konvergavimo greiti nediferencijuojamy funkcijy klaséje;
Kompiuterinio modeliavimo buidu istirti sudaryto SPSA algoritmo konvergavimo greitj ir
palyginti su teoriniais rezultatais;

Palyginti sudaryta SPSA algoritma su kitais stochastinés paieskos algoritmais;
Pasinaudojant tikslo funkcijos reikSmiy, gauty optimizavimo metu, pozicinémis
statistikomis, sudaryti minimalios reik§més ir jos pasikliautinojo intervalo tiesinius {vercius,
priklausancius nuo ekstremaliyjuy reikSmiy skirstinio formos parametro, nustatomo pagal
funkcijos homogeniskumo ekstremumo aplinkoje rodikl;

Sudaryti minimalios reikSmés ir jos pasikliautinojo intervalo tiesinius jvercius,
priklausan¢ius nuo ekstremaliyjy reikSmiy skirstinio formos parametro, jvertinamo
maksimalaus tikétinumo bei analitiniais metodais;

Kompiuterinio modeliavimo metodu istirti Siy iver¢iy tinkamuma ijvairiy stochastinés
paieskos algoritmy optimalumo salygoms tirti, panaudojant jvairias testines funkcijas;
Algoritmui stabdyti sudaryti taisyklg — algoritmas stabdomas, kai pasikliautinasis intervalas
tampa mazesnis uz tam tikra i§ anksto nustatyta reikSme;

Pritaikyti gautus rezultatus uzdaviniams praktikoje spresti (opciono kainai modeliuoti ir t.t.).

1.5. MOKSLINIS NAUJUMAS

Darbe gauti Sie nauji rezultatai:

- Sudarytas SPSA algoritmas su LipSico suglodinimo operatoriumi nediferencijuojamo

optimizavimo uzdaviniams spresti;
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- Nustatytos sudaryto algoritmo konvergavimo salygos LipSico funkcijy klaséje;

- Nustatytas teorinis sudaryto algoritmo konvergavimo greitis LipSico funkcijy klasé¢je;

- Kompiuterinio modeliavimo biidu iStirtas {vairiy stochastinés aproksimacijos algoritmy
konvergavimo greitis;

- Pasitlyti tikslo funkcijos minimalios reikSmes ir jos pasikliautinojo intervalo tiesiniai jverciai,
pritaikant funkcijos reikSmiy, gauty optimizavimo metu, pozicines statistikas, darant prielaida
apie ju pasiskirstyma pagal ekstremaliyjy reikSmiy skirsting W(x, a,c, A);

- Pasitilyta minimalios reikSmés ir jos pasikliautinojo intervalo tiesiniy jver¢iy koeficientus
skaiCiuoti, kai ekstremaliyju reikSmiy skirstinio formos parametras « nustatomas pagal
funkcijos homogeniSkumo rodiklj ekstremumo aplinkoje arba jvertinamas statistiniais metodais;

- Pasiillytas pagerintas analitinis metodas ekstremaliyjy reikSmiy skirstinio formos parametrui
ivertinti, kuris kompiuterinio modeliavimo buidu palygintas su kitais jverciais;

- Atlikti skaiCiuojamieji eksperimentai su {vairiomis testinémis funkcijomis pasiilytiems
iveriams tirti, kuriy rezultatai neprieStarauja hipotezei apie funkcijos reikSmiy, gauty
optimizavimo metu, pasiskirstyma pagal ekstremaliyjy reikSmiuy skirstinj;

- Nustatyta, kad tikslo funkcijos minimalia reikSmg bei jos pasikliautingji intervala galima
aproksimuoti pasitlytais {verciais;

- Kompiuterinio modeliavimo metodu, panaudojant jvairias testines funkcijas, iStirtas $iy jverciy
tinkamumas keliy Markovo tipo stochastinés paieSkos algoritmy optimalumo salygoms tirti;

- Skai¢iuojamojo eksperimento metu irodytas pasikliautinojo intervalo mazéjimas didéjant
optimizavimo algoritmo iteraciju skaiCiui, kuriuo remiantis pasitilyta algoritmo stabdymo
taisyklé — algoritmas stabdomas, kai pasikliautinojo intervalo plotis tampa maZesnis uz tam tikra

i$ anksto nustatyta reikSme.

1.6. PRAKTINE DARBO REIKSME

- Sudaryti algoritmai bei programiné jranga nediferencijuojamo optimizavimo uzdaviniams
spresti SPSA su LipSico suglodinimo operatoriumi (SPSAL), SPSA su tolygiai pasiskirs¢iusiu
suglodinimo operatoriumi (SPSAU), baigtiniy skirtumy stochastinés aproksimacijos (FDSA),
modeliuojamojo atkaitinimo (SA) metodais;

- Sudaryta testiniy uzdaviniy biblioteka stochastinés paieskos algoritmams testuoti;

- Sudaryti algoritmai bei programin¢ iranga stochastiniy Markovo tipo optimizavimo algoritmy
konvergavimui bei optimaliy sprendimy priémimo taisykléms tirti Monte - Karlo metodu;

- Sudaryti algoritmai bei programiné jranga stochastiniy Markovo tipo optimizavimo algoritmu

stabdymo taisyklei realizuoti;
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- Sudaryta programiné jranga yra realizuota programiniy sistemy MathCad, C++, PASCAL,

MPICC priemonémis nuosekliy ir lygiagreciy skai¢iavimy kompiuteriams;

- Sudaryta programing¢ {ranga ir algoritmai yra pritaikyti taikomiesiems uzdaviniams spresti:

= Heston’o stochastinio volatiliSkumo modeliui kalibruoti;
* tankerio pertvary svoriui optimizuoti;
* iSeminio insulto sri¢iy kompiuterinés tomografijos vaizduy automatinio atpazinimo

sistemoms optimizuoti.

1.7. DARBO REZULTATU APROBAVIMAS

Tyrimy rezultatai buvo pristatyti ir aptarti Siose nacionalinése ir tarptautinése konferencijose:

1.

Application of Order Statistics to Stopping of Stochastic Search. XXI EURO Summer
Institute “Stochastic and Heuristic Methods in Optimization”. Liepos 25 — rugpjucio 7 d.,
2003, Neringa, Lietuva.

Vienalaikio trikdzio stochastinés aproksimacijos konvergavimas LipSico funkcijoms.
Lietuvos matematiky draugijos XLV konferencija. Birzelio 27-28 d., 2004, Kaunas, Lietuva.
Application of Order Statistics to Simultaneous Perturbation Stochastic Approximation.
Workshop on Challenges of Continuous Optimization in Theory and Applications. Liepos 2-
4 d., 2004, Rodos, Graikija.

Order Statistics for Testing Optimality in Stochastic Optimization. 7" International
Conference “Computer data analysis and modeling”. Rugséjo 6-10 d., 2004, Minskas,
Baltarusija.

Modeliuojamojo pokycio stochastinés aproksimacijos algoritmo konvergavimo greicio
tyrimas. ,,/nformacinés technologijos-2005 “ (moksliné-teminé konferencija). Sausio 26-27
d., 2005, Kaunas, Lietuva.

Order Statistics for Optimality Testing in Stochastic Approximation. 55th Session of the
International Statistical Institute (ISI). Balandzio 5-12 d., 2005, Sidnéjus, Australija.
Optimality Testing in Stochastic and Heuristic Algorithms. Workshop of European Chapter
on Metaheuristics “Metaheuristics and Large Scale Optimization”. Geguzés 19-21 d., 2005,
Vilnius, Lietuva.

Poziciniy statistiky taikymas modeliuojamojo pokycio stochastinés aproksimacijos
algoritmo optimalumo tyrimui. ,, Kompiuterininky dienos-2005". Rugséjo 15-17 d., 2005,
Klaipeda, Lietuva.

Application of Stochastic Approximation in Technical Design. INYS workshop ,, Optimal
Design of Technological Processes . Vasario 15-17 d., 2006, Vilnius, Lietuva.
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10. Application of Order Statistics to Terminate the Heston Model Calibration Procedure. The
26™ Conference on Applied Statistics in Ireland (CASI 2006). Geguzés 17-19 d., 2006,
Kilarnei, Airija.

11. Three Parameter Estimation of the Weibul Distribution in Termination of Stochastic
Algorithms. 9" International Vilnius Conference on Probability Theory and Mathematical
Statistics. Birzelio 25-30 d., 2006, Vilnius, Lietuva.

12. Application of Stochastic Approximation to Nondifferentiable Optimization. Workshop on
Advances in Continuous Optimization. Birzelio 30 — liepos 1 d., 2006, Reikjavikas,
Islandija.

13. Optimality Testing in Stochastic Algorithms. 21* European Conference on Operational
Research (EURO XXI ). Liepos 2-5 d., 2006, Reikjavikas, Islandija.

14. Skai¢iuojamyjy stochastiniy Markovo algoritmuy tyrimas, taikant lygiagreciyju skaic¢iavimy
metodus. Lietuvos jaunyjy mokslininky konferencija “Operacijy tyrimas ir taikymai”.
Geguzés 18 d., 2007, Vilnius, Lietuva.

15. Three Parameter Estimation of the Weibul Distribution by Order Statistics of Noncensored
Sample. 2™ International Conference on Applied Stochastic Models and Data
Analysis (ASMDA 2007). Geguzés 29 — birzelio 1 d., 2007, Chania, Kreta, Graikija.

16. Parallel Stochastic Algorithms for Large Scale Derivative-Free Optimization. 2™
Conference on Optimization Methods & Software and 6" EUROPT Workshop on Advances
in Continuous Optimization. Liepos 4-7 d., 2007, Praha, Cekija.

17. Optimal Design by Stochastic Approximation. 22" European Conference on Operational

Research (EURO XXII). Liepos 8-11 d., 2007, Praha, Cekija.

1.8. DARBO REZULTATU PUBLIKAVIMAS

Tyrimo rezultatai publikuoti Siuose moksliniuose leidiniuose:

Uzsienio mokslo leidiniuose, jtrauktuose | Mokslinés informacijos instituto pagrindiniy Zurnaly
sqrasq:

1. Bartkute V., Sakalauskas L. Simultaneous Perturbation Stochastic Approximation for
Nonsmooth Functions. European Journal on Operational Research. Vol.181, No. 3, 2007,
p.1174-1188 (ISSN 0377-2217).

Tarptautiniy konferencijy darbuose, jtrauktuose { Mokslinés informacijos instituto sqrasq.

1. Bartkuté V., Sakalauskas L. Application of Stochastic Approximation in Technical Design.
/I Series on Computers and Operations Research. Vol. 7. Computer Aided Methods in
Optimal Design and Operations, 2006, p. 29-38. (ISBN 981-256-909-X)

Recenzuojamuose Lietuvos ir uzsienio leidiniuose:
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. Barkuté V., Sakalauskas L. Vienalaikio trikdZio stochastinés aproksimacijos konvergavimas

Lipsico funkcijy klaséje. // Liet. matemat. rink. T. 44, spec.nr., 2004, p. 603-608. (ISSN
0132-2818)

Bartkut¢ V., Sakalauskas L. Poziciniy statistiky taikymas optimalumo tyrimui. //
Matematika ir matematinis modeliavimas. Nr.1, 2005, p. 15-19. (ISSN 1822 —2757)
Bartkuté V., Sakalauskas L. Poziciniy statistiky taikymas tiriant modeliuojamojo pokycio
stochastinés aproksimacijos algoritmo optimaluma. // Informacijos mokslai. T. 34, 2005, p.
136-141. (ISSN 1392-0561)

Bartkut¢ V., Sakalauskas L., Felinskas G. Optimality Testing in Stochastic and Heuristic
Algorithms. // Technological and economic development of economy. Vol. XII , Nr.1, 2006,
p.- 4-10. (ISSN 1392-8619)

Bartkuté V., Sakalauskas L. Poziciniy statistiky taikymas stochastinés aproksimacijos
algoritmy optimalumui tirti. // Jaunyjy mokslininky darbai. Nr. 4 (11), 2006, p. 202-210.
(ISSN 1648-8776)

Bartkuté V., Sakalauskas L. Three parameter estimation of the Weibull distribution by order
statistics. // Recent Advances on Stochastic Modeling and Data Analysis. World Scientific,
2007, p. 91-101. (ISBN-13 978-981-270-968-4, ISBN-10 981-270-968-1)

Recenzuojamoje tarptautiniy konferencijy pranesimy medziagoje:

1.

Bartkuté V., Sakalauskas L. Order Statistics for Testing Optimality in Stochastic

Optimization. // Proceedings of 7" International Conference “Computer data analysis and

modeling”. 2004, p. 128-131. (ISBN 985-445-492-4)

Konferencijy pranesimy medziagoje:

1.

Bartkuté V., Sakalauskas L. Modeliuojamojo pokycio stochastinés aproksimacijos algoritmo
konvergavimo greiCio tyrimas. // Konferencijos , Informacinés tecnnologijos 2005
pranesimy medziaga. 2005, Kaunas, Lietuva, p. 415-425.

Bartkut¢ V. Application of Order Statistics to Terminate the Heston Model Calibration
Procedure. // Proceedings of the 26th Conference on Applied Statistics in Ireland. May 17-
19 d., 2006, Killarney, Ireland, p. 69-70.

Parengti ir priimti straipsniai:

1.

Grigaitis D., Bartkuté V., Sakalauskas L. An Optimization of System for Automatic
Recognition of Ischemic Stroke Areas in Computed Tomography Images. // Informatica,

2008, No. 1 (priimtas).

1.9. DISERTACIJOS STRUKTURA
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Disertacija sudaro 7 skyriai, literatiiros sarasas ir priedai.

1-asis skyrius yra jvadinis. Jame pateikiama disertacijos tyrimy sritis, problemos aktualumas,
tyrimy objektas, tyrimy tikslas ir uzdaviniai, mokslinis naujumas, praktin¢ darbo reikSmé bei darbo
rezultaty aprobavimas ir publikavimas.

2-ajame skyriuje pateikiamas Markovo tipo (markoviniy) stochastiniy ir euristiniy algoritmy
analitinis tyrimas bei iS§sami optimizavimo algoritmy apzvalga. Atsizvelgiant { tikslo funkcijos
apibrézimo srities pobudi ir i tikslo funkcijos diferencijavimo galimybes, iSskiriamos optimizavimo
uzdaviniy klasés. Aptariamas labai svarbus optimizavimo algoritmo kirimo etapas - stabdymo
taisyklés sudarymas, apZvelgiamos {vairios algoritmo stabdymo salygos. Toliau Siame skyriuje
pateikiama bendra Markovo tipo algoritmy schema, pristatomi gerai Zinomi §io tipo stochastinés
paieskos algoritmai (stochastinés aproksimacijos bei modeliuojamojo atkaitinimo algoritmai).
Pateikiama Markovo tipo algoritmy taikymo nediferencijuojamoms funkcijoms optimizuoti
apzvalga bei Siy algoritmy stabdymo problema.

3-asis skyrius yra skirtas begradientiniams stochastinio optimizavimo metodams sudaryti bei tirti.
Siame skyriuje yra i$nagrinéti SPSA algoritmai Lipsico funkcijy, skai¢iuojamy be triukimo, klaséje
kai modeliuojamas pokytis yra absoliuciai tolydus ir apraSomas tankio funkcija, tenkinancia LipSico
salyga. Nustatytos ir irodytos $iy algoritmy konvergavimo salygos bei nustatytas konvergavimo

greitis: Eka e :0(;—ﬂ ), kai 1< p<2. Kadangi optimizavimo algoritmams LipSico funkcijy

klas¢je kurti yra taikomas funkcijos suglodinimas, tai Siame skyriuje yra aprasomas LipSico
funkcijy stochastinis diferencijavimas, t. y. gradienty aproksimavimas ju stochastiniais {verciais, o
tai sudaro salygas sukurti metodus, kur nebiitina skaiciuoti gradienty. Atsizvelgiant i stochastinio
gradiento jvertinimo biida, pateikiami ir tarpusavyje palyginami trys skirtingi algoritmai: SPSA
algoritmas su LipSico suglodinimo operatoriumi, SPSA algoritmas su tolygiai pasiskirsciusiu
suglodinimo operatoriumi ir baigtiniy skirtumy stochastinés aproksimacijos algoritmas. Skyriaus
pabaigoje pateikiami Siy algoritmy konvergavimo grei¢io Monte-Karlo empiriniai maziausiy
kvadraty jverciai, patvirtinantys teorinius rezultatus.

4-ajame skyriuje nagrin¢jamas Markovo tipo algoritmy optimizavimo seky poziciniy statistiky
taikymas optimizuojamos funkcijos minimaliai reik§mei bei jos pasikliautinajam intervalui jvertinti,
kai iteracijy skaiCius yra baigtinis. Pasiiilyti tikslo funkcijos minimalios reikSmés bei Sios reikSmes
pasikliautinojo intervalo jver¢iai yra gana paprasti ir priklauso tik nuo vieno parametro -
ekstremaliyjy reik§miy skirstinio formos parametro. Siame skyriuje nagrinéjamas atvejis, kai
ekstremaliyjy reikSmiy skirstinio formos parametras yra zinomas ir nustatomas pasinaudojant
funkcijos homogeniskumu ekstremumo aplinkoje. Skyriaus pabaigoje pateikiami kompiuterinio
skai¢iuojamojo eksperimento metu gauti Siy jverciy tyrimo Monte-Karlo metodu rezultatai, kai
tvairios testinés funkcijos daug karty minimizuojamos keliais Markovo tipo algoritmais (SPSAL,
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SPSAU, FDSA). Gauti rezultatai neprieStarauja prielaidai apie funkcijos reikSmiy, gauty
optimizavimo metu, pasiskirstyma pagal ekstremaliyjy reikSmiy skirstini. ApraSyti rezultatai rodo,
kad stochastinés aproksimacijos algoritmams stabdyti galime ivesti taisykle, t. y. algoritmas yra
stabdomas, kai pasikliautinojo intervalo plotis tampa mazesnis uz tam tikra i$ anksto uzsiduota
reikSme >0 .

S5-ajame skyriuje nagrin¢jamas atvejis, kai ekstremaliyjy reikSmiy skirstinio formos parametras,
reikalingas tikslo funkcijos minimalios reikSmés bei jos pasikliautinojo intervalo iverCiams gauti,
yra jvertinamas statistiniais metodais. Tuo tikslu iSsamiai iSnagrinétas Veibulo skirstinio trijy
parametry vertinimas. Pateikiami Sio skirstinio parametry maksimalaus tikétinumo bei analitiniai
tverciai. Suformuluotos ir jrodytos maksimalaus tikétinumo ivercio egzistavimo salygos bei
nustatytas Sio jverCio lokalizavimo intervalas, suformuluotos ir irodytos analitinio jvercio
egzistavimo salygos bei jrodytas analitinio jvertinimo algoritmo konvergavimas | Veibulo skirstinio
formos parametro jvertj tiesiniu greiciu. Pateikiami kompiuterinio modeliavimo biidu gauti sukurty
Veibulo skirstinio trijy parametry vertinimo algoritmy efektyvumo tyrimo Monte-Karlo metodu
rezultatai. Sudaryti ekstremaliyjy reikSmiy skirstinio formos parametro jverciai pritaikyti tikslo
funkcijos minimalios reikSmés jverciui bei jos pasikliautinajam intervalui gauti.

6-ajame skyriuje apraSoma sudaryty stochastiniy nediferencijuojamo optimizavimo algoritmy
programinei realizacijai, testavimui bei taikomiesiems uzdaviniams sprgsti naudojama techniné bei
programiné jranga. Siame skyriuje apraSomas skaiiuojamasis eksperimentas konvergavimo
greiciui bei algoritmy stabdymo taisyklei tirti, naudojant lygiagreCiyju skaiCiavimy klasterj, bei
pateikiami jo rezultatai. Sio klasterio panaudojima lémé nagrinéjamy ir taikomy stochastinés
aproksimacijos metody létas konvergavimas, reikalaujantis labai didelio iteraciju skai¢iaus, kartu ir
ilgo sprendimo laiko, reikalingo didelio matavimo uzdaviniams iSspresti. Skyriaus pabaigoje
pateikiamas disertacijoje apraSytu algoritmy taikymas praktiniams uzdaviniams spresti (Heston’o
stochastinio volatiliSkumo modeliui kalibruoti, tankerio pertvary svoriui optimizuoti bei iSeminio
insulto sri¢iy kompiuterinés tomografijos vaizdy automatinio atpazinimo sistemoms optimizuoti).
7-ajame skyriuje pateikiami tyrimo ,,Poziciniy statistiky taikymas optimalumo analizei ekstremumo

paieskos algoritmuose* rezultatai ir iSvados.
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2 MARKOVO TIPO STOCHASTINIU IR EURISTINIU ALGORITMU
e ANALITINIS TYRIMAS

2.1. [VADAS

Intensyvus kompiuteriy tobulinimas ir plitimas sudaro salygas taikyti optimizavimo metodus
ivairiose praktinés veiklos srityse siekiant maksimalaus (minimalaus) ekonominio ar kitokio efekto.
Optimizavimo metodika daznai taikoma ir aviacijoje, tobulinant raketas ar léktuvus, ir medicinoje,
ieSkant geriausiy diagnostiniy sprendimy, ir transporte, vystant kuo efektyvesnes tvarkara$ciy
sudarymo strategijas, ir finansuose, priimant kuo pelningesnius investavimo sprendimus, ir
daugelyje kity sriciy, kuriose susiduriame su sudétingomis problemomis. Daugelis gamybos
planavimo ir ekonominiy uzdaviniy yra susij¢ su riboto kiekio istekliu (zaliavy, darbo jégos,
energijos, kuro ir kt.) paskirstymu. Daznai turimus iSteklius galima paskirstyti ir panaudoti ne
vienu, o keliais ar daugeliu biidu. Tokiems uzdaviniams sprgsti taikomi jvairlis optimizavimo
metodai.

Sudarant algoritmus, realizuojancius optimizavimo metodus, daznai daroma prielaida, kad bet
kuriame optimizuojamos funkcijos apibrézimo srities taske galima apskaiciuoti funkcijos reikSme
arba jos gradienta. Siame darbe apsiribosime daznai praktikoje pasitaikanéiu atveju, kai
optimizavimo metu galime apskaiciuoti tiktai funkcijos reikSmes tam tikruose taskuose. Tuomet
algoritmo Zingsniams konstruoti yra pasinaudojama informacija apie jau apskaiciuotas funkcijos
reikSmes. Tokia optimizavimo schema geriausiai galima apraSyti Markovo tipo (Markoviniais)
algoritmais (OKurnsBckuii & YKummnckac (1991)). Markovo tipo atsitiktinés paieSkos algoritmai
apraSomi Markovo grandine, kur tikimybé pereiti i nauja taska priklauso tik nuo prie$ tai buvusio
tasko ir funkcijos reikSmés tame taSke.

Markoviniai algoritmai yra pladiai taikomi nediferencijuojamoms funkcijoms optimizuoti. Siai
algoritmy klasei priklauso labai daug gerai Zinomy atsitiktinés paieskos algoritmy, tokiy kaip:
stochastinés aproksimacijos (Robins & Monro (1951), Kiefer & Wolfowitz (1952), Dvoretzky
(1956), EpmonbeB (1976), Kushner & Yin (2003)), modeliuojamojo atkaitinimo (Simulated
Annealing) (Metropolis et al. (1953), Yang (2000)), atsitiktinés paieskos (Pactpurun (1968),
Ravindran et al. (2006)) ir kt. algoritmai.

2.2. OPTIMIZAVIMO ALGORITMAI IR JU SUDETINGUMAS

2.2.1. Optimizavimo uZdaviniy klasés
Optimizavimo uzdavini nusako skaliarin¢ funkcija f:X — R ir leistinyjy sprendiniy aibé

Dc X, ¢ia X yrametrinés erdvés poaibis. Optimizavimo uZdavinys gali biiti minimizavimo arba
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maksimizavimo. SprendZiant minimizavimo (maksimizavimo) uzdavini reikia rasti bent viena
leistinyju sprendiniy aibés elementa x*e D, toki, kad f(x*)< f(x) ( f (x *) > f (x)) , VxeD.Beto
maksimizavimo uzdaviniai yra gaunami i§ minimizavimo uzdaviniy vietoj funkcijos f (x) imant
— f(x), o tai reiskia, kad jei funkcija f(x) taske x* igyja maZiausia reikime aibéje D, tai funkcija
-f (x) tame paciame taske igyja didZiausia reikSme¢ toje aibgje. Leistinyjy sprendiniy aibé daznai

gi(x)<0,1<i<k

2(x)=0,k+1< j<m Funkeija f(x) yra

nusakoma nelygybiniy ir lygybiniy ribojimy sistema: {
vadinama tikslo funkcija, o g;(x) - ribojimy funkcijomis.

Bendru atveju optimizavimo (minimizavimo) uzdavinj Zymésime taip:

flx)— fﬂ) .1)

¢ia f:D—>R yra skaliariné, aprézta i§ apacios funkcija, min f(x)= f(x*): A> -0, ‘x*‘ <.
xeD

Laikysime, kad bet kuriame apibrézimo srities D taSke galima apskaiciuoti funkcijos reikSme
(atskiru atveju su atsitiktine arba determinuota paklaida) per baigtinj laika ir sunaudojant baigtinius
resursus. Sprendziant minimizavimo uZzdavini, gautas sprendinys x* vadinamas lokalaus

minimumo taku, jei egzistuoja tokia tasko x* aplinka S(x*), kad f(x*)< f(x), x € S(x*), o jei

f (x *)S f (x), xeR", tai gautas sprendinys x* yra vadinamas globaliuoju sprendiniu. Todél,
ieSkant uzdavinio globaliojo sprendinio, daug informacijos galima gauti nustatant uzdavinio
lokaliuosius ekstremumus. O be to globalusis ekstremumas visada yra ir lokalusis.

Disertacijoje daugiausia démesio yra skiriama lokalaus optimizavimo uzdaviniams, iSskyrus
kelis atvejus, kai nagrinéjamos daugiaekstremaliosios funkcijos ir tiriami jy globaltis ekstremumai.

Optimizuojamos funkcijos lokalaus sprendinio radimas daznai yra paprastesnis nei globalaus.
Lokaliajam ekstremumui nustatyti paprastai pakanka kompiuterio laiko bei kitokiy resursy, kurie
kinta polinomiskai nuo uzdavinio matavimo skaiciaus. Taciau daugelyje diskretaus optimizavimo
uzdaviniy globaliajam sprendiniui rasti tenka perrinkti visus galimus variantus, tuo paciu daugelyje
tolydaus optimizavimo uzdaviniy globaliajam sprendiniui rasti tenka perrinkti visus lokaliuosius
ekstremumus, o tai gali pareikalauti didesnio kompiuterio laiko, kintancio eksponentiSkai,
atsizvelgiant { uzdavinio matavimo skaiciy .

Pagal tikslo funkcijos apibrézimo srities pobiidi optimizavimo uzdaviniai yra skirstomi i
diskreciojo (sveikaskaicio, kombinatorinio) arba tolydziojo optimizavimo uzdavinius.

Pagal tikslo funkcijos diferencijuojamuma yra iSskiriami diferencijuojamojo ir
nediferencijuojamojo optimizavimo uzdaviniai.

Ivairios optimizuojamy funkcijy klasés gali biiti jvedamos pasinaudojus LipSico salyga. Yra
sakoma, kad funkcija tenkina LipSico salyga su konstanta K rodikliu ¢, jei
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/()= £ (2) < Kl =527 (2.2)
L, pazymésime funkcijy, tenkinanéiy LipSico salyga su rodikliu g, aibg. Jei ¢ >2, tai funkcija
yra diferencijuojama.
Siame darbe daugiausia démesio skirsime tolydZiojo optimizavimo uzdaviniams, kai apibrézimo
sritis yra daugiamatés Euklido erdvés poaibis arba sutampa su visa erdve, o tikslo funkcija priklauso

nediferencijuojamuyjy funkciju klasei L.

2.2.2 Optimizavimo algoritmai ir metodai

Optimizavimo algoritmu vadinsime algoritma, skirta spresti tam tikros klasés optimizavimo
uzdavinj. Optimizavimo uzdaviniai daZniausiai yra sprendZiami iteraciniu btidu pereinant nuo vieno

funkcijos tasko prie kito. Tokio algoritmo veikimo rezultatas yra taSky
xl, X2, x! (2.3)

bei funkcijos reikSmiy, apskaiciuoty tuose taskuose,

f(xl) f(xz)..., f(x’ ) (2.4)

sekos.

Toks taisykliy arba komandy rinkinys, kuris sprendzia optimizavimo uZdavinj per begalini
zingsniy skaiiy yra vadinamas skaiciuojamuoju metodu (Kleene (1952), Knuth (1973)).
Skai¢iuojamojo metodo veikimo rezultatas yra begalinés taskuy bei funkcijos reikSmiy tuose
taSkuose sekos. Jei skaiiuojamuoju metodu kuriama seka artéja | uzdavinio sprendini

lim x' —x*

t—o0

=0, tai sakoma, kad metodas yra konverguojantis.

Optimizavimo algoritmai yra kuriami konverguojan¢iy metody pagrindu. Paverciant
skai¢iuojamaji metoda optimizavimo algoritmu, tenka spr¢sti dvejopo tipo problemas:

- ivertinti gauto sprendinio atstuma nuo optimalaus, sustabdzius algoritma bet kuriame
zingsnyje;

- parinkti algoritmo stabdymo taisykle, leidZiancia gauti sprendini nustatytu tikslumu.

Determinuoto skaiciuojamojo metodo sudétingumq (Garey & Johnson (1979)) nusako operaciju
skaiCius arba sprendimo laikas, reikalingas uzdaviniui iSspresti nustatytu tikslumu. Stochastinio
algoritmo sudétingumas yra nusakomas arba vidutiniu zingsniy skai¢iumi, reikalingu uzdaviniui
1Sspresti - nustatytu tikslumu, arba tikimybe, kad uzdavinys bus iSsprestas nustatytu tikslumu po
kurio nors zingsniy skaiciaus. Tikslumo kriterijus ir optimizavimo algoritmo stabdymo taisykles

aptarsime 2.2.3 skyrelyje.
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Atsizvelgiant 1 optimizavimo uzdaviniy klase, algoritmai skirstomi i diskre¢iojo optimizavimo
(Kouvelis (1997)) arba tolydziojo optimizavimo su ribojimais arba be ju, tiesini arba netiesini
programavima ir pan. Atsizvelgiant { sprendimo schema, algoritmai btina determinuoti arba
stochastiniai, lokaliosios (gradientiniai metodai, stochastiné¢ aproksimacija) arba globaliosios
paieskos (modeliuojamojo atkaitinimo, genetiniai algoritmai) ir pan. Pav. I pateikta vieSai priimta
optimizavimo algoritmy klasifikacija (NEOS Guide (http://www.ece.northwestern.edu/OTC)) pagal
sprendziamy uzdaviniy klasés pobiidi bei ju sprendimo schema. Atsizvelgiant i tai, kad kai kuriose
taikymo srityse, ypa¢ ekonomikoje, tenka optimizuoti neapibréztumo salygomis, Siuos
neapibréZtumus {jvertinant tikimybiy teorijos savokomis bei sprendZiamo uZdavinio leistinajai
sri¢iai esant nebiitinai baigtinei, $i schema papildoma stochastinio programavimo algoritmais,

taikomais tolydaus optimizavimo be ribojimuy bei globalaus optimizavimo uzdaviniams spresti.

QTMZAV[MD ALGGRITMD

/ \\
TOLYDAUS OPTIMIZAVIMO DISKRETAUS OPTIMIZAVIMO
Be ribojimy Su ribojimais

Sveikaskaitis
programavimas

Stochastinis programavimas

Pav. 2.1. Optimizavimo algoritmy klasifikacija

2.2.3. Algoritmy stabdymas

Bet kuriam algoritmui turi biti apibrézta stabdymo taisyklé, kuri po tam tikro Zingsniy skaiciaus
leidzia sustabdyti skaiCiavimus. Stabdymo taisyklés sudarymas yra labai svarbus optimizavimo
algoritmo kirimo etapas. Literatiiroje yra skiriamos stabdymo taisyklés ir stabdymo kriterijaus
savokos. Stabdymo kriterijus yra apibréziamas kaip matematiskai tiksliai suformuluota salyga,
kurios iSpildymas reiSkia, kad yra pasiektas optimizavimo tikslas. Stabdymo taisyklé yra

apibréziama kaip optimizavimo algoritmo dalis, besiremianti vienu ar keliais stabdymo kriterijais,
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skirta sustabdyti optimizavimo algoritma (Hutchison & Spall (2005)). Tinkamai sudaryta stabdymo
taisykle turi:

- stabdyti algoritma, kai paklaida yra visiskai maza;

- stabdyti algoritma, kai pasiekto sprendinio pageré¢jimas yra labai mazas;

- stabdyti algoritma, pasiekus nustatyta iteracijy skaiciy.

Stabdymo taisyklé turi biiti siejama su pasiekto sprendinio kokybe. Taikant optimizavimo
algoritmus praktiniams uzdaviniams spresti svarbiausios yra pirmos dvi algoritmo stabdymo
priezastys. Jei algoritmas yra stabdomas tiktai atlikus nustatyta iteracijy skaiciy, tai tokiu atveju yra
labai svarbu jvertinti taSko, gauto po baigtinio iteracijy skaiciaus, kokybe bei jo skirtuma nuo
optimizavimo uzdavinio sprendinio.

Be to, algoritmas taip pat gali biiti sustabdytas, jei:

- nepakanka kompiuteriniy resursy tgsti algoritmo darba;

- algoritmo darbas yra nutraukiamas paties vykdytojo;

- dél kompiuterio ir programinés jrangos klaiduy.

Taska x, gauta po baigtinio skai¢iuojamojo metodo Zingsniu skaiciaus ¢, vadinsime artiniu.
Zingsniy skaiGiui didéjant, skai¢iuojamojo metodo artinys, gautas atskiruose metodo Zingsniuose,
artéja | uzdavinio sprendini. Artinys, gautas sustabdZius skai¢iuojamaji metoda po baigtinio

iteracijy skaiciaus, gali buti lygus uzdavinio sprendiniui tik apytikriai. Artinio skirtumas nuo

uzdavinio sprendinio gali bati apibidinamas arba atstumu ||x’ — x*|, arba tikslo funkcijos reik§miy

skirtumu ‘ f (xt)— 1x *j Diferencijuojamy tikslo funkciju atveju S§is skirtumas gali biti

apibuidinamas gradiento norma.

Norint jvertinti gauto artinio kokybeg, reikia turéti tam tikra iSanksting informacija ir tam tikrus
kriterijus, pagal kuriuos galétume palyginti skirtingus artinius. Skai¢iuojamojo metodo
konvergavimo faktas rodo, kad atlikus pakankamai dideli Zingsniy skaiciy, gautas artinys skirsis
kiek norima mazai nuo tikslaus uzdavinio sprendinio. Tegul &>0 yra i§ anksto nustatytas

skaliarinis dydis, toks, kad jei skirtumas tarp uzdavinio sprendinio ir artinio nevirsija Sio dydZio, tai

uzdavinio sprendinj galima aproksimuoti gautu artiniu x’, jei

t
x  —x*

<g. (2.5)

Optimizavimo uZdaviniuose yra siekiama rasti optimaly taska, todél jis i§ anksto néra Zinomas.
Todél stabdymo taisykles galima sudaryti pasinaudojant optimizavimo metu gautomis taSky arba
tikslo funkcijos reikSmiy tuose taskuose sekomis.

Sudarysime taisykle pasinaudodami Kosi salyga (zr. prieda 1). IS Sios salygos seka, kad bet
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kokiam &>0 galima rasti tokj 7, kad visiems ¢>T,¢>7 yra teisinga ||x' —x?|<¢. I§ &ia

gauname labai paprasta algoritmo stabdymo taisyklg, t. y. algoritmas yra stabdomas, kai pasiekus
tam tikra zingsniy skaiciy ¢ ir atlikus dar papildomai & zingsniy, yra iSpildoma salyga:

x4t x4t | < ¢, visiems 0<i<k, i< j<k. (2.6)

Siuo atveju iSankstiné informacija, reikalinga algoritmo stabdymo taisyklei sukurti, yra
nustatytas tikslumas & bei Zingsniy skaicius k. Praktiniuose algoritmuose daznai yra priimama, kad
k =1, ir algoritmas yra stabdomas, kai dviejy gretimy artiniy skirtumas tampa mazesnis uz nustatyta
reik§mg. Reikia pabréZzti, kad salyga (2.6) seka 1§ algoritmo konvergavimo fakto, taciau atvirkscias
teiginys, jei nelygybé (2.6) teisinga kokiems nors ¢, k ir ¢, tai algoritmas konverguoja, ne visada
yra teisingas. Tod¢l norint taikyti taisykle (2.6) reikia turéti iSanksting informacija apie algoritmo
konvergavimo fakta, kuri dazniausiai yra gaunama teoriniy tyrimy metu.

Jei tikslo funkcija yra tolydiné, tai i§ tasky sekos konvergavimo gaunamas funkcijos reikSmiy,

apskaiciuoty tuose taskuose, sekos konvergavimas: [im ‘ f (xt )— flx *)( =0. PaZymékime f*= f(x*).
t—o0

Tokiu atveju optimalia funkcijos reikSme galima aproksimuoti funkcijos reikSme gautame artinyje,
jei

‘f(xt)—f* <e. 2.7)

Pasinaudojus Kosi salyga galima vesti taisyklg ir algoritma stabdyti, kai yra iSpildoma salyga:
‘f(xq”)—f(xq*f]g visiems 0<i<k, i< j<k.

Jei tikslo funkcija yra diferencijuojama, tai i§ Kuhn-Tucker teoremos (Kuhn & Tucker (1951))
seka, kad optimumo taSke tikslo funkcijos gradientas yra lygus 0. Taigi tokiu atveju turime, kad
gradiento reikSmiy seka, apskai¢iuota taSkuose, gautuose optimizavimo algoritmu, konverguoja i 0.
Todél algoritmas gali buti stabdomas, kai keliuose arba bent viename taSke gradientas tampa
mazesnis uz i$ anksto nustatyta reikSme.

Ivairiems optimizavimo algoritmams stabdyti yra sudaromos kombinuotos stabdymo taisyklés,
kuriose panaudojamos auksciau iSvardintos salygos. Pvz., algoritmas gali biti stabdomas, jei arba
tikslo funkcijos gradientas yra artimas 0, arba funkcijos reikSmés keleta zingsniy i§ eilés kito
nezymiai (Dennis & Shnabel (1996)).

Algoritmo vykdymo metu daug informacijos apie uzdavinio sprendini teikia geriausiy pasiekty
funkcijos reikSmiy seka. Bendru atveju artinio kokybei ivertinti bei stabdymo taisyklei sudaryti gali
biiti naudojama tokia informacija:

- geriausios pasiektos funkcijos reikSmés;

- taSkai, kuriuose yra pasiektos geriausios funkcijos reikSmés;
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- numeriai zingsniy, kuriuose yra pasiekti funkcijos reikSmiy pageréjimai.

Sios informacijos panaudojimas optimizavimo algoritmo stabdymo taisyklei sudaryti yra aktuali
ir mazai iSnagrinéta praktiné bei teorin¢ problema. Aptarsime Sios problemos kai kuriuos bendrus
aspektus.

Tegu optimizavimo metu gautos funkcijos reikSmés yra iSrikiuotos didéjimo tvarka.

Pazymékime tokiu bidu gauta seka: 70, <71, <n2;<..<n:;.

Teiginys 2.1. Jei algoritmu yra gaunama funkcijos reikSmiy seka, konverguojanti | optimalia

reik§mg, tai bet kuriam baigtiniam 4 >0 seka 7, . monotoniSkai konverguoja | optimalig reikSme:

lim ., =f*. (2.8)

{—>0

Sis teiginys seka i§ konverguojanéios sekos bet kurio begalinio posekio konvergavimo i ta pacia

riba.
Sekmuo 2.1. Jei algoritmu yra gaunama konverguojanti funkcijos reikSmiy seka, tai
lim [no; — /%= 0, (2.9)
t—0
lim |y ¢ =10, = 0. (2.10)
t—>00

IS (2.9) seka tokia taisyklé algoritmui stabdyti: algoritmas stabdomas, jei atlikus nustatyta
zingsniy skaiCiy k, pasiekta geriausia funkcijos reikSmé nepasikeité arba geriausios pasiektos
reik§més pokytis buvo maZesnis uz i§ anksto nustatyta reikSme:

10,q+i —no,qﬂ-‘ <eg visiems 0<i<k, i< j<k.

IS (2.10) seka tokia stabdymo taisyklé: algoritmas gali biiti stabdomas, jei tam tikriems 0 < k <¢
ir £ >0 yra teisinga salyga:

e =704 <& - (2.11)

Informacija apie geriausias pasiektas tikslo funkcijos reikSmes gali biti panaudota tikslo
funkcijos optimaliai reikSmei {vertinti bei nustatyti intervala, kuriam S§i reikSmé priklauso.

Pavyzdziui, 1§ sekos 7 kit monotoninio konvergavimo seka toks optimalios reikSmés jvertis:
S*=n0,=Prs ~(77k,t—770,,), (2.12)
Cia By, tam tikras daugiklis.
Intervalas [ Sapat’ fw-rd , kuriam priklauso optimali tikslo funkcijos reikSme, gali buti
[vertinamas panasiai:
Fvirs = Mo, > Japar = Mo,t ~ Tkt '(Uk,; _770,;) . (2.13)
Daugiklis 7, ; 2 B ; 2 0 yra parenkamas atsizvelgiant | sprendziamy uzdaviniy klasg bei pasirinkta
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algoritma.
Zinoma, jei algoritmas yra stochastinis, tai jvertj (2.12) bei intervala (2.13) reikia parinkti
naudojant tikimybinius metodus. Geriausiy funkcijos reikSmiy, pasiekty optimizavimo metu,

taikymai algoritmams stabdyti yra detaliau aptariami 2.3.4 skyrelyje.

2.3. MARKOVO TIPO OPTIMIZAVIMO ALGORITMU ANALITINIS TYRIMAS
2.3.1 Bendra Markovo tipo optimizavimo algoritmy schema

Markovo tipo (markoviniai) atsitiktinés paieSkos algoritmai iSsiskiria paprastumu bei
interpretacijos vaizdumu. Todél Sie algoritmai yra gerai iStirti teoriSkai ir placiai taikomi
optimizavimo uzdaviniams spresti. Markovo tipo algoritmai placiai taikomi globalaus ekstremumo
paieskai, derinant ,lokaliuosius® Zzingsnius (determinuotus arba atsitiktinius) su ,,globaliomis*
procediromis (Kurnssckuit & Kunmuuckac (1991), Horst et al. (2000)). Taikomuoju poziiiriu
svarbu pabrézti, kad Markovo tipo algoritmai gali buti taikomi ir tuomet, kai tikslo funkcija yra
apskai¢iuojama su deterministine arba atsitiktine paklaida. [vairis markoviniai algoritmai yra
nagrin¢jami daugelio autoriy keleta pastaryjuy deSimtmeciy. Daugelis deterministinés ir stochastinés
paieskos algoritmy gali buti laikomi Markovo tipo algoritmais. Pavyzdziui, deterministinés
gradientinés paieSkos (Dennis & Shnabel (1996), Bazaraa et al. (1992)), simplekso metodas
(Dantzig (1963), Nelder & Mead (1965), ) ir kt. gali biiti apraSyti Markovo tipo algoritmais.
Stochastiniy Markovo tipo optimizavimo algoritmy klas¢ yra labai plati ir apima stochastinés
aproksimacijos (Bhatnagar & Kowshik (2005)), modeliuojamojo atkaitinimo (Yang (2000)),
atsitiktinés paieskos ,,bandymuy ir klaidy* metodus ir kt.

Algoritmo kiirimo pradZioje sudaroma algoritmo schema, kurios atskiri Zingsniai gali biti
apra$omi Markovo grandinémis. Si schema turi tenkinti pagrindines algoritmo diskretumo, Zingsniu
elementarumo (lokalumo) bei masiskumo savybes (Dicitinas & Skersys (2003)). Stochastiniuose
algoritmuose baziniy operaciju skaicius, reikalingas atskiriems algoritmo Zingsniams atlikti, gali
biiti atsitiktinis, todél yra reikalaujama, kad tokiuose algoritmuose $is baziniy operaciju skaicius
biity baigtinis su tikimybe 1.

Disertacijoje daugiausia démesio skirsime stochastiniams Markovo tipo algoritmams. Bendru

atveju Markovo tipo algoritmai gali biti apraSomi Markovo grandine, kur tikimybé pereiti | nauja
taska x*"! priklauso tik nuo prie$ tai buvusio tasko x’ ir funkcijos reik¥més tame tagke n' = f (xt ),
ty.

t+1 .1 1 t t t+1
Pt-i-l(x X 5M e XM ):Pt+l[x

Aptarsime bendraja Markovo tipo algoritmy schema.
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Algoritmas 2.1: Markovo tipo stochastinis algoritmas

Tikslas: sudaryti tikslo funkcijos optimizavimo seka.

Pradinés salygos (preconditions): tikslo funkcijos apskaifiavimo algoritmas, atsitiktinio tasko,
pasiskirs€iusio pagal skirstini P,, generavimo algoritmas, atsitiktiniy tasky,
pasiskirs€iusiy pagal skirstini (,, generavimo algoritmas, generuojamuy
atsitiktiniy tasky skaicius « >1, stabdymo taisyklés formalizuotas aprasymas.

Galinés salygos (postconditions): optimizavimo tasky seka, tikslo funkcijos reikSmiy tuose
taskuose seka.

1. Inicializuoti pradinj taska x? , pasiskirs¢iusi pagal skirstini Py, apskaiciuoti tikslo funkcijos
reikSme nO Siame taske, ¢t = 0.

2. While neispildyta stabdymo taisyklé do

3. Artinio x” aplinkoje generuoti « atsitiktiniy tasky, pasiskirs¢iusiy pagal skirstini
O, (xt, ) bei priklausanéiy funkcijos apibrézimo sri¢iai, kuriuose taip pat yra
apskai¢iuojamos funkcijos reik§més z' {gali biti su paklaida}.

4. Sudaryti naujojo artinio skirstini P,H(xt, n, K, z' )
{Komentaras: $is skirstinys priklauso nuox’, 7, sugeneruoty « atsitiktiniy tasky bei

funkcijos reik§miy juose z’}.

t+

5. Generuoti artinj x'*! pagal skirstinj P, apskaiciuoti tikslo funkcijos reikSme n't!

Siame taSke, r =¢+1.

{Komentaras: &a n' = f (xt +1)+ gl +1, &Hl atsitiktiné arba deterministiné
paklaida},
6. done. ¢
Atsizvelgiant | atsitiktiniy taSky generavimo skirstinio Q; ir naujojo artinio skirstinio gavimo

biida galima gauti skirtingus stochastinés paieskos algoritmus.

2.3.2. Stochastinés paieSkos metodai

Siame darbe apsiribosime Markovo tipo  stochastiniais  algoritmais, taikomais
nediferencijuojamoms, apskai¢iuojamoms be paklaidy duotame taske funkcijoms optimizuoti, kai
kiekviename Zzingsnyje tikslo funkcija apskai¢iuojama apibrézta skaiCiy karty. Labiausiai zinomi
tokio tipo algoritmai yra atsitiktinés paieskos ,bandymy ir klaidy“ metodas, stochastinés

aproksimacijos, modeliuojamojo atkaitinimo ir kiti metodai.
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STOCHASTINES PAIE SKOS METODAIT

| |
ATSITIET. INES STOCHASTINE MODELIUOLAMOIO
FAIESEQS APROESIMACITA ATEAITINIMO

Klasiking
stochasting aprok=imacija

| Baigfiniy skirfumy
stochasting aprolsimacija

L Modelivojamojo pokovdio
stochasting aproksimacija

Pav. 2.2. Stochastinés paieskos metodai

2.3.2.1. Atsitiktinés paieSkos metodai

Atsitiktinés paieskos algoritmai buvo pasitulyti Andersono (1953) ir véliau plétojami Brooks
(1958), Karnopp (1963), Pactpurun (1968) ir kity autoriy. Tokie algoritmai iSsiskiria Siomis
savybémis:

- Siuos metodus lengva programuoti ir realizuoti;

- Sie metodai gali biiti taikomi trukioms arba nediferencijuojamoms funkcijoms optimizuoti

neiskilose srityse;

- Siuos metodus yra lengva modifikuoti ir kombinuoti su kitais ekstremumo paieskos

metodais;

- $iy metody konvergavimas optimumo aplinkoje yra létas.

Paprasciausia atsitiktiné paieSka yra susijusi su tiesioginés atrankos proceduromis, kuriy metu
yra generuojamos atsitiktiniy taSky imtys (Reklaitis et al. (1986)). Tokia imtis yra gaunama

sugeneravus N atsitiktiniy tasky
xl-f =aq; +§l.j (bi —al-), i=Ln, j=LN,

dia a= (al, ay,...,a, ) , b= (bl, bz,...,bn) yra optimizuojamy parametry apatiniy ir virSutiniy réziy
vektoriai, & - atsitiktiniai dydziai, tolygiai pasiskirstg intervale [0, 1]. Toliau yra apskai¢iuojamos
tikslo funkcijos reik§més Siuose taskuose ir pasirenkamas taskas, kuriame tikslo funkcijos reikSmeé
yra maziausia. Sis taskas gali bati priimtas kaip optimizavimo uzdavinio sprendinys arba gali biti
generuojamos kitos atsitiktinés imtys, reguliuojant apatinius ir virSutinius kintamyjuy rézius bei
imties turi. Kadangi S$is metodas iSsiskiria létu konvergavimu ir norint gauti optimizavimo

uzdavinio sprendinio artinj priimtinu tikslumu, reikia generuoti labai dideles atsitiktiniy taSky imtis.
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Sio metodo efektyvumui padidinti galima taikyti reik§mingy iméiy arba i$sluoksniuotosios imties
metodus (Korn & Korn (2003)). Kituose algoritmuose siiiloma geriausio zinomo tasko aplinkoje
generuoti atsitiktiniy tasky, pasiskirsCiusiy pagal Gauso désni su tam tikra dispersija, imtis.
Dispersija yra latkoma metodo parametru, kuris yra mazinamas arba didinamas atsizvelgiant { tai, ar
pavyko pagerinti tikslo funkcijos reikSme (Heuckroth et al. (1976)). Kai kuriuose atsitiktinés
paieskos algoritmuose geriausio Zinomo taSko aplinkoje yra generuojami atsitiktiniai taskai, tolygiai
pasiskirste tam tikro spindulio sferos pavirSiuje, opotimizavimo metu reguliuojant sferos spindulio
ilgi ir pereinant i geresni pasiekta tasSka (Pactpurmn (1968), Schumer & Steiglitz (1972)).
Atsitiktinés paieskos algoritmai dél jy paprastumo yra daznai taikomi realaus turinio optimizavimo
uzdaviniams spregsti (Reklaitis et al. (1986)), taip pat ju pagrindu yra kuriami euristinés paieskos

metodai (Rardin (1998)).

2.3.2.2. Stochastinés aproksimacijos metodai

Stochastiné aproksimacija yra vienas i§ geriausiai Zinomy ir iStirty stochastinés optimizacijos
metody. Pirmaisiais Sios klasés metodais yra laikomi Robbins-Monro (Robbins & Monro (1951)) ir
Kiefer-Wolfowitz algoritmai (Kiefer & Wolfowitz (1952)). Robbins-Monro ivedé stochasting
aproksimacija kaip bendra metoda regresijos lygciai spresti, kai funkcijos reikSmés yra
apskaiciuojamos su atsitiktine paklaida. Kiefer-Wolfowitz sudaré Sio metodo modifikacija tikslo
funkcijos minimumui rasti aproksimuojant gradienta baigtiniy skirtumy metodu. 1992 m. J. Spall
(Spall (1992)) ivedé modeliuojamojo pokycio stochastinés aproksimacijos (Simulated Perturbation
Stochastic Approximation (SPSA)) metoda, kuris nuo Kiefer-Wolfowitz metodo skyrési tuo, kad
gradientui jvertinti naudojamos tiktai dvi tikslo funkcijos reikSmeés.

Stochastinés aproksimacijos metody tyrimo rezultaty apzvalginius apraSymus galima rasti Siuose
darbuose: Dvoretzky (1956), Wasan (1969), Poliak (1987), Kushner & Yin (2003) ir kituose. [vairiy
stochastinés paieskos metody efektyvumo palyginima galima rasti Chin (1997).

Stochastinés aproksimacijos metodai yra grindziami tikslo funkcijos suglodinimo ir stochastinio

gradiento idéjomis. Bendru atveju S$i idéja atrodo taip: yra ivedama funkcijy seka f (x,O'),
konverguojanti i f(x), kai o —0. Tada optimizavimo uzdavinys (2.1) sprendZiamas minimizuojant
Sios sekos funkcijas ir atitinkamu biidu kei¢iant suglodinimo parametra o . Stochastinis gradientas

yra atsitiktinis vektorius g(x,0,&), kurio vidurkis sutampa su suglodintos funkcijos gradientu
g(x,0)=E ( g(x,0,¢ )) , &ia E(-)-atsitiktinio dydzio vidurkis.

Bendru atveju stochastinés aproksimacijos metody schema yra tokia:

A —p-g, =12, .., (2.14)
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Gia g’ = g(xt ,O't,§[) stochastinis gradientas, 5[ atsitiktinis vektorius, o, >0 suglodinimo

parametras, p, >0 algoritmo Zingsnio ilgis t-oje iteracijoje. Si schema yra tokia pat skirtingiems
stochastinés aproksimacijos metodams. Skiriasi tik stochastinio gradiento jverciai. Stochastinio
gradiento ivertinimo atskirus atvejus aptarsime skyrelyje 3.2.2.

Algoritmu 2.2 aprasytas optimizavimo taSky sekos sudarymas stochastinés aproksimacijos

metodu.

Algoritmas 2.2: Stochastinés aproksimacijos algoritmas

Tikslas: sudaryti tikslo funkcijos stochastinés aproksimacijos seka.

Pradinés salygos (preconditions): tikslo funkcijos apskai¢iavimo algoritmas, stochastinio gradiento
tvertinimo  algoritmas, formalizuotas stabdymo taisyklés apraSymas,
optimizavimo zingsniu skai¢ius N, poziciniy statistiky skaicius k&, formalizuotas
optimizavimo zingsnio ilgio p bei suglodinimo parametro o reguliavimo
taisyklés apraSymas, pradinis taskas 0.

Galinés salygos (postconditions): optimizavimo tasky seka x’, tikslo funkcijos reik§miy tuose
taskuose seka f (xt ), geriausiy pasiekty tikslo funkcijos reik§miy masyvas 7’ .
1. Inicializuoti pradinj taska x;, optimizavimo Zingsnio ilgi p,, suglodinimo parametra o),
uzpildyti masyva n’ pradinémis reik§meémis, t = 0.
2. While neispildyta stabdymo taisyklé do
3. Pagal pasirinkta optimizavimo zingsnio ilgio bei suglodinimo parametro reguliavimo
taisykle perskai¢iuojame parametrus p, ir G, .
4. Apskaiciuoti tikslo funkcijos reikSme 7, = f (x[ )

5. Perskaiciuoti k geriausiu pasiekty tikslo funkcijos reikSmiy masyva

t

n :(77(0):---=77(k))-
6. Apskaiciuoti tikslo funkcijos stochastini gradienta g’ taske x’
(Sia g’ = g(xt,at,ft) &' atsitiktinis vektorius (algoritmai 3.1, 3.2, 3.3)}.

Apskai&iuoti artinj x’ 1

=~

=xt—pt-gt, t=t+1.
8. done. ¢

Nors stochastinés aproksimacijos metodams, kaip ir kitiems atsitiktinés paieSkos metodams,

biidingas paprastumas, taciau jy teorinis tyrimas yra gana sudétingas uzdavinys. Tiriant stochastinés
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aproksimacijos metodus, pirmiausia yra nustatomos S$iy metody konvergavimo salygos, po to
tirlamas ir nustatomas Siy metody konvergavimo greitis ir galiausiai tiriamas artinio, teikiamo Siais
algoritmais, konvergavimas | normalinj désni.

Stochastinés aproksimacijos algoritmuy konvergavimui jrodyti bei konvergavimo salygoms
LipSico funkcijy klas¢je nustatyti yra skirta labai daug darby (Wasan (1969), Poliak (1987), Dupac
(1988), Kushner & Yin (2003)). Paprastai yra sieckiama jrodyti, kad algoritmo zingsniuose
konstruojamas sprendinys konverguoja beveik tikrai (b. t.) (almost surely) 1 optimizavimo

uzdavinio lokalyji sprendini, kai Zingsniy skaicius be galo didé¢ja:

zojzl,

Jei metodo konvergavimas yra irodytas, toliau nustatomas metodo konvergavimo greitis.

P( lim th —x*

t—>o0

Reguliuojant tam tikru biidu stochastinés aproksimacijos algoritmo parametrus o, p; (Zr. 2.14), jei

tikslo funkcija skai¢iuojama be paklaidy ar triukSmo, galima pasiekti konvergavimo greiti

p 2
EHx —x*

:OGJ (Wasan (1969), Poliak (1987), Dupac (1988)). Jei tikslo funkcija

apskaiCiuojama su atsitiktine paklaida, tai konvergavimo greitis sumazéja ir yra lygus

O(Lﬁ],O< P <1 (I'panmumn & Ilomsxk (2003)). Nors daugelio stochastinés aproksimacijos
t

algoritmy konvergavimas LipSico klas¢je yra irodytas, taciau nediferencijuojamo optimizavimo
algoritmy konvergavimo greitis dar néra pakankamai gerai istirtas.

Daugeliui stochasinés aproksimacijos algoritmy difrenencijuojamy funkcijy klaséje yra jrodyta,
kad sprendinys x', konstruojamas algoritmo Zingsniy metu, yra asimptotiskai pasiskirstes pagal

daugiamati Gauso désni N ( ,ut,Zt), ia 1t — x*, t — oo ( Wasan (1969), Kushner & Yin (2003)).

Nediferencijuojamo optimizavimo atveju konvergavimas { asimptotini désnj dar néra pakankamai
gerai iStirtas.

Reikia pabrézti, kad algoritmy, paremty stochastinés aproksimacijos metodais, stabdymo
taisyklés sudarymas priklauso nuo metodo konvergavimo grei€io ivertinimo ir konvergavimo 1

ribini désni salygu nustatymo.

2.3.2.3. Modeliuojamojo atkaitinimo metodas

Modeliuojamasis atkaitinimas (Simulated Annealing (SA)) - optimizavimo metodas, kurio
matematinis modelis atspindi daleliy aibés fizikinéje sistemoje elgsena mazinant temperatiira
(Metropolis et al. (1953)). Sis metodas remiasi fizikinio proceso — atkaitinimo (griidinimo) idéja,

kuri yra susijusi su atkaitinimo procesu metalurgijoje, kurio metu tam tikra medZziaga yra kaitinama,
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0 po to vésinama siekiant padidinti medZiagos kristaly dydj ir paSalinti ju defektus. Kaitinimas
privercia daleles pereiti atsitiktinai i§ pradinés biisenos (vidinés energijos lokalaus minimumo) i
aukstesnés energijos biisenas; létas ausSinimas suteikia daugiau galimybiy rasti mazesnés nei prading
vidinés energijos forma. Tikimybé pereiti i§ vienos biisenos £ i kita £, yra lygi :

L, E -E, <0

p=1 -5

e ¥ E -E,>0
¢ia k — Bolcmano konstanta, 7 — sistemos temperatiira. Remiantis analogija Siam fizikiniam
procesui kiekviename SA algoritmo zingsnyje yra pereinama | kaimynini atsitiktini taska su
tikimybe, priklausan¢ia nuo atitinkamy funkcijos reikSmiy skirtumo ir algoritmo globalaus
parametro 7 (vadinamo temperatiira), kuris yra tolygiai maZinamas viso proceso metu. Si
priklausomyb¢ yra tokia, kad kai 7 yra aukSta, tai pereinama | nauja taSka atsitiktinai, o kai 7 artéja
1 0, tikimybé pereiti i ,,blogesni* taska mazéja. Todél Siam parametrui reguliuoti jvedama speciali
temperatiiros atnaujinimo (auSinimo) funkcija. Taip pat ivedamas specialus nuo temperatiiros
priklausantis tikimybinis patvirtinimo kriterijus, patvirtinantis kiekviename $io metodo Zingsnyje
surastus geresnius nei esamas sprendinius bei su nedidele tikimybe patvirtinantis ir blogesnius
sprendinius. O tai suteikia galimybe iStrukti i§ lokaliyju optimumo tasky ieskant globalaus
optimumo.

Sio algoritmo tikimybe rasti globaly sprendini galima padidinti, jvedus leisting minimaly
atstuma o nuo einamojo tasko, kuriuo yra generuojami nauji sprendiniai (Yang (2000)).
Pirmuosiuose algoritmo zingsniuose Sis atstumas gali biiti pakankamai didelis, o po to nuosekliai
vis mazinamas. Modeliuojamojo atkaitinimo algoritmo taikymo diskretaus ir tolydaus
optimizavimo uzdaviniams spresti rezultatus galima rasti daugelyje darby (Dorea (1997), Locatelly
(2000a), Locatelly (2000b)). Kirkpatrick et al. (1983) atspausdino S$io algoritmo taikymo
kombinatorinio optimizavimo uzdaviniams spresti rezultatus. Collins et al. (1988) pateiké apzvalga
apie Sio metodo taikyma jvairiems optimizavimo uzdaviniams spresti.

Modeliuojant atkaitinima svarbu parinkti tinkama temperatiiros mazinimo formulg. Ivairios
temperatiiros atnaujinimo funkcijos apzvelgiamos Kirkpatrick et al. (1983), Locatelly (2000b),
Yang (2000).

Atkaitinimo procesas teoriskai turéty biiti tgsiamas tol, kol galutiné temperatiira tampa lygi 0.
Taciau atkaitinima galima baigti ir anksciau, kai tikslo funkcijos pageréjimas tampa mazai tikétinas.
Pvz., kai tikslo funkcijos reikSmé nemazé¢ja gana ilga laiko tarpa arba kai, atlikus gana daug
bandymuy, priimty teigiamy sprendimy (t. y. peréjimy i§ vieno sprendinio i kita) skaiius tampa
mazesnis uz tam tikra slenksti. Daznai algoritmo stabdymo salyga yra laikoma fiksuotas atliekamy

bandymy skaicius, t. y. atkaitinimo schemos ,,ilgis*.
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Modeliuojamojo atkaitinimo algoritmui realizuoti yra taikomos jvairios schemos. Disertacijoje
pateiksime Sio algoritmo schema, pasitlyta (Yang (2000)). Taikant tasky generavimo mechanizma

bei Metropolio patvirtinimo kriteriju SA algoritmu sudaromos dvi atsitiktiniy tasky sekos. Taskuy

seka {zt 1> 0} generuojama pagal désnj su tankio funkcija:

n Tl/m
px.T)=]] ! - xeR".
Jj=1

+1°
m

2m-nxj‘+Tt]

I§ tankio funkcijos iraiskos gauname, kad vektoriaus z’ j-toji komponenté yra pasiskirs¢iusi pagal

désnj:

P(x,T;) =

1
2. X ™
T;
Spresdami lygti P(x,7;) = ¢, gauname atsitiktinio vektoriaus z! j-taja komponente:
m
T; - 1—(L] ], 0<g<l,
2¢ 2

1 )" 1
T || —| -1| =<c<1
! (20—§J } 27° "

gia ¢ ~ T[0,1]. (2.15)

Seka {xt 2> 0} sudaroma taikant Metropolio patvirtinimo kriteriju (Metropolis et al. (1953)). Sios

abi sekos priklauso nuo temperattiros {Tt 62 O} bei aplinkos gylio {pt 62 O}, kurie perskai¢iuojami

tokiu budu:

ﬁale,ﬂ>LO<y<nm{Lf%3t2L
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Disertacijoje nagrinéjama modeliuojamojo atkaitinimo metodo modifikacija apraSyta algoritmu 2.3:

Algoritmas 2.3: Modeliuojamojo atkaitinimo (Simulated Annealing) algoritmas

Tikslas: sudaryti tikslo funkcijos globalaus optimizavimo seka.

Pradinés salygos (preconditions): tikslo funkcijos apskaifiavimo algoritmas, pradinis taskas,

atkaitinimo proceso temperattiros apskaic¢iavimo funkcija, aplinkos gylio p,

apskaiCiavimo funkcija, atsitiktiniy vektoriy z generavimo algoritmas,

stabdymo taisyklés formalizuotas apraSymas.

Galinés salygos (postconditions): optimizavimo tasky seka x’, tikslo funkcijos reik§miy tuose

10.

taskuose seka f (xt ), geriausiy pasiekty tikslo funkcijos reik§miy masyvas 7" .

Pradiniy duomeny inicializavimas
Inicializuoti pradini taSka yO =x"eDcR” , prading temperatira 7 >0, pradini

aplinkos gyli pg > 0.

Apskaiciuoti prading tikslo funkcijos reikSmeg 77y = f (xO) ,t=0.

While neispildyta stabdymo taisyklé do

Pagal (2.15) generuoti atsitiktinj vektoriy z’ .

While (y’ ¢ D)v (

zj- < Py, ISan) do

{Komentaras: Z; yra j-ta vektoriaus z’ komponenté}.
generuoti nauja bandomaji taska y’ = x’ +z’,
done,
apskaiCiuoti tikslo funkcijos reik§mg naujame taske 7,1 = f( .
Taikyti Metropolio kriterijy taskui xi patvirtinti:
generuoti atsitiktini skai¢iu x , tolygiai pasiskirs¢iusi intervale [0,1], ir skaiCiuoti
taiko y’ patvirtinimo tikimybe

Mt —Mt+1
P(yt,xt,Tt):min I, e Ty

it x< P T, ) then x™* = )

1

else lickame einamajame taske x’*' = x’ ir Mivl =1
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11. Perskaiéiuoti k geriausiy pasiekty tikslo funkcijos reik§miy masyva 7’ = (77(0), ,n(k)),
12. t =t +1, atnaujinti temperattrg 7, ir aplinkos gyli p,;;.
13.  done. ¢

Yra zinoma nemazai darby SA algoritmo konvergavimui tirti. Yra jrodyta, kad atitinkamai

reguliuojant temperatiiros 7; ir aplinkos gylio p; parametrus, galima uZtikrinti SA konvergavima {

globalyji minimuma (Gidas (1985), Granville et al. (1994), Yang (2000)). Taciau konvergavimo

greitis bei ribinis sprendinio skirstinys dar néra istirti.

2.3.3. Markovo tipo algoritmy taikymas nediferencijuojamoms funkcijoms optimizuoti

Optimizavimo uzdaviniy, kai tikslo funkcija yra nediferencijuojama, sprendimas yra aktuali
teoriné ir praktiné problema. Inzinerinio projektavimo, vadybos uzdaviniuose bei statistikoje,
vertinant parametrus maziausios absoliutinés paklaidos metodu, ir pan., daznai sutinkamas
nediferencijuojamy funkcijy optimizavimas. Todél tolydzioms tikslo funkcijoms, kurios néra
diferencijuojamos arba kuriy iSvestines yra sudétinga apskaiciuoti arba aproksimuoti, optimizuoti
yra taikomi begradientiniai optimizavimo metodai (derivative-free methods) (Bagirov & Ugon
(2000)).

Daznai taikomu nediferencijuojamo optimizavimo algoritmuy klase¢ sudaro funkcijy, tenkinanciy
LipSico savybg, stochastiniai Markovo tipo optimizavimo algoritmai. LipSico funkciju klasé yra
gana plati, apimanti daugeli tolydziyju funkcijy, nagrinéjamy matematiniame programavime. Be to,
LipSico funkcijoms biidingos svarbios savybés, kurios leidzia ivesti stochastinj gradienta ir sukurti
konverguojancias skai¢iuojamasias procediiras.

Stochastinés aproksimacijos algoritmai buvo vieni pirmyju pasitilyti optimizavimo uzdaviniams
spresti, kai tikslo funkcija yra nediferencijuojama (Kiefer & Wolfowitz (1952), Epmonses (1976),
Muxaneud et al. (1987) ir t.t.). Siy algoritmy efektyvumas Zymia dalimi priklauso nuo naudojamo
stochastinio gradiento aproksimavimo biido ir remiasi stochastinio gradiento arba kvazigradiento
idéja bei tam tikromis optimizavimo zingsnio reguliavimo taisyklémis, uZztikrinan¢iomis
konvergavima. Efektyvius skaitmeninius nediferencijuojamo optimizavimo algoritmus leidzia
sukurti modeliuojamojo pokycio stochastinés aproksimacijos (Simultaneous Perturbation
Stochastic Approximation (SPSA)) metodas, kadangi pagal §i metoda stochastiniam gradientui
tvertinti kiekvienoje iteracijoje pakanka zinoti tik viena arba dvi tikslo funkcijos reikSmes.

Zinomi SPSA algoritmai remiasi tikslo funkcijos suglodinimu naudojant Bernulio modelj (Spall
(1992)) arba suglodinimo operatoriy, tolygiai pasiskirsciusi daugiamaciame hiperkube (Muxanesuu
et al. (1987)). Disertacijoje taip pat ivedamas SPSA algoritmas, kuriame suglodinimo operatorius

yra LipSico, bei jrodomas $io algoritmo konvergavimas LipSico funkciju klas¢je (Bartkuté &
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Sakalauskas (2004b)). Sis modelis leidzia isplésti suglodinimo operatoriy klase, jjungiant i ja
praktiniu pozilriu svarbiy atvejy, pvz., gabalais tiesinius suglodinimo tankius, duomeny poligonus
ir t. t. Be to, $i prielaida leidzia aproksimuoti tikslo funkcija dukart glodziai diferencijuojamomis

funkcijomis bei pritaikyti reikSmingy im¢éiy metoda.

2.3.4. Markovo tipo algoritmy stabdymas

Dazniausiai taikoma Markovo tipo algoritmy stabdymo taisyklé: algoritmas yra vykdomas i§
anksto nustatyta iteracijy skai¢iy. Taciau tokia stabdymo taisyklé néra efektyvi, nes i$ anksto yra
sunku parinkti iteracijy skaiciy, kuris garantuoty gauto rezultato paklaida duotu tikslumu. Atlikus
skaiiavimus gali pasirodyti, kad uzsiduoto iteracijy skaiCiaus nepakako pakankamai tiksliai
ivertinti optimizavimo uzdavinio sprendini arba, atvirks¢iai, iteracijy buvo atlikta per daug.

Pasinaudojus informacija, gauta optimizavimo metu ir pritaikius teorinio konvergavimo tyrimo
1Svadas tos informacijos analizei, galima sudaryti kitas optimizavimo algoritmo, apraSomo Markovo
grandine, stabdymo taisykles. Konvergavimo tyrimo metu, kaip jau buvo minéta, yra sprendziami
tokie uzdaviniai:

- sudaryto metodo konvergavimo irodymas;
- konvergavimo grei¢io nustatymas;
- asimptotinio konvergavimo i ribini désni tyrimas.
Pritaikius $iy uzdaviniy rezultatus stabdymo taisyklei sudaryti, galima pasinaudoti sprendinio

asimptotiniu konvergavimu i normalini désni. Pavyzdziui, yra zinoma, kad jei stochastinés

a
aprokasimacijos algoritmo zingsnio ilgis yra reguliuojams tokiu budu: O = B tai vektorius
t

tz-(xt —x*),0< S <1 yra asimptotiSkai pasiskirstgs pagal daugiamati Gauso désni su nuliniu

vidurkio vektoriumi ir tam tikra kovariacijy matrica X* (Kushner & Yin (2003)). Kadangi
optimizavimo uzdavinio sprendinys X* bei matrica £ * i§ anksto néra Zinomi, tai autoriai,
taikantys asimptotinj sprendinio normaliSkuma stabdymo taisyklei sudaryti, dazniausiai bando Siuos
parametrus aproksimuoti pasinaudodami optimizavimo metu gautais rezultatais. Pavyzdziui,

ieSkomas sprendinys yra aproksimuojamas optimizavimo metu gauty sprendiniy vidurkiu:
X =— 0 matrica 2 ¥ imties kovariacijy matrica:

T R T T . o N
2| x —x \x —x" |, ¢ia J, parenkamas taip, kad sprendiniai, naudojami
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imties vidurkiui ir kovariacijy matricai jvertinti, biity pakankamai arti optimalaus sprendinio, o $iy

sprendiniy biity pakankamai daug, kad biity galima pasinaudoti asimptotiSkumu. Toliau jvedama

=P ~(x — b ) - (Zt’* )_1 ~(x —xb

n

)T
pasikliovimo sritis D, =qx: < Fish, . Algoritmas yra

stabdomas, jei iteracijos taskas x! priklauso $iai sri¢iai. Sis metodas buvo taip pat pritaikytas

modeliuojamojo pokyc¢io stochastinés aproksimacijos algoritmui stabdyti (Hutchison & Spall

. I* . 1,* .- . ... .
(2005)). Nesunku pastebéti, kad X t—) xFip X t—> z* , taciau konvergavimo greitis yra labai
—0 —00

létas, todel tenka atlikti gana didel; iteracijy skai¢iy. Kita vertus, néra aiSku, kaip parinkti indeksa

J; . Todél sis algoritmo stabdymo metodas yra labiau idomus teoriniu pozitriu, kuriant baigtinius

optimizavimo algoritmus.

Kuriant algoritmo stabdymo taisykles galima pasinaudoti informacija, gaunama i§ geriausiy
optimizavimo metu pasiekty tikslo funkcijos reikSmiy. Bendri Sios informacijos taikymo algoritmui
stabdyti aspektai yra panagrinéti skyrelyje 2.2.3.

Tegul Markovo tipo optimizavimo algoritmu yra sprendziamas uzdavinys (2.1) LipSico
funkcijy klas¢je (2.2). Nemazinant bendrumo galima laikyti, kad optimizavimo metu yra

konstruojamos tasky bei funkcijos reik§miy sekos: xg,X,..,X;,.. it H={ng,..,ny}, Cia
n,=f (x, ), t =0,1,.... Daug svarbios informacijos apie tikslo funkcijos minimalia reik§mg ir esamo

sprendinio atstuma iki optimumo teikia k£ +1 geriausiy funkcijos reik§miy

1(0)> > M(k) (2.16)
paimty 1§ iSrikiuotos sekos n(0) <n(1) <--<71(N) (OKurnsasckuit & Xumuackac (1991), David &

Nagaraja (2003)). Seka H yra atsitikting, todél Sios reikSmés vadinamos pozicinémis statistikomis.
Zinomi keliy autoriy darbai, kuriuose analizuojamas poziciniy statistiky taikymas funkcijos
minimalios (maksimalios) reikimés arba funkcijos ekstremumo padégiai jvertinti. Sios problemos
nagringjimo pradininku galima laikyti J. Mocky (1967), kuris pritaiké statistiniy iSvady teorija
optimizavimo algoritmy optimalumui tirti, véliau teoriniai nagrin¢jimai, paremti ekstremaliyjy
reik§miy teorija, buvo isplétoti A. Zilinsko ir A. Zhigljavsky (1991). H. Chen (1996) geriausias
funkcijos reikSmes pritaiké maksimumo taSkui nustatyti. Aiex et al. (2002) kompiuterinio
modeliavimo biidu tyré kombinatorinio optimizavimo algoritmuose zingsniy skaiciy, reikalinga
nustatytai funkcijos reikSmei pasiekti, ir parode, kad Sis zingsniy skaicius gali buti modeliuojamas

eksponentiniu skirstiniu.
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Toliau nagrinésime poziciniy statistiky tinkamuma ivairiems determinuoty LipSico funkcijy
Markovo tipo stochastinio optimizavimo algoritmams stabdyti. Kadangi stochastiné aproksimacija
yra vienas i$ geriausiai zinomy ir iStirty stochastinés optimizacijos metody, disertacijoje pagrindinis
démesys yra skiriamas Siems metodams sudaryti, konvergavimo analizei bei stabdymo taisykléms
sukurti. Gauti rezultatai gali biiti nesunkiai apibendrinami modeliuojamojo atkaitinimo bei kitiems
Markovo tipo algoritmams. Disertacijoje pristatysime metoda minimaliai tikslo funkcijos reikSmei
bei jos pasikliautinajam intervalui ivertinti, naudojant ekstremaliyjy reikSmiy teorija
nepriklausomiems vienodai pasiskirsCiusiusiems atsitiktiniams dydZiams. Sudaryto metodo

tinkamuma tirsime kompiuterinio modeliavimo biidu, kurio rezultatai yra pateikiami 4 skyriuje.

2.4.ISVADOS

1. Markovo tipo stochastiniai algoritmai yra gerai zinomi ir placiai taikomi determinuotojo ir
stochastinio programavimo uzdaviniams spresti. Taciau aktuali teoriniu ir praktiniu poziiiriu
Siy algoritmy stabdymo problema yra beveik neistirta.

2. Dazniausiai yra taikoma Markovo tipo algoritmy stabdymo taisyklé: algoritmas yra
vykdomas i§ anksto nustatyta iteraciju skaiciy. Taciau tokia stabdymo taisyklé néra efektyvi,
nes i§ anksto sunku parinkti iteracijy skaiciy, kuris garantuoty gauto rezultato paklaida duotu
tikslumu.

3. Markovo tipo algoritmy stabdymo taisyklés sudaromos konverguojan¢ioms sekoms, t.y. ju
sudarymas bei optimalumo tyrimas remiasi algoritmo konvergavimo tyrimo rezultatais. Siuo
metu yra nustatytos daugelio stochastinés aproksimacijos metoduy konvergavimo salygos bei
asimptotinio konvergavimo i normalini désni salygos. Taip pat yra nustatytos kai kuriy
modeliuojamojo atkaitinimo algoritmo modifikacijy konvergavimo salygos.

4. Geriausiy optimizavimo metu pasiekty tikslo funkcijos reikSmiy teikiama informacija gali
buti pritaikyta minimaliai tikslo funkcijos reikSmei bei jos pasikliautinajam intervalui
ivertinti. Siy reik§miy skirstinys, reikalingas Siems jver¢iams gauti, teoriskai dar néra

iStirtas.
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NEDIFERENCIJUOJAMO OPTIMIZAVIMO STOCHASTINIU METODU
e KONVERGAVIMO TYRIMAS

3.1. [VADAS

Stochastiniy Markovo tipo optimizavimo algoritmy konvergavimo tyrimas teikia daug
informacijos apie pati algoritma ir yra svarbus etapas sudarant algoritmo stabdymo taisykles.
Kadangi stochastinés aproksimacijos metodai apima plac¢ia Markovo tipo algoritmy klas¢ detaliau
panagrinésime S§ios klasés algoritmy konvergavimo aspektus. Literatiiroje pastaruoju metu yra

skiriama nemaZzai démesio modeliuojamojo pokyc¢io stochastinés aproksimacijos metodams (SPSA)

(http://www.jhuapl.edu/SPSA). Kiekviename $iy metody zingsnyje (2.14) stochastiniam gradientui
jvertinti pakanka apskai¢iuoti tik viena arba dvi tikslo funkcijos reikimes. Sie metodai yra istirti ir
pritaikyti diferencijuojamoms funkcijoms, apskai¢iuojamoms su triukSmu arba be jo, optimizuoti.
Taciau Siy metody taikymas nediferencijuojamoms funkcijoms optimizuoti dar néra pakankamai
gerai iSnagrinétas. Be to, pradiniame $iy metody variante (Spall (1992)) yra ivesti ribojimai, kurie
stipriai sumazina Siy metody modifikacijy galimybes. Pavyzdziui, $is variantas néra taikytinas
nediferencijuojamoms funkcijoms optimizuoti. Disertacijoje ivesta ir nagrinéjama SPSA
modifikacija su LipSico suglodinimo operatoriumi, kuri leidzia iSvengti Siy ribojimuy ir sukurti
begradientinius optimizavimo metodus LipSico funkcijoms optimizuoti.

SPSA algoritmai dazniausiai nagrinéjami diferencijuojamy funkcijy klaséje naudojant jvairius
suglodinimo operatorius. J. Spall (1992) pasitlé SPSA metoda su Bernulio suglodinimo modeliu
diferencijuojamoms funkcijoms su triukSmu arba be jo optimizuoti ir parodé Sio metodo
efektyvuma lyginant su standartine baigtinio skirtumo aproksimacija. Muxanesuu et al. (1987)
pasitilé metoda n-maciame hiperkube tolygiai suglodintoms funkcijoms optimizuoti, kurj galima
priskirti SPSA metodams su tolygiai aprézta suglodinimo operatoriaus tankio funkcija.

SPSA metoduy konvergavimo salygos, kai funkcija skai¢iuojama su triukSmu, yra tiriamos
daugelio autoriy. Kai kuriy autoriy darbuose ivedamos tris kartus diferencijuojamos tikslo funkcijos
(Spall (1992), Gerencsér (1999)), silpnesnés konvergavimo salygos yra nustatytos Sadegh (1997),
Fu & Hill (1997), I'paamunn & TMomsik (2003). Chen et al. (1999) tyré SPSA metodo konvergavima
ir savo darbe ived¢ diferencijuojamas tikslo funkcijas, kuriy gradientas tenkina LipSico salyga.
J. Spall (1992) ijrod¢ SPSA asimptotini konvergavima | normalini désni diferencijuojamoms
funkcijoms, skaiiuojamoms su triuk§mu. Visais iSvardintais atvejais yra jrodytas konvergavimas

diferencijuojamoms funkcijoms bei iSkiloms funkcijoms, skaifiuojamoms su triuk§mu. Sioms

funkcijoms yra gautas SPSA konvergavimo greicio jvertis E ka —-x*

2 1 ) o
= 0| — |, ¢ia rodiklis y,
tY
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http://www.jhuapl.edu/SPSA

o . . ggee e : o 2
gautas jvairiy autoriy, yra skirtingas ir didZiausia jo pasiekta reikSmeé yra 3

Kaip jau buvo minéta SPSA algoritmai su LipSico suglodinimo operatoriumi literatiiroje néra
nagrinéti. [vairiy suglodinimo operatoriy palyginimo arba geriausio suglodinimo operatoriaus
parinkimo uzdaviniai taip pat dar néra istirti.

Nediferencijuojamuy funkciju atveju Kushner & Yin (2003), MuxameBuu et al. (1987)
suformulavo teorema apie Kiefer—Wolfowitz (Kiefer & Wolfowitz (1952)) tipo stochastinés
aproksimacijos algoritmy konvergavima, kai tikslo funkcija skaiCiuojama be triukSmo.
Nediferencijuojamy funkcijy, apskai¢ivojamuy be triukSmo, stochastinés aproksimacijos
konvergavimo greitis i§vis néra nustatytas.

Zinomi stochastinés aproksimacijos algoritmy tyrimy rezultatai néra pakankamai bendri, kad
galioty visiems SPSA algoritmams. Disertacijoje suformuluota ir jrodyta bendresné teorema apie
SPSA metodo konvergavima nediferencijuojamoms funkcijoms, skai¢iuojamoms be triukSmo.

Siame skyriuje yra i$nagrinéti SPSA algoritmai Lipsico funkciju, skai¢iuojamy be triuk§mo,
klaséje, kai modeliuojamas pokytis yra absoliuciai tolydus ir apraSomas tankio funkcija, tenkinancia
LipSico salyga. Gradiento jver¢iui gauti yra pasitilyta naudoti tikétinumo santykio (Likelihood Ratio
(LR)) metoda (Rubinstein & Shapiro (1993), Ermoliev et al. (1995), Sakalauskas (2002)).
Naudojant §i metoda, tikslo funkcija yra suglodinama su LipSico suglodinimo operatoriumi, po to
suglodintos funkcijos gradientas yra iSreiSkiamas vidurkiu, kuriam jvertinti pakanka apskaiciuoti
viena arba dvi tikslo funkcijos reikSmes. Tokiy algoritmy nagringjimas leido aproksimuoti

minimizuojamas funkcijas du kartus diferencijuojamomis funkcijomis, nustatyti optimizavimo

2 1
=0| — |, kai
tY

1 <y < 2. Nustatytos sudaryto SPSA metodo konvergavimo salygos yra gana paprastos ir padeda

algoritmo konvergavimo salygas ir jrodyti konvergavimo greiti Eka —x*

parinkti algoritmo zingsnio parametrus, leidzianCius gauti konverguojancias sekas, reikalingas
stabdymo taisyklei (2.11) ir minimalios funkcijos reik§més (2.12) bei pasikliautinojo intervalo
(2.13) jverciams sukurti.

Visi Siame skyriuje pateikiami rezultatai buvo pristatyti konferencijose: Lietuvos matematiky
draugijos XLV konferencija (2004, LZUU, Kaunas), tarptautiniame seminare (Workshop on
Challenges of Continuous Optimization in Theory and Applications, 2004, Rodos, Graikija) ir
HInformacinés technologijos-2005“ (2005, KTU, Kaunas) bei publikuoti Siuose moksliniuose
leidiniuose: Bartkuté & Sakalauskas (2004b), Bartkuté & Sakalauskas (2005c¢) bei Bartkuté &
Sakalauskas (2007a).
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3.2. LIPSICO FUNKCIJU STOCHASTINIS DIFERENCIJAVIMAS

3.2.1. LipSico funkcijy suglodinimas

Kai tikslo funkcijos yra neiskilos neglodzios funkcijos, optimizavimo uzdaviniai yra labai
sudétingi. Siems uzdaviniams spresti yra jvedamos apibendrintai diferencijuojamos funkcijos ir
Lipsico funkcijos (Zr. prieda 1).

Optimizavimo algoritmams LipSico funkcijuy klas¢je kurti yra taikomas funkcijos suglodinimas.
Siuo bidu galima aproksimuoti suglodinty funkcijy gradientus ju stochastiniais jveréiais ir sukurti
metodus, kur nebiitina skaiCiuoti gradienty (Wazan (1969), Epmonbses (1976), Muxanesuu et al.
(1987), Spall (2003), Kushner & Yin (2003)). Bendru atveju §i id¢ja atrodo taip: yra ivedama
funkcijy seka

f(x,a)zEf(x+0'§), (3.1

konverguojanti i f(x), kai ¢ —0, ¢ia & yra atsitiktinis vektorius, o >0 suglodinimo parametras.

Tada (2.1) sprendZziamas minimizuojant $ios sekos funkcijas, atitinkamu biidu kei¢iant suglodinimo
parametra o .

Suglodinta funkcija galima uZraSyti daugialypiu integralu (Rubinstein & Shapiro (1993),
Ermoliev et al (1995), Sakalauskas (2002)):

— 1 - X
f(x,0)= [ f(x+ay)-ply)dy =— ff(y)-p(—y(7 jdy- (3.2)
R R
Priklausomai nuo suglodinimo operatoriaus galima gauti skirtingas suglodintas funkcijas.
Panagrinésime kelis funkcijos suglodinimo pavyzdzius.

Pavyzdys 3.1. Turime funkeija f(x)=|x- Sios funkcijos apibendrintas gradientas yra (zr. prieda 1):

I, x>0,
g(x)=1[-1:1], x=0,
-1, x<O.
gl <1,

1
a) jei suglodinimo tankis p(&) =<2 , tai pagal (3.2) nesunku apskaiciuoti, kad
0, kitais atvejais

suglodinta funkcija yra

2
_( ) %(X—Jrc} x|£csir0¢0,
fx,G = G )

, kitu atveju

X

o suglodintos funkcijos gradientas:
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g(x,c)z g, |x|£c5irc5¢0,
sign(x), kitu atveju.

b) jei suglodinimo tankis yra LipSico, pvz.:

( 1=y}, if [y <1,
0, if [y[>1,
tai suglodinta funkcija yra
2
E+M’ x<0ir x > -o,
3 362
_ - X, x<-o,
f(x’G):
X, x>0,
2 p—
E—M, x>0irx<o,
3 362
0 jos gradientas:
2x x? .
—+—, x<0irx > -o,
(& (52
_ -1, X< -0,
glx,0)=
1, x>0,
2x x2 .
— = x>0irx<o.
6 o

Si suglodinta funkcija yra diferencijuojama du kartus. Jos antros eilés i§vestiné yra:

2 2x .
—+—, x<0irx>-o,
c g2

dzf(x,cs)_ 0, X< -0,

dx? 0, x>0,

2 2x .
———, x>0irx<o.
c o2

¢) jei suglodinimo tankis yra Gauso

tai suglodinta funkcija yra

, prieSingu atveju,
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2

y _—
ir jos gradientas yra o(y )= q)[ x j, kai @(y)= % J' e 2 dt. Tokiu buidu suglodinta funkcija yra
o T

-y

diferencijuojama daug karty. Pavyzdziui, jos antros eilés iSvestin¢ yra
2

X

dzf(x,a)_ 1 2-e 207

dx? - \/; o

Lenteléje 3.1 yra pateikti funkcijos, nagrinéjamos pavyzdyje 3.1, jos apibendrinto gradiento ir

suglodintos funkcijos pirmos ir antros eilés iSvestiniy grafikai. Suglodintos funkcijos antros eilés
1Svestinés grafikai iliustruoja antros eilés iSvestinés egzistavima kai suglodinimo tankis yra LipSico
arba Gauso.

Lentelé 3.1. Funkcija f (x)=|x| ir jos apibendrintas gradientas, suglodinta funkcija bei jos

pirmos ir antros eilés iSvestinés priklausomai nuo pasirinkto suglodinimo tankio.

Suglodinimo tankis .. .
Suglodinimo tankis

&<, Suglodinimo tankis LipSico

1
pé)=12’ Gauso

0, kitais atvejais.

Pradiné ir oal i
suglodinta
0.2 -
funkcija
| 1 | 1 I I ! !
T oz 3 02 04 o 04 02 v _o0z o4 “Tmoa o2 0 _02 04
i) fx01) Fr0H w0 ik 05) [ fzol) fizos
I T T T T T T T T
Pradinés ir | | —— AL
suglodintos
o 4 — — —
funkciju
apibendrinti| .| - 7/ ] ] ]
. . | | L ! L | | \ I L L I
gradientai T 0 o 0z P 5 o o 52 _oa
g®)  Z0l) =02 ﬁ g0 B 02 £ 20l =0
1-3 T T T T T
.k i
Suglodintos
funkcijos . i T 7
o neegzistuoja
antros eilés 0
iSvestiné ° | | | . L L
-2 -1 o 1 2 -t ° .
2= A¥F(z 02
d* fix.0 —_— -
-
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3.2.2. Suglodinty funkcijy diferencijavimas
Tegul tikslo funkcija ir suglodinimo tankis tenkina LipSico salyga:
f)e Ly, p(y)eLr.
Nesunku pastebéti, kad 7(x 0) tenkina LipSico salyga pagal o :
‘7(x,al)—7(x,az)(SE|f(x+ o,&)- flx+ 62§)| < C~K~|0'1 -0,

tia C = E|¢].

; (3.3)

Tegul Op(y) yra apibendrintas p gradientas. Nemazindami bendrumo galime laikyti, kad
lof ()| < K ir [ap(»)| <K, yeR".
ApibréZimas 3.1. (Epmonnes (1976)). Tegul of (x) yra lokaliai LipSico funkcijos apibendrintas

gradientas (zr. prieda 1). Atsitiktinis vektorius g(x,f) e R" yra vadinamas stochastiniu gradientu,

2
jei Eg(x,f)z@f(x), E||g(x,§)|| LW

Panagrinésime tikétinumo santykio metoda ir mato keitimo procediiros taikyma suglodintai

funkcijai diferencijuoti. Naudojant $i metoda yra ivedama tankio funkcija l//( y), kuri bendru atveju
gali sutapti su p(y). Suformuluosime lema, kuri leidZia jvertinti suglodintos funkcijos gradienta bei
jos stochastinj gradienta.

Lema 3.1. (Bartkut¢ & Sakalauskas (2007a)). Tegul f (x) yra LipSico funkcija su konstanta K.
Tarkime, kad Y yra absoliuciai tolydus matas su apréita tankio funkcija y:Q — R, kurio

nenuliniy reiksmiy sritis sutampa su P: dom(¥) = {y| w(y)> O} =P.

2
Tegul I”y”z . ”(Zf((;)m dy=A<o, I”@p(y)” -dy =L <. Tada suglodintos funkcijos (3.2)
P P

gradientas gali biiti isreiSkiamas tokiu biidu:

— 0 7(x, 0)

glxo)==—"==E(g(x.0.%)). (3.4)
X
cia g(x, 0',5) yra stochastinio gradiento jvertis:
o(v.o,8)= Lt o) =1() ple) (3.5)
o w(¢)
cia
E(”g(x, O',r,’:m)z <Kk?.4. (3.6)

Suglodintos funkcijos (3.2) hesianas:
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V(x,a):%:é.E[af(xwﬁ)-(ap(f))r} 3.7)
KL

cia ||V(x, O'M < .
o

[rodymas.

> I§ Rademacherio teoremos (Zr. prieda 1) seka, kad tankio funkcijos apibendrinto gradiento
daugiareikSmiskumo tasky aibés Borelio matas lygus nuliui. Kadangi apibendrintas gradientas yra
apréztas, tai iSdiferencijavus antraji formulés (3.2) integralg ir pasinaudojus teorema 22.1 (teorema
22.1, Muxanesuu et al. (1987)) suglodintos funkcijos gradienta galime iSreiksti vidurkio pavidalu:

87(3@0):6;“' ] f(y)-ﬁp[y;xjdwé' [ f(x+0y) ap(y)dy =

ox o o

11 o) 20y =Lt s o) 28] 69)

Toliau, diferencijuodami tapatybe x atzvilgiu | p(y)dy = | p(y + x)dy =1, gausime tapatybg

<
=
Q

ERI’! SR}’I
[op(y+x)dv= [ap(y)dy =0,
ER}’Z ERn
1§ kurios i$plaukia, kad
0 = _y) =F (6";({:)) =0. 3.9
[op(y)ay = [£ P OR B (3.9)

Ry P
Todél (3.4) seka is (3.8) ir (3.9).

Pastebésime, kad suglodintos funkcijos gradientas yra apréztas Hg(x, GX‘ < K . Toliau,

E(g(x,a,,f))2 — E((f(x+0'§)—f(x)) 617(5)}2 _ J' (f(x+oy)—f(x))2 ,||5P(y)||2dy <

= ‘//(‘f) dom(¥) o’ ‘//(y)

b e

d()m

Diferencijuodami (3.8) galuting iSraiSka x atzvilgiu, gausime suglodintos funkcijos hesiano

verti:
_ Lo arog)- (@) ) 1 lor (e + o¢)- (ap (@) <
Fieels E[ e J N R
L ol od) JorE)] &L )
o V’(f) o
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Suformuluosime lema, leidZiancia funkcija f (x) aproksimuoti suglodinta funkcija 7(x,a), kai
c—0.

Lema 3.2. (Bartkuté & Sakalauskas (2007a)). Tegul f (x) yra Lipsico funkcija su konstanta

K, xeR", be to kiekvienam ¢ >0 galime rasti tokj 5 >0 kad su visais y, ||y —x” <26, kur f(x)

sV,

p <t galioja tolygiai x atzvilgiu.
y

yra diferencijuojama jprastine prasme, nelygybé ng;'l(a)

Tegul dar o, — 0 ir E||§||2 <. Tuomet bet kuriam & >0 galima rasti tokj k, kad visiems i > k ir

b2 ||y x||<5 galioja nelygybé min g(y,al.)—zHS8 tolygiai x atzvilgiu.

zedf (x)
[rodymas.
> Zymésime I(4) aibés A4 indikatoriy. Tegul z, € df(x) toks, kad

UW@+0§ lw<——H min (W@+a§ Uﬂ<—JJ
o kyratoks, kad o, < Ly - visiems i > k. Tuomet turime, kad
2 \K-Elg]
o 0 2-K-o]-E|E

ezl > 2|2k rfl> £) 2L 22 o
Tegul H:R" > (x) yra selektorius, tai yra tokia mati vienareikSmé funkcija, kad
HM—H (yﬂ = min M—z (zr. teorema apie selektorius Kuratowski (1968)). Tuomet, kai

oy </ (x)| Oy

||y - x|| <0, seka, kad

min
zedf (x)

{2l 2|l @00+ ac)-2)o(j> 2
09218 2|+ | @0 +oe-2)- 18> 2

%E((@f @+ 0.8)-) ) (||§||<—jj:E

E[(af(y +0,8)- E(H(y + al.g){||§|| < UQD : 1(||§|| < Gijj >

e(y.0,)- 4 <[E@r (v +0.8)-2) =

< mln

< 1(3.10) 1
i ¢ pagal (3.10) ir

@ (v +0.8)-H(y+0,£)- mﬂ<—j_

\%

51




E((af(y +0.&)-z)- 1[||§|| < UQBHJ kadangi E(H(y + aj){”f” < g] cof(x) déka

> min
ze@/(,\f){
apibendrinto gradiento atvaizdZzio iSkilumo. <

Sekmuo 3.1. Jei {xt}—> X, g(xt,at)% g,0, >0, t—>wo,tai gedfx).

Sios dvi lemos leidZia suglodintos funkcijos gradientus isreiksti tariniais integralais, kurie gali
biti skai¢iuojami Monte-Karlo metodu, ir jiems skaiCiuoti nereikia Zinoti tikslo funkcijos
apibendrinto gradiento of (x) Pastebésime, kad formuleé (3.5) gradiento jverciui skai€iuoti
reikalauja tik dviejy funkcijos reikimiy. Sie rezultatai praple¢ia Zinomy SPSA metody klasg.

Panagrinésime kai kurias stochastinio diferencijavimo formules, iSplaukiancias i§ auks$ciau

trodyty lemy. Jeigu t//(y) = p(y), tai stochastinis gradientas gali biiti {vertinamas tokiu btidu:

g(ro.e)= Ul Gé)—fg(X))' oln(p()) 3.11)

¢ia tankio funkcijos logaritmo apibendrintas gradientas apibréziamas taip:

ap(y) .
—5.ifyeP
oln(p(y)=1 pl»)
0, if yeP.
Taip pat suglodintos funkcijos gradienta galima iSreiksti, diferencijuojant formulés (3.2) pirmaji

integrala, kurioje reikia Zinoti tikslo funkcijos apibendrinta gradienta :
glx,o)= % = Eof (x + o¢). (3.12)
X

Ivertindami pastarojoje formuléje tikslo funkcijos gradienta skirtuminiu btdu, gausime
stochastinio integralo jvercius, kuriems apskaiciuoti tereikia zinoti tikslo funkcijos reikSmes kai
kuriuose taskuose (zr. 3.17).

Ivesdami ivairius suglodinimo operatorius galime gauti skirtingus suglodintos funkcijos
gradiento jvertinimo budus.

Pavyzdys 3.2. Tegul suglodinimo tankis yra pasiskirstes vienetiniame rutulyje su tankio funkcija

- bl o<1

0, if|p|>1.
n-(n+1)-F(nj
¢ia W, = 2 )

1 —
N [T AT

[¥<t

: (3.13)
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n n
[ =~ 2 : L m? 11
(-~ o= fblar=|" | |=CE ot gy | B (1L
e blst plst (dv=r""lar r(”] 0 0 p(”j non+
2 2
<
Tada suglodintos funkcijos gradientas gali buti iSreisSkiamas tokiu biidu
— 1 w,
gleo)=— [fx+o-y)op(ry="" [ flx+o y)trdy=
© n st b
(3.14)
g (f(xm.y)_f(x)).Ldy:E[(f(ﬂci)—f(x»-&]
° s b1 o-[g
1.
R . o . AL
kai atsitiktinis vektorius & yra tolygiai pasiskirstgs vienetiniame rutulyje t//(y)= v,
if > 1.

¢ia V,, yra n-macio rutulio turis.

Kadangi tankio funkcija (3.13) yra LipSico, suglodinta funkcija yra diferencijuojama du kartus
(Lema 3.1). Kai n=1 $ios funkcijos ir jos iSvestiniy grafikai yra pateikiami lenteléje 3.1.

Pavyzdys 3.3. Jei suglodinimo tankis yra Gauso

2 b*
(12 |
p(y)—(zﬂj expl =~ |

tada pagal (3.4) suglodintos funkcijos gradientas gali biiti iSreiSkiamas tokiu btidu

glx.0)= E((f (x+08)- f(x)) f}

O

¢ia & yra pasiskirstes pagal daugiamati standartini Gauso désni.

Tokiu biidu suglodinta funkcija yra diferencijuojama daug karty. Kai n=1 Sios funkcijos ir jos
iSvestiniy grafikai taip pat yra pateikiami /enteléje 3.1.

Taikydami jvairius biidus suglodintos funkcijos gradientui jvertinti, gausime skirtingus
stochastinio gradiento jvercius, kuriuos galima taikyti sudarant SPSA algoritmus (Bartkuté &
Sakalauskas (2006a), Bartkuté & Sakalauskas (2006b)):

1) SPSAL -SPSA algoritmas su LipSico suglodinimo operatoriumi (SPSA with Lipschitz

perturbation operator), ¢ia stochastinis gradientas jvertinamas tokiu biidu:

(f(+ (f)”;”f (x)-¢ (3.15)

& -atsitiktinis pokytis, tolygiai pasiskirstes vienetiniame rutulyje.

glx,0,&)=
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2) SPSAU — SPSA algoritmas su tolygiai pasiskirs¢iusiu suglodinimo operatoriumi (SPSA
with Uniform perturbation operator), Cia stochastinis gradientas ivertinamas tokiu budu

(Muxanesuu et al. (1987)):

g(x’a’gg):(f(x+0'§)—2£(x—0'§))'§’ (3.16)

§ -atsitiktinis pokytis, tolygiai pasiskirstes daugiamac¢iame kube [-1;1]"
3) EDSA -baigtiniy skirtumy stochastinés aproksimacijos algoritmas (Finite Difference
Stochastic Approximation algorithm), ivertinant stochastinj gradienta skirtuminiu btdu

(Muxaneswuu et al. (1987)):

gi(x’c’a,o):f(x+c5-§+U-al-)z—f(erG-EJ—o-si)’ (3.17)
¥

¢ia & yra tas pats kaip ir (3.15), ¢, =(0,0,0,....,1, ..... ,0) yra vektorius, kurio visos
komponentes lygios 0, iSskyrus i-taja, kuri lygi 1, o v ir o yra baigtiniy skirtumy bei
suglodinimo parametrai, i =1,2, ..., n.

Algoritmais 3.1, 3.2 ir 3.3 apraSomas stochastinio gradiento jvertinimas aukSCiau aprasSytais

metodais.

Algoritmas 3.1: Stochastinio gradiento jvertinimas (SPSA su LipSico suglodinimo

operatoriumi)

Tikslas: jvertinti stochastinj gradienta.

Pradinés salygos (preconditions): tikslo funkcijos apskaic¢iavimo algoritmas, kintamyjy skaicius #,

iteracijos numeris ¢, suglodinimo parametras o, vektorius x!

Galinés salygos (postconditions): stochastinio gradiento vektorius g’ .

1. Generuoti n-matj vektoriy v/ ~ N (0, E n) ir apskaiciuoti $io vektoriaus norma Hvt ;
2. Apskaiciuoti n-mati vektoriy, tolygiai pasiskirs¢iusi n-macio vienetinio rutulio pavirSiuje:
t v
ik
3. Apskaiciuoti vektoriaus, tolygiai pasiskirs¢iusio n-maciame vienetiniame rutulyje, norma:

1

! =sn, S~T(O,1);
4. Apskaiciuoti tikslo funkcijos reikSme f (xt );

5. Apskaiciuoti tikslo funkcijos reikSme f = f (xt +0, ol ~§t );
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t oot ) et
6. Apskaiciuoti stochastinio gradiento jvertj g’ = gt(xt ,a,,ft): (f A (x )) 3 0
Oy

Algoritmas 3.2: Stochastinio gradiento jvertinimas (SPSA su tolygiai pasiskirsciusiu

suglodinimo operatoriumi)

Tikslas: jvertinti stochastini gradienta.
Pradinés salygos (preconditions): tikslo funkcijos apskaiciavimo algoritmas, kintamyjy skaicius n,

iteracijos numeris ¢, suglodinimo parametras o, , vektorius x'.

Galinés salygos (postconditions): stochastinio gradiento vektorius g’ .

1. Generuoti n-matj vektoriy &, kurio komponentés yra pasiskir&iusios tolygiai T(-1, 1);
2. Apskaiciuoti tikslo funkcijos reikSmes f° (xt + oy £t ) ir f (xt -o,-¢ t).

3. Apskaiciuoti stochastinio gradiento jvertj

o =gl opet) Ul e -éf)—zifx’ —o g,

Algoritmas 3.3: Stochastinio gradiento jvertinimas (baigtiniy skirtumy stochastiné

aproksimacija)

Tikslas: jvertinti stochastinj gradienta.
Pradinés salygos (preconditions): tikslo funkcijos apskaic¢iavimo algoritmas, kintamyjy skaicius #,

t

iteracijos numeris ¢, suglodinimo parametras o, vektorius x°, baigtiniy

skirtumy parametras v; .
Galinés salygos (postconditions): stochastinio gradiento vektorius g

b

1. Generuoti n-matj vektoriy v/ ~ N (0, E n) ir apskaiciuoti Sio vektoriaus norma Hvt

2. Apskai¢iuoti n-matj vektoriy, tolygiai pasiskirs€iusi n-macio vienetinio rutulio pavirSiuje:

3. Apskaiciuoti vektoriaus, tolygiai pasiskirs¢iusio n-maciame vienetiniame rutulyje, norma:
1
rl =s", S~T(O,1);
4. fori=ltondo
5. Apskaigiuoti tikslo funkcijos reikme tagkuose x’ + o, - & Ly U & IT x'+ o, & v, - &
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{Komentaras: ¢, :(0,0,0,....,l, ..... ,0) yra vektorius, kurio visos komponentés lygios 0,
i1Sskyrus i-taja, kuri lygi 1};
6. Apskaiciuoti stochastinio gradiento iverti

f(xt+0't-§z+ut-5i)—f(xt+0'tft—z)t-gi)

2v;

t L.t t
&i =& (x 01,6 ’Ut):

{Komentaras: g! yra stochastinio gradiento g" vektoriaus, i-toji komponenté };

7. done. ¢

3.3. SPSA METODO KONVERGAVIMAS

Panagrinékime seka (2.14), kai g’ = g(xt,a,,ft) stochastinio gradiento, apskaicCiuoto pagal
(3.5), reikimé tagke x, &,,&,,... yra nepriklausomos & kopijos, p; - skaliarinis daugiklis, o o;
suglodinimo parametro reik§mé iteracijoje 7, x° - pradinis taskas. Si seka konverguoja i (2.1)

sprendini beveik tikrai (b. t.) (t.y. bet kuriam &>0, lim P(th —x*

t—>o0

< 5) =1), kai iteracijy

skaiCius neapréztai didéja, jei yra iSpildytos tam tikros salygos.
Pazymékime X© f (x) stacionariy tasSky aibe:
X = {x|0 € 8f(x)},
o F’ jos stacionariy reik§miy aibe:
F" = {Z|Z = f(x)xe X*}.
Teorema 3.1. (Bartkuté & Sakalauskas (2007a)). Jei funkcija f:R" >R :
A) tenkina LipSico sqlygq su konstanta K,
B) yra aprézta is apacios,

C) lim inf || g” > 0 ( apibendrintas gradientas negali but lygus nuliui begalybéje),
)

X—0 gec"jf(x

D) bet kuriam & >0 galima rasti toki o >0, kad visiems y,

V- x|| <20, kur funkcija f (x)

o (y)
y

&
—Zz < —

— ’

2

diferencijuojama jprastine prasme, tolygiai x atzvilgiu galioja mi(z)
zedf (x

E) funkcijos stacionariy reiksmiy aibé F~ neturi vidiniy tasky,

ir

[y o

dy <
dom(\¥) (!//(y))3
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[lop()- dv <o, EJE] <o,
P

{pt }, {Gt} yra neneigiamy skaiciy sekos, tokios, kad

Zpt:oo,Zp[2<oo, O't—>0,¥ 0, pt—)O
t=1 =1 Pt Oy

X *
tada lim x' e X b. ¢
t—>w

[rodymas.
> Teoremos jrodymas yra pagristas zinomais stochastinés aproksimacijos konvergavimo
faktais (Wasan (1969), Epmonses (1976), Gupal & Norkin (1977), Nurminski (1979), Muxanepuu
et al. (1987), Dupac (1988), Kushner and Yin (2003) ir pan.). Dél atskiry detaliy, susijusiy su lemy
3.1 ir 3.2 taikymu, pateikiame i§samy algoritmo konvergavimo jrodyma.
I$ (3.3) turime
Tt o )< 7l o, )+ € K o - o). (3.18)

IS LagrandZo formulés (Dieudonné (1960)), (3.3), (3.5), (3.6) ir Lemos 3.1 seka:

7t o, )= 76t )+ (e + el =)o )l o )| (6 =t o gt (e =2

- — . 2
Sf(xt,at)+g(xt,0't)T -(x”l —xt)+ﬂ-uxt+l —xtH (x a,) ptg( Loy, §t+1)T (xt,at)+

: ' onfs )5

2
K-L- 2
I L) e S
2 T
t KL 2 —t —t
Lt ([ -l [ oo ) (=) 0o
t

IA

3
- K°-L-A » —
Sf(xt,at)+—pt ptg‘
O

¢ia 0 <7 <1, ir trumpumo délei paZymeta, kad ? = g(xt,at), gl = g(xt,dt,ftﬂ )

00

Pazymésime {®t};io c-algebry seka generuota sekos {\'t }t:O-
Pirmiausia parodysime, kad egzistuoja apréztas baigtinis posekis, konverguojantis i X .

Tarkime prieSingai, t.y. galima rasti tokius skaicius s irs , kad aibiy {x| Hx“ - xH <20 } seka neturi
sankirtos suX ", kai s >s. 1§ Lemos 3.2 seka, kad galima rasti toki ¢ >0, kad H?H >e>0

tolygiai x atzvilgiu, jei s >5,ir s yra pakankamai didelis. Tegul s yra toks, kad yra teisinga

...- C-K-lo,,, —0; K- L-4 . .
nelygybé, kai i > s: ad | Pi- % Tada 1§ (3.18) ir (3.19) gauname:
Pi o;

1
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- ! 2 C-K-loj -0 - K3-L- A
1 & 1 P
f( " 5r+1)3f( )——Elpz > Pl - | = l|_ : +
i—s 2 i o;

|®iD+i§pf(§i) (E g)
" as>-—zpl+zpz< V(o) tor L5

. ! 2 A\ —i 2 4 2
Kadangi ) p; (E((g’) |®ij.g j <> p; (EUgl
i=0 i=0

P4. Lemos (zr. prieda 1) iSplaukia, kad Z o (g’)T (E — gi) b.t. konverguoja. Panasiai jrodome,
i=0

+ g

i

g

2
—E[g’ ,D (3.20)

2
ZD <K*. 4% sz ir Zpk<oo i3

k=1

kad ipf -O_—'L-(Hgiuz —E(“gi“2|®[j) b.t. konverguoja, nes:
i=0 i
Al voie)- o) ompe] | o s+ Jompby)*
e[ = | | e <

Kadangi du paskutiniai démenys formul¢je (3.20) yra aprézti beveik tikrai, gauname

prieStaravima, nes z p; =0 ir 7(x, o)> -0,

Taigi, turi egzistuoti begalinis posekis, konverguojantis { X" .
Dabar tarkime, kad sekoje (2.14) egzistuoja, arba apréztas posekis, konverguojantis | x'e¢ X,
arba posekis, konverguojantis i begalybe.
o0
Pirma irodysime, kad, jei sekoje {xt }t:O yra apréeztas posekis, konverguojantis 1 taska x', cia

5, , kad esant bet kokiems & € (0, &,], galima rasti tokias indeksy

gedf (x
sekas {l oo k0 1 <k kad [x' - x| <26 delvisy i€l k, —1], ir
- k . l
Sh_)rr:of(x s )< Sli)rlgo f(x § ) (3.21)

I5 tikryjy, i§ prielaidy apie posekiy, konverguojancéiy | x'¢ X iri xe X, egzistavima, i$plaukia,

kad galime rasti tokias indeksy sekas [/ , k., [ <k , kad pakankamai mazam o turime, kad
Hxls —x'” <0, kaf —x'H >20 1r Hxi —x'H <26, kai i€l ,k, —1]. Dabar jrodysime, kad i§ tokiu

indeksy seky egzistavimo iSplaukia (3.21). Turime, kad

k= (T R . —i
- pg=x"=>pg ->.p (g’ -g ) I8 P4. Lemos (7r. prieda 1) iSplaukia, kad
i, i, i,
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o0

Z P; -(gi —?) b. t. konverguoja. Reiskia

<§ kai s>s , jei s yra pakankamai
i=0

Zp,(g -g

didelis. Todél & < kas —x" H <

k-1
> pig
i=l;

2

—i

g2l ypz S

Tad < K . Tuomet i§ (3.20) gauname iverti:

k-1
l=lv

?(xk“ O )S 7(xl“ 0 )— 882\/% .

IS Lemos 3.2 seka tolygus konvergavimas x atzvilgiu: 7(x,0')—> f (x), kai o —0, 1§ kurio

iSplaukia (3.21). Pastebésime, kad bet kuriems skai¢iams f" ir f"', tokiems, kad
fim/ (") < 1< r<tim £(x* ),
seka f (xt) kerta intervala ( ' f ") be galo daug karty. Tuomet galima rasti tokius du posekius
{x" }, ir {x” ; }, kuriems
)< fle)s o, (3.22)
£l )> 1, f(x’)> 11 <t<ps. (3.23)
Nemazinant bendrumo seka {x’} } galima laikyti konverguojancia, prieSingu atveju vietoj Sios sekos
galima paimti jos konverguojanti poseki. IS sekos {x”’ } konvergavimo, funkcijos f tolydumo, (3.22)

ir p, =0 turime, kad Zim f{x" )= f". Tuomet i (3.22), (3.23) isplaukia, kad

Timf(x ) tim £(x"). (3.24)

Kadangi F~ neturi vidiniy tasky, tai f' galime parinkti toki, kad f'¢ F". Dabar galime i§vesti
(3.21), kai seka {, } atitinka{/, }. Ta¢iau pastaruoju atveju (3.24) priestarauja (3.21).

o0

Jei sekoje {xt }tzo yra posekis, konverguojantis | begalybg, panasiai jrodome, kad egzistuoja

toks J,, kad, kai Je (O, 50], galima rasti tokias indeksy sekas {l }S 0> {ks }w kad

s=072

inf“xl"‘ —xH >2-0, inf”xk* —x” <0, ir inf ‘x —xH > & dél visy i €I, k, —1], i§ kuriy egzistavimo
xex” xeX”

xeX®

seka lim f (xk‘ )< lim f (xl‘ ), toliau analogiSkai aukSCiau iSnagrinétam atvejui nustatome atitinkamuy

§—>0 §—>00
indeksy r,, p, egzistavima, vedantj | prieStaravimg. <

AnalogiSkos konvergavimo salygos nustatytos SPSAU ir FDSA metodams (MuxaneBuu et al.
(1987)).
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3.4. SPSA METODO KONVERGAVIMO GREITIS

Stochastinés aproksimacijos konvergavimo grei¢io tyrimai, kai tikslo funkcija yra
diferencijuojama, pateikiami daugelio autoriy darbuose (Wasan (1969), Nurminski (1979),

Muxanesuu et al (1987), Kushner & Yin (2003) ir t.t.). Kai tikslo funkcija yra du Kkartus

diferencijuojama ir skai¢iuojama be triuk§mo nustatytas konvergavimo greitis O(lj (Dupac
t

(1988)). Tuo atveju kai tikslo funkcija yra diferencijuojama ir skaic¢iuojama su atsitiktine paklaida

konvergavimo greitis yra didesnis: 0[1]30<7,<2 (Poliak (1987), I'pannuun & Ilomsax (2003),
/7 3

Kushner & Yin (2003)). Yra zinoma, kad tam tikrais atvejais algoritmo konvergavimo greitis, kai
tikslo funkcija turi aStry minimuma, gali biiti didesnis nei glodziy funkcijy (Poliak (1987), Nesterov
(2004)).

Disertacijoje jrodysime, kad SPSA metodas gali pasiekti konvergavimo greiti O(lj, kai
Y

1<y <2. Siame darbe konvergavimo grei¢io tyrimas susideda i§ dvieju daliy: optimizavimo sekos
(2.14) konvergavimo i suglodintos funkcijos (3.1) minimumo taSka ir suglodintos funkcijos
minimumo konvergavimo { tikslo funkcijos minimumo taska, kai o, - 0.

Panagrinékime Lip$ico funkcija, turindia astry minimuma taske x° su konstanta x>0 (Zr.
Poliak (1987)):
, kiekvienam x € R". (3.25)

f(x)—f(x*)z ,u“x—x*
Pazymékime 4:R" — R Klarko apibendrinta iSvesting pagal kryptj taske x e R”, t.y. tokj
atvaizdavima, kad (Clarke (1975), Rockafellar (1979), zr. prieda 1):
hy)= max(z-y), yex. (3.26)
Iveskime funkcija, apraSancia tikslo funkcijos savybes astraus minimumo aplinkoje:
h(x)=E(h(x+¢&)). (3.27)
Lema 3.3. Tegul f(x) yra LipSico funkcija. Tada funkcija 4:R" — R, apibrézta (3.26), yra

i8kila kiigio pavidalo LipSico funkcija. Jei funkcija f{x) turi aStry minimuma su konstanta z, tada

W)z u ], yeR". (3.28)

[rodymas.
> Apibendrinos iSvestinés pagal krypti atvaizdavimo /4 iSkilumo ir kiigiSkumo savybés yra

irodytos Clarke (1983). I$ apibrézimo (3.26) turime:

2

h(yl)—h(yz)ZZg;f?'@%)(z'yl)—;egf(})(z'yz):(21 'yl)_(zz -yz)g(zl '(yl _yz))SK'”yz g
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Gia (2 'y1)22$f(li€)(z'y1) ir (z,-3,)= Zemaf‘?f)(z')ﬁ)-

Panasiai irodome, kad:

Wyy)=h() < K-y, = -
I Sia seka Lipsico salyga:

h(,) = h(y ) < K [, = 0]

(3.28) irodymas lengvai seka i§ apibendrintos iSvestinés pagal krypti apibrézimo (Clarke (1983),

Muxanesud et al. (1987)) ir astraus minimumo savybés (3.25):

M) = tim sup LEHFENSE ) G o) = ()
O

-0, |y|<s o o0,
0<o<o

> - 4

Kadangi h() yra i8kila LipSico funkcija, tai jos vidurkis Z(x) yra du kartus diferencijuojama

funkcija ir jos gradientas gali biti {vertintas pagal lemq 3.1.

Pazymékime funkcijas /(x,o)= f(x* to- (x—x* ))— f(x*) ir Z(x, o)=E(h(x+¢&,0)).
o

Bendru atveju tikslo funkcijos minimumas x skiriasi nuo funkcijos Z(x) minimumo tasko y *.
Tokiu budu galime ivesti sarysi tarp suglodintos funkcijos 7(x, 0) minimumo tasko x; ir tikslo
funkcijos minimumo tasko X

k * % %
Xg =X +G(y —x )—i—o(a).
Pavyzdys 3.4. Tegul turime funkcija f (x): max(—m-x,K -x), K>m>0, o suglodinimo

tankis, apibréztas kaip pavyzdyje 3.1 b). Nesunku jsitikinti, kad Z(x) yra:

-m-Xx, x< -1,
2 2
—-m- _l+f_w +K- l+f+w, x>-1irx<0,
h( )_ 6 2 6 6 2 6
YOIk x, x>1,
2 2
o L (=3 [ w3) X)L
6 2 6 6 6 2
-m x<-1
. . 1 x? 1 x? .
0 jos gradientas —-m|————x|+K- | —+—+x| x>-1lirx<0,
dh(x,o) 2 2 22
& K, x>1,
2 2
N R L R S B )
2 2 2 2
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f T T T

-2 -1 0 1 2
Pav. 3.2. Funkcijos f(x)=max(-m-x,K -x) ir suglodintos funkcijos apibendrinti gradientai

Si funkcija yra du kartus diferencijuojama. Jos antros eilés i§vestiné yra:

0, x< -1,
d*hx,0) _J(K+m)-(1+x), x>-lirx<0,
doc? 0, x>1,

(K+m)-(1-x), x<lirx>0.

eito

0

| | |
-2 -1 I 1 2

Pav. 3.3. Suglodintos funkcijos f(x)=max(—m-x,K - x) antros eilés i¥vestiné

Nesunku jsitikinti, kad funkcijos Z(x) minimumo taSkas yra lygus y* = —1, 0 Sios

K+m
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2
funkcijos hesianas minimumo taSke yra lygus H = d hgx) =.2m- (K + m) .

Suformuluosime ir jrodysime lema apie funkcijos Z(x, o) konvergavima { Z(x), kai 0 — 0.
Lema 3.4. Tegul f(x) yra pusiauglodi funkcija (zr. prieda 1). Tada lirré Z(x, a) = Z(x)

[rodymas.

> Lemos irodymas seka i§ glodzios funkcijos iSvestinés pagal krypti bei funkcijos

Z(x, o ) apibrézimy ir Lebego teoremos:

lim W, 0) = lim E(f(x* +o-.(x—x*)+g-§)—f(x*)j )

o—0 o—0 o

:E[nm[f(x*”'("‘x*)*“'f)‘f("*m:E(h(x+g))=;7(x). <

o—0 o

Suformuluosime ir jrodysime lema apie tikslo funkcijos ir funkcijos Z(x) minimumo tasky
sarysi.
Lema 3.5. Tegul xj; yra suglodintos funkcijos (3.1) minimumo taskas, ¢ia f (x) yra

pusiauglodi funkcija. Tuomet

* *
. Xy — X
lim 2 —

o—0 o

% *
:y —x ,

¢ia y* yra funkcijos Z(x) minimumo taskas.

[rodymas.

> Pastebésime, kad funkcija Z(x 0') yra tolyding, aprézta i§ apacios ir neapréztai didéjanti, kai
x — . Tai reiSkia, kad funkcija turi minimuma baigtiniame taske y:;. Nesunku pastebéti, kad
funkcijy h(x,O') ir f (x,O') minimumo taskai y_ ir x_ yra susieti sarySiu: x, =x + G(ya -X )

Lema galima laikyti jrodyta, kadangi i§ lemos 3.4 iSplaukia, kad y" = lirré y.. <

Suformuluosime ir irodysime pagalbing lema. Lemos irodymas yra panasus i Chung lema

(Chung (1954),Wasan (1969)).
Lema 3.6. (Bartkuté & Sakalauskas (2007a)). Tegul {ut }Cl’o yra neneigiamy skaiciy seka, tokia,

kad tam tikriems ¢ > ¢, galioja:
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e r— r
Glac, >0,0,>0,¢, >c,l,>1,d1>0,c> P>0s>

tp

. Tuomet

ut2<i ! +OL.
2c 4P t2c

[rodymas.

. & o . . y
> Tarkime, kad ¢; >c'=c 7 [, <I'=1 +5 esant tam tikriems ¢ > ir tam tikram maZam

£ >0. I8 Chung lemos (Wasan (1969), priedas 3, lema 6) gauname, kad

3.29
o (3.29)

%Sz«j—e)((mly—p‘(1‘2‘(;_8)] 1 }

Tegul ¢ yra toks, kad u,2 < d

2 ) - visiems ¢ > t(.
‘\c—¢&) ¢

Tada i (3.29), lemos prielaidos ir pastarosios prielaidos seka:
d 1 <
2c—e) (r+1) P

2
U] —

Vadinasi, ut2 < _d4 1
2(0—8) tiP

yra teisinga visiems ¢ >/f(, jei tai yra teisinga tam tikram

dideliam ¢(. Toliau, tarkime prieSingai, visiems pakankamai dideliems #:

2 d 1 1
> : 0 .
YOS e) e [tz(c—s)j

Tuomet, taikydami (3.29) po nesudétingy pertvarkymy, kai ¢ yra didelis, gausime:
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2
Pazymésime u', | pastarosios nelygybés kairiaja pusg, o deSiniaja pusg u'; {1 - %) . Tada
t

C —

2
&£ 5 v ix " o —
O0<u'jy1<uy [1— j . Si seka yra apréZta i§ apacios, monotoniné bei konverguojanti. Tada
tP

Lo
; 2 —2(c-¢) 2 -
' ' c—-¢ ' i:ml 1
wig<uy ] 1- <u'y-e =0| ——— |, m>c.

; 2(c—¢&
i=m ! t(c )

Todélabiematvejais:u,zSinf L~L+O; Si- ! +0 1 .<
2(0_3) [P (2c=¢) 2¢ P 12

>0

Suformuluosime ir irodysime teorema, SPSA metodo konvergavimo grei¢iui ivertinti, kai

tikslo funkcijos turi astry minimuma (3.25).

Teorema 3.2. (Bartkuté & Sakalauskas (2007a)). Tegul yra ispildytos teoremos 3.1 sqlygos,

be to funkcija f (x) yra pusiauglodi ir taske x" turi vieninteli minimumaq, kuris yra astrus su

0*h(y,0) _&*h(y)

konstanta p > 0. Tarkime, kad sqlyga lim >0 yra isSpildyta visiems y is tam

o—0 ayz
tikros mazos tasko y" aplinkos.
Jei
a b a_ 1+p
=—,a>0,0,=—,b>0,0<f<1, —>——,
Py LB Pl =5y
tada
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2\ A4-K?-ab 1 1
t+1 *
E(Hx _x0t+1H js 0 | (3.30)

t b
kai t — oo, ¢ia x'*! yra apibréziamas pagal (2.14), vy~ funkcijos Z(y) minimumo taskas,

- [a%)

8y2

-1

1 )
0
) o g pr s
Y=y

dom(P) y/(y)

[rodymas.

> Kadangi taréme, kad tikslo funkcija turi tiktai aStry minimuma, seka (2.14) konverguoja b.t.

1 81 minimumo taska. IS (2.14) ir optimalumo salygos §(th ,0¢ )= 0 turime, kad:

2 — — — 2
1 * * *
HXH “Yorq H :th “Xopy] TPt '(g(xtﬁt)— g(xat Oy ))_Pt '(g(xt)o-t’é:t+l)_ g(xt,at)]‘ =

2

s o i) )
t .t t * .t | *
~2p '(g(x ’thftﬂ)‘g(x ’Ut))r'(x ~Xoy4] ‘Pt'(g(x ’Ut)‘g(xaz’at)))Jf
2 t (. V2
+ Pt 'ng 01,6141 )8\, oy ‘ .

Suvidurking abi Sios lygybés puses, déka (3.6) gausime:
2
t+1 * _
FIEa——. |@,j _

= |xf ~Xor41 —pt(g(xt,at)—g(xat,at)l‘ * Pt E(Hg(xt,oy,ﬁtﬂ)—g(xt,at)‘ |®tjS

IA

x — —( * 2 9 2
xt—xaHl _pt(g(xt’at)_g(xat’at)]‘ +pp K74

_ 0’ Z((x—x*) +x O'j
5 ,
Pastebésime, kad o (x,a) =l g .

Ox? o ox?

Kadangi suglodinta funkcija yra du kartus diferencijuojama, tai i§ Lagrandzo formulés ir

pastarosios lygybés turime jverti:

t_* t_*
x'—x +z'-(x —xo-tj N

ot
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I8 pastarojo ivercio ir lemos 3.5 turime:

2
t+1 *
E[Hx — X541 |®t]S

<[ st -2 oo

Oy

(3.31)

* *
y —X

2
+o<at>jj p? KA

2i)| |

nes pagal teoremos salyga H, — H = 5
oy

, 1 —> 0.
*

Y=y

Po elementariy pertvarkymy, apskaiciave abiejy (3.31) pusiy vidurkius, gausime tokia
nelygybe:

2 2
N e A R
t

Galiausiai, déka lemos 3.6 ir pasirinkto teoremos prielaidose o, ir p, kitimo désnio, gausime

* *
y —X

2
+0(0,))J +p[2 K% 4.

vertj:
2\ A-K?-ab 1 1
t+1 * a
— < .
E(Hx x6t+1H j— |7 O T2al | <
;b

Pazymésime, kad konvergavimo greitis (3.30) nustatytas, kai stochastinis gradientas
ivertinamas pagal (3.5) ir tikslo funkcija skaiiuojama be triukSmo. Kai tikslo funkcija yra
skai¢iuojama su atsitiktine paklaida, konvergavimo greitis 1§ esmés mazé¢ja (Poliak (1987),
I'parnunn & Tlomsx (2003) ir kt.).

Gauta konvergavimo greicio ivercio iSraisSka (3.30) yra konstruktyvi, kadangi konstantos joje
yra iSreiSkiamos per tikslo funkcijos charakteristikas bei metodo parametrus a ir b, kuriuos
atitinkamai derinant galima uztikrinti metodo konvergavima. Kaip matome 1§ pateiktos
konvergavimo grei¢io formulés, konvergavimo greicio eilé¢ nepriklauso nuo uzdavinio dimensijos.
Metodo parametrus galima parinkti taip pat nepriklausancius nuo uzdavinio dimensijos.

Pateiksime keleta pavyzdziy, kuriuose apskai¢iuojamos konvergavimo grei¢io ivercio

konstantos skirtingiems suglodinimo operatoriams.

Pavyzdys 3.5. Tarkime f (x): ,u-||x , xeR". Tai konvergavimo greicio jver¢io konstantos

yra lygios:

a) jei suglodinimo tankis yra Gauso:
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b) jei suglodinimo tankis yra toks kaip pavyzdyje 3.1 b):

oo e
%J_z. CI S S0 (3.33)
H wog #ne2)u
2
pia ]

Kaip jau buvo pazyméta, SPSA metodo konvergavimo greitis priklauso nuo suglodinimo
operatoriaus. Taciau klausimas apie optimalaus LipSico suglodinimo operatoriaus savybes dar néra

iStirtas ir gali buti tolimesniy tyrimy objektas.

3.5. STOCHASTINES APROKSIMACIJOS KONVERGAVIMO GREICIO TYRIMAS
KOMPIUTERINIO MODELIAVIMO BUDU

Optimizavimo metodo konvergavimo grei¢io tyrimas yra sudétingas uzdavinys, reikalaujantis
detaliy teoriniy tyrimy bei intensyvaus kompiuterinio modeliavimo. Literatiiroje galima rasti daug
rezultaty skirty teoriniam stochastinés aproksimacijos konvergavimui tirti, taciau konvergavimo
grei¢io kompiuterinio modeliavimo studiju yra pateikiama labai nedaug. Siame skyrelyje pateikiami
sukurto SPSA metodo konvergavimo greifio tyrimo Monte-Karlo metodu rezultatai, palyginant
juos su kitais stochastinés aproksimacijos metodais. Kompiuterinio skai¢iuojamojo eksperimento
metu auk$¢iau iSvardintais algoritmais daug karty minimizuojamos kelios testinés funkcijos.

Konvergavimo greiCiui testuoti pasirinkta testiniy funkciju su aStriu minimumu klase

n
f (x) = sz‘|xi| + A, ¢ia b; atsitiktiniai tolygiai pasiskirstg intervale [y, K ], K > p >0, skaiciai.
i=l

Tokiy testiniy funkciju pasirinkima lémé tai, kad nediferencijuojamos funkcijos minimumo
aplinkoje gali biti aproksimuojamos funkcijomis su asStriu minimumu.

Konvergavimo greiiui palyginti testinés funkcijos su astriu minimumu buvo minimizuojamos
SPSAL, SPSAU ir FDSA metodais M=100 karty, vieno nusileidimo metu atlickant N=10000
minimizavimo zingsniy, kai n=2,4 ir =2, K=5, sekos (2.14) koeficientus nustatant tokiu budu:
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yor :min(c,%j, o :min(d,%], ¢ia B=0,5, 0,75, 0,9, o a, b, ¢, d empiriskai parenkami
t

koeficientai skirtingi {vairiems stochastinés aproksimacijos algoritmams. Tiriant S§iy metody
konvergavimo greiti didelio matavimo uzdaviniuose, buvo atliktas skai¢iuojamasis eksperimentas
kai n=100. Kadangi stochastiniai metodai pasiZymi létu konvergavimu, reikalaujan¢iu didelio
optimizavimo zZingsniy skaiciaus ir tuo paciu ilgo kompiuterinio laiko tokiems uzdaviniams spresti,
pastarasis eksperimentas buvo atliktas, taikant lygiagre¢iujy skai¢iavimy klasterj. Sis eksperimentas
aprasytas 6 skyriuje, o konvergavimo greicio eilés empiriniai iverciai pateikti lenteléje 3.3.

Kaip matome i§ (3.15), (3.16) SPSA metodai stochastiniam jverCiui ijvertinti reikalauja
skaiCiuoti tik dvi tikslo funkcijos reikSmes, o FDSA metodas (3.17) reikalauja tikslo funkcija
skaiciuoti 2n karty (Muxanesuy et al. (1987), I'pannunn & Ilomsik (2003) ir t.t.). Tikslo funkcijos
skaiCiavimy skai¢ius yra daznai naudojamas optimizavimo algoritmo sudétingumo matas.
Skai¢iavimy sudétinguma nusakant $iuo matu, palygindami optimizavimo metody efektyvuma,
turime atsizvelgti i tai, kad skirtinguose metoduose per ta pati iteraciju skaiciy tikslo funkcija gali
buti apskaiciuota skirtinga skaiCiy karty. Tokiu budu, atlikus N zingsniy SPSA metodu tikslo
funkcija tenka skaiCiuoti 2N karty, o skaiciuojant FDSA metodu toks tikslo funkcijos reikSmiy

o o N . ..
skaiCius bus apskaiciuotas per — iteraciju.
n

Zemiau pateiktu algoritmu 3.4 sudaroma lygtis konvergavimo grei¢io jveréiams gauti maZiausiy

kvadraty metodu, kuri véliau sprendziama dalijimo pusiau metodu (algoritmas 3.5).

Algoritmas 3.4: Funkcijos konvergavimo greicio jver¢iams gauti maziausiy kvadraty metodu

sudarymas

Tikslas: sudaryti funkcija konvergavimo greifio jver¢iams gauti maziausiy kvadraty metodu.
Pradinés salygos (preconditions): optimizavimo zingsniy skai€ius N, einamojo taSko atstumo nuo
optimalaus taSko masyvas m4 (zr. algoritma 4.3, 4 skyriuje), optimizavimo zingsniy kartotinumas d,
optimizavimo sekos konverguojancio posekio pradzia d*.
Galinés salygos (postconditions): funkcija F (y)
1. suml =0, sum2 =0, sum3 =0, sum4 =0;

Apskaiciuojame sumas

2. for i =trunc(d‘/d) to trunc(N/d) do

3. suml =suml+m4[i]-ln—§l); sum?2 =sum2+%[l]; sum3 =sum3+%y; sum4 =sum4+2Ly;
i i i i
4, done;
cee . suml - sum4
5. Apskaic¢iuojame funkcija: F (y) = 1.0

sum2 - sum3
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Algoritmas 3.5. Stochastinés paieSkos metody konvergavimo greicio tyrimas

Tikslas: siekiant istirti stochastinés paieSkos metoduy konvergavimo greitj, dalijimo pusiau metodu
sprendziama lygtis F' (y) =0.
Pradinés salygos (preconditions): visas optimizavimo zingsniy skaiCius N, optimizavimo sekos
konverguojan¢io posekio pradzia d‘, dalijamo pusiau intervalo pradzia a ir
pabaiga b.

Galinés salygos (postconditions): empiriné konvergavimo greicio eileé y.

1. a=1; b=2; d=100;
2. while <N do
3 _a+ b
2

{Komentaras: ¢ia a ir b dalijamo pusiau intervalo pradzia ir pabaiga}
4. Apskaiciuojame funkcijos reikSmeg F (y) (algoritmas 3.4).
5. if b—a >0.00001 then do
6. if F(y)<O0 then a =y
7. else b=vy;
8. done;
9. d'=d‘+1;
10. done. ¢

2
Monte-Karlo jver¢io A, =Eth —x*H priklausomybé nuo tikslo funkcijos skaiCiavimo

skaiciaus, kai n = 2, pateikta pav. 3.4, §i priklausomybé logaritminéje skaléje pavaizduota pav. 3.5.
Lentelése 3.2 ir 3.3 pateikti konvergavimo greiCio eilés teoriniai ir Monte-Karlo empiriniai
maziausiy kvadraty jverciai.

IS zemiau pateikty rezultaty matome, kad sukurtas SPSA algoritmas su LipSico suglodinimo
operatoriumi pasirodé esantis ne blogesnis, o kartais net efektyvesnis nei gerai literatiiroje Zinomas
baigtiniy skirtumy stochastinés aproksimacijos algoritmas. Taip pat Sis metodas nagriné¢jamu atveju
pasirodé efektyvesnis nei SPSA su tolygiai pasiskirs¢iusiu suglodinimo operatoriumi. Efektyvumas
ypaC pastebimas, esant nedideliam kintamyjy skaiiui (n=2,4). Nors tiriamy algoritmy
konvergavimo greicio eilé teoriSkai yra vienoda, taiau i§ pateikty priklausomybiy matome, kad
SPSAL metodas konverguoja sparciau nei SPSAU ar FDSA metodai. IS pav. 3.5 pateikty SPSAL,
SPSAU ir FDSA metody konvergavimo greicio eilés priklausomybiy matome, kad gautos kreivés
yra artimos tiesinéms funkcijoms, o tai patvirtina gautus teorinius rezultatus, t.y. jei

iSlogaritmuosime gauta teorini konvergavimo greicio iverti (3.30), pastebésime, kad konvergavimo
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greicio teorinis jvertis kinta kaip tiesiné funkcija. SPSAL metodo konvergavimo spartuma parodo
tai, kad SPSAL metodo konvergavimo grei¢io eilés iver¢io kreivé yra Zemiausiai nei Kkity
palyginimui paimty metody. Siy kreiviy padéti jtakoja tam tikros konstantos, i§reiskiamos per tikslo
funkcijos charakteristikas bei metodo parametrus (teorema 3.2). 1S lentelése 3.2 ir 3.3 pateikty
stochastinés paieskos metody konvergavimo greicio eilés iverciy, gauty maziausiy kvadraty metodu
matome, kad kompiuterinio modeliavimo metu gauta konvergavimo greicio eilé¢ yra artima teorinei
konvergavimo greicio eilei y =1+ f, kai sprendziamo uzdavinio dimensija bei £ yra kei¢iami.

Taciau SPSA algoritmy efektyvumo priklausomybé nuo kintamyjy skaiciaus dar reikalauja

papildomy tyrimy
-:-.-:-mllr 0.1 o
0.0l =
SPEAL IEUR T
SPSAT P
1wt P . IBUI & - spsav
— FDSA
1w - —
10 f
¢ I4 I + + Lo 3 +
5000 110 1.510 2-10 1107 1-10
Kreipimosi | funkeyja skaifius Kreipimosi | funket)a skaifius
Pav. 3.4. SPSAL, SPSAU ir FDSA metody Pav. 3.5. SPSAL, SPSAU ir FDSA metody
konvergavimo greicio eilé, n =2, =09 konvergavimo greicio eilé¢(logaritminéje
skaléje), n=2, =09

Lentelé 3.2. Stochastinés paieSkos metody konvergavimo greicio eilés iveréiai, kai n=2, 4,

B=0,5; 0,75 0,9

/4
B=0,5 B=0,75 B=09
Teorinis: y =1+ 1,5 1,75 1,9
Empirinis
SPSAL
(SPSA algoritmas su LipSico suglodinimo operatoriumi)

n=2 1,5139 1,7478 1,9094

n=4 1,4180 1,7443 1,9590
SPSAU

(SPSA algoritmas su tolygiai pasiskirs¢iusiu suglodinimo operatoriumi)

n=2 1,5073 1,7348 1,8885

n=4 1,5515 1,7845 1,9981
FDSA

(Baigtiniy skirtumy stochastinés aproksimacijos algoritmas)
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n=2 1,5141 1,7685 1,9172

n=4 1,5024 1,7506 1,9062

Lentelé 3.3. Stochastinés paieSkos metody konvergavimo greicio eilés iverciai, kai n=100, B = 0,75

Teorinis greitis: y =1+ S SPSAL SPSU FDSA

n=100 1,7055 1,7215 1,7303

3.6. REZULTATAI IR ISVADOS

1.

LipSico funkcijy klas¢je jvestas suglodinimo operatorius su LipSico tankio funkcija leidzia

gauti du kartus diferencijuojamas suglodintas funkcijas.

Sukurtas SPSA algoritmas funkcijoms, suglodintoms su LipSico suglodinimo operatoriumi,

optimizuoti, leidzia praplésti zinomy SPSA metody klasg.

Irodytas sudaryto algoritmo konvergavimas ir nustatytos algoritmo konvergavimo salygos

LipSico funkcijy klasé¢je, kei¢iant Zingsnio ilgi bei suglodinimo parametra (teorema 3.1).

Sudaryto SPSAL algoritmo konvergavimo greitis yra O(%} 1<y <2, pusiauglodziy
k

funkcijy klas¢je. Konvergavimo greicio eilé nepriklauso nuo uzdavinio dimensijos (feorema

3.2).

Nustatytos konstruktyvios konvergavimo greicio konstantos, iSreiSkiamos per tikslo
funkcijos skaitmenines charakteristikas bei metodo parametrus. Atitinkamai derinant Siuos

parametrus, galima gauti konverguojancias sekas.

Monte-Karlo metodu jvertinta konvergavimo greicio eil¢ atitinka teorines iSvadas.
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POZICINIU STATISTIKU TAIKYMAS TIKSLO FUNKCIJOS MINIMALIAI
o REIKSMEI [VERTINTI

4.1. [VADAS

Optimizavimo uzdaviniams spresti taikomi jvairts algoritmai, konverguojantys iteracijuy skaiciui
augant | begalybe. Taciau praktiniu pozilriu yra svarbu priimti sprendimus apie gauto sprendinio
optimaluma bei naudojamo algoritmo stabdyma po baigtinio iteracijy skaiciaus.

Siame skyriuje nagrinégjamas Markovo tipo algoritmy optimizavimo seku poziciniy statistiky
taikymas optimizuojamos funkcijos minimaliai reik§mei bei jos pasikliautinajam intervalui jvertinti.
Sie jverdiai teikia svarbia informacija optimizavimo algoritmo realizavimo metu, nustatant tolesnio
optimizavimo arba stabdymo perspektyvuma.

Zinomi keliy autoriy darbai, kuriuose analizuojamas poziciniy statistiky taikymas funkcijos
minimaliai (maksimaliai) reik§mei arba funkcijos ekstremumo padéciai jvertinti. Sios problemos
nagring¢jimo vienas i§ pradininky yra J. Mockus (Mouxkyc (1976)), pritaikgs statistiniy iSvady teorija
optimizavimo algoritmy optimalumui tirti. Véliau teoriniai nagrin¢jimai, paremti ekstremaliyjy
reik§miy teorija, buvo isplétoti A. Zilinsko ir A. Zhigljavsky (OKurnssckuit & Xumnckac (1991)).
H. Chen (1996) geriausias funkcijos reikSmes pritaiké maksimumo taSkui nustatyti.

Ekstremaliyjy reikSmiy teorijos taikymas optimaliems sprendimams priimti remiasi prielaida,
kad tikslo funkcijos reikSmiy, gauty optimizavimo metu, pozicinés statistikos yra pasiskirsciusios
pagal ekstremaliyjy reikSmiy skirstini. Reikia pastebéti, kad nors Sis skirstinys yra labiau
iSnagrinétas nepriklausomy vienodai pasiskirsciusiy dydziy atveju, juo paremti modeliai gali biiti
taitkomi ir tais atvejais, kai nebitinai yra iSpildytos nepriklausomumo bei homogeniskumo
prielaidos (I'amambom (1984)). Pavyzdziui, ekstremaliyjy reikSmiy ribinis skirstinys gali bati
taikomas nepriklausomy atsitiktiniy dydziy su skirtingomis dispersijomis ekstremaliyju reikSmiy
skirstiniams modeliuoti (David & Nagaraja (2003)).

Kita vertus, yra jrodyta, kad funkcijos reikSmiy seka, gauta stochastinés aproksimacijos btdu,

asimptotiskai konverguoja i nepriklausomy Gauso dydziy su skirtingomis dipersijomis seka.
Teorema (Wasan (1969), Dupac (1988)): tegul seka {xt } yra konstruojama pagal (2.14). Jei g’

. . . . v o . a
yra stochastinis gradientas, suglodinta funkcija yra glodZiai diferencijuojama ir p, =—,

t

O<ay<a<ay, aj,a, tam tikros konstantos, tai Ji -(xt —x*) yra vektorius asimptotiSkai

pasiskirstes pagal normalyji désni su nuliniu vidurkiy vektoriumi bei tam tikra kovariacine matrica.
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Be to, SPSA metodo su Bernulio suglodinimo operatoriumi asimptotini konvergavima {
normalyji désnj yra irodgs J. Spall (2003).

Taigi, i§ gerai zinomo paminéto fakto, kad atsitiktiniy dydziy su skirtingomis dispersijomis
ekstremaliyjy reikSmiy skirstinys yra Veibulo (David & Nagaraja (2003)) ir pateiktos teoremos
seka, kad teoriniy iSvady, prieStaraujanciy ekstremaliyjy reikSmiy skirstinio taikymui optimaliems
sprendimams priimti, néra zinoma. Be to, poziciniy statistiky, gauty optimizavimo metu, skirstinys
néra teorisSkai iSnagrinétas. Todél kompiuterinio modeliavimo taikymas yra vienas i§ budy patikrinti
ekstremaliyjy reikSmiy tinkamuma optimizavimo metody optimalumui tirti.

Norint taikyti ekstremaliyjy reikSmiy skirstinius optimizavimo uzdaviniy sprendinio
optimalumui tirti, reikia zinoti Siy skirstiniy parametrus, kuriy svarbiausias yra skirstinio formos
parametras o.. Daugelyje optimizavimo uzdaviniy §] parametra galima parinkti remiantis funkcijos
homogeniskumu optimalaus tasko aplinkoje (Haan (1981), Xurnsasckuii (1985)). Kita vertus, $i
parametra taip pat galima jvertinti nagrinéjant Veibulo skirstinio parametry statistinio vertinimo
uzdavinij (zr. 5 skyriy).

Toliau nagrinésime poziciniy statistiky taikyma tikslo funkcijos minimalios reik§més iverciams
gauti, kai ekstremaliyjy reikSmiy skirstinio formos parametras yra zinomas ir nustatomas
pasinaudojant funkcijos homogeniskumu ekstremumo aplinkoje. Pazymésime, kad tikslo funkcijos
poziciniy statistiky, gauty optimizavimo metu, skirstiniy analitinis tyrimas yra sudétingas, dar
neiSsprestas uzdavinys. Todel sukurty metody tinkamuma tikslo funkcijos minimaliai reikSmei
tvertinti Markovo tipo optimizavimo algoritmuose iStirsime kompiuterinio modeliavimo budu.
Gauti rezultatai buvo pristatyti tarptautinése konferencijose: VII tarptautinéje konferencijoje
“Computer data analysis and modeling” (2004, Minskas, Baltarusija), tarptautinio statistikos
instituto (ISI) 55-oje sesijoje (2005, Sidnéjus, Australija), seminare Workshop of European Chapter
on Metaheuristics  “Metaheuristics and Large Scale Optimization” (2005, Vilnius),
“Kompiuterininky dienos-2005" (KU, Klaipéda), Operacijy tyrimo 21-oje konferencijoje (EURO
XXI) (2006, Reikjavike, Islandijoje) bei publikuoti moksliniuose leidiniuose: Bartkuté &
Sakalauskas (2004a), Bartkuté & Sakalauskas (2005a), Bartkuté & Sakalauskas (2005b), Bartkuté
et al. (2006), Bartkuté & Sakalauskas (2006b).

4.2. OPTIMIZAVIMO SEKOS OPTIMALUMO TYRIMO METODAS

Stochastiniuose ir euristiniuose optimizavimo algoritmuose dazna yra stabdymo problema.
Pasinaudodami pozicinémis statistikomis ivesime taisykle Markovo tipo algoritmams stabdyti.
Trumpai apzvelgsime metoda, leidzianti ivertinti minimalios reikSmés pasikliautingji intervala

naudojant pozicines statistikas, kai iteracijy skai¢ius N yra baigtinis.
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Tarkime, turime seka H = {771 ,...,nN}, kurios elementai yra funkcijos reikSmeés 7, = f(x;),

gautos optimizavimo metu. Norint jvertinti parametro min flx)= f(x*): 4 pasikliautinaji intervala,

xeR"

v

i§ sekos H pakanka iSrinkti tiktai A+l  poziciniy  statistiky: M(0)>--»7(k)> Cla

k= k(N ), %—) 0, N > +o0. Toliau panagrinésime poziciniy statistiky taikyma minimalios
reik§més tiesiniam jver¢iui bei tikslo funkcijos minimalios reikSmés pasikliautinajam intervalui
gauti. Sie {ver¢iai yra gana paprasti ir priklauso tik nuo vieno parametro: ekstremaliyjy reik§miy
skirstinio formos parametro a. Sis parametras gali biiti nustatomas dviem biidais:
- pasinaudojant funkcijos homogeniskumu minimumo aplinkoje;
- jvertinant statistiniais metodais.
Sio parametro ivertinima pasinaudojant funkcijos homogeniskumu i$nagrinésime skyrelyje

4.2.3, o jo statistinius jverc¢ius pateiksime 5 skyriuje.
4.2.1. Tikslo funkcijos minimalios reik§més tiesinis jvertis

Tikslo funkcijos minimaliai reikSmei jvertinti galima pasinaudoti skirstinio ribinés reikSmes
tvertinimo metodu (end-point estimation (Hall (1982))). Tada tiesinis parametro 4 ivertis yra (Hall
(1982), Bartkuté & Sakalauskas (2004a)):

k
AN = Zam(i), 4.1
i=0
k
¢ia k daug mazesnis nei N, aq, ... , ax koeficientai, tenkinantys lygybe > a; =1.
i=0

Tiesiniam parametro 4 iverciui skaiciuoti koeficienty a; seka galime apibrézti trimis skirtingais

biidais (Bartkuté & Sakalauskas (2004a)):

I biidas a=(+c;, 0,.., 0, —¢c;),
) N
¢ia cp = a , o ekstremaliyju reikSmiy skirstinio formos parametras.
F(l +k+ lj {
A e F(l + j
k! a

Po algebriniy pertvarkymy galime gauti patogesng skaiciavimams koeficiento ¢, iSraiska:

Ck= © 1 .
I+— -1
i)

(4.2)
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Paprasta Siy koeficienty isSraiska, nagriné¢jama (Hall (1982)), aproksimuoja (4.2), kai o =1 :

x  2a-—1
Cp = . 4.3
k=T (4.3)
—1
11 biidas az(ﬂTA_l/l) A2, g A= (11,0, 1)
¢ia A- simetrine matrica, kurios elementai apskaiciuojami taip
F(2+i+1j1“(1+j+1]
Ajj = i " i , ( jz i), a ekstremaliyjy reikSmiy skirstinio formos parametras.
F(+i+1jl“(j+1)
a
T -1 )/1_( T -1 %
I biadas a=A" (b ADAVAD = |
(bT A_leiT A"l/i)— (ATA_lb)
F(l +i+1
Ga b=(by, by, ... by), b = ﬁ , o ekstremaliyjy reikSmiy skirstinio formos parametras.
i+

4.2.2. Tikslo funkcijos minimalios reik§més pasikliautinasis intervalas

Daznai optimizavimo uzdaviniuose ekstremalioms reikSméms vertinti naudojami vienpusiai
pasikliautinieji intervalai (OKurnmsasckuii (1985), Bartkuté & Sakalauskas (2004a)). Tada tikslo
funkcijos minimalios reikSmeés vienpusis pasikliautinasis intervalas gali buti jvertinamas tokiu

budu:
[7(0) =76 - (k) = 1(0) ) (0)]. (4.4)

Cia _ , 0 pasikliovimo lygmuo.

Pav. 4.1 pateiktos koeficienty ¢y, cz ir r; s priklausomybés, priklausomai nuo poziciniy
statistiky skaiCiaus &, kai o =5;10, 6=0,95. I§ Siy priklausomybiy matome, kad kai poziciniy
statistiky ~ skaiCius  yra  didelis, tikslo  funkcijos  minimalios  reikSmés  jvertis
AN,k =M(0) ~ Ck (ﬂ(k) —n(o)), gaunamas skaiCiuojant koeficientus c¢; pagal (4.3) formulg, yra arti
geriausios pasiektos tikslo funkcijos reikSmes M(0)> © tuo paciu ir pasikliautinojo intervalo
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apatiniojo rézio. Didinant parametra «, Si tendencija dar labiau ryskéja. Todél tikslo funkcijos
minimalia reik§me galima vertinti tiksliau, taikant jvert], gauta skaiCiuojant koeficientus c¢; pagal

(4.2) formulg.

0T
=2

-

I:JE e
E3
x
" -

k& st

-

} } T } | } } | 1 |
1] 20 40 &0 B0 100 [1] 20 40 &0 il 100
k k

Pav. 4.1. Koeficienty ¢, , cz ir s priklausomybés, didéjant poziciniy statistiky skaiciui, kai

a=>5;10, 6=0,95

Tikslo funkcijos minimalios reik§més dvipusis pasikliautinasis intervalas (OKurnssckwuii (1985)):

[AN,k _‘C"’AN,k +6‘], (45)

il T
Cla e=k% '(’ﬂ(k) - n(o))- a—SAa , A 1ir a apskaiCiuojami pagal 76 psl. pateiktas formules.

4.2.3. Homogenisky funkcijy ekstremaliyjy reik§miy skirstinio formos parametras

Norint pasinaudoti skyreliy 4.2.1 ir 4.2.2 formulémis tiesiniam jverciui ir pasikliautiniesiems
intervalams {vertinti, reikia Zinoti ekstremaliyjy reikSmiy skirstinio formos parametra o . Tegul

tikslo funkcija yra homogeniska minimumo tasko aplinkoje su parametru ¢:
* *||P
‘ fx)- f(x ] - O(Hx—x j . (4.6)

Tuomet ekstremaliyju reikSmiy skirstinio parametra galime jvertinti pasinaudodami funkcijos

homogeniskumu:

4
]\}lm P(“N -m;n(ni,N — A)S yj =l-e¢” 4.7)
—>® 1

¢ia a normavimo konstanta.

Tada

77




a=" (4.8)
¢

¢ funkcijos homogeniskumo parametras, taskai (2.3), kuriuose apskaiciuotos funkcijos reikSmés,
yra nepriklausomi vienodai pasiskirste bei yra i$pildytos dar tam tikros papildomos salygos (Haan
(1981), XKurnssckuii (1985)).

IS (4.6) gauname, kad jei funkcija turi aStry minimuma (3.25),tai ¢ =1, a =n.

Funkcija minimumo aplinkoje i$skleisime Teiloro eilute:

g ) ) (x - x%)
f(x)—A+ 5

+ o(”x - X "‘”2 j , f"(x*) antros eilés i§vestiniy matrica ir

f '(x *):O. Jei minimumo taskas yra vienintelis, tai matrica f ”(x *) yra teigiamai apibrézta.

Pastaruoju atveju galima parinkti kintamyjuy mastelius, kad tikslo funkcija biity homogeniska

minimumo aplinkoje su homogeniskumo parametru ¢ = 2. Tokiu atveju a = 3

4.3. KOMPIUTERINIO MODELIAVIMO REZULTATAI

Poziciniy statistiky (2.16) skirstinio teorinis tyrimas, reikalingas sukurtam metodui pagristi, yra
sudétingas uzdavinys. Todél funkcijos minimalios reikSmés ir jos pasikliautinojo intervalo jverciy,
t.y. (4.1), (4.4) ir (4.5), tinkamumas algoritmo stabdymo taisyklei sudaryti buvo tiriamas Monte-

Karlo metodu.
4.3.1. Testiniy funkcijy sarasas

Kompiuterinio skaiiuojamojo eksperimento metu jvairios testinés funkcijos buvo daug karty
minimizuojamos keliais Markovo tipo algoritmais (SPSAL, SPSAU, FDSA bei modeliuojamojo
atkaitinimo). Viena ekstremuma turincios tikslo funkcijos (funkciju su astriu minimumu klasé,
CB3, Rozen Suzuki) buvo minimizuojamos stochastinés aproksimacijos metodais, o daug
ekstremumy turin¢ios funkcijos (Branino, Beale, Rastrigino) buvo minimizuojamos

modeliuojamojo atkaitinimo metodu.

Testiné funkcija 1. (Funkcijy su astriu minimumu klas¢) (Bartkuté & Sakalauskas (2006b))
n N
f(x): Zbk|xk|+ A, n=12,4, 100, minimali reikSmé 0, pradinis taskas x; =1,i=1,...,n,
k=1
koeficientai by yra tolygiai pasiskirste intervale [y, K].
Testiné funkcija 2. (CB3) (Luksan & Vlcek (1999))

flx)= max(x14 + x% (2=x)? +(2-xp) 2070172 ), n = 2, minimali reikSmé¢ 2, pradinis
tagkas x; =2, xy =2 .
Testiné funkcija 3. (Rosen Suzuki) (Luksan & Vlcek (1999))
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f(x)=max{fi(x), £ (x)+10£2(x), £;(x)+10/3(x), £1(x)+104(x)},
filx)= xlz +x§ +2x§ +xi —5x1=5x7 = 21x3 +Txy;
fz(x :x12 +x% +x32 +xAZr +X1=Xp +x3 —x4 —8;

2 2

f3(x)= x12 + 2x§ +X32 + 2x£ —x1—x4 —10;
(x) =x{ +x5 + x32 +2x1—Xy — x4 —5, n =4, minimali reik§Sme -44, pradinis

=

taSkas x_l =0,i=1,...,n, minimumo taskas X = (O, 1,2, - 1).

Testiné funkcija 4. (Branino)
5 5 ? 1
fx)=|x, - —x12 +—x—6| + 10(1 - —] cos(x;)+10, n=2, leistinoji sritis
472 r 8z

-5<x1£10, 0<x, <15 ir globalus minimumas 0,397887.

Testiné funkcija 5. (Beale)

f(xl,xz): (I,S—xl + X1 -x2)2 +(2,25—x1 + X1 x‘%)2 +(2,625—x1 + X1 -xg)z,
leistinoji sritis —4,5 < xj,xp <4,5, pradinis taskas Z =1,i=1,...,n, globalus minimumas 0.

Testiné funkcija 6. (Rastrigino)
n
f(x)=10n+ Z:(xl2 —10cos(27 - x; )), leistinoji  sritis  —5,12<x; <512, n=2,
i=1

globalus minimumas 0.
4.3.2. Hipotezés apie Pareto skirstinio tinkamuma3 tikrinimas

Panagrinésime statistikos

no,N —4
DN,k = (4.9)

Mk,N —To,N

skirstinj. Pasinaudoj¢ Renji sarySiu (I'amam6omr (1984)), gauname, kad atsitiktinis dydis
1

X = (770’ N —A)a yra asimptotiSkai pasiskirstgs pagal eksponentini désni, o atsitiktinis dydis

1

Y= (77k, N)a pasiskirstgs pagal Erlango k+1 stadijuy skirstini (Johnson & Kotz (1970)), ¢ia X ir ¥

yra nepriklausomi. [sitikinsime, kad statistika Dy ; yra asimptotiSkai pasiskirsCiusi pagal Pareto
1 o

skirstini. Pazyméje w = (1 + —] -1, w>0, turime:
u

79




X © o yk—l B y=xt

F =P\D <ul=P —<u|=P — 1l= Y.L o Vdxdy = _
k(u) ( N,k <u) (Y <uJ [ >w j E[ije (k—l)! e xdy {dy:xdt}
0 © J—1 © k-1 _x(l + Z)Z v
:J' Ie—x (xt) | e_th-dxdtzj ! 'J‘ —x(1+2) ¥ dxdt = =

0w (k_ ) W(k_l) dx:m

1 0 1 k+1 oo o0 1 k+1 W k

=—jtk‘1-[—j Ie_v-vkdvdt:k-jtk_l-(— dt =1- j ,

(k—1) 1+1 1+1 w+1

w 0 w

IS ¢ia gauname, kad

k
Fk(u)l—[l—( - ) J Lu >0, (4.10)

ia w:(1+1)“.
u

Norédami patikrinti ar statistika Dy 4, kai pozicinés statistikos yra gautos stochastinés
aproksimacijos metodais, yra pasiskirs€iusi pagal skirstini (4.10), sekantj i§ ekstremaliyjy reikSmiy
teorijos nepriklausomiems a. d., tikrinsime statisting hipotezg

-4
Ho: P Lﬁu =Fk(u).
Mk, N —10,N

Sia hipoteze tikrinsime pasinaudodami o> kriterijumi. Skai¢iuojamojo eksperimento metu kiekviena
testiné funkcija buvo optimizuojama keliais disertacijoje nagrinéjamais optimizavimo metodais
M=500 karty po N=10000 zingsniy. Kiekvienu atveju statistinés iSvados buvo daromos naudojant
statisting imti 1§ 500 statistiky Dy 4, gauty kiekvieno nusileidimo pabaigoje. Lenteléje 4.1.
pateikiami empirinio kriterijaus ®” tyrimo rezultatai keliy stochastinés paieskos metody atveju, kai
n <100, o kritiné hipotezés atmetimo reikSmé lygi 0,46 (reikSmingumo lygmuo 0,05).

Sio uzdavinio sprendimo etapai aprasyti algoritme 4.1.

Algoritmas 4.1: Hipotezés apie Pareto skirstinio tinkamumag tikrinimas

Tikslas: patikrinti hipotezg apie statistikos Dy ; pasiskirstyma pagal Pareto désni.

Pradinés salygos (preconditions): optimizavimo kartojimy (Monte-Karlo im¢iy) skaiius M,
poziciniy statistiky skai¢ius &, ekstremaliyjy reikSmiy skirstinio parametras o.

Galinés salygos (postconditions): empirinio ’ kriterijaus reik§mé.

1. Sudarome statisting imtj.

2. for i =1 iki M do
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3. pagal algoritmus 2.2 arba 2.3 sudarome geriausiy pasiekty tikslo funkcijos reikSmiy

masyva 77" .
4. pagal (4.9) apskaiCiuojame statistika D;v i
5. done.
6. ISrikiuojame gauta statistiky seka;

{Komentaras: Suformuluojame statisting hipotez¢: Ho: Dy x ~ Fj (u),

Ha: Dy i + Fy(u).}

7. Apskaic¢iuojame kriterijy:
2
i o\*
21 +% P Y =05
empyr = 19 M = 1+D§\[,k M

2

L . . N . 2 .
{Komentaras: priimame sprendima - hipotezé Ho: atmetama, jeigu ®g,,,, > ;.. = 0,46, ir

2 2

empyr S 0., = 0,46, kai reikSmingumo lygmuo 5=0,05}0

hipoteze Hy: neatmetama, jeigu ®

Lentelé 4.1. Hipotezés apie Pareto skirstinio tinkamuma tikrinimo rezultatai (N=10000, M=500)

Testinés funkcijos Algoritmas (kritiné ::;k,;’;;tsroifzz’ 5-0,05)
n=2 n=10 n=100
Funkcijy su aStriu | SPSAL 0,4149 0,3137 0,2706
min i"Z; ’;'”IZ‘;S ¢ [SPsau 0,0714 0,1658 0,1842
FDSA 0,1234 0,3818 0,2611
SPSAL 0,2792
CB3 SPSAU 0,0861
FDSA 0,2828
SPSAL 0,3843
Rosen Suzuki SPSAU 0,3209
FDSA 0,4245
Branino 0,14972
Beale SA 0,11049
Rastrigino 0,22196

Taigi, lenteléje 4.1 pateiktos kompiuterinio modeliavimo biidu gautos empirinio kriterijaus o

reik§més neprieStarauja hipotezei, apie statistikos Dy ; pasiskirstyma pagal Pareto désni.
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4.3.3. Tikslo funkcijos minimalios reik§Smés ir jos pasikliautinojo intervalo jverciy tyrimas

Monte-Karlo metodu

Kompiuterinio skai¢iuojamojo eksperimento metu kiekviena 4.3.1 skyrelyje pateikta testiné
funkcija buvo minimizuojama M=500 karty, vieno nusileidimo metu buvo atlickama N=10000
minimizavimo zingsniy, optimizavimo sekos (2.14) koeficientai buvo parenkami tokiu biudu:
o2 =n-min(a; gj , Op = (’7:?7)(253) . min[c; t%} ¢ia B=0,75, koeficientai a, b, ¢, d parenkami
skirtingai jvairiems stochastinés aproksimacijos algoritmams.

Tikslo funkcijos minimalios reik§més bei jos pasikliautinojo intervalo vertinimas apraSytas

algoritme 4.2.

Algoritmas 4.2: Tikslo funkcijos minimalios reikSmés ir jos pasikliautinojo intervalo

ivertinimo algoritmas

Tikslas: jvertinti tikslo funkcijos minimalia reikSme bei jos pasikliautingji intervala.
Pradinés salygos (preconditions): iteracijos numeris ¢, geriausiy optimizavimo metu iki iteracijos ¢
pasiekty tikslo funkcijos reik§miy masyvas 7’ §iy reik§miy skaicius k.
Galinés salygos (postconditions): minimalios tikslo funkcijos reikSmés ir jos pasikliautinojo
intervalo jveréiai A N,k » Aapat., Avirs.
1. pagal formules (4.1) ir (4.2) apskaiciuojame tikslo funkcijos minimalios reikSmés tiesini
ivert] 4 Nk
2. pagal formulg (4.4) apskai¢iuojame minimalios reik§més pasikliautinojo intervalo virSutiniji
ir apatiniji 1éZius [ Aapac; Avirs]-
{Komentaras: stabdymo taisykle — algoritmas yra stabdomas, jei A5 —Agpg <€ It
priimamas sprendimas, kad minimalios reikSmés pasikliautinasis intervalas yra [ Aapat; Avirs,

o minimalios reik§més jvertis Ay .} O

Tikslo funkcijos minimalios reik§més ir jos pasikliautinojo intervalo iver¢iy tyrimas Monte-
Karlo metodu pateiktas algoritme 4.3. Tyrimo metu buvo tiriamos tikslo funkcijos minimalios
reikSmés, jos pasikliautinojo intervalo jverciu bei minimalios reikSmés patekimo i pasikliautinaji
intervala tikimybés ir jos pasikliautinojo intervalo priklausomybés nuo iteracijy skaiciaus.
Tikimybés pasikliautinojo intervalo virSutinis ir apatinis réziai gaunami sprendziant lygtis

(bosbmieB & CmupnoB (1983)):
BlAypar 1, M ~1+1)=1-6, (4.11)
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B(Avirs.’l"'l’M_l):é‘a (4.12)

¢ia o yra pasikliovimo lygmuo, / tikslo funkcijos minimalios reikSmés patekimo { pasikliautingji
intervalg skaiCius, B(x, 1, 0) beta skirstinys su parametrais ¢, 6 .
Tikslo funkcijos minimalios reikSmés ir jos pasikliautinojo intervalo jverciy tyrimas Monte-

Karlo metodu aprasSytas algoritme 4.3.

Algoritmas 4.3: Tikslo funkcijos minimalios reikSmés ir jos pasikliautinojo intervalo jverciy

tyrimo Monte-Karlo metodu algoritmas

Tikslas: sudaryti tikslo funkcijos minimalios reikSmes, jos pasikliautinojo intervalo jver¢iy bei

minimalios reikSmés patekimo | pasikliautingji intervala tikimybés ir jos pasikliautinojo

intervalo priklausomybes nuo iteracijy skaiciaus.
Pradinés salygos (preconditions): tikslo funkcijos optimizavimo algoritmas, tikslo funkcijos

minimalios reikSmés ir jos pasikliautinojo intervalo {vertinimo algoritmas 4.2, iteracijos

numeris ¢, geriausiy optimizavimo metu pasiekty tikslo funkcijos reikSmiy masyvas 77[,
Siy reikSmiy skaicius £, tikslo funkcijos minimali reikSmé A4 bei minimumo taskas x *.
{Komentaras: tikslo funkcijai optimizuoti gali biti taikomas algoritmas 2.2 arba 2.3}.

Galinés salygos (postconditions): tikslo funkcijos minimalios reikSmés vidurkio masyvas ml,
minimalios reikSmés pasikliautinojo intervalo iverciy vidurkiy masyvai m2 ir m3 bei
einamojo taSko atstumo iki optimalaus tasko kvadrato vidurkio masyvas m4, o taip pat
minimalios reikSmés patekimo i pasikliautingji intervala tikimybés masyvas mJ5 bei $ios
tikimybés pasikliautinojo intervalo apatis ir virSutinis réziai mo6[¢] ir m7[t].

L. for =1 iki N do

2. ml[t]= 0, m2[t]= 0, m3[{]= 0, m4[¢]= 0, m5[¢]= 0;

3. done

4. for i=1 to M do

5. for =1 iki N do

6. sudaryti geriausiy optimizavimo metu pasiekty iki iteracijos ¢ tikslo funkcijos

reik§miy masyva 7’ ;
7. pagal (4.1) ir (4.4) apskaiiuoti tiesini minimalios reik§Smés jverti AN,k bei
pasikliautinojo intervalo virSutiniji ir apatiniji rézius;

8. ml[t]= ml[t]+ AN,k ; m2[t]= m2[t]+Aapar; m3[t]= m3[t]+Avix ;
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2

9. mA[fl= m4[t]+Hx’ —xH

10, it A<M (o) =75 (M(x)~N(0)) then m3[11=m5[e+1;

11. done

12. done

13. for =1 iki N do

14. pagal formules (4.11) ir (4.12), kai [ = m5[f], apskai¢iuojame minimalios reikSmés

patekimo i jos pasikliautingji intervala tikimybés apatiniji ir virSutiniji rézius m6[t], m7[¢];

ml[t] m2[1] m3lt] m4[1] | m3[1]

5. ml[f]= m2[f]= , m3[t]= mAa[t]= ; m3[t]=

16. done. ¢
Lenteléje 4.2 pateikti minimalios reikSmés 4 tiesiniy {ver¢iu A4y ; (4.1) vidurkiai, dvipusio

pasikliautinojo intervalo (4.5) Monte-Karlo jverciy vidurkiai, tikimybés patekti tikslo funkcijos
minimaliai reikSmei { pasikliautinaji intervala (4.4) Monte-Karlo jverciai p bei jos pasikliautinojo
intervalo réziai, kai tiesiniam parametro A iverciui skaiciuoti koeficienty a; seka yra skaic¢iuojama
pagal auksciau pateiktus 3 budus (75-76 psl.).

Lentelé 4.2. Funkcijos su astriu minimumu (#=2) minimalios reikSmés tiesiniy iverciy bei dvipusio

pasikliautinojo intervalo Monte-Karlo jver¢iy modeliavimo rezultatai (& = 0,95)

Koeficienty a; skaiiavimo budai: 1 biidas 11 biudas 111 biidas
AN,k 0,000015 0,0000034 0,0000011
Dvipusis pasikliautinasis intervalas:
apatinis réZis | .0 000071 -0,000069 -0,000072
vir§utinis réZis | 0,000101 0,000076 0,000077
D 0,974 0,974 0,976
Patekimo tikimybés p pasikliautinasis intervalas:
apatinis réZis 0,97397 0,97381 0,9759
virSutinis rézis 0,9926 0,9927 0,9939

Lentelése 4.3 - 4.6 pateikti minimalios reik§Smes A tiesiniy jver¢iu Ay 4 (4.1) vidurkiai,

vienpusio pasikliautinojo intervalo (4.4) Monte-Karlo iverciuy vidurkiai, tikimybés patekti tikslo
funkcijos minimaliai reikSmei | pasikliautingji intervala (4.4) Monte-Karlo jver¢iai p bei jos
pasikliautinasis intervalas. Pav. 4.2 pateikti funkcijos su astriu minimumu (#=10) minimalios
reik§més jvercio pasikliautinojo intervalo virSutinis ir apatinis réZiai, jvertinti Monte-Karlo metodu,

0 pav. 4.3 yra pateikti funkcijos minimaliai reikSmei patekti | pasikliautinagji intervalg tikimybeés p
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virSuting ir apatiné ribos, taip pat ivertintos Monte-Karlo metodu. Kitoms testinéms funkcijoms

priklausomybeés yra analogiskos.

Lentelé 4.3. Funkcijos su astriu minimumu minimalios reik§més ir vienpusio pasikliautinojo intervalo

1ver¢iy modeliavimo rezultatai

A=0,~2, K=5, Vienpusis pasikliautinasis Patekimo tikimybés p
6=0,95 4 intervalas pasikliautinasis intervalas

N’k . . . v . . p . . . v . .
Algoritmas Ap(fz:t.ms Vtrs.uvt.mts Apt.zft-ms Vtrs.uvt.mts

rézZis rézis rézZis rézis

SPSAL 0,0000013 -0,0001 0,00007 0,95 0,8976 0,9801

n= FDSA 0,0000004 -0,0005 0,0004 0,94 0,8849 0,9736

SPSAU 0,000008 -0,0003 0,00022 0,958 0,9401 0,9717

SPSAL 0,000073 -0,0177 0,01902 0,94 0,9167 0,9543

n=I10 | FDSA -0,000005 -0,00068 0,00072 0,954 0,9354 0,9684

SPSAU -0,00058 -0,01992 0,02009 0,954 0,9354 0,9684

n=100 SPSAL 0,000672 0,00082 0,16357 0,944 0,9197 0,9548

FDSA -0,003333 -0,14148 0,16215 0,946 0,9316 0,9564

Lentelé 4.4. Funkcijos su astriu minimumu, kai »=10, minimalios reik§més ir vienpusio pasikliautinojo

intervalo jveré¢iy modeliavimo rezultatai

Vienpusis pasikliautinasis Patekimo tikimybés p
A=0,1=2, K=5 y intervalas pasikliautinasis intervalas
Pasikliovimo Algorit- N.k Apatinis VirSutinis P Apatinis rési VirSutinis
iy, e |patinis réZis .
lygmuo mas rézis rézis rézis
SPSAL 0,000073 -0,01318 0,01902 0,89 0,8676 0,9057
6=09 FDSA -0,000005 -0,00051 0,00072 0,892 0,8719 0,9094
SPSAU -0,000578 -0,01503 0,0200863 | 0,892 0,8719 0,9094
SPSAL 0,000073 -0,022005 0,01902 0,974 0,9559 0,9861
0=0975 [ FDSA -0,000005 | -0,00085 0,00072 | 0,968 0,9485 0,9816
SPSAU -0,00058 -0,02465 0,02009 0,978 0,9610 0,9890
SPSAL 0,000073 -0,02766 0,01902 0,99 0,9740 0,9974
86=0,99 |[FDsA -0,000005 | -0,00107 0,00072 | 0,984 0,9655 0,9941
SPSAU -0,00058 -0,03083 0,02009 0,994 0,9801 0,9991
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Lentelé 4.5. CB3 funkcijos minimalios reik§més ir vienpusio pasikliautinojo intervalo jverciy

modeliavimo rezultatai

Vienpusis pasikliautinasis Patekimo tikimybés p
A=2, n=2 y intervalas pasikliautinasis intervalas
Pasikliovimo Algorit- N.k Apatinis VirSutinis 4 Apatinis rési VirSutinis
iy sy | patinis rezis vve
Iygmuo mas rézis rézis régis
SPSAL 2,0000008 1,99998 2,00002 0,892 0,8719 0,9094
6=09 SPSAU 2,000006 1,9994 2,00059 0,906 0,8869 0,9223
FDSA 2,0000006 1,99999 2,00001 0,896 0,8762 0,9131
SPSAL 2,0000008 1,99997 2,00002 0,95 0,9304 0,9650
6=095 [spsau 2,000006 | 1,9992 2,00059 | 0,948 0,9281 0,9628
FDSA 2,0000006 1,99998 2,00001 0,948 0,92807 0,9628
SPSAL 2,0000008 1,99996 2,00002 0,968 0,9485 0,9816
6=0975 SPSAU 2,000006 1,9989 2,0006 0,976 0,9584 0,9875
FDSA 2,0000006 1,99998 2,00001 0,976 0,9584 0,9875
SPSAL 2,0000008 1,9999 2,00002 0,986 0,9683 0,9953
5=0,99 SPSAU 2,000006 1,9986 2,00059 0,986 0,9683 0,9953
FDSA 2,0000006 1,99997 2,00001 0,992 0,97696 0,9984

Lentelé 4.6. Rosen Suzuki funkcijos minimalios reik§Smés ir vienpusio pasikliautinojo intervalo jveré¢iy

modeliavimo rezultatai

Vienpusis pasikliautinasis Patekimo tikimybés p
A=-44, n=4 y intervalas pasikliautinasis intervalas
Pasikliovimo Algorit- N.k Apatinis VirsSutinis P Apatinis ré%i VirSutinis
o - [patinis rézis -
lygmuo mas rézis rézZis réZis
SPSAL -44,00001 | -44,0121 -43,0905 0,89 0,8801 0,9051
5=09 SPSAU -43,9991 -44,0180 -43,9761 0,878 0,8570 0,9064
FDSA -44,0002 -44,0085 -43,99 0,9 0,8805 0,9168
SPSAL -44,00001 | -44,01512 | -43,0905 0,95 0,9302 0,958
=095 [spsau 43,9991 | -44,0249 | -43,9761 | 0,946 0,9123 0,9508
FDSA -44,0002 -44,0116 -43,99 0,952 0,9331 0,9667
0=0975 SPSAL -44,00001 | -44,0243 -43,0905 0,973 0,939 0,9792
SPSAU -43,9991 -44,0315 -43,9761 0,96 0,9389 0,9754
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FDSA -44,0002 | -44,0145 -43,99 [ 0,972 0,9535 0,9846
SPSAL -44,00001 | -44,036 | -43,0905 | 0,986 0,9634 0,9963
=099 |[spsau -43,9991 | -44,0402 | -43,9761 | 0,984 0,9655 0,9942
FDSA -44,00012 | -44,0183 -43.99 | 0,988 0,9711 0,9964

p——

Ereipimusi i funkcija skaitius

e —— —

ot 510*

Pav. 4.2. Tikslo funkcijos minimalios reikSmeés pasikliautinieji réziai (funkcija su astriu

minimumu, #=10, 4=0, 6=0,95)
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Pav. 4.3. Minimalios reikSmés patekimo i pasikliautinaji intervalg tikimybés virSutinis ir apatinis

réziai (funkcija su astriu minimumu, n=10, 4=0, 6=0,95, —FDSA, —  SPSAU, — SPSAL)

IS pateikty priklausomybiy (pav. 4.2 ir 4.3) bei lentelése (lentelés 4.2 - 4.6) esamy rezultaty

matome, kad formulés (4.1), (4.4) bei (4.5) gana gerai aproksimuoja tikslo funkcijos minimalig

reikS§mg bei jos pasikliautingji intervala. Pav. 4.2 pateiktos priklausomybeés iliustruoja $io intervalo

mazéjima didéjant iteracijy skaiciui, o pav. 4.3 ir lentelése 4.2 - 4.6 pateikti tikimybés minimaliai

tikslo funkcijos reikSmei patekti | pasikliautingji intervala Monte — Karlo jverciai bei jos
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pasikliautinieji réziai iliustruoja tai, kad did¢jant iteracijy skai¢iui tikimybé minimaliai tikslo
funkcijos reikSmei patekti | pasikliautingji intervalg artéja prie teorinés tikimybes (6=0,9; 6=0,95;
0=0,975; ©6=0,99), o tai salygoja sudaryty jverCiy tinkamuma sprendinio, gauto stochastinés
aproksimacijos algoritmais, optimalumo analizei. Sie rezultatai leidZia sudaryti taisykle stochastinés
aproksimacijos algoritmams stabdyti, t.y. algoritmas yra stabdomas, kai pasikliautinojo intervalo
plotis tampa maZesnis uz tam tikra i§ anksto uzsiduota reikSme € >0 .

Analogiski skai¢iavimai buvo atlikti bei gautos analogiskos iSvados modeliuojamojo atkaitinimo
metodu minimizuojant daug ekstremumy turincias testines funkcijas, t.y. sprendziant globalaus
optimizavimo uzdavinius.

Lentelé 4.7. Daugiackstremaliyjy testiniy funkcijy minimalios reikSmés ir vienpusio pasikliautinojo

intervalo jver¢iy modeliavimo rezultatai

Pasikliautinasis Patekimo tikimybés p
4 intervalas pasikliautinasis intervalas
Testiné Pasikliovimo N.k Apatinis Vir§utinis P Apatinis Vir§utinis
Sfunkcija tikimybé réZis régis réfis réfis
Branino 6=09 0,39791 0,3975 0,39816 0,886 0,86549 0,90385
funkcija 0=0,95 0,39791 0,3973 0,39816 0,95 0,93035 0,965
A=0,397887, | 6=0,975 0,39791 0,3971 0,39816 0,98 0,96352 0,9904
n=2 6=0,99 0,39791 0,3969 0,39816 0,992 0,97696 0,9984
6=09 0,000032 -0,00039 0,00032 0,882 0,86123 0,90015
Beale
6=0,95 0,000032 -0,00064 0,00032 0,948 0,92807 0,96284
Sfunkcija
4=0. n=2 6=0,975 0,000032 -0,00086 0,00032 0,966 0,94611 0,98007
6=0,99 0,000032 -0,00118 0,00032 0,98 0,96011 0,9917
0=09 0,0000478 | -0,00078 0,00062 0,886 0,90385 0,86549
Rastrigino
0=0,95 0,0000478 | -0,00123 0,00062 0,948 0,92807 0,96284
funkcija
4=0. 52 6=0,975 0,0000478 -0,0017 0,00062 0,97 0,95099 0,98312

6=0,99 0,0000478 | -0,00234 0,00062 | 0,984 0,96552 0,99416

Kaip ir stochastinés aproksimacijos atveju lenteléje 4.7 pateikiami minimalios reikSmés A
tiesiniy {ver¢iy Ay ; (4.1) vidurkiai, Sios reikSmeés pasikliautinojo intervalo (4.4) Monte-Karlo
tverciy vidurkiai, tikimybes patekti tikslo funkcijos minimaliai reikSmei | pasikliautingji intervala
(4.4) Monte-Karlo ivertis p bei jo pasikliautinasis intervalas auksc¢iau iSvardintas daug ekstremumuy

turinc€ias tikslo funkcijas (Branino, Beale, Rastrigino) minimizuojant modeliuojamojo atkaitinimo

metodu.
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Pav. 4.4. Tikslo funkcijos globalaus minimumo pasikliautinieji réziai

( = Beale funkcija,

Rastrigino funkcija, Branino funkcija)
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Pav. 4.5. Minimalios reikSmés patekimo i pasikliautinaji intervalg tikimybés virSutinis ir apatinis

réziai ( — Beale funkcija, Branino funkcija, Rastrigino funkcija )

Pav. 4.4 pateikti tikslo funkcijos minimalios reik§més pasikliautinojo intervalo virSutinis ir
apatinis réziai, jvertinti Monte-Karlo metodu. Pav. 4.5 yra pateikti funkcijos minimalios reik§més
patekimo | pasikliautingji intervala tikimybés p virSutiné ir apatiné ribos, taip pat ivertintos Monte-
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Karlo metodu. Paveiksluose ir lentelése pateikti rezultatai rodo, kad sudaryti metodai gali biti
taikomi sprendimams apie minimalig tikslo funkcijos reikSmg bei jos pasikliautingji intervala
priimti su i§ anksto uzsiduota pasikliovimo tikimybe ne tik lokalaus bet ir globalaus optimizavimo
uzdaviniuose.

Pav. 4.6 pateikiama tikimybés patekti 1 globalaus minimumo traukos zona
Pgt—lob :P(xt € Aglob) iverio priklausomybé nuo iteraciju skaiCiaus Rastrigino funkcijai.

Nagrinéjama testin¢ funkcija turi 36 lokaliuosius ekstremumus leistinoje srityje. Einamojo

optimizavimo tasko traukos zona buvo nustatyta kaip artimiausias lokalinio minimumo taskas

Euklido metrikoje. Tegul funkcija turi keleta lokaliyjy ekstremumo tasky xik ,x; yees x:; . Nemazinant
bendrumo galima laikyti, kad globalusis minimumas sutampa su xf . Tuomet globalinio optimumo

traukos zona nustatoma tokiu budu: 4y, = {)r| Hx - x{k =2, q}. Gauta priklausomybé

*
< —x;

iliustruoja  tiriamos modeliuojamojo  atkaitinimo algoritmo modifikacijos konvergavimo
globaliSkumg. Kitaip tariant S$iuo algoritmu gaunamos sekos yra konverguojancios. PanaSios

priklausomybés gautos ir kitoms testinéms funkcijoms.

t
Pglob
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Pav. 4.6. Patekimo i globalaus minimumo traukos zona tikimybé
4.3.4. Stabdymo taisyklés kompiuterinis tyrimas

Kaip jau buvo minéta 2 skyriuje, stabdymo problema yra viena i§ pagrindiniy sudarant
stochastinius bei euristinius optimizavimo algoritmus. Siems algoritmams realizuoti reikia sukurti
stabdymo taisykles, leidZiancias stabdyti skai¢iavimus po baigtinio iteracijy skaiciaus, uztikrinant
gauto sprendinio kokybg. Stochastinés aproksimacijos algoritmy stabdymo problema pirmieji iSkele
Kiefer & Wolfowitz (1952).

[vair@s algoritmo stabdymo taisyklés sudarymo biidai yra aprasyti 2 skyriuje. Siame skyrelyje
aptarsime stabdymo taisykle, kuriai sudaryti pasinaudosime informacija, gaunama i§ geriausiy
optimizavimo metu pasiekty tikslo funkcijos reikSmiy. Remiantis prie§ tai skyrelyje apraSytais
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metodais, stochastinés aproksimacijos algoritmas yra stabdomas, kai pasikliautinojo intervalo (4.4 ir
4.5) plotis tampa mazesnis uz i§ anksto uzsiduota reikSm¢ &>0. Optimizavimo uzdavinio
sprendiniu tokiu atveju galima laikyti taska, kuriame optimizavimo metu buvo pasiekta geriausia
tikslo funkcijos reikSmé.

Pav. 4.7 ir 4.8 pateiktose histogramose matome algoritmo Zzingsniy skaiciaus, reikalingo
algoritmui sustoti, sklaida priklausomai nuo i$ anksto uzsiduoto vienpusio pasikliautinojo intervalo
ploc€io ir pasirinkto pasikliovimo lygmens, SPSAL metodu minimizuojant M=500 karty funkcija su
astriu minimumu (n=2). I$ pateikty rezultaty galime apskaiciuoti, kad kai pasikliautinojo intervalo
plotis € =0,002 ir pasikliovimo lygmuo yra §=0,9, tai vidutinis iteracijy skaicius, reikalingas
algoritmui sustoti, lygus 1609,086 iteracijy, kai pasikliovimo lygmuo pasirenkamas §=0,95,
optimizavimo algoritmas stabdomas vidutiniskai po 1821,4 Zingsniy, o kai pasikliovimo lygmuo

parenkamas §=0,99 algoritmas sustoja po vidutiniskai 2466,626 iteraciju. Kai pasikliautinojo
intervalo plotis yra mazinamas, t.y. £=0,0001 ir £=0,00005, algoritmas atitinkamai stabdomas

vidutiniskai po 15525,49 ir 25537,23 zingsniy. Analogiski rezultatai gaunami ir kitoms testinéms

funkcijoms bei kitiems optimizavimo algoritmams.

£=0,0001; 5=0,95
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Pav. 4.7. Iteraciju skaicius reikalingas algoritmui stabdyti, priklausomai nuo 1§ anksto uzsiduoto

pasikliautinojo intervalo plocio
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Pav. 4.8. Iteracijy skaicius reikalingas algoritmui stabdyti, priklausomai nuo pasikliovimo lygmens
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Pav. 4.9. Vidutinis iteracijy skaicius reikalingas algoritmui stabdyti, priklausomai nuo i§ anksto

uzsiduoto pasikliautinojo intervalo plocio, §=0,95

Pav. 4.9 iliustruoja vidutinio iteraciju skaiCiaus, reikalingo algoritmui sustoti, didéjima

priklausomai nuo pasikliautinojo intervalo plocio.

4.4. REZULTATAI IR ISVADOS

1.

Sukurtas metodas ir sudarytas algoritmas tikslo funkcijos minimaliai reikSmei bei jos
pasikliautinajam intervalui jvertinti, naudojant optimizavimo seky, gauty Markovo tipo

stochastiniais algoritmais, pozicines statistikas.

Sudarytas algoritmas pritaikytas stochastinés aproksimacijos bei modeliuojamojo

atkaitinimo optimizavimo metodams.

Sukurtas metodas tikslo funkcijos minimaliai reik§Smei bei jos pasikliautinajam intervalui

tvertinti, naudojant optimizavimo seku, gauty Markovo tipo stochastiniais algoritmais,
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pozicines statistikas, gali biiti taikomas sprendimams apie minimalia tikslo funkcijos
reikSmg bei jos pasikliautingji intervala priimti su i§ anksto uzsiduota pasikliovimo

tikimybe.

Minimalios reikSmés ir jos pasikliautinojo intervalo tiesiniy jverciuy koeficientai gali biiti
skaiCiuojami, pritaikius ekstremaliyjy reikSmiy teorijos rezultatus nepriklausomiems
vienodai pasiskirs€iusiusiems atsitiktiniams dydziams, kai ekstremaliyjy reikSmiy skirstinio
formos parametras nustatomas pagal tikslo funkcijos homogeniskumo rodikli minimumo

aplinkoje.

Gauti rezultatai leidZia pasitilyti optimizavimo algoritmo stabdymo taisyklg, naudojant
optimizavimo metu pasiektas geriausias tikslo funkcijos reikSmes, ir stabdyti algoritma kai

pasikliautinojo intervalo plotis tampa mazesnis uz tam tikra i§ anksto uzsiduota reikSme.
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5 EKSTREMALIUJU REIKSMIU SKIRSTINIO PARAMETRU NUSTATYMAS
¢ IR TAIKYMAS STOCHASTINIU ALGORITMU OPTIMALUMUI TIRTI

5.1. [VADAS

Veibulo skirstinys (Weibull (1951)) yra vienas i§ ekstremaliyjuy reikSmiy skirstiniy, naudojamy
Markovo tipo algoritmy optimalumui tirti (Haan (1981), Zhigljavsky (1990), Bartkuté &
Sakalauskas (2004a)). Ekstremaliyju reikSmiy skirstinius taikyti optimizuojamos funkcijos
maksimaliai (minimaliai) reikSmei {jvertinti pasitlé J. Mockus (Moukyc (1976)), teorinius
optimizavimo algoritmy nagrinéjimus, paremtus ekstremaliyjy reik§miy teorija, plétojo A. Zilinskas
ir A. Zhigljavsky (OKurmssckuii & Kummrackac (1991)), o pozicines statistikas taikyti regresijos
funkcijos maksimumo taskui nustatyti pasiiilé H. Chen (1996).

Taciau, norint taikyti ekstremaliyjy reikSmiu skirstinius optimizavimo uzdaviniy sprendinio
optimalumui tirti, reikia zinoti S§iy skirstiniy parametrus, kuriy svarbiausias skirstinio formos
parametras o.. Metodas parametrui o parinkti, priklausomai nuo tikslo funkcijos homogeniskumo
ekstremumo aplinkoje, buvo iSnagrinétas 4 skyriuje. Si parametra taip pat galima jvertinti
statistiniais metodais, sprendziant trijy parametry Veibulo skirstinio jvertinimo uzdavinj. Pastarasis
uzdavinys buvo nagrinéjamas keliy autoriy, taciau aiSkus Sios problemos sprendinys néra gautas.
Yra Zinomi autoriy darbai (Rockette et al. (1974), Lemon (1975), Hirose (1991), ir t.t.) susij¢ su §io
skirstinio formos, padéties ir skalés parametry ivertinimu. DaZniausiai trijy parametry Veibulo
skirstinio parametrams jvertinti taikomi iteraciniai skaiCiuojamieji metodai (Hirose (1991),
Bartolucci et al. (1999)).

Disertacijoje palyginsime maksimalaus tikétinumo ir analitinius metodus Veibulo skirstinio
parametrams jvertinti. Gauti rezultatai buvo pristatyti tarptautinése konferencijose: 9-toje
tarptautinéje tikimybiy teorijos ir matematinés statistikos konferencijoje Vilniuje, 12-toje
tarptautinéje taikomyjy stochastiniy modeliy ir duomeny analizés konferencijoje (ASMDA 2007),
(Chania, Kreta, Graikija) bei publikuoti moksliniame leidinyje Bartkuté & Sakalauskas (2007b).

5.2. VEIBULO SKIRSTINIO TRIJU PARAMETRU VERTINIMAS MAKSIMALAUS
TIKETINUMO METODU

Taikant jvercius (4.1), (4.4) ir (4.5), reikia nustatyti ekstremaliyju reikSmiy skirstinio formos
parametra o. Sio parametro vertinimas statistiniais metodais yra suvedamas i triju parametry
Veibulo skirstinio vertinimo uZzdavini. Panagrinésime S§io uzdavinio sprendima maksimalaus
tikétinumo metodu.

Trijy parametry Veibulo skirstinio pasiskirstymo funkcija galima uzrasyti tokiu badu:
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F(x,oc,c,A) =1 —e_c'(x_A)a = c(x — A)OL + 0((x — A)(X) a>0,x>A4,¢>0, (5.1)
¢ia ¢, A ir o atitinkamai skirstinio skalés, padéties ir formos parametrai. Nagrinésime maksimalaus
tikétinumo metodo taikyma $io skirstinio parametrams jvertinti. Taikyti standartini maksimalaus
tikétinumo metoda triju parametry Veibulo skirstinio vertinimui yra problematiska, kadangi
maksimalaus tikétinumo ivertis ne visada egzistuoja, o taip pat jo skaitmeninis realizavimas yra
sudétingas (Murthy et al. (2004), Dress et al. (2004), Blischke (1974), Zanakis & Kyparisis (1986)).
Siekiant jveikti minétus sunkumus taikysime maksimalaus tikétinumo metodo modifikacija (Hall
(1982), Smith (1987), XKurnssckuit & Kununckac (1991)).

Tarkime m poziciniy statistiky yra gautos i§ N atsitiktiniy dydziy populiacijos, kurioje
atsitiktiniai dydziai pasiskirste vienodai su skirstiniu F(-). Poziciniy statistiky tikétinumo funkcija
uzrasoma tokiu biidu:

k
Fn(0).m(2)-—m(k) (1, %5000 g ) = ﬁ@ — F g )V F 'Z]_[lp(xz)a (5.2)
¢ia p(-) —skirstinio tankio funkcija. I§ tikétinumo funkcijos iSvestiniy, prilyginus jas nuliui, gauname
lygtis, kurias turi tenkinti vertinamuy parametry jverciai. Taciau Sios lygtys neturi iSreikstiniy
sprendiniy, todé¢l jas tenka spresti sudétingais skaitmeniniais metodais.
Galima pasiiilyti paprastesni biida. Kadangi poziciniy statistiky elgesi labiausiai apibudina
skirstinio pavidalas minimalios reik§Smés aplinkoje, pakanka nagrinéti skirstini, kuriame ivertintas

tiktai skirstinio (5.1) skleidinio Teiloro eilute pirmasis narys (Hall (1982)):
F(x,a,c,4)=1-co(x—4)*. (5.3)

UzraSysime tikétinumo funkcija

_i k
L(M(0)s -+ N(k); 4> o3 ) = ﬁ (coa )t (1 —cp (n(k) - A)a )N kH)(n(l) - A)a_l .
Diferencijuodami Sios funkcijos logaritma
ln(L(n(o), > N(k)s 4> co; oc))=
k )
= ln(#j +k- ln(cooc)+ (N - k)- ln(l -cy (n(k) - A)a )+ (a — 1)- Zh’l(ﬂ(l) - A)
(N —k) 1=0

gausime i$vestines:

colne) — 4)* ‘lngy-4) &

aln(L(n(o)a - M(k) 4 Co a)) _k, (N -k)-
o

oo 1- Co (T](k) - A)a /=0
nlen) i o) ko b =af
dcg €0 I-cq (n(k) — A)a
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8ln(L(T](o),..., N(k)s 4, CO;a)):(N_k).cOa’(n(k)_A>a_l | i |

—(a—1 .
oA 1-co(n(e) - 4)* i=on@) — 4
Ir prilyging jas nuliui gauname parametry &, c, ivercius
& k , (5.4)
k A
S inf1+p; (1)
/=0
k
co = — (5.5)
Nlnge) - 4)
Cia Bl(zzl)z w, 0 A yra minimalus lygties
() -4
1 1 1
k ) - k ) = ; (56)
> inft+py () ()
/=0 /=0
sprendinys, kai A< n()-
Pazymékime
(o) —4
ir jveskime funkcija:
1 1 1
F y)= - —-—. (58)
v ) 3 (k) =) k
(k) =N 1
Yin e O =0 =)+ =)
1=0 y-(n(k)—n(o))+n(z)—n(o) Y

Pazymésime, kad skirstinys (5.1) yra absoliuciai tolydusis, todél salyga, kad
NG #0(j) L% Js bJ = L,...,m yra teisinga su tikimybe 1.

[ tikétinumo funkcija galime jstatyti & ir ¢y reikSmes, apskai¢iuotas pagal (5.4) ir (5.5) formules
bei A issireiske i3 (5.8) ir Sia funkcija nagrinéti priklausomai nuo y. Tuomet nesunku isitikinti, kad
Sios funkcijos iSvesting ir F(y) yra prieSingo Zenklo, bei lygi nuliui tuose paciuose taskuose kaip ir
F(y). Lygtis F (y): 0 gali turéti arba neturéti baigtinio sprendinio y*. Jei baigtinis sprendinys
egzistuoja, tai maksimalaus tikétinumo jvertis atitinka toki y*, kuriame funkcija F (y) keicia
zenkla 18 ,,-” 1,,+”.

Norédami iStirti sprendinio egzistavima, turime istirti funkcijos F (y) ir jos pirmos eilés
iSvestinés elgesi nulio aplinkoje ir begalybéje. Diferencijuodami (5.8) gauname:

F'(y)=
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=) — ey T (77( j=1 My = Moy *V (77(1) -
(5.9)
Nesunku jsitikinti, kad
lim F(y)=—-— (5.10)
y—©
ir
lim F'(y)=-0. (5.11)
Y0
Apskaiciave atitinkamas ribas, gauname, kad
k
N Xl
lim F(y)=—-—{= —— (5.12)
(Z(mk) nm)]
j=0
ir
k k k 2
2
2 Elw-mob S P2 Sy
lim F'(y)= /=" /=0 . /=0 _ (5.13)
y—)() k
[ > —nm)} ) o))
]:
PaZymésime y,,x =arg max F (y)
0<y<oo
Salyga 5.1. Tegul n(g) <n(2) < <N(k)- Jei F(Vmax ) >0, 0 < ypax <o0 ir
k
2o
= <—, 5.14
. (5.14)

tada lygtis F (y) =0 turi sprendinj, 0 < y* <o, kuriame funkcija F (y) keicia Zenklq is “-* | “+”.
Sqlyga 5.2. Tegul n(g) <n(2) <--<n()-Jei F(Ymax)>0, 0< Yy < ir
8 k k k 2
5" 2w =) Xy =ni)f | Tl -ngF | <0 519
j=0 j=0 j=0
tada funkcija F(y) turi minimumq taske 0< y <oo.
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Sios salygos seka i§ formuliy (5.10) - (5.13).
Kompiuterinio modeliavimo budu isitikinome, kad funkcija F(y) turi tiktai viena minimumo

taSka 0 < ypax <.

Galima iSskirti 3 funkcijos F(y) kitimo atvejus. Lenteléje 5.1 pateikti poziciniy statistiky
rinkiniai, su kuriais lygtis F (y): 0 gali turéti arba neturéti sprendinio. Lenteléje pateiktas I-asis
poziciniy statistiky rinkinys, su kurivo funkcija F(y) yra gaunama tokia, kad lygtis F (y)z 0 turi
sprendini y =3,303455, su Il —uoju poziciniy statistiky rinkiniu gauta lygtis sprendinio neturi, todél
y = oo, su Il —uoju poziciniy statistiky rinkiniu gauta lygtis turi sprendinj tik begalybéje, todél y =
0. Zemiau pateikti pav. 5.1 — 5.3 iliustruoja minétus funkcijos F(y) kitimo atvejus. Sie rezultatai ir
salygos 5.1 ir 5.2 leidZia lokalizuoti lygties F (y)= 0 sprendinio egzistavimo intervala. Funkcijos
F(y) maksimumo arba minimumo taskus, reikalingus sprendiniui lokalizuoti, o taip pat ir paciam
lygties (5.6) sprendiniui gauti galima taikyti Niutono arba dalijimo pusiau metodus. Jei lygti (5.6)

sprestume Niutono metodu pradédami nuo taSko yy =0, tai, panaudoj¢ iSraiSkas (5.8), (5.9),

(5.12), (5.13), galime apskaiciuoti kitos iteracijos taska:

4 k - 1
2 ()=o) X oy -mp | 2 %
2 (Z(mk)—n(z))J
1=0 (5.16)
= 5
k 5 g k k 3
(Z(n(m—n(z)) J —5 2l -1} Xy -ng)
1=0 1=0 1=0
Si taska yra patogu naudoti iteraciniuose algoritmuose kaip pradinj taska.
Istate gauta sprendini y * i formulg (5.7), gauname parametry o, ¢ bei 4 ivercius:
~ N(x) —N(o
A=ng-1W00) (5.17)
Y
Q= k , (5.18)
k _
S W70
/=0 ? (ﬂ(k)—ﬂ(o))Jfﬂ(])—ﬂ(o)
c= k T (5.19)
5 1
N-(ne) (o)) -(1 +y*j
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Lentelé 5.1. Poziciniy statistiky rinkiniai

1 11 111
y=3,303455; a=2,382 y=00; =0 y=0; a=00
F(0)=-0,00698; F(0)=-0,010431; F(0)=0,0024354;
F*(0)=0,0048245 F*(0)=0,0009832 F*(0)=0,0078306

0,03557803 0,057444 0,024413834
0,03666162 0,062526 0,03888799

0,04933906 0,066576 0,069626927
0,07390800 0,091872 0,083658429
0,09326787 0,094020 0,111542977
0,14029756 0,096033 0,121783627
0,14767105 0,099611 0,130026012
0,15360406 0,120455 0,137666128
0,15703936 0,131640 0,148265311
0,15737907 0,150618 0,150428607
0,16227232 0,156487 0,151967254
0,16902877 0,178250 0,154760327
0,17252765 0,183191 0,155451889
0,18011925 0,183622 0,161724615
0,18494679 0,184540 0,162388212
0,18656994 0,186545 0,162827479
0,19601424 0,189034 0,164857189
0,19837062 0,193821 0,165373759
0,20460386 0,208171 0,168139369
0,21022217 0,208247 0,172904561

0005 > e

G:EEIE_(\ 00012+ .
I I 1 |1'r | ! 1 I d

. 5 ]
o 200 600 BOD 1000 0 200 400 600 B0 1000

.0,0025 000257

0.0063 4 -0,0063-1
00l 0,01+
Pav. 5.1. Funkcija F(p), atitinkanti [ —aj1 Pav. 5.2. Funkcija F(y), atitinkanti IT —aji
poziciniy statistiky rinking poziciniy statistiky rinkini
E(v)
00440+
00388
0.0347F
00286
002457
0.0184
00143
0.0082 T
0.0041 \\F—; v
- : : | | 3 - = — —_—
1] 2000 4000 S0 2000 1-10 o1 1.8-107 27107 3.6-100 4.5-107

Pav. 5.3. Funkcija F(y), atitinkanti III —aji poziciniy statistiky rinkini




Jei funkcijos reikSmé maksimumo taske yra neigiama, tai lygtis (5.6) sprendinio neturi (II
atvejis). Tokiu atveju siiloma priimti, kad A= 1(0)> y¥=0 ir a=0. Jei salyga (5.14) neteisinga
(IIT atvejis), tai lygtis (5.6) turi sprendinj, kuri atitinka tik tikétinumo funkcijos minimumas.
Pastaruoju atveju tikétinumo funkcija neturi maksimumo tasko intervale 0 < y <. Tokiu atveju
taip pat galima priimti, kad A=, y¥=0ira=oo.

Algoritmu 5.1 apraSytas trijy parametry Veibulo skirstinio vertinimas maksimalaus tikétinumo

metodu. Maksimalaus tikétinumo ivercio kompiuterinio modeliavimo rezultatai pateikti skyrelyje

5.4.

Algoritmas 5.1: Trijuy parametry Veibulo skirstinio vertinimas maksimalaus tikétinumo

metodu

Tikslas: jvertinti Veibulo skirstinio parametrus maksimalaus tikétinumo metodu.

Pradinés salygos (preconditions): iSrikiuota seka n:(n(o),n(l),...,n(k)), poziciniy statistiky

skaiCius k.
Galinés salygos (postconditions): Veibulo skirstinio trijy parametry (formos, mastelio, posttimio)
maksimalaus tikétinumo jverd¢iai.

1. Inicializuoti pradini taska yq (5.16).

2. If neiSpildyta salyga (5.14) then lygtis (5.8) sprendinio neturi ir A= w0, y*=0, =00
else
if neispildyta salyga (5.15) then dalijimo pusiau budu randame lygties (5.8) sprendinj y.
else dalijimo pusiau metodu randame lygties (5.8) sprendinj y.

3. Taske y apskaiciuojame funkcijos reikSme f.

4. If />0 then dalijimo pusiau metodu randame lygties (5.8) sprendini y.

A

else A:n(o), y¥=o0 ira=0.

5. Sprendimo priémimas y* = y. ApskaiCiuojame Veibulo skirstinio parametry jvercius pagal

(5.17) - (5.19).

5.3. VEIBULO SKIRSTINIO TRIJU PARAMETRU VERTINIMAS ANALITINIAIS
METODAIS

5.3.1. Analitinis jvertis
Weiss (1971), Haan (1981) pasiilé paprasta analitini ekstremaliyjuy reikSmiy skirstinio formos

parametro jverty
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5
In| —
6 = m (5.20)

Cia k —)oo,%—)o,l Empiriniai tyrimai rodo, kad S§is jvertis yra paslinktas (zr. skyrelj 5.5).
Geresnémis savybémis pasiZymi tolimesniame skyrelyje nagrin¢jamas jvertis.

5.3.2. Pagerintas analitinis jvertis

Kadangi jvertis (5.20) yra paslinktas ir tas poslinkis didé¢ja, kai o yra didinamas, geresni

rezultatai gali buti gaunami, kai vietoj (o) yra naudojamas minimalios reikSmés tiesinis jvertis
4.1):

Ay k=) - n(e) ~n(0)) (5.21)

Dar karta paZymeésime, kad jei skirstinys (5.3) yra absoliuciai tolydusis, tai salyga

nG) #0()> 1 # Js L j=L..,m yra teisinga su tikimybe 1. Tokiu budu tikslesnis {vertis yra

gaunamas sprendziant lygti:
ln(kj
* m
k _ s
m(mj w0 +h{1+ckj
+ ln( k J N(m) ~M(0) I+cy,

I+c¢,

¢ia ¢ apskaiciuojamas pagal (5.20).

Siekdami istirti Sios lygties sprendinio egzistavima, ivesime pazyméjima:

fz,0) = = (5.22)
m@+{j
a
- 1
H(Hx]
&ia z = n(k)_n(()) , (O(x):hl Jj=1 J , x:l
m) ~N(0) - a
H(ij
N

Todél pagerintas analitinis jvertis turi tenkinti lygti:
o = f(z,a*) (5.23)
Siai lygéiai spresti yra patogu taikyti iteracini metoda:
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Qi1 = f(Z, “t)

¢ia o -pradinis taskas.

(5.24)

Suformuluosime ir jrodysime lema lygties (5.23) sprendinio egzistavimo salygoms nustatyti.

k

1
2
j=1/

st

j=1/

Lema 5.1. Lygtis (5.23) turi sprendinj, jei Z >

[rodymas.

> Funkcijos w(x) i§vestine yra

e t)

o'(x) =2 ~

:l(l + ]j jﬁ:l(l +j] -1 |
5)

— reikSme didéja, kai yra didinamas m.
X
(1 + ] 1

Irodysime, kad santykio

I1

=N

ISdiferencijave turésime:

Toliau, i§ Lagranzo formulés ir

[ﬁ(l+§j1J=x~Sm(§)<x-Sm(x)=x-§[ L -ﬁ[1+§ L0<e<

(5.25)

(5.26)

x seka, kad
j=1 j=\XTJ) o
m+1 1 m X 1 X m 1 m X m 1
> _ [I1+=[-1f - > 1T 1+ = Z( )
Joi\xX+] V= J x+m+1 m+1 ANXtT) g J = X+ j

rﬁ[lﬁ)—l

j=tn

fir) ooz e

+ <
m
H(1+X_J—1
AN
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)
f[:l(uj_)—l

Taigi '(x) >0, nes m < k. Pritaik¢ Lopitalio taisykle, gauname, kad:

lim o(x)=1In <0.
x—0 k 1

(5.27)
2

j=1/
Nesunku jsitikinti, kad

lim w(x)=0. Taigi, matome, kad funkcija @(x) yra monotoniskai
X—>0

didéjanti. IS zemiau pateikty rezultaty:

=) )
In| — In| —

lim f(z,0)=—"2 lim f(z,0)= m

a—0 Inz oo

seka, kad, kai o didéja, funkcija f{(z, o ) yra monotoniskai didéjanti
5!
J
j=t/

Be abejo, jei Z > n;— funkcijos f (z, a) grafikas turi susikirtimo taSka su kreive, Zyminc¢ia o

kitima. <

Lema 5.2. Funkcijos (5.22) isvestiné yra aprézta lygties (5.23) sprendinio taske:

k m
1 1
k 27 2

s k + —
* =1 j=1
f'(z,oc )s—- / <= (5.28)
2 m(k) 2
m
[rodymas.

> Turime, kad
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Isitikinsime, kad

lim ' (x) = lim | == - = =

x>0 x>0 1"—1[(“’6_)_1 ﬁ(nx_}l

j=1 J j=1 J
m m k k
SEoas o) sl
~ lim j=1J J_lé B j=1J j—1; _
x—0
mopox2 | m mq ) k1 X2 [ &1 ko (2
X'Zf_‘i‘?' Z* _27 +X'0(x ) X‘Zf‘i‘?' Z* _272 + Xx-0\x )
j=1/ j=t7)  j=lj j=1/ j=t/ j=1J
ok m m ko] & m k
1 1 1 1 1 1 1
X X3 [ZJ 25| X Xy s
_ =1/ +]:1j =) j=u _ j=l+mJ +]:1] _Jj=U
2 my 2 k 2 myo k1
By 12 RV
j=1 j=1] J=1 J=1

Dabar jrodysime kad a)'(x) yra monotoniSkai maz¢janti funkcija. Tai sekty 1§ nelygybés:

"' (x) = W(k,x)-W(m,x) <0,
Sy (T iy (1531 D
: + -1+ += - ,
jzl(x+j)2 j=1v j=iv S =t .
,1=1,2,3,...,0.

[§(1+;j1 2

Taciau pakanka jrodyti, kad W(i,x) yra mazéjanti priklausomai nuo i funkcija, biitent

W (i+1,x)<W(i,x). O tai seka i3 nelygybés:

J

2

> :
i Xt Lla i
x+.£x',.—+5-2 _2+Z :
—1X7J H[Hx)—l j=1(x+J) J

j=1

I3 to, kad @'(x) monotoniskai didéja, t.y.
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; 2 .

i=m+1/] = =

lim @'(x)=0, lim o)'(x):] mil? = = Sl'ln kj,
X—0 x>0 2 k4 mi 2

seka:

= (5.29)

1
. Tada bet kokiam 5 <v <1 egzistuoja toks € >0, kad

*

seka (5.24) konverguoja i (5.23) sprendinj tiesiniu greiciu: |0t; — &

:O(vt),jei |a0—a*|Sg.

[rodymas.

> IS teoremos salygos ir lemos 5.1 seka, kad egzistuoja lygties (5.23) sprendinys « *. IS lemos
. . 1 . .
5.2 turime, kad bet kokiam > <v <1 egzistuoja toks ¢ >0, kad |f'(a)| <v,jel |a -a *| <eg.
Taigi, 1§ Lagrandzo teoremos ir (5.23) bei (5.25) turime:

* ' * * *
o, -« ‘S‘f z,a +tlo,_—a -‘at_l—a

*

*

Sv-‘at_l -a

<y! -‘ao -a

3

kadangi ‘f'(z,a* +Z'(Olt_1 —a*)) <v,t=12,. .4

k
£
Sekos (5.24) pradine reikSme rekomenduojama parinkti: ag = m
m
1
2
j=1
In(z)+1n ko
2
=1
5!
Jei , j=1’ , tai lygtis (5.23) neturi sprendinio. Tokiu atveju a* =qa.
m
z 1
j=1/
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5.4. KOMPIUTERINIO MODELIAVIMO REZULTATAI
5.4.1. Veibulo skirstinio parametry jver¢iy kompiuterinio modeliavimo rezultatai

Siame skyrelyje pateiksime Veibulo skirstinio parametry jveréiy kompiuterinio modeliavimo
rezultatus. Skirstinio parametry jveriams skaiCiuoti buvo generuojama M=100 atsitiktiniu seky,
pasiskirs€iusiy pagal Veibulo skirstini (c=1, 4=0) ir kiekvienai sugeneruotai sekai skai¢iuojami
parametry iverCiai. Lenteléje 5.2 pateikti Veibulo skirstinio parametry « , A ir ¢ jverciy vidurkiai,

priklausomai nuo imties tiirio bei poziciniy statistiky skaiciaus 4, gauti Monte-Karlo metodu.

Lentelé 5.2. Veibulo skirstinio parametry Monte-Karlo iverciy vidurkiai (MLE — maksimalaus
tikétinumo iverciai (maximum likelihood estimators), AE — analitiniai iverciai (analytical

estimators), IAE — pagerinti analitiniai {verciai (improved analytical estimators))

k=100, m=20, a=2,5, c=1,A=0
N=1000 a dispersija A c
MLE 2,4254 0,2776 0,0144 1,032
AE 2,0302 0,0904 0,0195 1,2072
IAE 2,6107 0,4560 -0,0090 1,0346
N=10000
MLE 2,4342 0,3747 0,0038 1,1917
AE 2,0462 0,1507 0,0063 1,6540
IAE 2,7188 1,1151 -0,0077 1,1673
N=20000
MLE 2,3774 0,4143 0,0046 1,4267
AE 1,9687 0,1063 0,0072 1,9706
IAE 2,4981 0,5099 -0,0007 1,3352
N=50000
MLE 2,3979 0,5743 0,0030 1,3964
AE 1,9538 0,0961 0,0052 2,2493
IAE 2,4581 0,4129 0,0001 1,4110
k=500, m=100, o=5,0, c=1, A=0
N=1000 a dispersija A c
MLE 4,9313 0,7662 0,0129 0,9881
AE 3,4307 0,1428 0,1157 0,9241
IAE 5,1715 1,7762 -0,0272 1,0286
N=10000
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MLE 5,0345 0,9592 -0,0035 1,0141

AE 3,4632 0,1715 0,0676 1,1513

IAE 5,2958 1,8477 -0,0284 1,0373
N=20000

MLE 5,0011 1,2829 0,00006 1,0190

AE 3,4105 0,1493 0,0667 1,2233

IAE 5,1052 1,5999 -0,0089 1,0278
N=50000

MLE 5,0931 1,0688 -0,0036 1,0156

AE 3,4121 0,1515 0,0564 1,3350

IAE 5,1278 1,9152 -0,0074 1,0335

Pateikti rezultatai rodo, kad maksimalaus tikétinumo bei pagerintas analitinis jver¢iai gana gerai

tvertina Veibulo skirstinio parametrus, kai sekos tiiris ir poziciniy statistiky skai¢ius yra didinami.

Norint gauti patikimus Veibulo skirstinio parametry jverc¢ius, kai formos parametras o did¢ja, reikia

imti daugiau poziciniy statistiky ir generuoti didesnes atsitiktiniy dydziy sekas, t.y. reikia didinti M

ir N. Kai poziciniy statistiky skaiCius k& yra mazas, maksimalaus tikétinumo vertis gali neegzistuoti.

Sio jver¢io egzistavimo salygos yra aptartos 5.2 skyrelyje. Paveiksle 5.4 pateikta maksimalaus

tikétinumo jvercio neegzistavimo tikimybé priklausomai nuo iteracijy skaiCiaus kai poziciniy

statistiky skacius yra nedidelis (k =10, 20, 30). IS Sio paveikslo matome, kad maksimalaus

tikétinumo jver¢io neegzistavimo tikimybé mazéja k yra didinami. Didinant poziciniy statistiky

skaiCiy Sios tikimybés jvertis virsta 0.

0,7

0,6 -

0,5

0,4

0,3 1

0,2 -

0,1

0

T .

—k=10
—k=20
—k=30

WW%

n__|
T

100 5100 10100 15100 20100 25100 30100 35100 40100 45100

Pav. 5.4. Maksimalaus tikétinumo jvercio neegzistavimo tikimybé priklausomai nuo iteracijy ir

poziciniy statistiky skaiciaus, a=5,0

Paveiksluose 5.5 — 5.7 pateiktos jver¢iy, gauty pagerintu analitiniu arba maksimalaus tikétinumo

metodais, sklaidos histogramos. IS Siy paveiksly matome, kad didinant poziciniy statistiky skaiciy

Siy iverCiy iSsibarstymas maze¢ja. Kaip ir reikéjo tikétis maksimalaus tikétinumo ivercio
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iSsibarstymas yra maZzesnis nei analitiniu metodu gauty iverCiy ir didéjant poziciniy statistiky

skaiciui gali buti apraSomas normaliniu désniu.

k=100, m=20 k=500, n=100

00 15 30 45 60 75 90 105 12,0 13,5 150 16,5

k=1000, n=200

00 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Pav. 5.5. Parametro o pagerinto analitinio {vercio histogramos, priklausomai nuo poziciniy

statistiky skai¢iaus (a=5, 100 sugeneruoty seky)

149 k=100 30 k=500
12 - 25 |

10 - 22—

8,

.l 15 4

ol 10 -

2 51

0 0-

00 25 50 75 10,0 125 150 17,5 20,0 22,5 250 27,5 30,0 32,5 350 37,5

3 k=1000
30 |
25 1
20 4
15 4
10 4

Pav. 5.6. Parametro oo maksimalaus tikétinumo jvercio histogramos, priklausomai nuo poziciniy

statistiky skai¢iaus (a=5, 100 sugeneruoty seky)
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Pav. 5.7. Parametro o maksimalaus tikétinumo jvercio histograma (0=2,5, k~=100,

100 sugeneruoty seku)

5.4.2. Optimizavimo sekos optimalumo tyrimo metodas, kai ekstremaliyjy reikSmiy

skirstinio parametras yra nezinomas

Siame skyrelyje pateikiami ekstremaliyjy reik§miy skirstinio formos parametro jverdiy
tinkamumo stochastinés paieSkos sprendinio optimalumui tirti skaiiuojamojo eksperimento
rezultatai.

Lentelé 5.3. Tikslo funkcijos minimalios reikSmés, jos vienpusio pasikliautinojo intervalo,
tikimybés minimaliai reikSmei patekti i pasiklautinaji intervala Monte-Karlo ijverciu vidurkiai bei
tikimybés pasikliautinasis intervalas, kai ekstremaliyju reikSmiu skirstinio formos parametras a
Ivertinamas statistiniais metodais, pasinaudojant geriausiomis pasiektomis optimizavimo metu

tikslo funkcijos reikSmémis (funkcija su astriu minimumu, n=2, k=500, m=100, N=20000, M=100)

Vienpusis pasikliautinasis Patekimo tikimybés p
A=0, = 2, K=5, o 4 intervalas pasikliautinasis intervalas
o =095 iverciai N.k Apatinis VirSutinis p Apatinis Vir§utinis
réZis rézis réZis rézis
MLE 1,9843 | -0,000018 -0,00018 0,000139 0,95 0,89763 0,9801
AE 1,8919 | 0,0000048 | -0,000138 0,000139 0,87 0,8007 0,9215
IAE 2,0220 | -0,000029 | -0,000197 0,000139 0,95 0,8976 0,9801

Lenteléje 5.3 pateikiami ekstremaliyjy reikSmiy skirstinio formos parametro maksimalaus
tikétinumo ir analitiniai jverciai, gauti pasinaudojus geriausiomis optimizavimo metu pasiektomis

tikslo funkcijos reikSmémis, lyginant Siuos iver¢ius su ekstremaliyjy reikSmiy skirstinio formos

parametru, jvertinamu pasinaudojant funkcijos homogeniSkumu minimumo aplinkoje (o0 =—=2),

o taip pat tikslo funkcijos minimalios reik§més bei jos pasikliautinojo intervalo Monte-Karlo jverciu

modeliavimo rezultatai.
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Pav. 5.8. Tikslo funkcijos minimalios reikSmés patekimo i pasikliautingji intervala tikimybé ir jos

pasikliautinasis intervalas (funkcija su astriu minimumu, #n=2, 4=0, 6=0.95, SPSAL, MLE)
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-0,002
——tikslo funkcijos minimalios reikSmés tiesinis jvertis
—tikslo funkcijos minimalios reikSmés pasikliautinojo intervalo apatinis rézis
——tikslo funkcijos minimalios reikSmeés pasikliautinojo intervalo virSutinis rézis

Pav. 5.9. Tikslo funkcijos minimalios reikSmes tiesinis jvertis ir jos pasikliautinieji réziai

(funkcija su astriu minimumu, n=2, SPSAL, MLE)

I8 lenteléje 5.3 bei pav. 5.8 ir 5.9 pateikty rezultaty matome, kad kai poziciniy statistiky skaicius
bei iteracijy skaiCius yra dideli, ekstremaliyjy reikSmiy skirstinio formos parametro maksimalaus
tikétinumo ir analitiniai iverciai, taikomi tikslo funkcijos minimaliai reikSmei jvertinti, artéja i jverti
(4.8), gaunama pasinaudojant funkcijos homogeniSkumu minimumo aplinkoje. Analogiski
rezultatai gaunami, kai tikslo funkcija minimizuojama kitais disertacijoje iSnagrinétais
optimizavimo metodais (SPSAU, FDSA) bei kai ekstremaliyjy reik§miy parametras vertinamas
pagerintu analitiniu metodu. Apibendrinant skaic¢iuojamojo eksperimento metu gautus rezultatus,
galima teigti, kad tikslo funkcijos minimalia reik§me¢ galima jvertinti pasinaudojus skyrelyje 4.2

vestais jverciais, kai poziciniy statistiky skaicius ir iteracijuy skaicius did¢ja. Taigi, jei néra kity
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biidy, nezinomas ekstremaliyjy reikSmiy skirstinio formos parametras gali biiti jvertinamas

statistiniais metodais.

5.5. REZULTATAI IR ISVADOS

1.

Sudarytas algoritmas Veibulo skirstinio parametrams (formos, padéties ir skalés) jvertinti

maksimalaus tikétinumo metodu, naudojant necenztruotos imties pozicines statistikas;

Suformuluotos ir irodytos maksimalaus tikétinumo jvercio egzistavimo salygos bei

nustatytas §io jvercio lokalizavimo intervalas;

Sukurtas analitinis metodas, apibréZtas bet kokiam poziciniy statistiky rinkiniui, ir sudarytas
ji realizuojantis algoritmas Veibulo skirstinio parametrams (formos, padéties ir skalés)
ivertinti, taikant tikslo funkcijos minimalios reikSmés tiesini ivert] ir naudojant

necenziiruotos imties pozicines statistikas;

Suformuluotos ir jrodytos pagerinto analitinio jver¢io egzistavimo salygos;

Irodytas analitinio algoritmo konvergavimas i Veibulo skirstinio formos parametro iverti
tiesiniu greiciu;

Sukurtas analitinis metodas kompiuterinio modeliavimo metu pademonstravo pranaSuma

lyginant ji su Haan (1981) pasitlytu analitiniu Veibulo skirstinio formos parametro jverciu;

Maksimalaus tikétinumo ir sukurtas analitinis jverciai, gauti kompiuterinio modeliavimo

biidu, yra pagristi bei tinkami Veibulo skirstinio parametrams vertinti;

Tikslo funkcijos minimalia reik§mg galima {vertinti pasinaudojus tiesiniais jverciais, kai
ekstremaliyjy reikSmiy parametras vertinamas pagerintu analitiniu arba maksimalaus
tikétinumo metodais, o poziciniy statistiky skai€ius ir iteracijy skaicius yra pakankamai

dideli.
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6 STOCHASTINIU NEDIFERENCIJUOJAMO OPTIMIZAVIMO ALGORITMU
e PROGRAMINE REALIZACIJA BEI TAIKOMUJU UZDAVINIU SPRENDIMAS

6.1. STOCHASTINIU NEDIFERENCIJUOJAMO OPTIMIZAVIMO ALGORITMU
PROGRAMINE REALIZACIJA

6.1.1. Techniné ir programiné jranga

Sudaryty stochastiniy nediferencijuojamo optimizavimo algoritmy programinei realizacijai,
testavimui bei taikomiesiems uzdaviniams sprgsti buvo naudojami MII lokalinio tinklo AK,
Tarptautinio teorinés fizikos centro ICTP (Triestas, Italija) tinklo AK, superkompiuteriy centro
CINECA (Bolonija, Italija) lygiagreciy skaiciavimy klasteris.

Programinei irangai realizuoti bei testuoti daugiausia buvo naudojamas MII lokalinio tinklo AK
su AMD Athlon 64 1.8 GHz procesoriumi, RAM 512 MB, 120 GB.

Sukurty algoritmy praktinio taikymo galimybés finansinio opciono kainai skaiciuoti buvo
tiriamos ICTP lokalinio tinklo PK: Pentium 4 2.0/2.4 Ghz, CPU 256/512 MB RAM, 40 GB kietasis
diskas ir Pentium 4 2.6 Ghz CPU 512 MB RAM 80 GB kietasis diskas
(http://scs.ictp.it/facilities/hardware).

Kadangi nagrin¢jamy ir taikomy stochastinés aproksimacijos metody létas konvergavimas
reikalauja labai didelio iteracijy skaiciaus, o tuo paciu ir didelio sprendimo laiko, reikalingo
uzdaviniui i8spresti, todél konvergavimo grei¢iui bei algoritmy stabdymo taisyklei tirti didelio
matavimo uzdaviniuose buvo pasinaudota superkompiuteriy centro CINECA lygiagreciy
skai¢iavimy klasteriu CLX (klasteris — lygiagrec¢ioji arba paskirstytoji sistema, kurig sudaro keli
tarpusavyje susieti kompiuteriai, naudojama kaip vieningas unifikuotas kompiuterinis resursas).
Tokio klasterio panaudojimas leido ne tik iSspresti optimizavimo problemas reikiamu tikslumu, bet
ir padidinti skai¢iavimy sparta. CLX tai IBM Linux Cluster 1350, sudarytas i§ 512 dviprocesoriniy
IBM X335 mazgy (nodes), kiekvienas skaiiavimy mazgas sudarytas i§ 2 Xeon Pentium IV
procesoriy, visi skai¢iavimy mazgai yra 2GB atminties (1GB vienam procesoriui), prisijungimo ir
aptarnaujantis skai¢iavimy mazgas sudarytas 1§ 2.8GHz procesoriy. CLX gali biiti pasiekiamas 6.1
TFlops skai¢iavimy greitis (https://hpc.cineca.it/docs/user-guide-zwiki/CLXUserGuide).

Siame skyriuje pateiksime trumpa analiting apzvalga tokiuy programiniy priemoniy, kurios
tiesiogiai buvo pritaikytos kompiuteriniams modeliams kurti. Taikytas programines priemones
galima suskirstyti { dvi grupes: matematines sistemas ir universalias programavimo kalbas.

Matematinés sistemos: skai¢iavimams atlikti daznai buvo naudojamos matematinés sistemos

Mathematica ir MathCad. MathCad 2001 matematiné sistema pasirinkta, todel, kad $i sistema
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iSsiskiria nesudétinga vartotojo sasaja, standartiniy funkcijy ir simbolinio skai¢iavimo bei
programavimo priemonémis, galimybe naudotis Windows, puikia grafika ir labai didele pavyzdziy
biblioteka. Mathematicos pasirinkima lémé tai, kad tai galinga kompiuteriné matematiné sistema su
placiomis skaitiniy ir simboliniy skaiCiavimy galimybémis, turinti galingas grafikos ir animacijos
galimybes, o be to komandy sintaksé panasi | C kalbos sintaksg.

Visos auks$¢iau aptartos priemoneés neleidzia kurti paleidziamyjy programy (*.exe faily), o tai
reiSkia, kad norint kurti konkrety kompiuterini modelj turime pasinaudoti kokiu nors programiniu
paketu. Programiniams paketams kurti buvo pasirinktos universaliosios programavimo kalbos
tokios kaip MS Visual C++, Free Pascal.

Programavimo sistemos:

C++ programavimo kalba leidZia geriausiai i$naudoti kompiuterinius resursus. Sia kalba
parasSytos programos yra kompaktiskos ir greitai vykdomos, o be to jos gali biiti lengvai, su
nedideliais pataisymais arba visai be ju, perkeliamos i kitas skaiCiavimo sistemas, pvz.: i Windows
operacings sistemos perkelti programos veikima i UNIX operacing sistema.

FreePascal (versija 1.0.6 1.9) nemokama programavimo sistema, naudojanti 32 bity technologija
ir kalbos atZvilgiu suderinama su Turbo Pascal 7.0 ir Delphi 5 dialektais. Si programavimo sistema
yra atviro kodo, turinti patogia grafing sasaja, be to ja lengva idiegti. [diegus iSsyk galima pradéti
dirbti. Nereikia nieko papildomai nustatyti ar idiegti papildomy priemoniy. Turi visas svarbiausias
funkcines galimybes, tokias kaip: pazingsninio derinimo, reiSkiniy reikSmiy stebéjimo ir jy reikSmiy
pasikeitimo, priskyrimo, skaitymo stebéjimo galimybes.

Dazniausiai sukurtos programos buvo testuojamos operacingje sistemoje Windows 2000, o

lygiagreciyjy skaiciavimy testai atlickami LINUX operacingje sistemoje.

6.1.2. Skaic¢iuojamyjy stochastiniy Markovo tipo algoritmy tyrimas, taikant lygiagreciyju

skaic¢iavimy metodus

Lygiagretus algoritmai — tai algoritmai kuriuose yra iSskirtos veiksmuy grupés, kurias galima
vykdyti tuo paciu metu. Lygiagretusis kompiuteris toki algoritma gali vykdyti spar¢iau, negu iprasta
nuosekly algoritma, kadangi nepriklausomas lygiagrecias algoritmo Sakas gali paskirstyti tarp
atskiry jo turimy procesoriy (Ciegis (2001)). Todél superkompiuteriy bei lygiagre¢iuju skai¢iavimy
panaudojimas leidZia ne tik iSspresti optimizavimo problemas reikiamu tikslumu, bet ir padidinti

skaiiavimy sparta, igauti didesnius kompiuterinius pajégumus ir i§spresti didesnius uzdavinius.
6.1.2.1. Skaiciuojamojo eksperimento Monte — Karlo metodu iSlygiagretinimas

Lygiagretiems algoritmams programuoti buvo pasirinktas MPI (Message-Passing Interface)
standartas. Programos buvo raSomos standartine C++ kalba ir tik jas kompiliuojant prijungiama

MPI biblioteka. Naudodami MPI biblioteka, lygiagretyji algoritma skaidome 1 procesus, kurie gali
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biti vykdomi lygiagreéiai. Zemiau pateikti rezultatai buvo gauti pasinaudojus FP6 projekto HPC-
EUROPA (RII3-CT-2003-506079) 1¢Somis superkompiuteriy centre CINECA (Bolonija, Italija) ir
pristatyti tarptautinéje konferencijoje 2" Conference on Optimization Methods & Software and 6"
EUROPT Workshop on Advances in Continuous Optimization (Praha, Cekija, 2007) ir Lietuvos
Jjaunyjy mokslininky konferencijoje “Operacijy tyrimas ir taikymai” (Vilnius, 2007).

ISlygiagretinant Monte-Karlo metoda laikysime, kad visos uzduotys yra nepriklausomos ir visy

uzduoCiy sudétingumas yra vienodas. Todél kiekvienam procesoriui paskirta vykdyti {—}

algoritmo realizacijy, Cia [] skaiCiaus sveikoji dalis. Jei algoritmo realizavimy skai¢ius M be

liekanos nesidalija i§ procesoriy skaiCiaus p, tai liekana iSdalijame pirmiesiems procesoriams, t.y.
pirmieji M —{M} - p valdomi procesoriai (darbininkai) atlieka dar po viena papildoma algoritmo
realizacija. Valdantysis procesorius taip pat apskaiCiuoja statistinius algoritmo charakteristiky
[vercius.

Lentelé 6.1. Laikas (sekundémis), per kurj i§sprendzia uzdavini SPSAL lygiagretusis algoritmas

naudojant p procesoriy

. P 1 10 20 100
2 7,4718 0,7589 0,2438 0,1269
10 17,988 1,8185 1,5210 0,2527
50 69,877 7,0307 4,0176 0,7485
100 134,77 13,562 6,8319 1,4086

Skaiciuojamojo eksperimento metu buvo tiriamas pagrindiniy MPI konstrukciju naudojimo
efektyvumas, Siuo biidu sukurty lygiagreCiyju programy efektyvumas ir spartinimo koeficientas.
Spartinimo  koeficientas (lygiagre€iojo algoritmo pagreitéjimas) sprendziant uzdavini su p
procesoriy (Ciegis (2001)):

T
S,=-1,
TP

¢ia 7; yra laikas, kuri sugaiSta nuoseklusis algoritmas, sprgsdamas wuzdavini su vienu
procesoriumi, o 7, - laikas, per kur lygiagretusis algoritmas iSsprendzia uzdavini su p
procesoriy.

Algoritmo efektyvumas skai¢iuojamas tokiu budu:
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Lentelé 6.2. SPSAL lygiagretaus algoritmo spartinimo ir efektyvinimo koeficientai

50 +

40

30 4
20 |
10 A -

~

n=100 pl0 p20 p100
Spartinimo koeficientas 9,9373 19,727 95,6765
Efektyvumo koeficientas 0,9937 0,9863 0,9567

n=50
n=100

10

20

100

Pav. 6.1. SPSAL lygiagretaus algoritmo spartinimo koeficientas

Lentelé 6.3. Laikas (sekundémis), per kuri iSsprendzia uzdavini SPSAU lygiagretusis algoritmas

naudojant p procesoriy

. P 1 10 20 100
2 5,2868 0,5392 0,2655 0,1069
10 12,930 1,3077 0,6529 0,1860
50 73,58 7,3946 4,0875 0,7864
100 196,6 19,799 9,9019 2,0006
Pav. 6.2. SPSAU lygiagretaus algoritmo spartinimo koeficientas
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Lentelé 6.4. SPSAU lygiagretaus algoritmo spartinimo ir efektyvinimo koeficientai

n=100 pl0 p20 p100
Spartinimo koeficientas 9,9298 19,855 98,2705
Efektyvumo koeficientas 0,9929 0,9927 0,9827

Lentelé 6.5. Laikas (sekundémis), per kuri iSsprendzia uzdavini FDSA lygiagretusis algoritmas

naudojant p procesoriy

. p 1 10 20 100
2 7,914 0,8032 0,3688 0,2319
10 21,179 2,1409 1,0758 0,2606
50 133,90 13,455 6,7251 1,3529
100 365,03 36,822 15,809 3,6925

100
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——n=10
n=50

40 4 n=100
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Pav. 6.3. FDSA lygiagretaus algoritmo spartinimo koeficientas

Lentelé 6.6. FDSA lygiagretaus algoritmo spartinimo ir efektyvinimo koeficientai

n=100 pl0 p20 p100
Spartinimo koeficientas 9,9134 23,090 98,8571
Efektyvumo koeficientas 0,9913 1,1545 0,9886

Lygiagreciyjuy skaiiavimy kompiuterinio modeliavimo btuidu gauti rezultatai, pateikti 3 ir 4
skyriy lentelése 3.3, 4.1 bei 4.3, leido patvirtinti teorines stochastinés aproksimacijos algoritmy
konvergavimo salygas, kai sprendziami didelio matavimo optimizavimo uzdaviniai (funkcija su
aStriu minimumu, #=100) bei patvirtinti nepriklausomy vienodai pasiskirs¢iusiy atsitiktiniu dydziu
ekstremaliyjuy reikSmiy teorijos tinkamuma tikslo funkcijos minimaliai reikSmei jvertinti. Be to
MPICC kalba sukurti programiniai kodai gali biiti lengvai realizuojami su bet kokia lygiagreciyju
skaiCiavimy architekttra. O sukurtos lygiagreciyju SPSAL, SPSAU ir FDSA algoritmy programos

gali biiti pritaikytos taikomiesiems uzdaviniams spresti.
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6.2. TAIKOMUJU UZDAVINIU SPRENDIMAS
6.2.1. SPSA algoritmo taikymas Heston’o stochastinio volatiliSkumo modeliui kalibruoti

Nagrinésime sukurto SPSA algoritmo praktinio taikymo galimybes finansinio opciono kainai
tvertinti. Finansiné duomeny analizé rinkos tyrimuose ir rizikos analiz¢ taip pat kaip ir valdymas
labai daznai susij¢ su numanomu ir realizuotu volatiliSkumu (implied ir realized volatility).
Pademonstruosime SPSA algoritmo tinkamuma vidutinei absoliuciajai opciono kainos paklaidai
minimizuoti jvertinant Heston’o stochastinio volatiliSkumo modelio parametrus (Heston (1993)).
Sis uzdavinys buvo suformuluotas mokslinés staZuotés tarptautiniame fizikos centre ICTP (2004,
Triestas, Italija) metu vykusiame darbiniame seminare “Matematinis modeliavimas pramonés ir
gamtos moksle” bei gauti rezultatai pristatyti tarptautinése konferencijose: Kompiuterininky dienos-
2005 (KU, Klaipéda, 2005), INYS workshop Optimal Design of Technological Processes, (Vilnius,
2006), taikomosios statistikos XXVI tarptautinéje konferencijoje (Killarnei, Airija, 2006), o taip pat
publikuoti moksliniuose leidiniuose: Bartkut¢ & Sakalauskas (2006a), Bartkut¢ & Sakalauskas
(2005a), Bartkuté (2006c¢).

Hestono modeliu paskai¢iuota opciono kaina yra lyginama su rinkoje turimomis opciono

kainomis. Tuo tikslu apibréSime viduting absoliuting opciono kainos paklaidos funkcija:

n

MAE(K, o, p,1,q, 9) = % z
i=1

CZH (K’ o,p,1,q, 0)_Ci

; (6.1)

&ia n yra visy turimy opciony skaigius, C,- opciono kaina rinkoje ir C/'- Heston’o modeliu
apskaiciuota opciono kaina, (K, c,p,1,q, 9) - ivertinami Heston’o modelio parametrai (k-reversijos

greitis (reverting speed), o kintamumo volatiliSkumas (“volatility of volatility”), p koreliacijos
koeficientas tarp aktyvo graZos ir volatiliSkumo (correlation coefficient between the asset return
and its volatility), r, q yra palikany ir dividendy normos atitinkamai, € ilgalaikio trendo vidurkis

(the long run mean level)) (Heston (1993)).

Norédami apskaiciuoti opciono kaina pagal Hestono’o modelj, turime jvertinti §io modelio
parametrus, kuriy negalime nustatyti turédami rinkos duomenis. Parametrams jvertinti sudarysime

tikslo funkcija (6.1):

MAE(K, o, p,1,q, (9) — min . (6.2)
Teoriniu  modeliu  aspkai¢iuojama  opciono  kaina  C/, yra i3reiskiama  kaip

CH=85.c9"p-K-¢"". P, kur P;,j=12, yra dvi tikimybinés funkcijos, ir S finansinio aktyvo

kaina, K opciono ivykdymo kaina. Detalus Sios iSraiSkos iSvedimas yra pateiktas (Heston (1993)).
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Heston’o modelis buvo realizuotas su Vokietijos akciju SPX (29 Geguzés, 2002) pirkéjo
opciony (Call option) kursais. Heston‘o stochastinio volatiliSkumo modelis paaiskina daugelj efekty
vertybiniy popieriuy rinkose, taciau S$io modelio pritaikymas reikalauja gana sudétingo modelio
parametry jvertinimo panaudojant optimizavimo algoritmus. Tuo tikslu buvo pritaikytas SPSAL

algoritmas.
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Iteracijy skaifius

Pavy. 6.4. Vidutinés absoliutinés opciono kainos paklaidos priklausomybé nuo iteraciju skaiciaus,

stabdant algoritma, kai & = 0,0005.

Pav. 6.4 pateikta vidutinés absoliutinés opciono kainos paklaidos priklausomyb¢ nuo iteraciju
skai¢iaus, kai algoritmas stabdomas esant stabdymo salygai €=0,0005. Si priklausomybé
iliustruoja taikomo metodo konvergavima, taciau norint pasiekti optimalia reik§mg¢ reikia maZinti
pasikliautinojo intervalo ploti, tuo paciu didinant iteracijy skaiCiy. Pav. 6.5 pateiktoje histogramoje
matome algoritmo Zzingsniy skai¢iaus sklaida priklausomai nuo algoritmui stabdyti nustatyto
pasikliautinojo intervalo plo¢io. Vidutinis iteraciju skaicius, kai tikslo funkcijos minimalios

reikSmés pasikliautinojo intervalo plotis yra 0,02 lygus 463,308 iteraciju.
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34 87 141 194 247 301 354 407 461 514 567 621 674 727 781 834

Ttercijy skaicius

Pav.6.5. Iteracijy skaiCius reikalingas algoritmui stabdyti, kai € = 0,02, n = 6, M=500.

6.2.2. Stochastinés aproksimacijos taikymas tankerio pertvary svoriui optimizuoti
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Optimizavimo uzdaviniai su netiesiniais ribojimais labai daZnai sutinkami inZineriniame
projektavime. Panagrinésime stochastinés aproksimacijos taikyma optimizavimo uzdaviniams su
ribojimais spresti baudos funkcijos metodu. Sio taikomojo uZdavinio rezultatai paskelbti
tarptautinése konferencijose: INYS workshop Optimal Design of Technological Processes, (Vilnius,
2006), 22" European Conference on Operational Research (EURO XXII) (Praha, 2007), o taip pat
publikuoti moksliniame leidinyje Bartkuté & Sakalauskas (2006a).

Tarkime turime netiesinio programavimo uzdavini:

fo (x) — min,
fix)<0 ,i=1,...,m. (6.3)
Si uzdavinj spresime taikant baudos funkcijas. Tada baudos funkcija §iam uzdaviniui yra sudaroma
tokiu budu:
F(x)=/(x)+ 2 p; - max(0, £, (x)) (6.4)
i=1
¢ia u, 20 ,i=1, ..., m, yra baudos koeficientai.

Pademonstruosime disertacijoje pasiiilyto metodo sprendimams apie gauto sprendinio
optimaluma priimti taikymo galimybeg sprendziant tankerio pertvary svorio optimizavimo uzdavini,
panaudojant baudos funkcijy metoda.

Projektuojant tankerj yra labai svarbu parinkti tokius pertvary dydzius (ploti, gyli, ilgi, stori),
kad Siy pertvary svoris blty minimalus. Praleidus tam tikras techninio projektavimo detales,

tankerio pertvary minimizavimas gali biiti formuluojamas kaip netiesinio programavimo uzdavinys

(Ravindran et al. (2006)):

B 5,885 - X4 (xl + X3)

f(x) — min,
x] +w/ix§ —x% ’

kai gl(x)=x2x4[0,4.x1 +%x3)—8,94-(x1 + x32 —xg )2 0,

4
gz(x): x§x4(0,2-x1 +%x3]—2,2-(8,94-(x1 +\/ix32 —x% ’))3 >0,

g3(x)=x4 —0,0156x; —0,15>0,

x4 —0,0156x3 —0,15=>0,

)
g4(x)
gs5(x)=x4 —1,05>0,
g6(x):x3 -x,20,

¢ia x,- plotis, x,-gylis, x;- ilgis, x, - storis.
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Pav. 6.6 ir 6.7 pateiktos baudos funkcijos ir geriausiy pasiekty tikslo funkcijos reikSmiy

priklausomybeés nuo iteracijy skaiciaus, taikant SPSAL ir FDSA metodus. Pav. 6.8 pateikti tikslo

funkcijos minimalios reikSmés pasikliautinojo intervalo iver¢iy vidurkiai. Palyginimui pateikta

tikslo funkcijos minimali reikSmé 4=6,84241 (Reklaitis et al. (2006)). IS pateikty priklausomybiy

matome, kad disertacijoje pasitlytas metodas sprendimams apie gauto sprendinio optimaluma

priimti, leidzia jvertinti tikslo funkcijos minimalios reik§més pasikliautingji intervalg su reikiama

pasikliovimo tikimybe. Gautos priklausomybés iliustruoja sukurto metodo SPSAL pritaikomuma

matematinio programavimo uzdaviniams su nediferencijuojamomis baudos funkcijomis spresti.
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734 8.14
7.2 784
7.1 77
7 7.54
65 ] Ao 734
65 7,14
o] 6o L T A e
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100 1000 1200 2800 2700 4800 5500 6400 700 5200 2100 10000 200 1800 000 4400 5800 700 Ea00 oo
. . Iteraciju skaicius
Iteracijy skaicius
Pay. 6.6. —baudos funkcija, ——geriausios Pav. 6.7. —baudos funkcija, — geriausios
pasiektos tikslo funkcijos reikSmés pasiektos tikslo funkcijos reik§més
(SPSAL metodas) (FDSA metodas)

e o e e e e e o o — r— ——————— ———— —————————

— - — - mirtma bos redoimés jvertiz

— minima b redcime A=5 34241

— paskliautinejo nisrvalo vidulins 183
— paskbautineo nizrvalo ape finis 123s

Iemequ seaifms

Pav.6.8. Tikslo funkcijos minimalios reikSmés pasikliautinasis intervalas,

(SPSAU, 4=6,84241, M=100, N=1000, k=20, 6=0,95)

6.2.3. ISeminio insulto sri¢iy kompiuterinés tomografijos vaizduose automatinio atpaZinimo

sistemos optimizavimas

120




Sudarant vaizdy atpaZinimo algoritmus tenka spresti algoritmy vidiniy parametry parinkimo
uzdavinj, itakojantj vaizdy atpazinimo kokybe. Si problema taip pat idkyla sprendZiant iSeminio
insulto sri¢iy kompiuterinés tomografijos vaizduose automatinio atpazinimo uzdavini (Goktur et al.
(2001), Grigaitis et al. (2004)). Insulto sriciy atsitiktinis i§sidéstymas, nevienodi sri¢iy parametrai ir
informacijos perteklius kompiuterinés tomografijos vaizduose lemia iSeminio insulto sri¢iy
nustatymo automatiniu rezimu sudétinguma. Apibréziant insulto sritis, viena i§ sudétingiausiy
problemy yra galvos smegeny vingiy bei kity tamsiy vaizdo sri¢iy panaikinimas (Mikelaitis (2002),
Usinskas (2003)). Tamsios insulto sritys tomogramose dazniausiai yra gana didelés, didesnés nei
tamsios galvos smegeny vingiy sritys. Tuo pasinaudojant kompiuterinés tomografijos vaizduose
galima nustatyti ir paSalinti galvos smegeny vingiy sritis. Pav. 6.9 pateiktos automatiniu rézimu

nustatytos galvos smegeny iSeminio insulto sritys (Novelline & Squire (1987)).

Pay. 6.9. Automatiniu rezimu nustatytos galvos smegeny iSeminio insulto sritys
Insulto srities nustatymo kokybe galima iSskirti { dvi dalis: insulto srities vietos nustatymo
kokybg; insulto srities formos nustatymo kokybe. Atskirai Sie kriterijai sunkiau jvertinami, todél

automatinio atpazinimo sri¢iy sutapimas su etaloninémis buvo vertinamas pagal formulg:

flg)= %, (6.5)

¢ia S, — automatiSkai atpazintos insulto srities plotas; S, — eksperto suformuotas srities plotas, f—
sutapimo kriterijaus reikSme, g — apdorojamo vaizdo eilés numeris.

Insulto sritims atpazinti automatiniu rezimu kompiuterinés tomografijos vaizduose yra
sprendziamas stochastinés aproksimacijos optimizavimo uzdavinys. Atpazinimo algoritmas
reguliuojamas penkiais {€jimo parametrais, kurie tiesiogiai jtakoja atpazinimo rezultatus. Parametru
x1 reguliuojamas triukSmo mazinimo filtras, siekiant nustatyti toki bendra triukSmo lygi
kompiuterinés tomografijos vaizduose, kad insulto sritis blity nustatoma geriausiai. Parametras x»
susijes su galvos smegenu vingiy sri¢iy atpazinimu, parametrais x3 ir x4 reguliuojami vaizdo
skais¢io bei simetrijos lygiai atitinkamai. Parametru xs reguliuojamas pajégumas atrinkti iSeminio
insulto sritis. Atpazinimo kokybé matuojama etaloniniy ir atpaZinty vaizdy sankirtos ploto ir Siy
vaizdy ploty sumos santykiu. Tokiu budu vaizdo kokybé gali buiti apibréziama glodzia iSkila
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skaiCiuojama su triuk§mu funkcija f(x), ¢ia x = (x1, X2, X3, X4, Xs5). Kadangi parametrai yra
regulivojami tam tikru tikslumu todél ju reik§més buvo diskretizuojamos. Siai tikslo funkcijai
optimizuoti ir parametrams xi, Xz, X3, X4, X5 parinkti naudojamas darbe sukurtas SPSA algoritmas,
kuriame jvestas Metropolio patvirtinimo kriterijus (Spall (1992), Yang (2000), Bartkuté et al.
(2006), Grigaitis et al. (2008)). Sukurto algoritmo savybés buvo ivertintos kompiuterinio
modeliavimo biidu, taikant Monte-Karlo metoda.

Algoritmu 6.1 aprasomas stochastinés aproksimacijos optimizavimo uzdavinio insulto sritims

kompiuterinés tomografijos vaizduose atpazinti sprendimas.

Algoritmas 6.1: Stochastinés aproksimacijos insulto sri¢iy kompiuterinés tomografijos

vaizduose automatinio atpaZinimo algoritmas

Tikslas: sudaryti tikslo funkcijos stochastinés aproksimacijos seka.
Pradinés salygos (preconditions): tikslo funkcijos apskai¢iavimo algoritmas, stochastinio gradiento
tvertinimo  algoritmas, formalizuotas stabdymo taisyklés apraSymas,

optimizavimo zingsnio ilgio p bei suglodinimo parametro o apskai¢iavimo

funkcijos, pradinis taskas X0

Galinés salygos (postconditions): optimizavimo tasky seka, tikslo funkcijos reikSmiy tuose
taskuose seka.

1. Inicializuoti pradinj taska x(, optimizavimo zingsnio ilgi p(, suglodinimo parametra oy,
t=0.
2. While neispildyta stabdymo taisyklé (pvz.: # =, ) do
3. Generuoti vektoriy A = (Atl, Atz, s Atn ), kurio komponentés yra atsitiktiniai dydziai, su
tikimybe p =0,5 igyjantys reikSmes 1 arba -1.
4. SkaiCiuoti vektorius yl’t = (yll’t,yé’t,...,y};t) ir yz’t = (ylz’t,yg’t,...,y,%’t):
| A t A[ C )
Y7 =miimaxix; +A; - Cs, Ximin p Xi max )>
2,t ot At
i = max(mm(xi —A; -Gy x; max)> Xi min )a
tia ¢, =max(l,[o, +0,5]), [-] Zymi skai&iaus sveikaja dali.
{Komentaras: vektoriy y}’t, yl?"t reikSmés gali biiti sveikieji skaiciai}

5. Skaiciuoti tikslo funkcijos reik§mes: M= f(yl’t), 2! = f(yz’t).

TR t t ot t).
6. Apskaiciuoti taska v =(v1,v2,...,vn).
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Lt 2t
t z —Z

¢ . .
v, =Xx; +sign| - W, i=L2,..,n,

Lt 2.t
Yi —Y;
Lt 2
¢ia W; =max| L, | p; - 7 57 |t i=12,..n, [] zymi skaiciaus sveikaja dalj.
yio —yi’
6. Skaiciuoti vektorius yl’t = (yll’t,yé’t,...,y};t) ir yz’t = (ylz’t,yg’t,...,y,%’t):

Lt _ . t o, At
vt = mm(max(vl- +A;-CyLx; minl X; max),

2,t - |t t
Yi = max(mm(vi —A; -G x; max)> Xi min )’
tia C, =max(1,[ o, +0,51), [-] Zymi skaiGiaus sveikaja dal.

7. Skaigiuoti funkcijos reiksmes: z" = Lt , 22t = 2| Taip pat apskaiiuojame
y Y Y p pat ap ]

Zt = max(zl’t, zz’t).

Taikyti Metropolio kriterijy taskui xit1 patvirtinti.
8. Generuoti atsitiktini skai¢iy x , tolygiai pasiskirsc¢iusi intervale [0,1], ir skai¢iuoti nauja

=( t+1 _t+1 t+1),

¥ t+1
taska x X1 5 Xy e Xy

t .. o .
xl?”: v, jei x<e T =12 ..n

xt, kitu atveju.
CialT=1,t=t+1.
9. done. 0

{Komentaras: xf 1 reikimes gali biiti sveikieji skaiciai}

1,

Uzdavinio sprendiniu gali biiti imamos geriausios pasiektos z, z%!

reikimés. Siam
algoritmui stabdyti taip pat galime taikyti stabdymo taisykles, sudarytas taikant pozicines statistikas
(Kurnsasckuit & Xunmuackac (1991), Bartkuté & Sakalauskas (2004a)).

Empiriniai tyrimai rodo, kad nagrin¢jama tikslo funkcija (6.5) gali igyti minimuma ant
leistinosios srities kraSto, €ia leistinoji sritis dazniausiai yra nusakoma staciakampiais ribojimais.

Todél pasiiilytas metodas buvo testuojamas minimizuojant testing funkcija leistinoje srityje su

staciakampiais ribojimais 0<x; <1, i=1,...,n:

f(x):jéaj ((x,- —x,’.")z +0.1-(1—cos(18~(x,- —x;-k)))j :

Cia a; atsitiktiniai realds skaiCiai, tolygiai pasiskirstg intervale [u, K], K > x>0, n=35.
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Testiné funkcija buvo minimizuojama M=500 karty, u =2, K=5, xik = xz = x;: = xz =05,

5
x; =1. Optimizavimo sekos (2.14) koeficientai buvo parenkami tokiu biidu: p, = min| 0,1; %)

o, = min[O,l; Lgoj’ ¢ = 0,25 (Grigaitis et. al (2008)).
t
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Pav.6.10. Tikslo funkcijos vidurkis priklausomai nuo iteracijy skaiciaus
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Pav.6.11. Algoritmo parametry vidurkiy reikSmeés priklausomai nuo iteracijy skaiciaus

Pav. 6.10 pateiktas tikslo funkcijos vidurkis priklausomai nuo iteraciju skaiCiaus. Pav. 6.11

pateiktos algoritmo parametry xlt , xé, xé,xi,xé vidurkiy priklausomybés nuo iteracijuy skaiciaus,

iliustruojancios algoritmu gautos sekos x’ konvergavima i optimaly sprendinj x *.

Isitikinus testavimo metu sukurto algoritmo tinkamumu sprgsti optimizavimo uzdavinius su
staCiakampiais ribojimais, algoritmas buvo pritaikytas insulto srities atpazinimo uzdaviniams
spresti, kai tikslo funkcija apraSoma (6.5) bidu. Pav. 6.12 ir 6.13 pateikti insulto tomografiniu
vaizdy atpazinimo, taikant sukurta SPSA metoda, rezultatai. Pav. 6.12 pateikta geriausios pasiektos
tikslo funkcijos reikSmeés priklausomybé nuo iteracijy skaiciaus parodo, kad sukurtas algoritmas
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greitai randa optimumo zona, kurioje pradeda konverguoti. Pav. 6.13 parodytas insulto srities
atpazinimo pavyzdys. pateiktos iSeminio insulto sritys atpazintos optimizavimo metu. I§ Siame
paveiksle pateikty rezultaty matome, kad jau po 8 iteracijuy algoritmo atpazinta insulto sritis beveik
visiSkai sutampa su etaloniniu vaizdu. Paveiksluose pateikta balta kreive apvesta sritis atitinka
automatiniu reZimu atpaZinta iSeminio insulto sritj, juoda kreive apvesta sritis atitinka eksperto

nustatyta iSeminio insulto srit.
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Iteracijy skaicius

Pav.6.12. Geriausios pasiektos tikslo funkcijos reikSmés priklausomybé nuo iteracijuy skaiciaus

(a) (b) (c)

Pav 6.13. ISeminio insulto sritys atpaZintos optimizavimo metu: insulto sritis optimizavimo

proceso pradzioje, kai /=0,096 (a); insulto sritis po 5 iteraciju, kai /=0,24 (b); insulto sritis po 8
iteraciju, kai /=0,35 (c)
6.3. REZULTATAI IR ISVADOS
1. Lygiagreciyjy skai¢iavimy kompiuterinio modeliavimo rezultatai leido:
- patvirtinti teorines stochastinés aproksimacijos algoritmy konvergavimo salygas, kai
optimizavimo uzdaviniy dimensija iki 100;
- patvirtinti nepriklausomy vienodai pasiskirs¢iusiy atsitiktiniy dydziuy ekstremaliyjy

reikSmiy teorijos tinkamuma tikslo funkcijos minimaliai reik§mei ivertinti;
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2. MPICC kalba sukurti programiniai kodai gali but realizuojami su bet kokia lygiagreciuju

skai¢iavimy architekttra;

3. Sukurto SPSAL algoritmo taikymo rezultatai Heston’o stochastinio volatiliSkumo modeliui
kalibruoti parodé, kad Sis algoritmas gali biti taikomas finansiniy duomeny rinkos ir rizikos

analizei;

4. Sukurto SPSAL algoritmo taikymo rezultatai tankerio pertvary svoriui optimizuoti parode,
kad sukurtas algoritmas gali buti taikomas optimizavimo uzdaviniams su ribojimais spresti,

taikant nediferencijuojamy baudos funkciju metoda;

5. Sukurto SPSAL algoritmo taikymo rezultatai iSeminio insulto sri¢iy kompiuterines
tomografijos vaizdy automatinio atpaZinimo sistemoms optimizuoti parod¢, kad Sis metodas
gali buti taikomas diskretaus optimizavimo uzdaviniams su staCiakampiais ribojimais

spresti, kai tikslo funkcija yra apskaiciuojama su paklaida.
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7. REZULTATAI IR ISVADOS

Markovo tipo stochastiniai algoritmai yra gerai zinomi ir placiai taikomi determinuotojo ir
stochastinio programavimo uzdaviniams sprgsti. Taciau aktuali teoriniu ir praktiniu pozitiriu Siy
algoritmy stabdymo problema beveik nebuvo tiriama. Markovo tipo algoritmy stabdymo taisyklés
sudaromos konverguojancioms sekoms, t.y. ju sudarymas bei optimalumo tyrimas remiasi
algoritmo konvergavimo tyrimo rezultatais. Optimaliems sprendimams priimti optimizavimo
algoritmuose gali buti naudojamos geriausios pasiektos tikslo funkcijos reikSmés, kuriy teikiama
informacija yra pritaikoma minimaliai tikslo funkcijos reikSmei bei jos pasikliautinajam intervalui
[vertinti.

Geriausiy tikslo funkcijos reikSmiu taikymas optimaliems sprendimams priimti remiasi
prielaida, kad, pozicinés statistikos, gautos optimizavimo metu, yra pasiskirs€iusios pagal
ekstremaliyjy reikSmiy skirstini. Nors §is skirstinys yra labiau iSnagrinétas nepriklausomy vienodai
pasiskirs¢iusiy dydziy atveju, juo paremti modeliai gali buti taikomi ir tais atvejais, kai nebitinai
yra iSpildytos nepriklausomumo bei homogeniSkumo prielaidos. Juolab, galima irodyti, kad
funkcijos reikSmiy seka, gauta daugelyje stochastinés paieskos algoritmy, asimptotiSkai
konverguoja i nepriklausomy Gauso dydziy su skirtingomis dipersijomis seka. Tuo buidu teoriniy
iSvady, priestaraujanéiy ekstremaliyju reikSmiy skirstinio taikymui optimaliems sprendimams
priimti, néra Zinoma. Kadangi $iy reikSmiy skirstiniai, reikalingi tokiems jveriams gauti, teoriskai
dar néra istirti, darbe atlikti kompiuterinio modeliavimo eksperimentai leido iStirti ekstremaliyjy
reik§miy teorijoje zZinomy jverciy tinkamuma optimizavimo algoritmy stabdymo taisyklei sudaryti
bei optimaliems sprendimams priimti. Sukurta metodika iStirta pastaruoju metu intensyviai tiriamy
stochastinio optimizavimo metody pavyzdziu.

Sprendziant darbe suformuluotus uzdavinius, gauti Sie rezultatai:

5. LipsSico funkciju klaséje ivestas suglodinimo operatorius su LipSico tankio funkcija,
leidziantis gauti du kartus diferencijuojamas suglodintas funkcijas bei sukurtas SPSA

algoritmas LipSico funkcijoms, suglodintoms su §iuo operatoriumi, optimizuoti;

6. Sukurtas metodas ir sudarytas algoritmas tikslo funkcijos minimaliai reikSmei bei jos
pasikliautinajam intervalui ivertinti, naudojant optimizavimo seky, gauty Markovo tipo
stochastiniais algoritmais, pozicines statistikas. Sis algoritmas pritaikytas tolydaus ir
diskretaus  optimizavimo uzdaviniams spresti  stochastinés  aproksimacijos  bei

modeliuojamojo atkaitinimo metodais;
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10.

11.

12.

13.

Sudarytas algoritmas Veibulo skirstinio parametrams (formos, padéties ir skalés) jvertinti
maksimalaus tikétinumo metodu, naudojant necenziiruotos imties pozicines statistikas,

suformuluotos ir irodytos maksimalaus tikétinumo iverc¢io egzistavimo salygos;

Sukurtas analitinis metodas, apibréZztas bet kokiam poziciniy statistiky rinkiniui, ir sudarytas
ji realizuojantis algoritmas Veibulo skirstinio parametrams (formos, padéties ir skalés)
tvertinti, taikant tikslo funkcijos minimalios reikSmés tiesini iverti ir naudojant
necenziruotos imties pozicines statistikas, suformuluotos ir irodytos analitinio ivercio
egzistavimo salygos bei jrodytas analitinio algoritmo konvergavimas i Veibulo skirstinio

formos parametro {verti tiesiniu greiciu;

Sudaryti algoritmai bei programiné jranga nediferencijuojamo optimizavimo uzdaviniams
spresti SPSAL, SPSAU, FDSA, SA metodais bei sukurta testiniy uzdaviniy biblioteka

stochastinés paieskos algoritmams testuoti;

Sudaryti algoritmai bei programiné jranga programiniy sistemy MathCad, C++, PASCAL,
MPICC priemonémis nuosekliy ir lygiagreciy skaiciavimy kompiuteriams, stochastiniy
Markovo tipo optimizavimo algoritmy konvergavimui bei optimaliy sprendimy priémimo

taisykléms tirti Monte - Karlo metodu;

Sudaryti algoritmai bei programiné jranga stochastiniy Markovo tipo optimizavimo

algoritmy stabdymo taisyklei realizuoti;
Sudaryti algoritmai bei programing jranga Veibulo skirstinio trims parametrams jvertinti;

Sudaryta programiné jranga ir algoritmai buvo pritaikyti taikomiesiems uzdaviniams spresti:
= Heston’o stochastinio volatiliSkumo modeliui kalibruoti;
= tankerio pertvary svoriui optimizuoti;
* iSeminio insulto sri¢iy kompiuterinés tomografijos vaizduose automatinio

atpazinimo sistemoms optimizuoti.

Gauti rezultatai ir atlikti tyrimai leidzia daryti tokias iSvadas.

1.

Sudarytas SPSAL algoritmas konverguoja LipSico funkcijy klaséje, esant gana bendroms

salygoms, nustatytoms teoremoje 3.1. Sis algoritmas konverguoja grei¢iu O(%} l<y<2,
k

pusiauglodziy funkcijy klaséje ir konvergavimo grei€io eilé nepriklauso nuo uzdavinio
dimensijos (teorema 3.2). Nustatytos konstruktyvios konvergavimo greifio konstantos,
iSreiSkiamos per tikslo funkcijos skaitmenines charakteristikas bei metodo parametrus.

Atitinkamai derinant $iuos parametrus, galima gauti konverguojancias sekas;
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Skaiciuojamojo eksperimento Monte-Karlo metodu rezultatai su jvairiomis testinémis

funkcijomis parodé, kad eksperimento metu nustatyta sukurto SPSAL algoritmo

konvergavimo grei¢io eil¢, atitinka darbe gautas teorines iSvadas (O(L} l<y<2,
k7

kintamyjy skaicius n<100) ;

Sudaryti metodai gali biiti taikomi sprendimams apie minimalig tikslo funkcijos reikSmg bei
jos pasikliautingji intervala priimti, pasinaudojant pozicinémis statistikomis, gautomis
optimizavimo Markovo tipo stochastiniais algoritmais metu, su 1§ anksto nustatyta

pasikliovimo tikimybe (d = 0,9,....,0,99), kai kintamyjy skai¢ius <100 ;

Minimalios reik§més ir jos pasikliautinojo intervalo tiesiniy jver¢iy koeficientai gali buti
skaiiuojami, pritaikius ekstremaliyjy reikSmiy teorijos rezultatus nepriklausomiems
vienodai pasiskirs¢iusiusiems atsitiktiniams dydziams, kai ekstremaliyjy reikSmiy skirstinio
formos parametras nustatomas pagal tikslo funkcijos homogeniskumo rodiki minimumo

aplinkoje arba {vertinamas statistiniais metodais;

Kompiuterinio modeliavimo rezultatai Monte-Karlo metodu parodé sukurto analitinio
metodo pranaSuma lyginant ji su zinomu literatiroje analitiniu Veibulo skirstinio formos
parametro jver¢iu bei patvirtino gauty jverciy pagristuma ir tinkamuma Veibulo skirstinio

parametrams vertinti;

Tikslo funkcijos minimalig reikSmg galima jvertinti pasinaudojus tiesiniais jverciais, kai
ekstremaliyjy reikSmiy parametras vertinamas pagerintu analitiniu arba maksimalaus
tikétinumo metodais, o poziciniy statistiky skaiCius ir algoritmo iteraciju skaiCius yra

pakankamai dideli;

Sudaryta optimizavimo algoritmo stabdymo taisyklé, naudojant optimizavimo metu
pasiektas geriausias tikslo funkcijos reikSmes - algoritma stabdyti kai pasikliautinojo

intervalo plotis tampa mazesnis uz i§ anksto uzsiduota reikSmeg € > 0 ;

Sukurtas SPSAL algoritmas bei pasiiilyta stabdymo taisyklé pasizymi paprastumu bei
universalumu ir gali biiti placiai taikomi jvairiems tolydaus arba diskretaus programavimo

uzdaviniams spresti.
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PRIEDAS 1.
P.1. TOLYDINIS IR PUSIAU TOLYDINIS ATVAIZDAVIMAS EUKLIDO ERDVEJE
P.1.1. Euklidiné erdvé. Norma Euklidinéje erdvéje

Viena i$ pagrindiniy vektoriy algebros teorijos savoky yra algebrinio vektoriaus, Euklidinés

erdvés savoka.

Pl. ApibrézZimas. Skaiciy rinkinj su jame fiksuota skaiciy uzZrasymo tvarka (xl,xz,...,xn), cia

xp €R, k= l,_n, vadinsime n-maciu vektoriumi. Skaiciy x; - vadinsime vektoriaus k-tqja
komponente.
Vektoriy aibéje apibréSime dvi operacijas:
a) dvieju n-maciy vektoriy suma:
Xty = (515 000X )+ (V1725000070 ) = (¥ + 1,50 + 7200000 + 7))
b) vieno n-macio vektoriaus sandauga i§ skaliaro:

a-x:(oc-xl,a~x2,...,a~xn), oaeR

P2. Apibrézimas. Vektoriy aibe su joje apibréztomis sudéties ir daugybos is skaliaro

operacijomis zZymeésime <R” S+ R> ir vadinsime vektorine tiesine erdve arba tiesiog erdve.

P3. Apibrézimas. Baigtinis iskilas funkcionalas p, apibréztas vektorinéje erdvéje, vadinamas

norma, jei yra ispildomos sios savybés:
1) p(x)=0,kai x=0,tai p(x)=0,
2) plox)= |0c|p(x) su visais o,

3) plx+y)< p(x)+p(y).

P4. Apibrézimas. Tiesiné erdve, kurioje egzistuoja norma yra vadinama normuota tiesine erdve.

Normaq zymésime ||x||

P5. Apibrézimas Normuota erdvé yra vadinama metrine erdve, jei joje yra jvedamas atstumas

plx.y)=|x-y

Pavyzdsiai: 1. Skaiéiy tiesé R' yra vadinama normuota erdve, jei kieckvienam x € R' galima jvesti

[ =1
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2. n-matéje erdvéje R" galima jvesti norma ||x|| = ’Zx,f . Toje pacioje ervéje galima ivesti ir
k=1

n n
. a
tokias normas ||x||1 = Z|xk|, ||x|| =a Z|xk| arba ||x||0 = max|xk| .
P « pay 1<k<n

Duotoje vektoringje tiesinéje erdvéje apibréSime dar viena operacija — skaliaring sandauga.

P6. Apibrézimas. Jeigu kiekvienai vektoriy x,y € R" porai vieninteliu bidu yra priskiriamas

realusis skaicius, Zymimas simboliu (x, y) ir tenkina sqlygas:
1. (x, y) = (y, x) - komutatyvumo sqlyga;
2. (x+y,2z)=(x,2)+(y, 2)- distributyvumo salyga;
3 (w,y)=Mx,y), kai LeR.
4. (x,x)>0,kai x#0 ir (x,x)=0, kai x=0,
tai sakoma, kad vektorinéje tiesinéje erdvéje <R” ;+‘ R> yra apibrézta skaliariné sandauga (x, y).

P7. ApibréZimas. Vektorine tiesine erdve, kurioje yra apibrézta skaliariné sandauga vadinsime

Euklidine erdve.

PS8, ApibréZimas. Vektoriaus x  norma  Euklidinéje erdvéje vadinsime  skaiciy

n

||x|| = 1/ix, X ) = [z |xk | 2 j ’ , tenkinantj Sias savybes:

k=1

1. ||x|| nencigiamas skaiCius apibréziamas kieckvienam xe R". Jei x =0, tai ||x|| =0, kai

x;, =0 su visais k. Ir atvirksciai: jei ||x||:0, tai ||x||2 =0 ir Zn:|xk|2 =0.Tai reiSkia, kad
k=1

|x k|2 =0 arba suma neneigiamy skaiciy yra lygi nuliui tiktai tada, kai visi tie skaiciai yra lygts

nuliui. Vadinasi,

xk|:O ir x, =0 su visais k.

1 1
2

- 2 2O |2 o 2 ) C 2
2 E |oc-xk| =|0c| E |xk| seka (|oc| E |xk| J =|oc|(§ |xk| ] . Taigi
k=1 k=1 k=1 k=1

I 2 2
§ |ocx, | =la"|x,

||a . x|| =|(X| . ||x|| suvisais xe R" ir a. € R.
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3. Tegu x = (xl,xz,...,xn) iry= (y],yz,...,yn ) Tai ||x+y|| < ||x||+||y||

PY. Apibrézimas. Atstumu p(x, y) tarp vektoriy x ir y Euklidinéje erdvéje vadiname jy skirtumo

normaq:

1

p(x,y)=||x—y||=m=(z};lxk _yk|2jz'

PI. Teorema. Su visais x,y € R" Euklidinéje erdvéje teisinga nelygybé (x, y)2 < ||x||2 | y”2 , kuri
vadinama Kosi ir Buniakovskio nelygybe.

IS Kosi ir Buniakovskio nelygybés iSplaukia trikampio (Minkovskio) nelygybé: vektoriy sumos

norma ne didesné uz jos nariy normy suma:

||x+y|| < ||x||+||y ,kai x,y e R".
P.1.2. Sekos konvergavimas

Tegu aibé E — apibrézimo sritis, o aibé F- reikSmiy sritis. Veiksmas, kuriuo kiekvienam

elementui x € E priskiria elementa y € F, vadinamas atvaizdavimu aibés E | aibg F. Toks

atvaizdavimas yra vadinamas funkcija y = f/(x).

P10. Apibrézimas. Jei turime aibe E, tai seka aibéje E yra vadinamas atvaizdavimas natiraliyjy

skaiciy aibés N j aibe E, t.y. funkcija, kurios kintamasis yra n € N, o reiksmé — elementas is aibés

E (funkcijos reiksmes Zymésime x,, ).

PI11. Apibrézimas. Seka {x, }konverguoja i x,, kai n— o, jei seka {x, —x,}—0, ty. bet

kokiam ¢ >0 egzistuoja toks p(s), kad su visais n > p(s) yra iSpildoma nelygybé |xn —x0| <eg.
[vesime pazyméjima: lim x, = x,, kur x, yra vadinamas sekos {x, } riba.
n—

Savybés:

1. Jeiseka {xn} konverguoja, tai ji turi vienintelg riba x,,.

|x0 —Xp

> Tarkime, kad seka {x,} konverguoja { x,'#x,. Tarkime &= . Kadangi {x,}

konverguoja 1 x,, tai |xn—x0|<8 su visais n>p. O jei {x,} konverguoja ir { x,’, tai
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<¢ suvisais n 2> p'.Tegu P- didZiausias 1§ p ir p’. Tada su visais n> P tuo paciu metu

I
|xn —Xp

: , .
|xn —x0| <gIr |xn —Xq |<8. Taigi

=g+¢eg=2¢.

1" ' [
|x0 —Xq |—|x0 X, tXx,—X, | S|x0 —xn|+|xn — X

4
|x0 R |

O kadangi € = , tai gauname, kad 3¢ < 2¢, o taip negali biiti. <

2. Jei seka {x, }konverguoja, tai |xn —x0| < ¢ 18skyrus baigtinj indeksy skaiciy. Tarkime turime

du sekos narius x,ir x, , tai ‘xp xq‘ ‘xp Xy + X xq‘_‘xp x0‘+‘x0 xq‘ e+e=2¢

i§skyrus baigtinj skaiCiy reikSmiy p ir ¢g. Kitais zodziais tariant, koks bebiity ¢ >0 egzistuoja toks

sveikasis skaiCius P, kad jei p> P ir g > P, tai ‘xp —xq‘ <eg.

, hes

3. Jeigu seka {xn} konverguoja i x,, tai seka ﬂxn |} konverguoja i |x0

Hxn|—|x0” S|xn —x0|.

Kosi _sqlyga. Sqlyga lim ‘xp—xq‘zo yra biitina ir pakankama realiyjy skaiciy sekos

P.g—®

konvergavimui.

P12. Apibrézimas. Seka {xn }vadinama Kosi seka (fundamentaligja), jei ji tenkina Kosi sqlygq

p—xq‘zo.

lim ‘x
P.g—>®

P13. Apibrézimas. Tegu { £ }ym seka skaitiniy funkcijy, apibrézty realiyjy skaiciy intervale I .

Si seka tolygiai konverguoja i skaitine funkcijq f, apibréstq intervale I, jei bet kokiam € > 0 galima

rasti toki sveikqji skaiciy P(s), nepriklausantj nuo x el , kad bet kokiam n> P yra teisinga
nelygybé |fn (x)—f(x)| <eg.

Pl14. Apibrézimas. Pilna normuota erdve vadinama Banacho erdve.

P15. Apibrézimas. Metriné erdvé R vadinama kompaktu, jei ji yra pilna ir pilnai aprézta.

P.1.3. Monotoninés apréztos sekos konvergavimas
Teiginys 1. Kiekvienoje begalinéje sekoje galima rasti konverguojanti poseki.

Teiginys 2. Bet kokia monotoniné aprézta seka konverguoja: lim x, = x' ir x, —x'> 0 visiems £.
k—o

> Turime apréZta monotoning seka 0<...<x,,, <x, <.... Tegul {x p} yra konverguojantis { x’

Sios sekos posekis (Teiginys 1), t.y. kiekvienam € > 0 egzistuoja toks P(g), kad su visais p > P(g)
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yra iSpildoma nelygybé ‘x b x" < ¢. Kadangi kiekvienam indeksui k& galima rasti toki indeksa p,
kad kai x,,, <x, <x,, gauname, —&<x,, —x'<x, —x'<x, —x'<¢. IS to seka, kad |xk —x’| <&

visiems k > P(¢), ty. lim x, = x'.
k—o

Tarkime, kad nelygybé x, —x'> 0 visiems k yra neteisinga. Vadinasi galima rasti tokj indeksa
p,kad x, —x'<0, ty. egzistuoja &'>0, kad x, —x'<—¢'. Esant monotoninei sekai, turime, kad

X, —x'<x, —x'<—¢" visiems k > p . I§ Cia gauname, kad |xk —x'|>¢" visiems k> p. Jei e<é’,

tai |xk —X'| 2 &'> &, o tai prieStarauja ribos apibrézimui. <
P.1.4. VirSutiné ir apatiné sekos riba

Realiyjy tasky aibé £ vadinama maZoruojancia arba aprézta i§ virSaus (minoruojancia arba
aprézta 1S apacios), jei egzistuoja toks taskas a, kad su visais x € E yra teisinga nelygybé x <a

(atitinkamai x > a ).
Realiyjy tasky aibé £ vadinama apréZzta, jei ji yra mazZoruojanti ir minoruojanti.
Jei E yra apréZta, tai egzistuoja tokie skai¢iai a ir b, kad su visais xe £, a<x<b.

P16. Apibrézimas. MazZoruojancios aibés E mazorante vadinamas bet koks skaicius a, su kuriuo

x <a, esant bet kokiam x € E, o minoruojancios aibés minorante vadinamas bet koks skaicius b,

su kurivo x > b, esant bet kokiam x e E .

Jei E yra mazZoruojanti ir @ — jos mazoranté, tai bet koks skaicius didesnis uz a, taip pat bus
mazorante.
Pvz. Aib¢ E sudaro visi neneigiami skaiciai ir 0 < x <1. Si aibé néra minoruojanti, bet ji yra

mazoruojanti ir bet koks skaicius > 1 yra §ios aibés mazorante.
P2. Teorema. Aibéje mazoranciy mazZoruojancios aibés E egzistuoja maziausias elementas.
> 1. Jei E yra baigtiné, tai maziausia mazorant¢ yra laikomas diZiausias aibés £ elementas.

2. Jei aib¢je E egzistuoja elementas, kuris yra laikomas mazorante visiems aibés E elementams,
tai Sis elementas ir yra laikomas maziausiu i$ visy mazoranciy.

3. Tegu a yra aibés E mazoranté, nepriklausanti tai aibei, o x- tam tikras aibés E elementas. Tai
jei x néra aibés E maZorante, tai galima rasti toki a,, kuris yra intervalo [x, a] vidurys. Jei a, e E ir
yra aibés £ mazorantg, tai $i mazoranté yra maziausia aibés £ mazoranté. PrieSingu atveju viename
i§ intervaly (x,q, |, [a,. a) yra aibés E tasky. Jei abejuose intervaluose yra aibés E tasku, tai

pasirenkamas deSinysis intervalas. T¢sdami §i veiksma arba mes po baigtinio Zingsniy skaiciaus
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gausime aibés E taSka , kuris yra aibés £ maZoranté, arba gausime intervaly seka /, = [an ,b, ], kur

a, ir b, turi bendra riba b, priklausancia visiems intervalams i§ sekos /,. IS to seka, kad b yra

n
aibés E mazoranté. <

P17. Apibrézimas. Virsutiniu réziu (atitinkamai apatiniu) maZoruojancios (atitinkamai

minoruojancios) aibés E yra vadinama mazZiausia (atitinkamai didZiausia) is aibés E maZoranciy

(atitinkamai minoranciy).

VirSutinis aibés E rézis yra Zymimas sup E, o apatinis - inf E. IS teoremos jrodymo seka, kad
jei E yra uzdara mazoruojanti aibé, tai ji turi virSutini rézj.

Kaip jau buvo minéta, seka {xn}yra funkcijuy seka, kuriy kintamasis yra n>1, o reikSmés
uzrafomos x,. Seka {x, }konverguoja i x,, jei bet kokiame atvirame intervale, kuriame galima
rasti x,, yra seka {xn }, iSskyrus nebent baigtini ju skaiciy.

Ivesime virSutings ir apatinés riby apibrézimus. Tam ivesime ribiniy aibés E tasky aibe.

P18. Apibrézimas. Virsutine riba vadiname maZoruojancios sekos {x, }virsutinj rézj is aibés.

P19. Apibrézimas. Apatine riba vadiname minoruojancios sekos {xn }apating’ rézj is aibés.

Apating ir virSuting ribas Zymésime atitinkamai: /imx, ir lim x, .
n—0 n—»0

Tam kad skaicius a biity sekos {xn} virsutine riba biitina ir pakankama sqlyga yra ta, kad esant
bet kokiam € >0, galima biity rasti toki sveikq skaiciy p, kad su visais n> p biity teisinga

nelygybé x, < a+¢ ir esant begalinei reikSmiy n aibei biity teisinga nelygybé x, =2 a—¢.

Tam kad skaicius a buty sekos {xn} apatine riba biitina ir pakankama sqlyga yra ta, kad esant
bet kokiam € >0, galima biity rasti toki sveikq skaiciy p, kad su visais n>p bity teisinga

nelygybé x, = a—¢ ir esant begalinei reikSmiy n aibei bity teisinga nelygybé x, <a+c¢.

Galima sakyti, kad a yra sekos {xn} virSutiné riba, jei bet kokiam & >0, skaiCius indeksy #,

kuriems x, > a+¢ yra baigtinis, o kuriems x, > a—¢, tai indeksy » skaicius yra begalinis.

Taip pat a yra sekos {xn}apatiné riba, jei bet kokiam & >0, skai¢ius indeksy n, kuriems

x, < a—¢ yrabaigtinis, o kuriems x, < a+¢, tai indeksy » skaicius yra begalinis.

P20. Apibrézimas. Aibiy A,, kai n=12,..., sekos virsutiné (apatiné) riba, tai aibé A :%An i

n—»0

tokiy elementy x, kurie priklauso begaliniam aibiy A, skaiciui. Atitinkamai aibé A = lim A, is tokiy
n—>o0

144




elementy x, kurie priklauso visoms aibéms A, pradedant nuo tam tikro numerio n:n(x).

Akivaizdu, kad A A,

P.1.5. Tolydinis ir pusiautolydinis atvaizdavimas

P21. Apibrézimas. Tegul f — realiyjy skaiciy intervalo I atvaizdis | aibe R". Tada f yra

vadinamas tolydZziuoju atvaizdavimu (funkcija) taske x, € 1, jeigu | f (x)— f (x()] —0, kai x = x,.

P22. Apibrézimas. Atvaizdavimas f erdveés X i erdve Y vadinamas tolydziuoju atvaizdavimu taske

X, jei bet kokiai tasko y, = f (xo) aplinkai U, galima rasti tokiq taSko x, aplinkq V., kad
WV )cU,,.
Atvaizdavimas f: X — Y vadinamas tolydziuoju, jei jis tolydus kiekviename taske x € X .Tegu

{ fn} seka atvaizdavimy intervalo / | aib¢ R". Jei visos funkcijos f, yra tolydinés intervale [ ir jei

seka { f } tolygiai konverguoja, tai ribiné funkcija f'taip pat tolydi intervale /.

Tegu f yra apibrézta tasko x, € R” aplinkoje. Si funkcija yra tolydi tame taske, jei bet kokiam

€ > 0 galima rasti toki o,(x, 8), kad 18 salygos ||x —x'| < a seka nelygybe || f (x)— f (x’)” <g.

P23. Apibrézimas. Atvaizdavimas f(x)vadinamas tolydziu taske x,, jei bet kuriai sekai {x,}

konverguojanciai | x,, seka {yn =f (xn )} konverguoja i y, = f (x )

P24. Apibrézimas. Funkcija f (x) vadinama pusiautolydZia is virsaus (is apacios) taske x, jei

bet kokiam €>0 egzistuoja tokia tasko x, aplinka, kurioje f (x)> f (xo)—s (atitinkamai,
f(x)< flxg)+e).

P25. Apibrézimas. Pusiautolydinis atvaizdavimas is virSaus (iS apacios)- tai atvaizdavimas f

vienos topologinés erdveés X | kitq erdve Y, toks, kad is

lim x, =x
n—>0

seka

Tims(x, )< £(x) (atitinkamai lim £(x, ) f(x)).

n—>0 n—0

P26. Apibrézimas. Atvaizdavimq G(x)vadiname pusiautolydiniu atvaizdavimu is virSaus taske

xe X, jei

lim sup inf.)”g —p” =0.

y—ox geG(x) peG(y
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Pl. Lema. Tegul turime sekq x,,x,,.... x,, konverguojanciq | x°, ir tegu f (x) yra tolydiné
funkcija. Jei sekos taSkai sutvarkyti taip, kad funkcijos reiksSmiy seka biity monotoniska:

f(x(l))ﬁ f(x(z))S .. < f(x(n)), tai tuomet bet kokiems € ir k galima rasti tokj n,, kad ||xl. —x'" <eg,

kai ie[n—in], n>n,.

> [rodymas. Jei seka {xn} konverguoja | x’, tai galima rasti tokj skai¢iy n,, kad kai n>n,,

x, =%,
qzn, |x, —qu<8,kur Tzs, X, —qu:38.
Tarkime priesingai, ||xn - x'|| >¢g. Vadinasi egzistuoja toks Xy kad
X, =X, H =[x, —x+x'=x, H < ||xn —x'||+“x’—qu =2¢. Bet |x,-x, H =3¢, 1§ ¢ia gauname

priestaravima 3¢ < 2¢. Lema jrodyta. <

PI.6. LipSico funkcijy apibendrintas diferencijavimas

Ivesime neiskily neglodziy funkciju klasg, vadinama apibendrintai diferencijuojamomis
funkcijomis. Siy funkciju klase galima laikyti kaip apibendrinima tolydZiai diferencijuojamy ir
18kily funkcijy klasés.

P27. Apibrézimas. Funkcija f (x):‘.R” —R' vadinama lokaliai Lipsico, jei bet kokiam

kompaktui K — R" egzistuoja Lipsico konstanta K tokia, kad

)= f)<K|x-v
P2. Lema. (MuxaneBuu et al (1987), Lema 2.1). Lokaliai LipSico funkcijos daliné iSvestiné

of(x)

o i =1,...,n egzistuoja visur, i$skyrus nulinio mato aibes.
X

1

, kiekvienam x,y e K .

P3. Teorema. (Rademacherio teorema, zr. Muxanesuu et al (1987), teorema 2.1). Lokaliai
LipSico funkcija yra diferencijuojama beveik visur, ty. Vf (x) egzistuoja visur, i§skyrus nulinio
mato aibes.

Lokaliai LipSico funkcijos gali neturéti iSvestinés pagal krypti:

F'(xve)= lim f(x+7»e)—f(x).

A—0 Iy

Tegul f (x) yra lokaliai Lipsico funkcija. Siai funkcijai galima jvesti apibendrinta gradienta, t.y.
Klarko subdiferencialg (Clarke (1975)).
P28. Apibrézimas. (Muxanesuu et al (1987)). Apibendrinta LipSico funkcijos f (x) iSvesting

taske x pagal krypti e, zymésime f° (x, e), apibréziama taip:
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FO(x.e)= tim sup f(x+v+ke)—f(x+v).
50 )vj<s A
0<A<d

P3. Lema. (MuxaneBuu et al (1987), Lema 2.2). Funkcija e — f O(x;e) yra iSkila.

P30. Apibrézimas. (Muxanesuu et al (1987), Clarke (1975)). Apibendrintas funkcijos f(x)

gradientas taSke x, zymimas Of (x) , yra pusiautolydus i§ virSaus daugiareikSmis atvaizdavimas,
kurio reikSmés yra netuScios apréztos iskilos uzdaros aibés, kuriom teisinga
70 (x,e) > (y,e) su kiekvienu e, jei y € 8f(x).
P4. Teorema. (Muxanesuu et al (1987), teorema 2.4). Aib¢ of (x) yra iskilasis uzdarinys visy
aibés tasky
G = lim Vf(xk),

fe—
Cla {xk }- seka, konverguojanti 1 x, ir tokia, kad funkcija f (x) yra diferencijuojama kiekviename
taske x* .
P5. Teorema. (Muxanesud et al (1987), teorema 2.5). Tegu
g(xk)e 8f(xk), x* > x, g(xk)—> g.
Tada g € of (x).

P31. Apibrézimas. (Mifflin (1977)). Funkcija yra vadinama pusiau glodzia taske x, jei tam

tikroje taSko x aplinkoje egzistuoja iSvestine pagal krypti (P28 Apibrézimas) ir

r(;,e): f '(; + e,e)— f '(;,e) —>0,kai h—> 0 visiem x priklausantiems kuriai nors tasko x aplinkai.

t —_—
Galima jrodyti, kad bet kuriai sekai y' — x, tokiai, kad 2— > e ir g’ eaf(yf),

=

egzistuoja riba lim <gt , e> =f '(x, e)( Muxanesud et al (1987), teorema 1.14).

t—0

['e]

Zymékime {©, }::0 c-algebry srauta, sugeneruota sekos {xk }k:O .

P4. Lema. Jei {p,} yra tokia atsitiktiniy dydziy seka, suderinta su {©, }::0, ZE(o,f < o0, tai
k=0

o0

Z(ok - E((pk|®k_1) b.t. konverguoja.

k=0
Lemos irodyma galima rasti (Wasan (1969), Lema 1, priedo 2 skyrius 4).
Visi auks$ciau pateikti apibrézimai, jei nenurodyti kiti autoriai, suformuluoti remiantis [In3o &

3amanckuii (1971) ir Dosinas et al. (1999) pateikta teorija.
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