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lvadas

Tiriamoji problema ir darbo aktualumas. Nagrirejama problema yra glaudziai susi-
jusi su daugiam@y stelejimy klasterizavimu — viena i$ svarbiy duomeny arediZaky,
kuria remiasi daugelis vaizdy atpazinimo (angattern recognitioh uzdaviniy. Klasteri-
zavimo metodologija susilaukia vis didesnierdesio @l naujai atsiradusiy taikymo siy:
prekiy-pirkejy grupavimo didZidse prekybos duomeny l&se, su internetu susijusiy duo-
meny analies, genetias informacijos apdorojimo ir t.t. Nezi urint | daugybe egzistubjan
duomenuy klasterizavimo metody, jvair us autoriai vis si ulo nag@sifpvz., [13], [37],

[52], [83], [112], [172]) ir algoritmus: MULTICLUS [46], CLARANS [57], MCLUST
[63], EMMIX [111], SMEM [171] ir kitus.

Praktikoje daugelis duomenuy yra klasterizuojama naudojant euristines, bet intuityviais
argumentais pagristas proced uras, ir daugelis staigpirogramias jrangos yra Sio tipo.
Viena i$ tokiy klasifikavimo proced ury grupiu yra hierarchinio klasifikavimo proced uros,
apraSytos [175]. Kita metody grajpteratyviai perskirstyto st&fimus tarp grupiuy taip, kad
minimizuoty kokia nors tikslo funkcija. Dazniausiai Si funkcija priklauso nuo atstumy tarp
stelejimy, tockl Sie metodai paprastai vadinageometriniais klasterizavimo metodais
Labiausiai Zinomas ir paplites ykavidurkiy metodas [73].

Tikimybiniai metodai yra kita populiari klasterizavimo metodu geuuri atsirado nuo
pat klasteries analizs atsiradimo. Jie skiriasi nuo afksu mirety tuo, kad nusako duo-
meny tikimybinj modelj ir jgalina geriau panaudoti turima aprioring informacija. Neretai
iSaiSkeja, kad Zinomas euristinis metodas yra dalinis tikimybinio metodo atvejis. Pavyz-
dZiui, Gauso skirstiniy miSinius su komponemtis, kuriy kovariacias matricos yra vieno-
dos ir proporcingos vienetinei matricai, optimaliai klasifikubjaidurkiy metodas.

Tikimybiniai klasterizavimo metodai paprastai yra pagristi skirstiniy misinio statistine
analize. Tai lengva paaiskinti: jeigu stebimas atsitiktinis dydis priklauso vienai i$ keliy
klasiy, kurios pasirenkamos atsitiktinai, tai atsitiktinio dydzio skirstinys bugtamklases
atitinkartiu skirstiniy misinys.

Gauso atsitiktiniai dydziai ygadaznai sutinkami praktikoje, nes jeigu atsitiktinis dy-
dis priklauso nuo daugelio besisumugjapatsitiktiniy faktoriy, tai, pagal centring ribine
teorema (patenkinus tam tikras salygas), suma apytikriai tenkins Gauso skirstinio model;.
Taigi, tais atvejais, kai stebimas Gauso atsitiktinis dydis priklauso vienai iS keliy klasiy,
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stelesime dydj, tenkinant] Gauso skirstiniy miSinio modelj. Gauso skirstiniy miSiniai ak-
tual us jvairiose srityse: biologijoje, medicinoje [5], astronomijoje [113], karyboje [176]
ar net tekstiéje [26]. Daug klasteries analies uzdaviniy, tarp jy ir naudojéiy §j misi-

nio modelj, galima rasti tam skirtoje monografijoje [7] ir knygoje [109]elDazno Gau-

so skirstiniy misinio modelio panaudojimo taikomuosiuose klasterizavimo tyrimuose, Sio
modelio statistinio identifikavimo uzdavinys yra ypaktualus, téiau iki Siol rera iki galo
iSsprestas.

Parametry jvatiams rasti galima taikytinaksimalaus tiketinumo meto¢angl. maxi-
mum likelihood methqdoliauMTM), deja, tokiu jve€iy apskatiavimas yra rimta prakti
problema daugiantiu atveju. Didjant duomenuy matavimy skaii ir klasteriy kiekiui,
parametry dimensija greitai difh, o tiketinumo funkcija turi daug lokaliy ekstremumu.
Klasikiniy optimizavimo metody taikymas neduoda geruy rezultatyeffldazniausiai misi-
niy analizje parametry vertinimui ir imties klasterizavimui naudojamas rekurertiinis
ketinumo maksimizavim@ngl. expectation maximizatiorioliau EM), algoritmas. EM
algoritmo savybs yra gerai istirtos ir aprasytos, pavyzdZiui, [22], [180]. EM algoritmas
maksimizuoja tiletinumo funkcija, todl gali b uti naudojamas MTM jvertiniui apskaio-
ti. Deja, tiketinumo funkcija turi daug lokaliy ekstremumy, o EM algoritmas konverguoja
lokaliai [136]. Taigi MTM jvertinj galima pasiekti tik parinkus pradine vertinamo para-
metro reikSme pakankamai arti tikrosios miSinio parametro refisSrB utent Sios pradia
reikSmes parinkimas vis dar yra aktuali, galutinai neiSspresta problema, kuri ir bus nagri-
nejama disertaciniame darbe.

MTM jvertinys Gauso skirstiniy miSinio modelio atveju yra asimptotiSkai efektyvus.
Taigi, turedami pakankamai didele imtj ir gerai parinke prading parametro reikSme, Gauso
skirstiniy miSinio modelio parametry jvertinimo ir imties klasifikavimo uzdaviniuggal
me laikyti iSsprestais. Taau dickjant duomenuy dimensijai ir augant miSinio parametry
kiekiui asimptotiSkai efektyvus jvertis gali b uti pastebimai blogesnis (maziau tikslus) uz
kai kuriuos paslinktus jvéius.

Imties stelejimy projekcijos | vienamate erdve bus pasigkinsios pagal vienamatj
Gauso skirstiniy misinio modelj su daug mazesniu parametry kiekial M@M jvertinys
gerai vertins Sio vienant# misinio parametrus. Be to, vienatia atveju yra iSsprestos ir
kai kurios kitos miSinio analizs problemos. Pavyzdziui, [142] yra pasi ulyta konstruktyvi
proced ura praddms parametry reikSsms parinkti ir MTM jvetiams apskdiuoti. Tiesa,

Sios proced uros tikslumas ir stabilumas didele dalimi priklauso nuo naudojamo neparamet-
rinio tankio jvekiy savybiy. Toél disertaciniame darbe yra pasi ulytas ir iStirtas nepara-



metrinis jvertinys, pritaikytas daugiamodaliniy tankiy su skirtingu lokaliu glodumu (Siomis
savylemis pasizymi Gauso skirstiniy misiniy tankiai) vertinimui. Tad galime manyti, kad
vienam&iu atveju tikslus MTM jvertis yra konstruktyviai apskaiojamas. Disertacinia-
me darbe yra tiiama duomenuy projektavimo panaudojimo gakntgugiaméio misinio
parametrams vertinti — pasi ulytos ir iStirtos proced uros, gerai vdiitisataugiaméio
miSinio parametrus pagal vienatia projekciju parametry MTM jveaius.

Projektavimo panaudojimo élomis disertacinis darbas iSsiskiria i$ kity autoriy darby,
skirty miSiniy modeliy analizei. Paprastai projektavimas naudojamas ieSkant mazesnio ma-
tavimo poerdviu iSlaikagiy klastering strukt ura nusakaepinformacija, pavyzdziui, [132],
[145]. Kity autoriy darbuose dazniausiai naudojgmjekcijy paieSkogangl. projection
pursuif) algoritmai ieSkantys tam tikras savybes térinkeliy projektavimo krypiy. Diser-
taciniame darbe nag@jami algoritmai pagristi projektavimu | didelj kieki laisvai pasirink-
ty vienamaiy kryptiy. Si metodologija reikalauja daug skmvimo kompiuteriu laiko ir
tapo populiaria tik labai iSaugus kompiuteriy greitaeigiSkumui. Artimiausios disertacijos
idejoms yra Friedman’o pasiskirstymo tankio vertinimo proced uros, nawitugarkslinj
projektavima, aprasytos [68], [66],d@au Friedman’o si ulomy metody negalime tiesiogiai
pritaikyti duomenims klasterizuoti, nes jo si uloma rekureéngiroced ura tankj vertina ne-
parametriskai.

Tikslas ir uzdaviniai. Darbo tikslas— konstruktyviy algoritmy, skirty daugiaroia
duomeny, tenkinatiy Gauso skirstiniy miSinio modelj, pasiskirstymo analizei ir klasifika-
vimui, suk urimas.

Darbo uzdaviniai:istirti vienamaiy duomenuy projekciju panaudojimo galimybe dau-
giama&iy Gauso skirstiniy miSinio pasiskirstymo tankiui vertinti bei duomenims klaste-
rizuoti; sukurti proced ura, pakankamai tiksliai parefi@prading parametro reikSme ir
uztikrinartia rekurentinio EM algoritmo konvergavima | MTM jvertj; iStirti, ar, naudo-
jant duomenuy projektavima, mazyém atveju galima gauti tikslesnius jvertinius Gauso
skirstiniy miSinio parametrams vertinti, nei daugiamatis maksimalaasinikmo metodo
jvertinys.

Naujumas. Disertaciniame darbe pasi ulyti daugi@masauso skirstiniy misinio para-
metry identifikavimo ir duomenu klasterizavimo metodai, iSsiskiria i$ kity autoriy si ulomy
metoduy, naudojaiiy duomenuy projektavima.

1. Pasi ulytas ir iStirtas naujas neparametrinio viegangasiskirstymo tankio jvertini-
mo metodas pritaikytas daugiamodaliniams tankiams vertinti.

2. Pasi ulytair istirta nauja Gauso skirstiniy misinio pasiskirstymo tankio vertinimo pro-
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ced ura, paremta duomenu projektavimu ir apvertimo farsalikymu.

3. Pasiulytos ir istirtos naujos Gauso skirstiniy miSinio parametry identifikavimo pro-
ced uros, paremtos duomenu projektavimu ir maziausiy kvadraty metodu.

4. Pasiulyta nauja geome&induomeny klasterizavimo proced ura paremta pseudoat-
stumais tarp imties tasky, kurie randami naudojantis projektuoty duomenuy analize.
Sios proceduros ir EM algoritmo derinys efektyviau identifikuoja Gauso skirstiniy
miSinius nei Zinomos konstruktyvios MTM proced uros.

5. Pasi ulyta ir iStirta nauja daugiathaGauso skirstiniy misinio identifikavimo meto-
dika, paremta duomenu projektavimo, pasi ulyto geometrinio klasterizavimo bei EM
algoritmy ir maziausiy kvadraty metodcejd derinimu. Mazy iniy atveju kai ku-
rioms parametry reikSems jvetiai, gauti taikant Sia metodika, yra tikslesni (tirty
paklaidy prasme) uz MTM jvéius.

Pagrindiniai rezultatai.

1. Pasiulyta ir iSnagrata neparametrénvienamaio pasiskirstymo tankio statistinio
jvertinimo proced ura, naudojanti branduolinj jvertj su adaptyviai parenkamu kinta-
mu branduolio pl@iu bei atliekanti jve¢io poslinkio multiplikatyvia korekcija, tiks-
liau vertina Gauso skirstiniy miSinio tankj, nei Zinomuose statistiniuose paketuose
naudojamos neparameteisi vertinimo proced uros, jei tankio lokalaus glodumo cha-
rakteristikos labai priklauso nuo argumento.

2. Maksimalaus tiktinumo metodas daugelyje tirty atveju geriau nei kiti metodai tinka
vertinti klasifikavimo tikimykems, t&iau tirtais atvejais geometgénklasterizavimo
proced ura(f) daznai geriau vertino Gauso skirstiniy misinio pasiskirstymo tankj
esant pasirinktiems imties t uriams, jei tikslumo matudaik klaidos norma eréye
Ls.

3. Sucktine proced ura{— E M), pirmame etape naudojanti s&giny vienamaiy pro-
jekcijy skirstinio parametry statistinj jvertinima, antrame etape pagal SiuaSiser
apibrezianti pseudo-atstuma daugiagjaterdeje ir atliekanti geometrinj steffimy
klasterizavima, o tréiame etape taikanfy M/ algoritma, yra konstruktyvus ir patiki-
mas b udas maksimalaustikumo metodo jvétiams apskdiuoti.

4. Mazy intiy atveju, 3-iame punkte apraSyta proced ura, patikslinta maziausiy kvadra-
ty metodu projektuotiems tankiams{ D), tam tikroms parametry reik®ms duo-
davo geresnius rezultatus (visy matuoty paklaidy atzvilgiu), nei maksimal&tis tik
numo metodas.



Raktiniai ZodZiai: Gauso skirstiniy misinys, klasterizavimas, projektavimas, EM al-
goritmas, branduolinis tankio jvertis.

Rezultaty aprobacija. Diseracinio darbo tematika yra skaityta 15 praneSimuy Lietu-
vos ir tarptauti@se moksliese konferencijose. Konferencijy praneSimy sarasas pateiktas
disertacijos pabaigoje. Taip pat skaityti praneSimai Kauno technologijos universiteto Tai-
komosios matematikos katedros, bei Matematikos ir informatikos instituto Taikomosios
statistikos skyriaus seminaruose.

Disertacinio darbo tematika atspausdintas 1 straipsnis leidinyje, jtrauktame | Maskslin
informacijos instituto duomeny baze, 4 straipsniai leidiniuose jrasytuose j Lietuvos mokslo
ir studiju departamento patvirtinta sarasa, 4 straipsniai kituose tarptautiniuose ir uzsienio
recenzuojamuose leidiniuose ir 1 straipsnis kituose leidiniuose. Straipsniy sarasas patei-
kiamas disertacinio darbo pabaigoje.

Disertacinio darbo strukt ura. Disertacija susideda i$ jvado, keturiy skyriy, iSvady,
literat uros saraSo.

Pirmajame skyriuje detalizuojamas tiriamas duomeny modelis, apzvelgiami kity au-
toriy darbai. Antras skyrius skirtas vienaéia pasiskirstymo tankio adaptyviam nepara-
metriniam jvertinimui. Siame skyriuje pasiulyti metodai toliau naudojami daugiama
duomeny analije, paremtoje projektavimu | vienamate erdve.Clame skyriuje pateikti
si ulomi daugiantay Gauso skirstiniy miSinio anaks metodai. Ketvirtas skyrius skirtas
eksperimentiniy tyrimy metodikai bei tyrimy rezultatams apzvelgti. Darbo gale pateikiami
straipsniy ir konferencijy praneSimuy disertacijos tematika sarasai.



1 Skyrius. Tyrimy apzvalga

1.1 Gauso skirstiniy miSinio modelis ir jo identifikavimas

Sakysime, kad atsitiktinis vektoriu¥ < R? tenkina Gauso (normaliyjy) skirstiniy
misinio (toliau, trumpumo élei Gauso misinipmodelj, jeigu jo pasiskirstymo tankig x)
tenkina lygybe

F@) = pigi(a) < f(x.6). (L1)

Parametrg vadinsime miSinio klasteriy (klasiy, komporém) kiekiu, op; — apriorinemis
tikimybemis. Jos tenkina salygas

q
pj > O, ij =1. (12)
j=1

Formukje (1.1) funkcijap;(x) yra Gausgasiskirstymo tankio funkcijéoliau, trumpumo
deleitankisg su parametrais vidurkit/; ir kovariacijy matricar;

1 (z—M;)' R} (x—M;) (1.3)
— e 2 , 1.
(V2m)®/| Rl

00 = (p;j,M;,R;,j =1,...,q) — daugiamatis modelio parametras.
Tarkime, turime atsitikting nepriklausomu vienodai pasighursiy atsitiktiniy vektoriy
imtj

pj(z) = ¢(x; M, Rj) =

X ={X1,Xs,..., X, }. (1.4)

Sakysime, kad imtis tenkina Gauso misinio modelj, jelguenkina Gauso misinio model.
Dydj n vadinsime imties dydziu (t uriu).

Vienas iS statistiniy uzdaviniy yra stebimo atsitiktinio dydzio tankio jvertinimas. Gauso
tankis gali b uti jvairaus glodumo priklausomai nuo jo parametro - kovaéagiratricos.
Kadangi Gauso miSinio komponéng kovariacires matricos gali b uti skirtingos, jo tan-
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kis gali tureti labai skirtingas glodumo savybes skirtingose srityse.eTadparametriskai
vertinant tankj reikia naudoti adaptyvius jvertinius — sugeidas prisitaikyti prie tankio
lokaliy glodumo savybiy. ParametriSkai vertinant tankj, reikia jvertinti skirstinio daugia-
maCio parametra) reikSme, o tai Bra paprastas uzdavinys, nes,gjiht dimensijaid,
parametry kiekis greitai auga

d(d+1)
2

dimf = ¢q +qd+d—1, (1.5)

pavyzdZziui, net esant nedidelei dimensijai= ¢ = 5, modelj nusakyslim ¢ = 104 pa-
rametrai, ir, ieSkant parametry @&y, gali tekti spresti optimizavimo uzdavinj 104-rep
erdweje. Praktikoje klasteriy kiekig taip pat gali b uti nezinomas, tuomet jj taip pat esik
jvertinti. Buvo meginta misinio parametrus vertinti momenty metodu [44], bet pasjrod
kad toks parametry jvertisana geras. Sprendziant uzdavinj momenty metodu dazniausiai
apsiribojama atveju, kai misinj sudaro du klasteriai su vienodomis kovagisisnmatri-
comis. \kliau miSinio parametrams vertinti pr@ads naudoti EM algoritmas.

Gauso miSinio modelis daznai naudojamas klasterizavimo uzdaviniuose. Praktikoje
klases, kuriai priklauso objektas, nustatymas yra daznesnis ir svarbesnis uzdavinys, negu
tankio ar parametry jvertinimas. Prapime Gauso misinio modelio apdaima ir parody-
sime glaudy parametry identifikavimo ir klasterizavimo uzdaviniy rysj.

TeguO(1),...,0O(n) stebimi objektai. Juos atitinka atsitikés porog X, v), kur X —
stebimas atsitiktinis pozymiy vektorius,.onestebimas klas, kuriai priklauso objektas,
numeris. Tegu kiekvienos klas viduje pozymiuy vektoriuX tenkina Gauso skirstinio mo-
delj, tuomet sakysime, kadl tenkina Gauso misinio modelp;(z) bus salyginisX tankis
prie salygos’ = j, o f(z) apibreZtas (1.1) bus nesalygini§ tankis. Klasterizavimadkla-
sifikavimo be apmokymo igiy) uzdavinys siekia jvertinti st&po objekto klass numer;j,

t.y. rasti jvertiv(z) = v(z,X) € {1,...,q}. Toks klasterizavimas, priskiriantis séglma
vienai klasei, vadinamagrieZtu Klasterizavimas vadinamagegriezZty jeigu jis parodo
stelejimo priklausymo klasteriams tikimybes, t.y. turime rasti aposterioriniy tikimybiy

m(jx) =P{v(z) =jIX =z}, j=14 (1.6)

jverCius. Gauso misinio modelio atveju iS Bajeso forasiseka, kad

w(j,x) = % o, ). (1.7)
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Sio atveju klags tikimyke

T =P{v(X) = j}. (1.8)

Formuk (1.7) sieja aposteriorines klasifikavimo tikimybes ir modelio parametrus, taigi kar-
tu parodo glaudy parametry identifikavimo ir klasterizavimo uzdaviniy rySiedami ne-
griezta klasterizavimo taisykle galime lengvai sukonstruoti griezto klasterizavimo taisykle

v(z) = argmax7(j, x). (1.9)
Jj=lq

Negriezto klasifikavimo tikimybiy vertinimui galima taikytiesioginio pakeitimgang|.
plug-in) principa, formuéje (1.7) parametré keiCiant j jo ivert'1§

T(j,x) = m5(j,x) = ;(%(g)) (1.10)

Nat uralu b uty taikyti maksimalausgtikumo metoda (juo gautas rezultatas yra asimpto-
tiSkai efektyvus Gauso miSinio modelio atveju) Siam grergauti

gMLE = argmax 1(0), (1.11)
kur
00 zn:m F(X(k),0) (1.12)
k=1

yra logaritmuota tiktinumo reiksre.
Jei duomeny dimensijayra didek, praktinis@MLE jvercio radimas yra sugtingas.

EM algoritmas. Paprastai MTM jvertiniui rasti naudojamas EM algoritmas. Sis al-
goritmas Gauso miSinio analizei buvo nepriklausomai pasi ulytas keliy autoriy: Hasselbland
1966 [79], Behboodian 1970 [9].aliau jo savyles buvo gerai iSnagratos [180], [22] ir ki-
tuose darbuose. EM algoritmui skirta dawgnkesio jvairiuose apzvalginiuose straipsniuose
ir monografijose, pvz., [45], [136], [59], [168], [110], [181]. EM algoritmas rekurentiskai
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perskatiuojar ir §1veréius, naudodamas formule (1.10) ir

]/j\j _ Z%(.]?'r)?

n
zeX
M, = Z”(j’”’")x, (1.13)
zeX pjn
D %(va> / r g
R, = '~ qxx — M.M:.
7 IEZX pjn J 7

Deja, EM algoritmas konverguoja lokaliai ir jis konverguoja j statistika (1.11) tik jeigu pra-
dine 6 reikSe yra artio g Taigi, pradires reikSnes pasirinkimo problema yra esrgin

Pradiniy reikSmiy parinkimasena galutinai iSspresta problema. Galimus sprendimo
b udus galime suskaidyti | tokias grupes:

e Atsitiktinis pradin ées reikSmes parinkimas. Tai vienas iS pirmyjuy pasi ulyty b udy
EM algoritmui inicializuoti. Deja, toks parinkimas negarantuoja patenkinamy re-
zultaty, ir tikimybe parinkti tinkama pradinj taSka greit mggd augant dimensijai
[44]. Naudojant §j b uda paprastai algoritmas paleidZziamas keleta karty i$ jvairiy atsi-
tiktiniy reikSmiuy, o geriausias rezultatas iSsirenkamas naudojagtirtikno funkcija
(1.12).

e k-vidurkiy metodas, kiti euristiniai klasterizavimo metodai. Tai vienas i$ daznai
naudojamy parinkimo budy. Kadangi Sie pradinio tasko parinkimo metedai n
tiesiogiai skirti Gauso miSiniams jie gerai veikia tik Gauso misiniui tenkinant pa-
pildomas salygas, pvzk-vidurkiy metodas tinka EM algoritmui inicializuoti, kai
klasteriy kovariacias matricos skiriasi nereikSmingai.

o Nuoseklus klasteriy iSskyrimas. Si metodika skiriasi tuo, kad ji ne vykdo EM al-
goritma nuo tam tikro pradinio tasko, bet palaipsniui iSskiria klasterius iS miSinio,
ir, kiekviena karta, iSskyrus nauja klasterj, parametrai yra tikslinami EM algoritmu.
Prie tokiy metody galima priskirti [142] apraSyta proced ura, iSskiaaklasterius,
kaip sritis, turirtias didesne neparametrinio tankio gerreikSme. Kitas nuoseklaus
klasteriy iSskyrimo metodas paskelbtas darbe [172].

e Hierarchinis Gauso miSinio klasifikavimas. Hierarchiniai klasifikavimo metodai
yra gerai zinomi, bet paprastai jie neb una pritaikyti Gauso miSiniy modelj tenkinan-
tiems duomenimis. Pirmakart toks klasifikavimo algoritmas, iSlaikantis Gauso miSi-
nio modelj, sudarant klasteriy medj buvo apraSytas Fraley 1999 metais [61]. Taigi,
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tai naujas ir gerai veikiantis algoritmas. Bene vienintelis iki Siol pasteb svar-
bus jo tr ukumas yra tas, kad jis reikalauja daugéskaimo laiko ir atminties, jeigu
duomenuy kiekis yra didelis.

Klasterizavimo programine jranga. Nezi urint didelio publikuoty klasterizavimo pro-
ced ury ir algoritmy kiekio, didesnioji ju dalis - duomenuy kapstymosi (asha mining
tipo algoritmai, ir jie rera pritaikyti Gauso misinio modeliui. Daugelyje Zinomy pakety
realizuotask-vidurkiy, hierarchinio klasifikavimo (artimiausio kaimyno, tolimiausio kai-
myno, vidutinio atstumo) ir kiti metodai, bet proced uruy, skirty Gauso miSinio modelj ten-
kinantiems duomenims, taip pat pasigesime. Yra vos keletas programiniy pakety, skirty
Gauso miSiniams klasterizuoti. Visi jie naudoja EM algoritma miSinio parametrams rasti ir
skiriasi tik pradiniy reikSmiy parinkimo b udais, klasteriy kiekio nustatymo algoritmu:

e NORMIX. Sis paketas sukurtas dar 1967 metais [178]. Pradines parametry reikSmes
parenka atsitiktinai.

e EMMIX. 1999 m. sukurtas paketas, jis apraSytas [111]. Pradines parametry rei-
kSmes parenka atsitiktinai arba naudéj&idurkiy metoda joms rastik-vidurkiy
algoritmas taip pat inicializuojamas pradedant nuo atsitiktiniy centry.

e MCLUST. Tai papildoma biblioteka prie paketo R (arba komegsiijio versijos S-
Plus). Biblioteka naudoja hierarchinj Gauso misinio klasifikavima p&dsEM al-
goritmo reikSnems rasti. Papildomai galima apriboti klasteriy kovariacine strukt ura,
pasirenkant sferinj, diagonaly, elipsoidinj modelj; modelj su vienodom ar skirtingom
visy klasteriy kovariaciam matricom [61]. Klasteriy kiekis parenkamas naudojant
Bajeso informacinj kriterijy.

1.2 Pasiskirstymo analies metodai, haudojantys duomeny projekta-
vima

Didejant duomeny dimensijai, modelio parametry kiekis &paauga, maziau pasi-
reiSkia maksimalaus té&tinumo jvertinio asimptoties savybks, sunkiau surasti pradines
parametry reikSmes EM algoritmui inicializuoti. Praktikoje galimos ir tokios situacijos,
kai modelis tampa neidentifikuojamu, nes parametrycskaiyra didesnis uz imties dy-
dj. Tokiu atveju, norint taikyti Gauso misinio modelj, b utina mazinti modelio dimensija.
Vienas i$ galimy dimensijos mazinimo b udy giskriminantinés erdvgsanaudojimas.
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Diskriminantin es erdwe panaudojimas.Diskriminantires erdes panaudojimas Gau-
so miSinio modelj tenkinantiems duomenims klasterizuoti yra apraSytas straipsniuose [143],
[144], [145] bei disertacijoje [99]. Apilazkime diskriminanting erdve. Nemazindami
bendrumo laikysime, kaLX = 0 ir cov(X, X) = 1, jei taip rera, duomenis standar-
tizuosime. Vektoriaus € R projekcija j tiesinj poerdvif C R? Zymésimeuy. Dis-
kriminantine erdvel vadinsime tiesinj poerdvi/ C R¢, tenkinantj salyg@®{v = i|X =
v} =P{v=ilXy =ay},i=1,...,q, x € RTir turintf maziausia dimensija.

Teguk “f dim H, ovektoriaiuy, us, . . . , ux sSudaro ortonormuota diskriminanéis erd-
ves baze. PazyakimeU = (uy,...,u), tadar(i,r) = P{v = i|[U’'X = U'z}, Vx € R,
i=1,...,¢. Taigi(U'Xy,...,U'X,) yra pakankama statistik&-, -) jvertinimui, t.y. pro-
jektuodami duomenis | diskriminanting erdve neprarandame informacijos apie klastering
duomeny strukt ura. Tuomet atsitiktinio dyd&i& skirstinys bus Gauso miSinys su tankiu

fA(z) = ijgof(z) = f1(z,0"), zeR" (1.14)

Ciap(z) = p(z, M, R) yrak-matio Gauso skirstinio tankis su vidurkiW/! = U’ M;

ir kovariacine matrica?}’ = U'R;U, 6" = (p;, M ', Ri") — daugiamatis parametras.
Tegul 7 Zymi vienamaiy standartizuoty Gauso misiniy pasiskirstymo funkcijy aibe, o

& — standarting normaling pasiskirstymo funkcija. Tegdlymi funkcionala su apit@zi-

mo sritimi F x F ir VG, ¥ € F, tenkinantj salygas:

p(G, V) >0, jeiG#WV, (1.15)
p(G,G) =0, (1.16)
p(Gx P U xd)<p(G,V), jeiG#VY, (1.17)
p <G (%)\) U (%)) =p(G,V), Vec>0,\€eR, (1.18)

¢ia* Zymi sas'uka. Sias salygas tenkitiarfunkcionaly pavyzdZiais yra Kolmogorovo ir
Helingerio atstumai.

Tegu F,, zymi atsitiktinio dydziow' X pasiskirstymo funkcija. Tuomet teorema (zr.
[144]) teigia, kad jei funkcionalas tenkina savybes (1.15)-(1.18), tai vektoriai . . . , u;
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tenkinantys salygas

w = argmax Qs (r),

I7|=1
u; = arg max Qi(1), i=2,...,k,
7 lspan(ug,..., u;_1)
I7|=1

sudaro ortonormuota erds H baze, kur

Ql(T) = max p<FT+v>(I)*Fv)-

’L)G{O,iilq ..... iuifl}

Jei papildomai apribosime kovariacines matriéas= Ry =

sudarysH baze prie salygos

u; = arg max Q(r), i=1,...,k,
7 lspan(uy,..., wi_1)
E!

kur

Q1) = p(F7, ®).

(1.19)
(1.20)

(1.21)

= Ry, tuometuy, ..., uy

(1.22)

(1.23)

Diskriminantire erdwe paprastai randama naudojékslinj projektavimgangl. projec-
tion pursui). Tikslinio projektavimo metodai ieSko “jdomiy” kry@iy daugiamatje erd-
veje. Krygiy “[domuma” apibezia tikslo funkcija, kuri vadinamprojektavimo indeksu
M usy nagrigjamu atveju projektavimo indeksas yra atstum@s®), taigi ieSkosime kry-
pCiy | kurias suprojektuoty duomenu pasiskirstymo funkcija labiausiai skiriasi nuo standar-
tines Gauso pasiskirstymo funkcijos. Taigi, diskriminaesirerdes jvertj apibeSime

~

H = Span(al, R ,ﬁk),
kur

u; = arg max Q(r), i=1,... k,
T Lspan(dy,...,U; 1)
Ir|=1

~ ~

Q) = p(F,®).

(1.24)

(1.25)

(1.26)

Jeigu diskriminantias erdes dimensija nezinoma, ji vertinama pavyzdziui

k =min{i : Q@) < al}.
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Tankio vertinimas naudojant tikslinj projektavima. Tikslinio projektavimo meto-
dika pirma karta pasi@lJ.B. Kruskal 1969 metais [100]. &iau Sia metodika iSptojo
J.H. Friedman ir bendraautoriai darbuose [69], [68], [66], beje paskutiniai du darbai yra
skirti daugiamaio tankio vertinimui, panaudojant tikslinj projektavima. Siy darby temati-
ka yra artimiausia disertacinio darbo tematikai. Trumpai aprasysime J.H. Friedman si uloma
tankio jvertinimo metoda.

Sis metodas, kaip kity autoriy siulomi metodai, naudoja projektavimo indeksa, kuris
lygina projektuoty duomeny skirstinj su Gauso skirstiniu. Projekcijos, ¢gionGauso
skirstinj, laikomos maziausiai “j[domiomis”. Tai yra grindZziama:

e Daugiamatis Gauso skirstinys yra pilnai a@btas savo tieses strukt uros (vidurkio
ir kovariacijy matricos), o mes norime @popti duomenu strukt ura, kuri nepriklau-
sytu nuo koreliacias duomenu strukt uros ir tiesiniy transformacijy, pvz., mastelio
parametro.

e Visos daugiaméo Gauso skirstinio projekcijos yra taip pat Gauso skirstiniai. Taigi
jeigu tikslinio projektavimo b udu rasta projekcija nereikSmingai skirsis nuo Gauso
Skirstinio, tai rodys, kad ir daugiamatis duomenuy skirstinys yra artimas Gauso skirs-
tiniui.

e Daugiam&iy duomeny, turigiy strukt ura keliose projektavimo kryptyse, t.y. kur
projekcijos turi skirstinius labai besiskiriéius (kokio nors projektavimo indekso
prasme) nuo Gauso, daugelis projekcijigsuskirstinj artima normaliajam. Sis teigi-
nys seka is centras ribires teoremos.

e Esant fiksuotai dispersijai, Gauso skirstinys neSa maziausiai informacijos.

Autoriai si ulo tokia projektavimo indekso konstrukcija. Tarkime, kad stebimo atsitiktinio
dydzio X projekcija kryptimir turi Gauso skirstinj. Tuomet atsitiktinis dydis

R=2®(7'X) -1 (1.28)

bus tolygiai pasiskirstes intervale [-1;1], ir jo tankio reilk&giame intervale bus Iyéi. R
netolygumo matu laikykime integruota kvadratine paklaida

/_11 (fR(T) - %)er = /_11 Ja(r)dr — % (1.29)

Cia fr yra R tankio funkcija. Siulomas projektavimo indeksas yra iSraiSkos (1.29) aproksi-
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macija. ISskleiskimer LeZandro polinomais
1 1 1 0 1
| snar-5= | (Zajw)) falr)dr =3, (1.30)
-1 -1 \j=o

kur Lezandro polinomai apibziami

P . _(qi— ‘ (1.31)
L= B Ui — G- DLial) oy
J
o koeficientai
. 1 .
0 =201 / L) fa(r) dr = XL EL (1), (1.32)
-1
Taigi,
1 o0
| s Z (1.33)
-1 o
Projektavimo indeksas yra apd#iamas
L 2j 41
I(T):; 5 E2L;(20(7'X) — 1), (1.34)
o0 i$ imties jis vertinamas
L 2j+1 (1 i
:Z ]t (EZLj(ch(T’X(i))—l)> . (1.35)
j=1 i=1

Pastebsime, kad begaling suma paleeite baigtine. Toks pakeitimas turi privalumy: suma
tapo gretiau skatiuojama, be to tai suteikia projektavimo indeksui robastiSkumo, nes su-
muojant tik baigtinj skaiiy nariy, Etai gesta6ios projekcijuy skirstiniy “uodegos” maZziau
jtakos projektavimo indekso reikSme. Siuloma naudletiJ < 8.

Naudodami projektavimo indeksa (1.35) ieSkosime “{domiy” duomeny projekcijy. Ta-
Ciau dazniausiai nepakanka rasti vienos projekcijos, kad pakankamai tiksliai jvertintume
daugiamatj tankj. leSkodami diskriminargémerdes, kiekvienos sek&ios krypties ieSko-
jome ortogonalios ank$au rastoms, tdau bendru atveju “jdomios” kryptys neb utinai turi
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b uti ortogonalios ir gali tekti naudoti didesnj projektavimo Kiykiekj, nei duomenu di-
mensija. Toél vertinant tankj tikslinio projektavimo b udu yra naudojamas taip vadinamas
duomeny strukt uros panaikinimas. Jis atlieka netiesing mastelio pakeitimo transformacija
rasta projektavimo kryptimi taip, kad transformuoty duomenu skirstinys Sia kryptimi tampa
normalusis, t.y. “nejdomus”. Tai uztikrina, kad ieSkodami sé&kas projektavimo krypties
nerasime ka tik rastos. Duomenuy strukt uros panaikinimas remiasi tuo, kad jeigu viena-
mat duomeny projekcija’ X turi pasiskirstymo funkcija’,, tai tuomet atsitiktinis dydis
d~1(F,(r'X)) tures Gauso skirstiniCia ®~! Zymi atvirktine Gauso pasiskirstymo funk-

cija. Tiksliai nusakysime daugiaré@ duomeny transformavimo proced ura. Tégyra
ortonormuotal x d matrica su projektavimo krypties vektoriumpirmoje eilugje. Tuomet

U X bus pos ukio transformacija, kuria atlikus pirmoji koordenasr’ X. TegulT' (V') yra
vektorire transformacija, kuri pirmaja koordinate transformuoja taip, kad skirstinys tampuy
normaliuoju, o kity vektoriaus koordigay nekecia, t.y.

O~H(F- (V1))
T(V) = VQ . (1.36)
Va

Tuomet transformacija
X' =UT{UX) (1.37)

transformuos daugiamas duomenis taip, kad jy projekcija | krypttures Gauso skirstinj,
o skirstiniai ortogonaliomis kryptimis iSliks nepakite.

Pastebsime, kad jei stekjimuy tankis yraf, tai, rade pirma kryptj su projekcijos skirs-
tiniu maziausiai panaSiu | Gauso skirstinj ir atlike

auk&iau aprasyta duomeny transformavimagsiime modifikuotus steffimus, kuriy
tankio funkcija yra

filaM) = f@)o()/ fr (i), (1.38)

Cia p Zymi standartinio Gauso skirstinio, fo, — duomeny projekcijos;z tankius, virsu-
tiniai indeksai skliausteliuose vektoriams rodo, kiek karty jie buvo transformuoti naudojant
transformacija (1.37). Atlike du Zingsnius &sime modifikuotus stéffimus, kuriy tankio

19



funkcija yra

i) p(rgzM)
Fr®) = FiO)p(ra®) f0 () = 1) PIDABT I 3
( ) ( )Qp( )/ ( ) ( >fT1(Tl ) (T2x( ))

Cia tankio funkcijy virSutiniai indeksai rodo kiek karty transformuoty ejetw projek-
cijas jos atitinka, pvz.f2 yra atsitiktinio dydzior,X® tankis, kurX® rekurentiskai
apibreZziamas naudojantis lygybe

X® = Ul Ty (U XED), (1.40)

Atlike k£ Zingsniy tuesime duomenis su tankiu

k

)y _ Pl ) 1.41
fk(x ) f($) E 7@:,1)(7_{1’(1,71))7 ( . )

Jei, pok zingsniy, tikslinio projektavimo proced ura neranda krypties, kurioje transformuo-
ta projekcija reikSmingai skiriasi nuo Gauso skirstinio, tai transformuotiegtet) skirsti-

nys artimas daugiangeam Gauso skirstiniui. Tuomgf, keisdami Gauso tankiu, iSsireiSke

f ir nezinomus tankius keisdami jy jv@ais, gausime

k /\(z 1) / z
_ fi (i >. (1.42)
=1 90 (
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2 Skyrius. Adaptyvus vienama&io tankio neparametri-
nis statistinis jvertinimas

2.1 Branduoliniai jvertiniai ir jy savyb es

TeguX yra atsitiktinis dydis su nezinomu tankfifz), oX = (X1, ..., X,,) Zymin dydZio
imtj, sudaryta iS nepriklausoml§ kopijy. Branduolinis tankio ivertig?h(x) apibeziamas

Fuw) = =3 Kl = X0, @)
kur
Ky(z) = %K (%) . 2.2)

éiaK(h) yrabranduolio formos funkcijatenkinanti salyga

/K(az) dx =1, (2.3)

0 h — branduolio plotis

Pastaba: bendruoju atveju salyga (2.3) turi b uti tenkinama integruojant visoje realiuju
skatiy ailkeje, t&iau dazniausiai branduolys(z) igyja reikSmes nelygias nuliui tik baig-
tiniame intervale. Toel galime taip transformuoti branduolio funkcija, kad ji b uty nelygi
nuliui tik intervale (—1; 1). Tuomet (2.3) salygoje pakanka integruoti branduolj tik Siame
intervale. Toel, Cia ir toliau, jei integravimo intervalas nenurodytas, tarsime, kad jis yra
(—1;1).

Paprastai naudojami branduoliai tenkina ne tik (2.3) salyga, bet ir yra neneigiami, lygi-
niai. Jeigu norime, kad tankio jvertis b uty diferencijuojamas, turime parinkti diferencijuo-
jama branduolio funkcija, nes, kaip matome i$ (2.1), tankioGer udingos branduolio
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savyles. Kaip branduolio pavyzdi, galime pateikti Epamkovo branduolj:

3(1 _ 2 i
K(z) = (1 —2%), ka? lz| < 1 (2.4)
0, kai|z| > 1

Parinkti branduolio funkcija @ra suétinga. Yra keletas optimaliy pagal jvairius krite-
rijus branduolio funkcijy. Todl tankio jvetio kokybke labiausiai priklauso nuo branduolio
ploCio h, kurio parinkimas yra sugtingesnis uzdavinys. Jeigu parinksime per maza bran-
duolio plotj, tankio jvertis nebus glodus ir pasizgmsantykinai didele dispersija. Jei pa-
rinksime per didelj branduolio plotj, tankio jvertis blogai atspsdikraja tankio forma, nes
ja pernelyg suglodins. Be to, toks jvertis pasi@grdideliu poslinkiu. Vertindami tankj,
galime naudoti ta patj branduolio pldtivisomsz reikSmems arba parinkti branduolio plotj
priklausoma nuo argumenta Pirmuoju atveju branduolio plotj vadinsimebranduolio
ploCio parametruarba tiesiogparametruh. Antruoju atveju, kaih = h(x), vartosime
terminabranduolio plocio funkcijaarbafunkcijah. Parametra galime apskaiiuoti nau-
dodami kryZminio patikrinimo metoda,d&u jeigu tankio glodumas, esant jvairioms argu-
mento reikSrems, yra labai skirtingas, reikia naudoti branduoliogmdunkcija, nes taip
galesime prisitaikyti (adaptuotis) prie lokaliy tankio funkcijos savybigl Bios prieZasties
tankio jvegiai, kuriuose naudojamos branduolio @ilmfunkcijos, vadinami adaptyviaisiais
arba jvetiais su lokaliai parenkamu glodinimo i

Asimptotines tankio jverciy savybes. ISanalizuokime tankio jvé&io, apibezto (2.1),
asimptotines savybes. Tegu tenkinamos salygos

n— o0, h=h(z)—0, nh-— oc. (2.5)

Salygos (2.5) yra pakankamos, kad jvertis b uty suderintas.
Imkime branduolio funkcijas, kurios yra lygés ir tenkina Sias salygas:

l/ﬂK@ﬁw:O,kmj:L“wk—l
(2.6)
/ka(x) dx = ¢ # 0.

ir panagrirekime tankio jvetio poslinkio asimptotinj elgesj, kai tankis turi tolydine %

22



eiles iSvestine.
bu(z) = Efy(z) — f(x) = ERu(z — X) —

—1+OOK =Y )d K(y hy)d @7
—g/(h)f(yf / (z + hy) dy — f(x).

—0o0

Skleisdamif (x + hy) Teiloro eilute ir pasinaudodami (2.6), gauname

/ (k)[E k
0= [ 56 (10 + D5 o o)) - s

(k k (k) k
= %/K(y)ykdy + o(h*) = w + o(R®).

(2.8)

Taigi, jverCio poslinkis priklauso nuo branduolio @im ~ parinkimo. Tam, kad tankio
jvertis b'uty suderintas, branduolio plotis, turi tenkinti saljge: h(n) "> 0. Esant
Siai salygai tankio jvetio poslinkis tampa netiesiogiai priklausomas nuo imties turio

Branduolio, apibeZto (2.4) k = 2, o poslinkis yra lygus

cif’(x)h?

bh(l’) = 9

+o(h?), ¢ =0.2. (2.9)

Galima parinkti sudtingesnius branduolius, kuriems (2.6) galioty kat 2, ir tokiu b udu
gauti poslinkius su aukstess eiks, neio(2?), nykstartiais dydZiais, téiau to nejmanoma
padaryti su neneigiamomis branduolio funkcijomis. Naudojant branduolius, kurie jgyja
neigiamas reikSmes, gaunami tankio @iar, kurie taip pat jgyja neigiamas reikSmes ir
del Sios priezasties nepriklauso pasiskirstymo tankio fukcijy klasei. Tokiu atveju reikia
naudoti papildomas tankio jv&p transformacijas, kad b uty iSvengta neigiamumo. Be to,
tokiy jvertiy dispersija didesn Siame darbe bus naudojamos tik neneigiamos branduolio
funkcijos, kurios paprastai taikomos praktiniuose tyrimuose.

Analogiskai galime nustatyti tankio jv&o dispersijos asimptotines savybes.

or(z) =n"'DK(z — X) =n"" (EKj(z — X) — E°Kj(z — X))

R (2.10)
— (nh)™? / K2()(x + hy)dy — n~ B2y (x).
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Po integralo Zenklu skleisdami tankj Teiloro eilute gauname

or (1) = /K2 )+ O(h))dy —n~" (f(z) + O(h2))2
2 : (2.11)
ol om) < )+ _ eaf@) (1
B nh n T © (ﬁ) ’
kur
o = /KQ(x)dx. (2.12)

Turedami asimptotines tankio jM&@o poslinkio ir dispersijos formules, galime rasti asimp-
totiSkai optimaly branduolio ploth. Paprastai stengiamasi parinktitaip, kad vidutire
kvadratire paklaida b uty minimali. Tetipazynekime

~ 2
hopi() = argmin E (fu(2) = f(x)) (2.13)
Pasinaudodami (2.9) ir (2.11), galime aps&kaoti asimptotinge viduting kvadrating paklaida

E(ie) ~ f@) = B () + o) ~ I 2] l0) (2.14)

Prilygine (2.14) nuliui ir diferencijuodami pagal galime apskaiiuoti asimptotiskai opti-
malia branduolio pl6io funkcija

. caf () 1o
)= () (2.19)

Noredami rasti optimaly parametfg naudosime asimptots vidutires kvadraties
paklaidos iSraiSka

8 (- 10)' = [ 00 oo a

+o0
bt [ (f"(x))*dx
~ 1 * %‘

(2.16)
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Tuomet asimptotiSkai optimalus branduolio ilm parametras bus lygus

has = (M) , (2.17)

allfl5n

Cia ir toliau|| - ||, Zymésime norma funkcijy eréyje L,, 0 < p < oo, L.y.

+oo 1/p
1]l = (/ f<x>pdx) | (2.18)

[e.9]

2.2 Statistiniai metodai naudojami neparametriniame tankio jvertini-
me

Parametry parinkimas kryZminio patikrinimo budu. KryZzminio patikrinimo me-
todas(angl. cross-validation pirma karta buvo paskelbtas Rudemo (1982) ir Bowmano
(1984). Jis pagristas éja, kad statistika, apskaiiota naudojantis vienais imties elemen-
tais,

yra tikrinama, naudojant kitus imties elementus. Vienas i$ populiariausiy kryZminio
patikrinimo metody, vertinaiu tankj, yra maziausiy kvadraty kryZminio patikrinimo me-
todas. |vetio parametras ieSkomas toks, kad minimizuoty integruota kvadratine paklaida:

o= argmgn /_:0 (fa(m) — f(a:))de

~ +OO/\
—orgin (158 -2 [ Fo(onf(oyde + 113) 2.19)

~ oo |
—agmin (1l 2 [ R ar@).

Cia a vertinamas parametras, Io(x) stebimo atsitiktinio dydzio pasiskirstymo funkcija.
Keisdami nezinoma pasiskirstymo funkcija | empiring pasiskirstymo funkcija gausime pa-
rametro jvecio iSraiSka

a—agmin (IR -2 [ Fte)dFo))

~ " (2.20)
= arg min (Hfaug —2n~" Zfa(Xi)> .

i=1
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Pastebsime, kad vietoje (2.20) geriau naudoti formule

a = argmin (Hfanz —2n—12fa<Xi|z'>>, (2.22)
=1
Cia fa(a:|z') jverCio reikSme taSke:, kuri apskatiuojama paSalinus i$ stefimy reikSme
X;. Be to, empiriniai tyrimai rodo, kad kryZzminio patikrinimo metode geriau ieSkoti ne
globalaus minimumo, o didZiausio lokalaus minimumo tasko (zr. [95]).
Glodinimo pldtio parametra galima apskaiiuoti kryZzminio patikrinimo metodu. Siuo
atvejua = h. Apskatiuokime minimizuojamos iSraisSkos (2.20) narius

Ifall3 = /:o <n_1§:Kh(x — Xi)>2dx
—n72p2 (w 1 ( ) ( _hXj>>de'

(2.22)
=n?h? Z / ( x> K(z)dx
2,7=1
=n2p! Z K* (Xl ; X - ZL’) ,
i,5=1
kur K*(x) yra branduolio sas uka su savimi
= /K(:L‘ —s)K(s)ds. (2.23)
Apskatiuokime antrajj (2.20) iSraiSkos narj:
+oo n .
fa( =t Zfa )=mh)" Y K (X Xﬂ) (2.24)

ij=1
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Apskatiuokime Sio dydZzio vidurkj:

o folx) dF (z) = E(n?h)~! Z K (Xi p Xj)

(hn) ' (n —1) // ( ) x)f(y)d:}:dy+[i(f?) (2.25)
—n =B [ @)@+ B

Matome, kad Sis jvertis yra paslinktas dydi’%{l "0 o, todel, skatiuojant jvertj taske

X;, reikia iSmesti elementd; i$ imties. Jeigu to nepadarytume, tai ragnth reikSmei,
antrasis narys agty | begalybe, o visa minimizuojama iSraiSkaetutj —oo. Taigi antrajj
formules (2.20) narj sk&iuosime

—+00

falz)dF(z) ~ (n®h) ' Y K (Xi ; Xﬂ') . (2.26)

i,j=1
i#j

Kadangi branduolyg((h) — lyginis, galime sumazinti sumuojamu nariy kiekj ir iSraiSka
(2.20) perraSome

~ . 2 " " Xz —Xj Xz _Xj K*(O)
h = argmin | —- Z (K (T) — 2K (T)) + | (2.27)

Ieékodamﬁ(:v) skaitiniu b udu mes randame funkcijos reikSmes tik tam tikroms argumen-
to reikSmes, o n@dami rasti tarpiniy tasky funkcijos reikSmes naudojame interpoliacija.
Todel tankio jvertj, kuriam rasti naudojama branduolio(ptofunkcijaﬁ(x), galima laikyti
tankio jve€iu su daugiam@u parametru, sudarytu i$ branduolio @ilm funkcijos reikSmiy.
Tokiu atveju gagésime rasti adaptyvyjj tankio jvertj naudodamiesi kryZminio patikrinimo
metodu. Kaip tik toks jvertis si ulomas [60]. Jis $kabjamas tokiu b udu:

1. fiksuojamos argumento reik&siw, . . ., z,;

2. funkcijah(z) apibreziama kaip tréios eiks splainas, einantis per taskus
(‘1'17 hl): sy (wpa hp)’

3. apraSytu kryzminio patikrinimo b udu randame vektoriays. . ., h,) jvert;.
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Artimiausiy kaimyny metodas. Artimiausiy kaimyny metodgangl. nearest neigh-
bour) yra vienas i§ metodu, kuris prisitaiko prie lokaliy tankio savybiuy. Agdikimed; ()
kaip atstuma nuo taskoiki artimiausio:-tojo imties tasko. Tuomet artimiausiy kaimyny
tankio jvertis apibeziamas

~ k
f(z) = () (2.28)
Parametrut galime keisti artimiausiy kaimynu tankio jv@o gloduma. k£ parenkamas
Zymiai mazesnis uz imties dydj, paprastai naudojamas n'/2. Norint tiksliau pa-

rinkti parametra si uloma naudoti kryZminio patikrinimo metoda. Nors artimiausiy kai-
myny metodas yra adaptyvus ir spai skatiuojamas kompiuteriu, &au jis turi daug
trukumy. Siuo budu gautas tankio jvertis nepriklauso pasiskirstymo tankio fukcijy klasei,
nes jo integralaseara lygus 1. Imdami didesnj uz didZiausia imties elementa, gausime
di(v) = © — X(n—kt1)- Cia Xy Zymimek-tajj imties variacies eilues elementa. Tad
tokiomsz reikSmems

k

= , 2.29
271(1‘ — X(n—k+1)) ( )

0 ff;o F(z) = oo, nesf(z) “uodegos” gesta:~! greiu. Artimiausiy kaimyny metoda
galima apibendrinti

n

-~ 1 r — Xz
flx) = RES Y K ( ) > . (2.30)

i=1

Taip apibeZtas artimiausiy kaimynuy jvertis priklauso branduoliniy dgrklasei. Siuo
atvejuf(x) “uodegu” gesimo greitis, o kartu ir tankio jM@o integralo reikSra, priklauso
nuo branduolio funkcijog{(x) parinkimo.

Multiplikatyvus poslinkio koregavimas. Branduoliniai tankio jvetiai, priklausomai
nuo branduolio pldio, yra daugiau ar maZziau paslinkti. Jy paklaidas galima sumazinti tai-
kant papildomus poslinkio sumazinimo metodus. Multiplikatyvus poslinkio koregavimas
yra vienas i$ tokiy metodu. Teg»ﬁ(x) yra branduolinis tankio jvertis apibttas (2.1), o

K, (x) — branduolio funkcija apil#Zta (2.2). Tuomet multiplikatyviai sumazinto poslin-
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kio jvertis f(z) uzraSomas formule

e _ Iy Kz - Xi) 2.31
fla) == Z F X0 (2.31)

Trumpai paaiskinsime Sia formule. Tegu
alr) = ——. (2.32)
Imkime tokj«a(x) jvertj

. K- X))
alx)=n ; ) (2.33)

Kad a(z) yraa(x) jvertis, grindZziame taip:

Ki(

-1 h y
dy—/K x—y d

/ SR )

/K oz + hz) dz ~ o(z).

(2.34)

Koreguoto tankio jvetio poslinkis, kaih "= 0, sumaija nuoO(h?) iki O(h*). ISsamia
Sio metodo asimptotiniy savybiy analize galima rasti [94].
2.3 Adaptyv us tankio jvetiai ir jy modifikacijos

Tankio jvertis, pagrjstas antrosios iSvesties vertinimu. Panagriekime jvertj, su-
daryta remiantis viduties kvadraties paklaidos minimumo ieSkojimu. Imkime nuostoliy
funkcija

E (fila) ~ f()) = B(2) + o} (a). (2.35)

Kadangi, dydziab?(z) ir o2(x) yra nezinomi, tai juos keiskime jvéais. |vetius api-
breSime remdamiesi asimptoéimis formuéemis (2.9) ir (2.11), bei keisdami tankj ir jo
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iSvestines jvatiais

-~ Ci AT 2 -5
i) = AEI ) = ) (2.36)

~2 - 02]?11(35)
oi(x) = o (2.37)

Branduolio pl@io funkcijah apibezkime
h(x) = arg m}}n (El(x) + 32(@) . (2.38)

Tankio funkcijos antrosios iSvesén jvertis\(x, h) randamas tokiu b udu. Pazgkime

Qy) = Fle +y) — Fla—y) = 3 (Fla+h) = F — h)). (2.39)

Skleisdami pasiskirstymo funkcija Teiloro eilute taskaplinkoje, gauname, kad

Q) = (21t + FEE o)) = 2 (as@n + EE 4 o))
) h s (2.40)
_/ (x)(y3 —yh?) + o(yh?),
todel A\(x, h) apibezkime
N 3 32

A(w, h) = arg min max Q(y) M : (2.41)
Cia

Q) = Fla+y) ~ Fla—y) = 2 (Fla+h) = Flw —1)). (2.42)

Pastebsime, kad taip apibZta)(z, h) galima tiksliai apskaiiuoti per baigtinj operacijy
skatiy, nes el funkcijos@(y) pob udzio pakanka patikrinti tik baigtinj tr ukio tasku kiek|.
Todel (2.41) galime uzradyti

Az, h) = arg m}in max |a; + Ab;|, (2.43)
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kur

~

312
b — —# (2.45)

0 y; yra empirires pasiskirstymo funkcijoEA(:r) tr ukio taskai intervaler — h; x + h.

Tyrimai paro@, kad taip apileZta tankio jvertj reikia pakoreguoti. Tankio funkcijos
antrajai iSvestinei jvertinti reikia platess taskar aplinkos, negu vertinant pa tankio
funkcija. Atsizvelgiant | tai, jvertis buvo koreguotas pavartojant papildoma koeficienta
¢ > 11ir (2.36) keCiant |

~ Xz, ch)h?

b(z) = 5 (2.46)

Neblogi rezultatai gaunami imant= 2. Tiksliau Sio parametro reikSme galima parinkti
kryZminio patikrinimo b udu.

Tiesioginio pakeitimo metodas.Tiesioginio pakeitimo metoddangl. plug-in) pagrjs-
tas tuo, kad neZinomi dydZiai iSraiSkose diami jy statistiniais jvefiais. Sis metodas
tapo populiarus pragus naudoti kompiuterine technika. Jis daznai b una gana paprastas ir
nesiremia suetinga matematine analize. Auwk&u apraSytas metodas, paremtas antrosios
tankio funkcijos iSvestias vertinimu, taip pat remiasi ir asimptagimis tankio poslinkio,
ir dispersijos iSraiSkomis. Pazvelge | (2.15) matome, kad asimp®fiormués netinka
branduolio pl@io funkcijai i vertinti, kai f”(0) ~ 0, nes tokiu atvejuh — co. Todel mes
si ulome vertinant tankio jv@po poslinkj remtis ne asimptotemis formuémis, o pasinau-
doti (2.7) formule

b () = / K(y)f (e + hy) dy — f(z) = / (fx+hy) — f@)K(y)dy  (2.47)

ir Sioje formukeje tankj pakeisti jo jvaiiu. Taigi gauname

~

Buale) = [(Fata+ h) = Falo) K () dy. (2.48)

Pastebsime, kad Sioje iSraiSkoje tankio j@awi skatiuoti reikia naudoti branduolio plo-

tf A > h, nes esant didemsn reikSmemsb, () vertinimas yra ekvivalentus antrosios
tankio funkcijos iSvestias vertinimui, o antrajai iSvestinei vertinti si uloma naudoti didesnj
glodinimo plotj (Zr. [95]).
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DydZiui A parinkti pasinaudosime asimptotine analize. Imkithke= A(z). Tegu
tenkinamos salygos (2.5), tuorrAmA(x) poslinkis ir dispersija bus lyg us

Ebna(t) = bu(x)+o(h?), jeiA—0 (2.49)
~ f(x)3cs h* ht -
Donale) = == rstolx) a=I15 (2.50)

Siy lygybiy ivedimas analogiskas kaip ir (2.9) ir (2.11).
StatistiSkai vertinant poslinkj b utina siekti, kad

Dby a(z) < b2 (). (2.51)

Kai branduolio plotish artimas asimptotiSkai optimaliam branduolio @la iSreikStam
formule (2.15), i$ (2.9), (2.50) ir (2.51) gauname salyga

c C2 1/5
A(h) > csh, 4= (L) . (2.52)
Ca

Todel si ulome naudoti
A(h) = acsh. (2.53)

Parametra galime parinkti kryZminio patikrinimo b udu arba paprastusleidmtia = 1.
Modeliavimo b udu tiriant tankio jvertj, gauta vartojant branduolio plotj

() = arg min @A(m) + a,%(x)) , (2.54)

kur A apibeztas (2.53)3h7A(w) — (2.48), 00y, () — (2.37), buvo pastadia, kad jvertis
yra nestabilus. Tankio funkcijos antrosios iSvessiningio tasSkuose skauojant Integrala,
gaunamos reikSes artimos nuliui, nes pointegradifiunkcija jgyja tiek teigiamuy, tiek nei-
giamy reik3miy, kurios kompensuoja viena kita. Siuo atveju gaunamos pernelygsdidel
branduolio pl@io h reikSmes. To@l siulome skaiuojant tankio jvetio poslinkio jvertj
remtis ne (2.48) iSraiSka, o

‘/(;h,A(l')‘ = /01

Sios israiskos yra asimptotiSkai ekvivaéos, bet pastaroji yra stabilesn

Fala + hy) — falz — hy) + 2fa(x)| K (y) dy. (2.55)
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[ver Cio modifikacijos. Tiriant aprasyta jvertj, buvo naudojamos jvairios modifikacijos,
kad jvekio kokyke b'uty geregn Buvo pastedta, kad branduolio plotis, gautas remiantis
(2.54) israiSka, era pakankamai glodus. Teldis buvo papildomai glodinamas

h(z) = Z— : (2.56)
S Kz — X;)

i=1

n

Sioje iSraiskoje vietoje branduolio @ h galima vartoti paia funkcijosh(X;) reikdme,
taCiau mes si ulome vartoti funkcijégz) reikSmes taskuose, gretimuose taskuir tie-
si8kai interpoliuoti. Tokia modifikacija padaro statistikér) stabilesne, nes jeigh(X;)
viename taSke yra labai mazaa dkatiavimo metodo nestabilumo, tai naudodami ta patj
pernelyg maza glodinimo plotj taSke glodinamos funkcijos nesuglodinsime.

Panasi glodinimo proced ura buvo taikoma ne tik branduoli@iylé (), bet ir p&iam
tankio jveciui glodinti. Ja uZzraSykime

Fu(z) = = : (2.57)

=1

h* = h*(z) = Bh(x). (2.58)

Tokia glodinimui naudojamo branduolio @i iSraiSka buvo pasirinkta tam, kad gal-
me reguliuoti glodinimo operacijos “stipruma”. Imdami mazesnes parameteikSmes,
maziau suglodinsime tankio jvertj. Konkii@ atveju parametra galima parinkti taikant
kryZminio patikrinimo metoda arba vartojafit= 1.

Modifikuotas kryZzminio patikrinimo metodas. Auk&Ciau aprasyto kryZzminio patik-
rinimo metodo kokyBs kriterijus yra minimali integruota kvadratipaklaida. Si paklaida
yra labai daznai vartojama, vertinant j¢gr kokybe. T&iau ji turi tr ukuma, nes yra pri-
klausoma nuo mastelio parametro. Tarkime, kad tam tikro atsitiktinio dy&Zsn tankiu
f(zx), tankio jvecio f(x) integruota vidutie kvadratie paklaida yra lygh. Pakeiskime
dydZio X mastelj, daugindamijj i& > 1. TuometkX tankis bus; f (£). kX tankiui jver-
tinti vartokime ta patj tik pakeisto mastelio jvertj, t%f (%) Apskatiuokime Sio jve€io
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integruota viduting kvadratine paklaida

7(%?(%) - %f (%))2 de =k 70(1?(93) - f(ffff))2 dv = k715, (2.59)

Matome, kad atsitiktinj dydj padauginuskis> 1, tankio jvecio paklaida sumago k karty.
Tai rodo, kad vertinant tankj, sudaryta i$ keliy skirtingo mastelio komp&igekryZminio
patikrinimo metodas “kreips didziausigwehes|’ | komponente, kurios tankis yra labiausiai
“suspaustas”. Taal integruota vidutie kvadratie paklaida Bra geras optimalumo kri-
terijus, o (2.19) apil@ztas kryZzminio patikrinimo metoda®ra tinkamas, kai vertiname
misiniy tankius.

Sio trukumo neturi kriterijus, pagristas vidutiniy nuostoliy ejev.; dydziu ]EHf—
fl1, te€iau Siuos nuostolius sunku statistiSkai jvertinti. €si ulome modifikuoti kryZmi-
nio patikrinimo metoda kéiant (2.19) |

+00 , o~ 2
o = arg min M dx 2.60
gmi é ( = ) . (2.60)

Taip gauto parametra: reikSne nepriklauso nuo mastelio parametro. Be to, jei tankis
uzraSomas parametriSki{z) € {f.(z), a € ©}, tai parametrax pseudo-jvertis api-
breztas (2.60) asimptotiSkai sutampa su maksimalaasiikmo metodo jveiu (Zr. [133]).
Noredami apskd&iuoti parametrus taikydami modifikuota kryZminio patikrinimo metoda,
turime fiksuoti kokj nors tankio 1vertjf0(9c) ir vartoti jj (2.60) iSraiSkoje vietoje tikrojo
tankio f(z). Tam, kad iSvengtume dalybos i$ nulio ir modifikuota kryZminio patikrinimo
metoda padarytume stabilesniu, imkime

= 2.61
g(l‘) f0<x)+\/ﬁ,max |Xz lev ( 6 )
1,7=1,...,
kur e > 0 - pasirinktas parametras. Taigiskatiuokime tokiu b udu:

TR, 2 Rl

i a il
Q= arg min / L dr — — dx. (2.62)

- ( o U W(x))

Sj parametry jvertinimo metoda toliau vadinsimedifikuotu kryZminio patikrinimo meto-
du.
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Modifikuotas artimiausiy kaimyny metodas. Vienas i$ artimiausiy kaimyny meto-
do, apibezto (2.28), trukumy yra tas, kad Sio fier‘uodegos” gesta:—! greiCiu. To
galima iSvengti naudojant branduolinj jvertj su branduolioctplcapskatiuojamu pagak-
kaimyny principa. Siulome naudoti ne atstuma iki artimiaésiojo kaimynody(z), o
taSkox k-kaimynu plotjpy (), kurj apib@&Zkime kaip minimaly intervalo ilgj, j kurj telpa
artimiausiy taSkut imties tasky. Taip api@Ztas,(z) taSkamse, esantiems imties viduje,
apytiksliai lygusdy (z). Skatiuodamip(z), kai z didesnis uz didziausia imties elementa,
gausimep,(z) = Xy — X—r+1)- Taigi, pp(x) yra apezta funkcija, kaic — oo, tankio
jvertis

n

Flay = — ZK<x_—Xi) (2.63)

np(x) i1 pr()

netues ktai gestabiy uodegu ir tankio jvetio integralas bus baigtinis.

Tiriant artimiausiy kaimyny tankio jvertj, buvo paséth, kad branduolio plotis(z) =
pr(z) nera glodus. Toel buvo taikyta papildoma (z) glodinimo proced ura, ap#ita
(2.56). Taip pat buvo bandoma taikyti multiplikatyvy poslinkio sumazinimo metoda ir
papildoma tankio glodinimo operacija, apétita (2.57). Parametrui parinkti siulome
naudoti kryzminio patikrinimo ar modifikuota kryzminio patikrinimo metoda.
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3 Skyrius. Daugiamatio Gauso miSinio statistinio iden-
tifikavimo metodai

Kaip jau mirejome ank&iau, dicejant duomeny dimensijai, modelio parametry kiekis
spaciai auga, sunkiau surasti tikslius parametry ¢ues. Daug lengviau yra jvertinti vie-
nama&iy duomeny projekcijuy

X, =7X (3.1)

tankj f,, negu daugiam@y duomeny tankjf. Kadangi egzistuoja abipus vienareik&m
atitinkamyle

feAf, TeRY, (3.2)

tai yra nat uralu bandyti jvertinti daugiamatj tarfkpaudojant vienaniay stelejimy pro-
jekcijy tankiy 1vef:iusﬁ. B utent tokius metodus aptarsime Siame disertacijos skyriuje.

Pastebsime, kad musy nagejamu Gauso miSinio atveju (1.1) skiony projekcijos
(3.1) taip pat pasiskitsusio pagal (vienamatj) Gauso miSinio modelj

def

q
fr(@) =D (1) psn(2) = frl, (7)), (3.3)
j=1
Ciap; . (z) = ¢(x;m;(7),07(r)) vienamatis Gauso tankis. Daugiafi@misinio paramet-
rad ir duomenu projekcijy pasiskirstymo parametrus
0(7) = (p;(7),m;(7),05(7)). j = 1,... g siejalygytes

pi(1) = D),
m; (r) = T/Mja (3.4)
ol(r) = TRy
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3.1 Apvertimo formul es taikymas

Pasinaudokime apvertimo formule

fla) = ¢ Qi)d / e~ T (t) dt, (3.5)
Cia
b(t) = Bt X (3.6)

Zymi atsitiktinio dydzioX charakteristine funkcija. Pazyejeu = |t|, 7 = t/|t| ir pakeite
kintamuosius j sfering koordiga) sistema gausime

[e.9]

f(z) = y / ds/e“”’xw(uﬂudl du. (3.7)

Ti|7T|=1 0

Cia pirmasis integralas suprantamas kaip pavirsinis integralas ant viemsfieros pavi-
rSiaus.
Pazynekime stebimo atsitiktinio dydzio projekcijos charakteristine funkcija

U, (u) = Ee™™' X (3.8)
tuomet
Y(ur) = - (u). (3.9)

Pasirinke projektavimo kry@uy, tolygiai iSsice<iusiy ant sferos, aib@ ir charakteristing
funkcija keisdami jos jvertiniu, gauname (@& skatiavimo formule

TeT

f(x) = % Z / e‘iml’:z@(u)ud_le_h“2 du, (3.10)
0
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Cia ir toliau || - || Zymi aibes elementy skéiy. Pasinaudojg-macio rutulio t urio formule

d ﬁ%Rd H —
72 R4 e kaid = 0 (mod 2)
Vd(R) = (41 = g -1 . (311)
G+D | £E2 28 Kaid=1 (mod 2)

galime apskdiiuoti konstanta:(d), priklausaia nuo duomeny dimensijos

(3.12)

Vi) _ a2 n
DTGt TTE Y

Jau pirmieji kompiuterinio modeliavimo tyrimai paredkad naudojant apvertimo for-
mule gauti tankio jvertiniai yra neglod us. Bbdormuleje (3.10) po integralo Zenklu jve-
deme papildoma daugikdi . Sis daugiklis atlieka papildoma jv&o f(x) glodinima su
Gauso branduolio funkcija. Kaip pamatysimeliau, tokia daugiklio forma leidzia anali-
tiSkai suskasiuoti integralo reikSme, o Monte-Karlo tyrimai pamdkad jj naudojant Zy-
miai sumagja jveciy paklaidos.

Formuk (3.10) gali b uti naudojama esant jvairiems projektuoty duomenu charakteris-
tines funkcijos jvertiniams. M usy nagejamu Gauso miSinio atveju, patogu naudoti para-
metrinj Sios funkcijos jvertinj

ar
U) _ Z@(T) ewmj(‘r)fuzojz(T)/? (313)

Istate (3.13) | (3.10) gauname

qr
J/c\(l’) — <T Z /eumJ(T -7 (h+32(7')/2) d— 1du

_ Zi - (M) ( ag(f)mh)d,

kur

Ii(y) = Re

/ WP /2 dz] . (3.15)

0

Pastebsime, kactia galime nagriati tik realia iSraiSkos dalj (menamujy daliy suma turi

38



~

b uti lygi nuliui), nes tankio jvertig(x) gali jgyti tik realias reikSmes. Pasirinkta glodi-
nimo daugiklio formae—"** leidZia susieti glodinimo parametfasu projekcijy klasteriy
dispersijomis — tiesiog skaiavimuose dispersijas padidinsime dydZiu

Apskatiuokime iSraiSka (3.15). Pazykime

Kj(y) = /Cos yz e 2 2 dz, (3.16)
0
Sily) = /Sinyz~e_22/2-2j dz, (3.17)
0
tuomet
/eiyz—z2/22j dz = K;(y) +iS;(y). (3.18)

0

Integruodami dalimis gausime

o0

Ki(y) = —e P cosyz
0

o

+ /6_22/2 ((j — 1)z cosyz — yz/'sinyz) dz = (3.19)
0
=lg=1y + (G = DKj-2(y) —ySja(y), j=1.

AnalogisSkai iSreiskeS;(y) bei atsizvelge jj indekso apribojimus gausime rekurentines
lygtis

Kjly) = (- 1DEKj2(y) —ySi(y), =2, (3.20)
Ki(y) = 1—yS(y), (3.21)
Sily) = (= 1)Sj—2y) +yK;-i(y), J =2 (3.22)
Siy) = yKo(y). (3.23)

Funkciju Ky (y) bei Sy (y) apskatiavimui pasinaudosime tuo, kad

o0

(So(y)); = /zcos yz-eF P dz = Ky(y). (3.24)
0
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IS (3.21) ir (3.24) gauname, k&) tenkina diferencialine lygtj
So(y) =1—ySo(y), So(0) =0. (3.25)

ISspreskime Sia lygtj, skleisdarfij Teiloro eilute

Shy) = cra(k+ Dy =13 ciyh. (3.26)
k=0 k=2

Sulygine koeficientus prie panaSiy nariy, rasime ju reikSmes

COIO, C1:1,

3.27
C — —Ck_g/k, k Z 2. ( )
Taigi
0 k: 2k+1 3 5 7
_ ) Y ()
kz 2/{24-1” —y—ﬁ+ﬁ—ﬁ+.... (3.28)
=0
K, rasime i$ (3.16) iSraiSkos
—22/2 1 —22/2
Ko(y) = [ cosyz-e dz = 5 | cosyz-e dz
° - (3.29)
1
== /(cos yz —isinyz) e * 2 dz = \/Eey2/2.
2 2
M usy ieSkomo integralo (3.10) reik8m
Ii(y) = K;(y). (3.30)

Apvertimo formule galima taikyti ne tik neparametriniams tankio gvams rasti, bet ir
stelejimams klasterizuoti. Tam b utinaétirsuderintus tarp kryju projektuoty duomeny
pasiskirstymo parametry jMaus, t.y. klasteriy kiekig;au ir projektuoty duomenu klas-
teriu numeracija turi b uti vienoda visoms projektavimo kryptims. Tokiu atvejuejgtelp
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priklausymo klaems tikimybes rasime pagal formule
(3.31)

kur

> c(d) . m; (1) — 7 oo —d
Ii(@) = 1 > 5i(7) Laa (—) (/a2 +20) (3.32)

T€T &?(7’) + 2h

Jeigu apsiribojame tankifyx) jvertinimo uzdaviniu, apvertimo formule pagrijstas metodas
gali naudotis projektuoty duomeny parametry ®iaij kurie turi skirtinga klasteriy kiekj
jvairiose kryptyse.

Pastaba.Kadangi

o) e e}

/G_iUTlx{D\T(U)Ud_IG_huQ du :/G_iu(_T)lx{U\_T(U)Ud_le_huQ du
0 ey 0
= [ e () ) ) (3.33)

0
0

— /€_iUT/xZ/Z;T(U)(—’LL)d_1€_hUQ du,

— 00

tai prie salygos/ = 1 (mod 2)

o0 o0

Z /6_iuTIIQZJ\T(U)Ud_1€_huQ du = / e_iUT/z’l:D\T(U)Ud_le_hU2 du. (334)

Te{r,—7} N

Tokiu atveju analitiSkai suintegruoti (3.10) iSraiSkos integrala galime péjras Tegu
T T eT).

o (a
F@) = e 2

TeTUT’

c(d) 7 —iur' x> d—1,—hu?
= e T T (w)u e ™ du
27| 2

TeTioo

/e—iurla:{b\ﬁr(u)ud—le—hu2 du
0 (3.35)
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Pasinaudoje lygybe

1

o (z) = by / e~ (w) (iu)* du, (3.36)

—00

randame jvetio iSraiSka

S (D) ) s [ Wyn) =T - ~d
flo) = 2= Lm0 ¢ | S| (Y5 +2n) .

| Tl j=1 a3 (1) +2h
(3.37)

¢ia p(4=1) zymi standartinio normaliojo tankié — 1 eiles iSvesting.

3.2 Maziausiy kvadraty metodo taikymas

Maziausiy kvadraty metodas projektuoty duomeny parametrams.Turedami dau-
giama&io Gauso miSinio vienant&y projekciju parametrd(r) jvercius ir panaudoje ma-
Ziausiy kvadraty metoda, galime apskaoti daugiaméio misinio parametrd. Kadangi
tarp misinio parametry ir miSinio projekciju parametry galioja lygylf3.4), daugiant@o
parametro jvert] apil@Sime

By Y (p—Py(r)" — min,

T

My 2 ) (7'M = iy(r))* — min, (3.38)

I%- : Z (7'R;T — 8]2-(7))2 — min.

|verCiusp;, J\/J\] ir ﬁj rasime naudodami jprastas maziausiy kvadraty metodo formules,
taCiau taip rastas 1verti§j neb utinai yra teigiamai ap#stta matrica. DaZniausiai Si salyga
néera patenkinta esant santykinai maZzatianir dideliems parametry kiekiams. Kovariaci-
nes matricos jvedtio teigiamam apil@Ztumui uztikrinti si ulome naudoti matricoséstyma
tikrinemis reikSnemis, ir neigiamas tikrines reikSmes keisti duomeny, projektuoty atitin-
kamo tikrinio vektoriaus kryptimi, dispersijy jvéiais. Pastedsime, kad analogiSka kova-
riacines matricos jvertinimo metodika si uloma [6], [19], norint gauti robastiSkusipsr
kai duomenuy dimensija yra dicel
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Maziausiy kvadraty metodas projektuoty duomeny tankiams. Bandydami taikyti
maziausiy kvadraty metoda projektuoty duomeny misinio parametrams suselaurklas-
teriy suderinamumo problema: klasteriy kiekis turi sutapti, iSskirti klasteriai turi atspind
artimas imties tasSky aibes daugiagjaterdeje, klasteriai turi b uti vienodai numeruoti vi-
sose kryptyse. Be to, pana$ us tankiai gadittymakankamai skirtingas parametry reikSmes.
Todel bandymas minimizuoti ne kvadratiniy atstumy suma tarp parametry, o tarp projek-
tuoty duomeny tankiy, leisty iSvengti Siy tr ukumuy.

Taigi, apibezkime parametro jvertj, kuris minimizuoja atstuma tarp tankiy

7y

2

fr(,8) = ()|, — min, (3.39)

Cia f, (-, 0) parametrie tankio iSraiSka, apibita (3.3), oﬁ(-) koks nors atsitiktinio vekto-
riaus projekcijos tankio jvertis.
Si lygybe gali b uti perrasyta

9 Z/ (ff(:c,e) - 2f7(x,9)ﬁ(x)> dx — min, (3.40)
TR

kur paskutinis skirtumo kvadrato nary?,%(x) yra praleistas, nes jis nepriklauso nuo mini-
mizavimo argumenté.

M usuy tiriamu atveju galime naudoti parametrinj projekciju tankio i\[é(t{), nes kiek-
vienoje projekcijoje galime jvertinti vienamie miSinio parametrus, arba galime antros
komponengs integrala pakeisti suma pagal €ty projekcijas. Tyrimams pasirinko-
me pastarajj atvejj, nes jis nenaudoja papildomos viegapmaisiniy parametry vertinimo
proced uros, taigi yra nepriklausomas nuo galimuy jos tr ukumuy. Be to, tai nepadaro metodo
sucktingesniu. Taigi, pasirinktu atveju (3.40) perraSysime detalizuodami minimizuojamos
funkcijos iSraiSka

0: Q)= (/ 2(x,0) de — %Z f-(7'X;, 9)) — min. (3.41)
T R J=1
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Visy nezinomy modelio parametry vektofigalime padalinti | tris dalis
=1 u |, (3.42)

Ciap yra klasteriy tikimybiuy vektoriusy — visuy klasteriy vidurkio elementy vektorius, o
v — visy klasteriy kovariaciniy matricy elementy vektorius. Kadangi Gauso tankiy san-
daugos integralas yra lygus

/cp(fc; my, 01) p(x;ma, 03) dr = p(my —my; 0,07 + a3), (3.43)
R

nuostoliy funkcija (3.41) turi forma
Q) = Z wi(p)pi(u, v) — min, (3.44)

Ciai yra vektorinis indeksas, sumuojantis pagal projekcijaklasteriusi,j = 1,...,q ir
imtiestaskug =1,... ,n,ty.ie Te{l,...,¢} ®{1,...,¢} ®{1,...,n}. Pastebsime,
kad

1
$i = \/Bi

Sioje formukje a;, b; ir ¢; yra vektoriai, priklausantys tik nuo imties ir projektavimo kry-
pCiy, t.y. tuedami fiksuota imtj ir pasirinke projektavimo kryptis galime Siuos vektorius
laikyti konstantomis.

Apskatiuokime nuostoliy funkcijog)(¢) iSvestines.

exrp (—%) , Claa; = ((11 - ai)TCi)2 , Bi= b?V- (3.45)

P Afu - a), (3.46)
CiaA; = —% [clcﬂ ,

c;sii ., ( 2%2 _ 21&) 8 = di — B, (3.47)
Gia d; = %C?bi, B = % [b:07 ]
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Taigi,

dQ
o Z wi(p)Ai(u — a;) = Cu —e, (3.48)
E:iaCzi:w1 1,6—Zw1 )A;a;,

Zwl )(di — B;v) = g — Dv, (3.49)

GiaD = Zwl Bl,g—zwl

Ciaas, by, ci, ds, e ir g yra vektoriai, 04;, B;, C'ir D — matricos. Kadangi

7. ' Qo _o Qa_o g -

0: Q) min = dp( ) 0, du( ) =0, dv( ) =0, (3.50)
galime pateikti rekurentinj algoritrr@apskai:iavimui

D = 07 (00) e(6), vED = D (HW) g(6). (351)

Klasteriy tikimybiy apskai Ciavimas. Apskaciuokime klasteriy tikimybiy vektorig.
Detalizuokime (3.44) iSraika:

szpjsl { .7 ZPZSZ (352)
3,7=1
kur
(7' (Mi—M;))? (7' (M;—X;))?
1 (4, 7) Zexp< m) Zzemp( 20 Rir ) (3.53)
\/27r\/7"(Ri—i—Rj)T7 nig V2T R;T T
Tuomet
dQ 1
2= =2) p;81(0,5) — Sa(i) (3.54)
Di st
ir vektoriy p rasime is lygties
pP= A_IB, kur Qij; = 251(2,]), b; = SQ(Z) (355)
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Pastebsime, kad taip rasty klasteriy tikimybiy suma neb utinaillygpdel pertvarkysime
lygtis, kad uztikrintume salygos; + ... + p, = 1 galiojima (paprastumoaélei galima
normuoti klasteriy tikimybiy vektoriy kiekvienos iteracijos metu). ISreikSkime

q—1
pg=1— Zpi (3.56)
=1
ir jstatykime Sia iSraiSka | (3.52). Tuomet sugrupave panasius narius ir pasinaudoje funkci-
jos S1(i, 7) simetriSkumu argumenty atZvilgiu gausime
qg—1

Q) =51(q,q) + ZpiQ[Sl(i7 q) — S1(¢,q)]

+ > piplSi(i,§) — (i, a) — Si(g, 5) + Si(a,9)] (3.57)

1,j=1

~ S5l0) — Y nlS:00) ~ S:(0)

0]

dQ 4

=) p;2[51(4,7) — 51(4,q9) — S1(q,7) + S1(¢, ¢
T Z 5 2[91(6.5) = 51(0.9) = S1(a.9) + S1(a.9)] .59
— [S2(@) — Sa(q) — 251(1, ¢) + 251(q, q)].

Prilygine dalines iSvestines nuliui tikimybiy vektoriy randame is lygties

(P, -pg-1)" = AT'B, (3.59)
kur matricad,_«,—1 ir vektorius B,_; ; sudaryti atitinkamai iS

ai,j = 2[51<Z7]) - Sl<i7 q) - Sl(qm?) + Sl(q7 Q)] ir (360)

bi = Sa(i) — Sa(q) — 251(4,q) +251(q,q), (3.61)

0 p, randame is (3.56).
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3.3 Geometrinis klasterizavimas

Taikant maziausiy kvadraty metoda projektuotiems parametrams, reikia pradinio su-
skaldymo tam, kad gatume gauti suderintus klasteriy j¢ars projekcijose j jvairias kryp-
tis. Taikant maziausiy kvadraty metoda projektuotiems tankiams, @adirametro rei-
kSme buvo reikalinga, kad galume, pradedant ja, minimizuoti norima funkcija. Iteraci-
niam EM algoritmui taip pat reikalingas pradinis imties suskaldymas arba miSinio paramet-
ro reikSne. Taigi, pradinio imties suskaldymo problema iSlieka ir yra kersprendziant
klasifikavimo ar parametrinio tankio jvertinimo uzdavinius.

ApraSysime nauja griezto klasterizavimo proced ura, kugpadpresti pradinio imties
suskaldymo uzdavinj. Sakykime, visiemgy € R? apibeZta neneigiama funkcija(z, y),
kuria vadinsime pseudoatstumu. Bendru atveju ji gali netenkinti trikampio t&sykI
netgi pseudoatstumas nuo tasko iki j&jmep(x, z) neb utinai bus lygus nuliui. Stelimy
numeriy aibgV suskaldysime j nesusikertéos poaibiusf(l, s IA(q taip, kad funkcionalas

QK ..., K, 2% D p(X(s), X(r)) (3.62)

]H s,reK;

jgytu maziausia reikSme. Formule (3.62) nusakius imties tasSky suskaldyma belieka api-
brezti pseudoatstumo funkcija Si funkcija turi atspindti tasky priklausomybe klaste-
riams, o ne geometrinj tasky iSestyma Euklido erdgje, t.y. pseudoatstumas tarp taskuy
priklausartiy tam p&iam klasteriui turi b uti mazas, o skirtingiems — didelis. Funkgeija
apibreSime naudodamiesi duomeny projektavimu. Pirmiausiai @piiime pseudoatstuma
tarp imties tasky projekcijy, o tuomet, naudodamiesi juo, nusakykime pseudoatstuma tarp
imties tasky.

Pseudoatstumo tarp imties tasSky projekcijy parinkimas. Kadangi pseudoatstumo
funkcija turi atspinéti tasky priklausomybe klasteriams, remegimties tasky projekcijy
klasifikavimo tikimybiu

. (j,x) =P{v =j|7'X = 7'z} (3.63)

jverCiais. Juos i$ projektuoty duomenu skirstinio parametritjuarasime naudodami for-
mule

~ iy = P18 () 3.64
= ) oo
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Tyrimams pasirinkome dvi pseudoatstumo tarp imties tasky projekcijy funkcijas: funk-
cija, pagrista skirtumu tarp klasifikavimo tikimybiy

Z 7 (4, ) — 7 (5, 9)], (3.65)

ir funkcija, jvertinar€ia nepriklausymo tai gaai klasei tikimybe

o) = 1= Y 72052V, (3.66)
nes
L= Y m G ) = PCX) £ V(Y)Y =Y = ). (3.67)

Pseudoatstumo tarp imties tasky parinkimas.Pseudoatstumas tarp imties tasky bus
konstruojamas remiantis pseudoatstumais tarp imties taskuy projekcijy jvairiose kryptyse.
Kadangi atskirose projekcijose duomenu kspersidengs, tai faktas, kad tasky projek-
cijos priklauso vienai klasei (pseudoatstumas tarp tasky projekcijy yra mazas) kryptyje
nerodo, kad Sie taSkai yra iS vienos ldas Bet jei yra krypiu, kuriose taSkuy projekcijos
aiSkiai priklauso skirtingoms klasns, tai ir patys taskai priklausys skirtingoms lelias.
Remiantis tokiais samprotavimais élume apibeZti pseudoatstuma tarp tasky taip

p(,y) = max p-(7'z, 7'y). (3.68)

TaCiau toks apibeZimas gali neduoti stabilaus |\o, nes esant netgi vienai kr§ai, ku-
rioje buvo aiskiai blogai jvertinti imties projekcijos parametrai ir to pasekoje vieno klaste-
rio taSkai buvo priskirti skirtingiems klasteriams, pseudoatstumas tarp t&sky blogai
atspines tikra tasky priklausomybe tamdiam klasteriui. Todl stabilesnius rezultatus tu-
rety duoti analogiSkai apibgtas jvertinys, tik kai maksimumas randamas atmetus nedidele
« dalj krypCiy, kur pseudoatstumas tarp tu tasku projekcijy yra didZiausias.

Kitas b udas, padedantis sumazinti i€skiftaka, yra maksimumo keitimas p-laipsnio
vidurkiu. Siuo atveju

:%prTxTy (3.69)
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Tokiu atveju reikty parinktu dydj, kuris b uty metodo parametru.

Funkcionalo minimizavimas. Geometriniai klasifikavimo metodai yra pakankamai
iSvystyti, ir (3.62) tipo funkcionaly minimizavima, kai pseudoatstumgsa Euklido atstu-
mas tarp taSky, atlieka daugelis statistimnalizs pakety. Té@au cel netradici@s atstumo
funkcijos naudojimo teko naudoti specialia proced ura funkcionalui minimizuoti. Ji savo
esme analogiSka k-centry metodutital m usu si ulomas algoritmas naudoja tik pseudoat-
stumus tarp imties tasky, bet nenaudoja pseudoatstumo tarp tasko ir imties centro, kas yra
svarbu praktiSkai realizuojant klasifikavimo algoritma.

Turedami pseudoatstuma tarp imties tapky, y) apibeZkime pseudoatstuma nuo im-
ties tasko iki klass

p(x, K) = e > pla, X(2). (3.70)
teK

IS imties iSskirsimey klasteriy, o paskui, taikydami rekurentinj algoritma, taskus per-
grupuosime taip, kad funkcionalas (3.62) b uty minimizuojamas.

IS dar nesuklasifikuoty imties tasky iSskirkime tokj, kurio pseudoatstumas iki likusiy
yra didZiausias. IS Sio tasko ir artimiausiy jo kaimyny numeriy sudarykime riayjé
dydzio klasterjCia [-] Zymi sveikaja skaiiaus dalj.Kartodami Sia klasteriy iSskyrimo pro-
ced ura iSskirkime — 1 pradiniy klasteriy. Paskutinj klasterj sudarysime i$ likusiy nesu-
klasifikuoty taskuy.

Taip sudarysime pradinius klasterius, tenkicias savybes:

1. qu K; = N.

=1
2. Ki={s;} U{s:p(si,s) < p(s;t),Vs € Kt e K\K;},i=1,q—1,
kurs, = argm%xp(x(s),K;‘), | K|l = [n/q],0 K} = N\ U Kj.
SEK 7<i

q—1
3. Ky=N\ U K
j=

ISskirtus klasterius rekurentiSkai tikslinsime stengdamiesi minimizuoti funkciapala
IS kiekvienos klasterio iSskirkime dalj tasky, labiausiai nutolusiy nuo saveslay. tokiy,
kuriems reikSres p(x(s), K;),s € K; yra didziausios. 13 Siy taSky numeriy sudarykime
nauja klase/*. Dabar Siuos taskus perskirstykime priskirdami tai klasei, kuriai priskir-
dami gausime maziausia funkcionalpreikSme. Patikslintas imties suskaldymo klases

49



Ki,..., K, apibezkime
K= K\K, U {s:seK,n(s) =i}, (3.71)

Cia

77777

Prilygine naujai gautas klases kéasskK, ..., K, gakesime atlikti sekatia klasiy patiksli-
nimo iteracija ir toliau minimizuoti funkcija).

Pastebsime, kad jeigu kiekviename rekurentiniame klasiy patikslinimo algoritmo Zing-
snyje aibeK, sudarytume tik iS vieno tasko, t.y. iSskirtume viena tolimiausia taska is ku-
rios nors klags, tai gautume monotoniskai nggdrcia funkcijos(@ seka, t.y. kiekviename
zingsnyje

QK ... K,) < Q(Ky, .., K,), (3.73)

taCiau tokiu atveju rekurentinis algoritmas konverguotuy | lokaly funkcbsninimuma.
Todel siulome i$ pradziy atlikti iteracijas, priskiriait, klasei puse kiekvienos i$ klasiu
K, ...K, taSky. Kai rekurentinis algoritmas nustoja konvergaves, surasti klasiy rinkinj, ku-
riam funkcija@ turejo maziausia reikSme (kai priskiriand€, daugiau nei viena taskg)
reikSmes neb utinai monotoniSkai reg ir iS Sio rinkinio atlikti iteracijas perklasifikuoja-
mu tasky kiekj sumazinus iki 1..5%. Kai rekurentinis algoritmaknustoja konverguoti,
tuomet \el radus klasiy rinkinj, minimizuojantj), atlikti iteracijas, priskiriant/’, viena
tadka. Siame etap@ seka bus monotoniskai mganti.

Taigi, apraSytas geometrinio klasterizavimo algoritmas susideda i$ tokiy etapu:

1. pasirenkame, pavyzdZiui tolygiai pasiskitssiy ant sferos, projektavimo krju
aibeT = {7} erdwjeR?;

2. kiekvienoje kryptyje, naudodamiéghs, aprasytas [142], bei EM algoritma, jvertina-
me projektuotos imties skirstinio parametfﬁ\,ls

3. naudodamiesi projektuotos imties parametrygias apskaiiuojame klasifikavimo
tikimybiy jverCius 7. (7, x), 0 i$ ju randame pseudoatstumuy tarp projektuoty imties
tasky funkcijos, (x, y) reikSmes, o0 i$ pastaryjy apsk@iojame pseudoatstumuy tarp
imties tasky matricgo(x (i), z(j)]

i,j:m'
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4. iSskiriame pradinius klasterius ir, naudodami pseudoatstumy matrica, rekurentiskai
minimizuojame funkcionald).

Taip gauname griezta imties tasSky klasifikavima. Jis gali b uti naudojamas, kaip pradinis
imties suskaldymas, kitiems duomenuy klasterizavimo algoritmams, arba kaip atskiras duo-
meny Kklasterizavimo ar miSinio parametry jvertinimo metodas. Pastaruoju atveju Gauso
miSinio klasteriy svorius jvertintumg = @ o vidurkius ir kovariacines matricas - tie-

siog skatiuodami kiekvienos klass imties tasky vidurkj ir empiring kovariacing matrica.
Negriezto klasifikavimo tikimybiu jveiius apskaiuotume naudodami formule (1.10).
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4 Skyrius. Nagrinety statistines analizs metoduy tikslu-
mo tyrimas

4.1 Adaptyviy vienameCiy neparametrinio tankio jver iy tikslumo ty-
rimas

[ver Ciy tyrimo metodika. Tankio jvecius tyleme Monte-Karlo metodu. Kadangi tik-
rasis imties tankis buvo Zinomas, tai skaivome jve€iu paklaidas ir jas lygindami dame
iSvadas apie jvéiy kokybe. Siame skyriuje konkretizuosime tyrime vartotas atsitiktines
imtis, tirtus jvecius ir ju paklaidas.

Atsitiktin es imtys. Tyrimui naudojome generuotas imtis, pasisgiusias pagal Gauso
miSinio modelj. Norint jvairiapusiSkai istirti si ulomus metodus, buvo varijuojami: klas-
teriy kiekis, jy tikimykes, vidurkiai ir dispersijos. Imties parametrams nurodyti vartosime
sutrumpinta pazygjima, pvz.,n = 500, (m, o, p) = (0,1,0.3), (20, 5, 0.7) reiks imtj suda-
ryta i$ 500 stebjimuy, kuriy tankis yra Gauso misinio tankis su parametais2, m; = 0,

o1 =0,p; = 0.3, mg = 20,09 =5,py =0.7.

Paklaidos. Tiriamu jveriy tiksluma matavome naudodami kelias paklaidas, pasizymi-
ncias skirtingomis savydmis (Zr. skyriy 2.3). Daugiausiagthesio skygme paklaidoms,
matuojamoms erdvill; ir L, metrikose,

~

(f)y = IIF = flh, (4.1)

€1 f
e(f) = If = fl. (4.2)

o taip pat paklaidai, nuo mastelio nepriklauSaje metrikoje,

F—1

4.3
7 (4.3)

EA(f) =

2

Buvo skatiuojami Siy paklaidy empiriniai analogay, ¢; ir 4, kuriuos ir pateiksime len-
telese.

Skaitiniy metody taikymo ypatybes. Skatiuojant jveCius skaitiniais metodais atsi-
randa Siems metodams b udingy sunkumy. Pavyzdziui, minimizuojant reiskinj reikia pa-
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rinkti argumento intervala ir tasky kiekj, kuriuose bus ieSkomas minimumas. Tokios pat
problemos atsiranda skaiojant integrala.

Branduolio pl@&io funkcijas skaiiavome 25-iuose taskuose, &tytuoser asyje taip,
kad tarp ju b uty vienodas imties elementuy kiekis. Branduolio plotj kituose taskuaSea-skai
vome naudodami tiesing interpoliacija. Skabdami branduolio plgio parametra, mi-
nimumo ieskojome intervaltLX(”g;ﬁX“); X(’”;X‘”] Optimaliy branduolio pléio funkci-
ju reikSmiy ieskojome interval@lhyy (z); 2hnn(2)], Kur hyy(z) — branduolio pl@io
funkcijos reikSn@ gauta naudojant artimiausiy kaimyny metoda. Minimizuodami ir in-
tegruodami reiskinius, tasky kiekj, kuriuose skavome reiskiniy reikSmes, steziges
parinkti derindami sk&iavimo sparta ir tiksluma.

Tirti jver Ciai. Skatiuojant tankio jve€ius vartojome Epagnikovo branduolj, api-
brezta (2.4). Glodinimo proced urose, nusakytose (2.56) ir (2.57), vartojome Parzeno bran-
duolj

1 —62% + g|z|?, kail|z| <1/2,
K(z) =4 2(1—a?), kail/2 < |z| <1, (4.4)
0, kai |z| > 1.
Tyreme Siuos tankio jvérus:

e pastovaus branduolio g kryZminio patikrinimo jvertj apibezta (2.20);

e pastovaus branduolio gim modifikuoto kryZminio patikrinimo jvertj, api@zta
(2.62). Vietoje funkcijosfg(x) (zr. (2.61)) imdavome artimiausiy kaimynu jvertj;
e artimiausiy kaimyny jvertj, api@zta (2.30), kak = n"7 (tokj parametro parinkima

motyvavo atlikti modeliavimo tyrimai);

e artimiausiy kaimynuy jvertj, api@zta (2.30), kai parametrasuvo parenkamas nau-
dojant kryzminio patikrinimo metoda;

e jvertj, pagrista antrosios iSvesdéa vertinimu, kai branduolio plotis ap#iitas (2.38),
(2.46), (2.37), @ = 2;

e tiesioginio pakeitimo jvertj, kurio branduolio plotis apditas (2.54), (2.55), (2.37),
0 A apibrZtas (2.53), kai parametras= 1 (tokj parametro parinkima motyvavo
atlikti modeliavimo tyrimai);

e teorinis pseudo-jvertis.
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Teorinis pseudo-jvertis apibZiamas analogiSkai kaip ir tiesioginio pakeitimo jvertis,
tik iSraiSkose (2.54), (2.55), (2.37) tankio j¢&i keiCiami tikrosiomis tankio funkcijomis.
Teorinj pseudo-jvertj tygme noedami palyginti jve€iy paklaidas su teoriSkai minimalio-
mis paklaidomis. Sis jvertisara tikrasis tankio jvertis, nes jis naudojasi informacija apie
imties skirstin;.

Tyreme ne tik mietus tankio jvetius, bet ir ju modifikacijas. |vé&ius modifikavome
glodindami branduolio pi&io funkcija, remdamiesi (2.56), taikydami multiplikatyvy pos-
linkio sumazinima, apil&Zta (2.31), bei tankio jvéio glodinima, apibezta (2.57). (2.58)
iSraiSkoje naudojome parametia= 0.5, nes funkcijos b udavo pernelyg suglodinamos, kai
imdavome tokj patj glodinimo plotj, kaip ir branduolio plotis.

ApraSydami tyrimo rezultatus vartosime tokius trumpinius:
CVv KryZzminio patikrinimo metodas,

MCV Modifikuotas kryzminio patikrinimo metodas.

Modifikacijas trumpumo élei taip pat sunumeruokime:
1 branduolio pl@io funkcijos glodinimas,

2 multiplikatyvus poslinkio koregavimas,
3 tankio jvecio glodinimas.

Taigi, “artimiausiy kaimyny MCV jvertis mod. 2, 3" reik$ artimiausiy kaimynu jvertj
po multiplikatyvaus poslinkio koregavimo ir tankio @0 glodinimo, kai parametras
parenkamas naudojant modifikuota kryzminio patikrinimo metoda.

Pradiniai tyrimai. Pradinius metody tyrimus atlikome naudodami dvi bandomasias
imtis: n = 500 (m,o,p) = (0,1,1) ir n = 500 (m,o,p) = (0,1,0.5),(20,5,0.5).
Atlikdami Siuos tyrimus pastetjome, kad jvertis, pagristas antrosios iSvesgivertini-
mu, yra nestabilus. Ski&Euodami branduolio plotj, kai kurioms reikSmems gaudavome
apribojimy intervalo[1hxy(z); 4hny(z)] virSutinio galo reikSme, nors optimali rei-
kSme b udavo mazesn |ver€io paklaidas pavyko sumazinti ieSkant minimumo intervale
[%hmv(x); ShNN(x)}, taCiau atliekant kitus tyrimus tekdavo vis siaurinti §j intervala. Jei-
gu metodas ir duodavo stabilius rezultatus, tai jie b udavo nezymiai geresni uz paprastesnio
artimiausiy kaimyny metodo rezultatusel®iy priezasiy toliau Siame skyriuje neaptari-
nesime jve€io, pagrjsto antrosios iSveséia vertinimu.

Tiesioginio pakeitimo metodo parametro parinkimas. Skatiuodami tankio jvert]
tiesioginio pakeitimo metodu turime pasirinkti parametrovartojamo israiskoje (2.53),
reikSme. Tirdami jvertememe jvairias parametro reikSmes. Kai imties parameirai
500 (m, o, p) = (0,1,0.5),(20,5,0.5), metodo paklaidos pateikiamos 4.1 leijel IS len-
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Metodas |« €1 g2 |« £1 £9

Nemodifikuotas 0.4 0.12339 0.028751.1 0.12472 0.02894
Mod. 1,2,3 0.08606 0.02760 0.08137 0.02017
Nemodifikuotas 0.5 0.13388 0.034361.2 0.13209 0.03018
Mod. 1,2,3 0.08387 0.02738 0.08308 0.01997
Nemodifikuotas 0.6 0.13762 0.035111.4 0.15062 0.03509
Mod. 1,2,3 0.08898 0.02796 0.08029 0.01821
Nemodifikuotas 0.7 0.13839 0.035791.6 0.15336 0.03633
Mod. 1,2,3 0.09104 0.02870 0.08199 0.01904
Nemodifikuotas 0.8 0.13261 0.032721.8 0.15910 0.03905
Mod. 1,2,3 0.09567 0.03045 0.08347 0.01978
Nemodifikuotas 0.9 0.12941 0.030782.0 0.17414 0.03968
Mod. 1,2,3 0.08857 0.02492 0.08548 0.02054
Nemodifikuotas 1.0 0.12628 0.029622.2 0.20621 0.04408
Mod. 1,2,3 0.08440 0.02214 0.09030 0.02100

4.1 lenteé: Tiesioginio pakeitimo metodo parametrgarinkimas.

teles duomeny matome, kad paklaidos kinta be aiSkios priklausesnyboo. Panasus
rezultatai buvo gauti naudojant imtis su kitokiais parametrais. Jei bandytume analizuoti
Siuo metodu apskéiuotas branduolio pl@o funkcijas, tai pastedtume, kad naudojant per
daug mazas parametro reikSmes gaunamos neglodzios funkcijos su daugybe lokaliy ekst-
remumuy, nors Sie ekstremumai nedaug nutole nuo vidstinnkcijos reikSras. Per daug
padidinus parametra, apskaiotas branduolio plotis b'una didesnis uz optimaly, ir meto-
do paklaidos pradeda ditl. IS pradziy per didelj tankio funkcijos suglodinima kompen-
suoja multiplikatyvus poslinkio sumazinimas, &dnodifikuoto jvetio paklaidos digja
leCiau. Parametruiv parinkti buvo bandomas taikyti MCV metodasCitu ir jis pastebi-
mai nepagerino jvé&io, o tik prailgino skatiavimo laika ir pada jvertj ne tokiu stabiliu.
Atsizvelgiant | tai, \elesniuose tyrimuose naudojome= 1.

Artimiausiy kaimyny metodo parametro parinkimas. Artimiausiy kaimyny meto-
das priklauso nuo parametko Parametras daznai iSreiSkiamas

k=nl, 0<l<1. (4.5)

Tuomet turime pasirinkti laipsnio rodikl; Tyreme artimiausiy kaimynuy metoda, kuriame
branduolio plotj parinkome naudojant atstumakiojo kaimynod,(x), aprasyta 2.2 sky-
riuje, bei artimiausiy kaimyny metoda, kuriame branduolio plotis buvo parenkamas naudo-
jantk kaimynuy plotjpx (), apibeZzta 2.3 skyriuje.
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Metodas [ Artimiausiy kaimyny Artimiausiy kaimynu
metodas naudojanti,(x) metodas naudojantjs.(x)
€1 €2 €A €1 €2 €A

Nemodifikuotas| 0.5 | 0.21211 0.09664 0.315260.22392 0.10132 0.30994
Mod. 1,2,3 0.23153 0.11253 0.327680.25323 0.11730 0.35052
Nemodifikuotas 0.55| 0.19518 0.08275 0.303340.19313 0.08480 0.26381
Mod. 1,2,3 0.20652 0.09758 0.285000.21495 0.09938 0.29591
Nemodifikuotas 0.6 | 0.17662 0.06365 0.312370.16565 0.06505 0.21930
Mod. 1,2,3 0.18225 0.07683 0.238990.18868 0.07885 0.24166
Nemodifikuotas 0.65| 0.16446 0.05137 0.370910.14068 0.05048 0.19520
Mod. 1,2,3 0.15454 0.06035 0.208820.15807 0.06210 0.20169
Nemodifikuotas 0.7 | 0.15211 0.04033 0.468780.11401 0.03497 0.18624
Mod. 1,2,3 0.11908 0.04052 0.172990.11934 0.04303 0.16914
Nemodifikuotas 0.75| 0.18230 0.04437 0.763770.10691 0.02649 0.21268
Mod. 1,2,3 0.09307 0.02797 0.183710.08669 0.02941 0.13917
Nemodifikuotas 0.8 | 0.22730 0.05487 1.109460.16442 0.03974 0.60241
Mod. 1,2,3 0.09842 0.02827 0.2151/90.08980 0.02770 0.17507
Nemodifikuotas 0.85| 0.35156 0.07893 2.100720.25180 0.05663 1.18909
Mod. 1,2,3 0.11028 0.02417 0.2731]90.08976 0.02073 0.17512
Nemodifikuotas 0.9 | 0.84890 0.23351 5.095820.80400 0.21112 6.83276
Mod. 1,2,3 0.87233 0.23554 5.473860.73636 0.20570 6.02714

4.2 lentek: Artimiausiy kaimyny metodo jvéiy paklaidy priklausomybe parametro

Tyrimai paroa, kad Sis metodasena jautrus: parametro parinkimui. Kai imties t uris
n = 500, metodas duoda panasias paklaidas tiek sd 22 (I = 0.5), tiek suk = 144
(I = 0.8), ir Sios paklaidos skiriasi nuo optimaliy 30%-50% (zr. 4.2 lentele). Optimalios
nemodifikuoty paklaidy reikSes pasiekiamos kai= 0.7, o modifikuoty — kail = 0.75.
Parametrg bandeme parinkti kryZzminio patikrinimo ir modifikuotu kryZminio patikrini-
mo metodu. Modifikuoto kryZminio patikrinimo metodo rezultatai nebuvo geri. Tajgal
nulemti kelios priezastys. Visy pirma, modifikuotam kryzminio patikrinimo metodui rei-
kalingas pagalbinis '[vertigo(x). Kadangi Siuo jvetiu laikeme patj artimiausiy kaimyny
metodo jvertj, tai gaudavome blogus paklaidy ¢ies. Be to, 4.2 lentéje matome, kad
paklaidas 4, maziausia, kai = 0.55, taCiau kitos paklaidos minimizuolamdsreikSme
yra didese. GrafiSkai palyginus tankiy jvéius buvo pasteita, kad MCV b udu parinkus
glodinimo parametra buvo gaunami neglod us, daug lokaliy ekstremumuy turintys tankio
jverCiai. Taigi Sis metodasara tinkamas Siam glodinimo parametrui parinkti.

Taikant kryZminio patikrinimo metoda baadhe rasti optimalia paramettoeikSme in-
tervale[0.5; 0.8], taCiau taip parinkdami parametra dazniausiai gaudavome didesnes paklai-

56



Metodas MiSi-| Pastovaus pltio CV metodas Pastovaus plto MCV metodas
nys h €1 E92 h €1 Eg
Nemodifik. Al | 0.87955 0.07646 0.038780.36236 0.08993 0.05255
Mod. 1,2,3 0.05210 0.03043 0.11241 0.06600
Nemodifik. A2 | 0.91632 0.12076 0.026761.10808 0.11448 0.02582
Mod. 1,2,3 0.13055 0.03287 0.11557 0.02673
Nemodifik. B5 | 0.34965 0.16660 0.038381.05659 0.11917 0.03008
Mod. 1,2,3 0.19241 0.04472 0.10573  0.02558
Nemodifik. D1 | 0.34013 0.21840 0.040131.10138 0.12035 0.02567
Mod. 1,2,3 0.25878 0.04820 0.12055 0.02297
Nemodifik. D2 | 0.72827 0.19290 0.0371381.35658 0.16606 0.03772
Mod. 1,2,3 0.20899 0.03979 0.17042 0.03606

4.3 lenteé: Kryzminio patikrinimo metodo ir jo modifikacijos palyginimas.

das, negu naudodarhi= 0.7. Todel artimiausiy kaimyny metodo su parametru, parinktu
kryZzminio patikrinimo b udu, detaliau neapt&sime.

KryZzminio patikrinimo ir modifikuoto kryzminio patikrinimo metody palygini-
mas. Pastovaus branduolio g tankio jvetius skatiavome dviem budais: kryZminio
patikrinimo ir modifikuotu kryZminio patikrinimo. Naudodamiesi Siy j¥ier paklaidomis
galesime palyginti Siuos parametry parinkimo metodus, nes, kaip buvetanauksiau,

Sie metodai nepagerino artimiausiy kaimynu ir tiesioginio pakeitimcCijyerKai kuriy
misiniy tyrimo rezultatai pateikti 4.3 lentgk.

Pastebjome, kad taikydami tiek kryZminio patikrinimo metoda (Zr. miSinius B5, D1),
tiek modifikuota kryzminio patikrinimo metoda (zr. miSinj A1) kartais gauname per mazas
parametroh reikSmes ir tai réiau atsitinka naudojant MCV metoda. Kaip ir éjlomes,
nemodifikuotu kryZminio patikrinimo metodu rastas branduolio plotis yra Siek tiek mazes-
nis. Taip yra toél, kad kryZminio patikrinimo metodas labiau prisitaiko prie kompoasnt
turinios “siauresne” tankio funkcija (atitinkaios klasterj su mazesne dispersija), o to-
kios komponer#s tankiui jvertinti reikia naudoti siauresnj branduolj. Rezultatai yra truputj
netiketi tuo, kad modifikuoto metodo paklaides yra taip pat Siek tiek mazess, negu
nemodifikuoto, nors b utent nemodifikuotas metodas vertina ir minimizujaklaidas, o
modifikuotas minimizuoja 4 paklaidos jvetius.

|verCiy tyrimas parod, kad branduoliniams tankio jw@ams, kuriy branduolio plotis
fiksuotas, neverta taikyti multiplikatyvaus poslinkio sumazinimo ir tankiogweglodi-
nimo proced ury, nes taip modifikuoto @er paklaidos padigja. 4.3 lentadje pamirety
miSiniy sucktis:
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Metodas Pak- Imties turis
laida 50 100 200 500 1000 2000

Pastovaus e; | 0.41806 0.25784 0.19738 0.11448 0.11917 0.08528
ploCio MCV | e, | 0.09935 0.05948 0.04468 0.02582 0.03008 0.02106
Artim. kaim. | ¢; | 0.30593 0.18272 0.14370 0.11908 0.10868 0.09009
mod. 1,2,3 g9 [ 0.09368 0.047900.03244 0.04052 0.02921 0.02492
Ties. pakeit. | ¢; | 0.34128 0.22402 0.11071 0.08440 0.07260 0.05081
mod. 1,2,3 g9 | 0.09687 0.070350.02794 0.02214 0.02090 0.01674

4.4 lentek: Metody tikslumo priklausomybnuo imties t urio.

e Al: n =500, (m,o,p) = (0,1,1);

o A2: 1 =500, (m,o,p) = (0,1,0.5), (20,5,0.5);

e B5: 1 = 1000, (m, 0, p) = (0,1,0.5), (20,5,0.5);

e D1: 71 = 1000, (m, 0, p) = (0,1,0.3333), (—10,3,0.3333), (25, 7,0.3333);

o D2: 1 = 1000, (m, o, p) = (0, 1,0.25), (—20,4,0.25), (15,7,0.25), (30,2, 0.25).

lvertinimo kokyb és priklausomybes nuo imties t urio tyrimas.Sio tyrimo metu tik-
rinome, kaip imties turis jtakoja @y paklaidas. Tyrime vartojome miSinj, sudaryta i$
dviejy skirtingo glodumo komponény: (m, o, p) = (0,1,0.5), (20, 5,0.5). Tankio jverti-
nimo metody paklaidos pateiktos 4.4 leefel Tyrimai parod, kad esant nedidains im-
tims geresni rezultatai gaunami naudojant modifikuota artimiausiy kaimyny metoda, o kai
imtys dideks, patartina naudoti modifikuota tiesioginio pakeitimo metoda. Tirdami imtis,
sudarytas i$ didesnio kompor@n kiekio, pastebjome, kad tiesioginio pakeitimo metodo
paklaidos mazews uz kity metoduy paklaidas, kai komponentei tenka 150 ir daugiau imties
tasky.

Skirtingo glodumo tankiy jvertinimo tyrimas. Yra zinoma, kad pastovaus branduo-
lio plocio tankio jvetiai neblogai vertina tankius, kuriy glodumas jvairioms argumento
reikdmems nedaug skiriasi. Sio tyrimo tikslas — nustatyti kaip kintagitgtikslumas, kai
tankio glodumo savyés kinta. Atsitiktires imtys buvo sudaromos, K&nt misinio kom-
ponertiy dispersiju santyki; /o9 ir didinant atstuma tarp komponé&n vidurkiy. Metody
paklaidos pateiktos 4.5 lenggé. MiSiniy parametrai yra tokie:

e Al: n =500, (m,o,p) = (0,1,1);
o C2:n =500, (m,o,p) = (0,1,0.5), (2,3,0.5):
e C3:n =500, (m,o,p) = (0,1,0.5),(5,3,0.5);
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Metodas| Pastovaus pldo | Artimiausiy kaimynu| Tiesioginio pakeitimo
MCV metodas | metodas, mod. 1, 2, Bmetodas, mod. 1, 2, 3
€1 €2 €1 €2 €1 €2

Al 0.08993 0.05255%0.13957 0.10025| 0.04976  0.03014

Cc2 0.08411 0.02874 0.11552 0.05143| 0.07199  0.02502

C3 0.08311 0.024670.13175 0.04798| 0.07665  0.02535

C4 0.10056 0.027710.12138 0.04208 | 0.07480 0.02199

C5 0.11783 0.02884 0.12061 0.03843| 0.07988 0.02169

A2 0.11448 0.02582 0.11908 0.04052 | 0.08440 0.02214

C7 0.13606 0.03096 0.11858 0.03698 | 0.07777  0.02049

C8 0.15521 0.03252 0.11915 0.03661 | 0.07861  0.01997

4.5 lenteé: Metody tikslumo priklausomybnuo tankio glodumo kitimo.

C4:n =500, (m,o,p 0,1,0.5),(10,3,0.5

e C5:n =500, (m,o,p 0,1,0.5),(16,4,0.5

)
)
)
0,1,0.5), (30,7,0.5);

( )= ( ) (
( )= ( ) (
o A2:n =500, (m,0,p) = (0,1,0.5),(20,5,0.5
e C7:n =500, (m,o,p) = ( ) (
( )= ( ) (

e C8:n =500, (m,o,p 0,1,0.5), (40,10, 0.5).

Lentekje pateikti duomenys rodo, kad pastovaus branduoliGipioertis tikslesnis uz
adaptyvyjj artimiausiy kaimynuy jvertj paklaidas prasme, kol tankio glodumo savgb
lvairiomsz nesiskiria daugd < 5). Didejant skirtumui tarp glodumo savybiy, pastovaus
plocio MCV metodo paklaidos di&a, o artimiausiy kaimyny metodo negd. Tockl, kai
glodumo savybs pakankamai skirtingos (misiniai C7, C8), tikslesni rezultatai gaunami
naudojant artimiausiy kaimyny tankio jvertinimo metoda.

Modifikuoto tiesioginio pakeitimo metodas yra tikslesnis uz kitus metodus:tigiek
9 paklaidy prasme.

Modifikavimo proced ury efektyvumo analiz. Tankio jve€iy kokybe bandme pa-
gerinti taikant papildomas jvéiy modifikavimo proced uras: branduolio @glodinima,
multiplikatyvy poslinkio koregavima ir tankio jvéio glodinima. Tam, kad jvertintume Siy
proced ury efektyvuma, apskaiokime vidutires paklaidos sumajima po proced uros pri-
taikymo. 4.6 lentadje pateiktos nemodifikuoto tiesioginio pakeitimo metodo ir visy jo mo-
difikaciju paklaidy reikSras, bei paklaidy reikSmiu vidurkiai. Remdamiesi Siais dydZiais
galime apskdiiuoti modifikavimo proced ury efektyvuma. Pirma, antra i¢itranodifi-
kacijose; paklaidas sumazino atitinkamaio58, 1.524 (1) ir 1.042 karto, o=, paklaidas
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Mis- | Be modifikaciju Mod. 1 Mod. 1, 2 Mod. 1, 2, 3

inys €1 €9 €1 €9 €1 €9 €1 €9

Al | 0.06617 0.033370.07373 0.03433 0.05437 0.03188 0.04976 0.03014
C2 |0.10742 0.03973 0.10569 0.03608 0.07470 0.02635 0.07199 0.02502
C3 | 0.12497 0.037750.10889 0.03117 0.07850 0.02761 0.07665 0.02535
C4 | 0.13065 0.03568 0.11952 0.03239 0.07808 0.02403 0.07480 0.02199
C5 |0.14356 0.03652 0.13396 0.03292 0.08244 0.02391 0.07988 0.02169
A2 | 0.12628 0.02962 0.12151 0.02725 0.08689 0.02459 0.08440 0.02214
C7 |0.14754 0.035510.14064 0.03208 0.08161 0.02308 0.07777 0.02049
C8 | 0.15104 0.03565 0.13913 0.03103 0.08203 0.02267 0.07861 0.01997
g 0.12470 0.035470.11788 0.032150.07732 0.02551 0.07423 0.02334

4.6 lenteé: Modifikacijy efektyvumo tyrimas.

atitinkamai1.103, 1.260 ir 1.093 karto. Atlikus visas modifikacijas; ir ¢ paklaidos su-
mazjo 1.680 (1)ir 1.519 (') karto. Tai rodo, kad Sios modifikacijos, o ypmultiplikatyvus
poslinkio sumazinimas, Zymiai pagerina juier kokybe.

Taikydami Sias proced uras kitiems tankio ¢v@ms, detaliau iStgme ju savybes. Mul-
tiplikatyvaus poslinkio koregavimo proced ura sumazina tik pakankamai glodzgijyjver
paklaidas. Si proced ura sumazina tankioGizegloduma, todl taikant ja neglodiems jve-
rCiams, pastarieji yra dar labiau iSkraipomi ir paklaidos paid Tai lengva pasteéti
tiriant artimiausiy kaimynuy jvertj, kurio gloduma kKeéame keisdami parametia Mul-
tiplikatyvaus poslinkio redukavimo proced urara tinkama pastovaus branduolio @it
tankio jve€iams, nes kai kurioms argumento reil&ms jy glodumas ara pakankamas.
Papildoma tankio glodinimo operacija reikalinga tam, kad atstatytumetaiglodumo
sumazjima.

Branduolio pl@io glodinimas sumazina jvéiy paklaidas beveik visais atvejais. Pa-
steleta, kad jis kartais nezymiai pablogina tik teorinio pseudoéjeesavybes. Tai yra
nat uralu, nes Sio pseudo-®erbranduolio plotis yra teoriSkai optimalus ir jo koregavimas
turety padidinti jve€io paklaidas.

Tiesioginio pakeitimo jvercio ir teorinio pseudo-jvercio palyginimas. Tirdami teo-
rinj pseudo-jvertj galime suzinoti kiek musuy sukurtas jvertis “atsilieka” nuo teoriSkai pa-
siekiamos ribos. Kai kuriems miSiniams gautos ¢igmpaklaidos pateiktos 4.7 lenspé.
Pastaba: miSiniy sedj galite rasti prie 4.3 lente$ analies. IS lentadje pateikty duomenuy
galime apskaiiuoti, kad nemodifikuoto jvé&io kokybe blogese uz teoriSkai pasiekiama
1.288 karto pagad; ir 1.344 karto pagat, paklaida. Palygine modifikuoty metoduy vidu-
tines paklaidas pastebime, kad jvertis blogesnis uz pseudo-jvertj tik 1.017 karto pagal
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Metodas MiSinys Tiesioginio pakeitimo jvertis Teorinis pseudo-jvertis
€1 €2 €1 €2
Nemodifikuotas Al | 0.06617 0.03337 0.05721 0.03032
Mod. 1, 2, 3 0.04976 0.03014 0.05472 0.03176
Nemodifikuotas A2 | 0.12628 0.02962 0.09519 0.02307
Mod. 1, 2, 3 0.08440 0.02214 0.07314 0.02360
Nemodifikuotas B5 | 0.14638 0.04135 0.07834 0.01960
Mod. 1, 2,3 0.07260 0.02090 0.06700 0.01836
Nemodifikuotas D1 | 0.14724 0.03073 0.11080 0.02107
Mod. 1, 2,3 0.08703 0.01963 0.08481 0.01917
Nemodifikuotas D2 | 0.17055 0.03377 0.16840 0.03161
Mod. 1, 2,3 0.12200 0.02884 0.12897 0.02890

4.7 lentek: Tiesioginio pakeitimo jvéio ir teorinio pseudo-jvéio palyginimas.

paklaida, bet geresnis uz jj pagalpaklaida.

Grafinis tankio jver iy palyginimas. Tankio jvegiai turi b uti ne tik optimal us jvairiy
paklaidy prasme, bet ir gerai atitikti tikrojo tankio forma. ®&bgverCiai buvo tikrinami
vizualiai. Tyrimai paroé, kad tiesioginio pakeitimo jvérai gerai atitinka tikraja tankio
konfig uracija, pastovaus plo jverciai blogai vizualiai atspindi miSiniy komponentes su
didele dispersija, o artimiausiy kaimyny metodas iSkraipo tankio forma misinio kompo-
nertiy tankio virSuese. Pateiksime kai kuriy tankio funkciju jé&y grafikus. Imties
parametrai yran = 500, (m,o0,p) = (0,1,0.5),(20,5,0.5). Pastebsime, kad 4.1 pav.
parodytu atveju, tiesioginio pakeitimo metodo paklaidps <, yra Siek tiek dideses, ne-
gu pastovaus plo kryZzminio patikrinimo metodo, faau tiesioginio pakeitimo metodo
jvertis geriau atitinka tikrojo tankio forma.

4.2 Daugiam&io Gauso miSinio analizs proced ury tikslumo tyrimas

Siulomi daugian@o Gauso miSinio identifikavimo ir duomeny klasterizavimo me-
todai buvo tiriami Monte-Karlo metodu. Buvo generuojamos atsitédgimmtys (1.4) su
nepriklausomais stefimas pasiskif&usiais pagal Gauso misinio skirstinj. Norint jvai-
riapusiSkai istirti si ulomus metodus, buvo varijuojama imties dydziu, klasteriy kiekiu, juy
tikimybemis, vidurkiais ir kovariaciemis matricomis, stengiantis amti jvairias misinio
konfig uracijas: atsiskiri&ius klasterius, persidengusius klasterius; panaSius klasteriy svo-
rius, reikSmingai skirtingus klasteriy svorius; mazas, dideles imtis ir pan.
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4.1 pav.: Tankiy jvagiai gauti tiesioginio pakeitimo metodu (tasSkitinija) ir pastovaus
plocio kryZminio patikrinimo metodu (iStismlinija).

Paklaidos. Kadangi tikrasis imties skirstinys buvo zinomas,gjaine suskdiuoti jve-
rciy paklaidas ir jas lygindami dame iSvadas apie jv@r kokybe. Tiriamiems metodams

palyginti naudojome kelias paklaidas. Stg¢imy klasterizavimo kokybei jvertinti naudojo-
me viduting negriezto klasifikavimo paklaida

q
& =B [7(j,X) - 7(j, X)] (4.6)
=1
ir griezto klasifikavimo paklaida
ey = P{v(X) # v(X)}. (4.7)

Parinkus modelio paramettair imties t urjn, generuojamos nepriklausomos atsitiksn
imtys X = (X©)(1), ..., X®)(n)), s = 1, r ir randamos nagrigjamy jvetiy realizacijos.
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Tuomet skatiuojami paklaidy (4.6) ir (4.7) empiriniai analogai
1
= — 7O, X)) — 75, X 4,
T _Z (70, X)) — (5, X ()], (4.8)

(4.9)
Siame darbe visuose eksperimentuose 10
Praktikoje gali b uti sutinkamas ne tik klasifikavimo uzdavinys, bet ir Gauso miSinio

parametry arba tankio jvertinimo uzdavinys. Kadangi panasius tankius galima nusakyti
visai skirtingais parametrais, tai tikslumui jvertinti naudosimeatstuma tarp tankio ir jo
jvercio

esz/U%w—ﬁ@Wd%

Rd

(4.10)

Siekdami palyginti jvetiy tiksluma srityse, kur tankio reik&nyra dideé (tokiy jveciy
aktualumas pagristas [142]), naudosime paklaida

@ﬁ:E/(mw—ﬁ@»W@Mm

R4

(4.11)
Siy paklaidy empiriniai analogai skawojami naudojant formules
cn = 1 Y [U @) - folw) da, (4.12)
s=T,rpa
o = Z( (XO0) = (X)) 413)
Pastebsime, kad pasinaudojus savybe
/ (23 My, Ry) (e My, Ro) dir = (M, — My; 0, Ry + Ry), (4.14)
Rd
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iSraiSkoje (4.12) esantj integrala galime suskaiti analitiSkai

2

/(f@(m) — fo(x))? dx = / (lsz% gpigpi(aﬁ)> dx =

Rd

q
— N6 / Gi@), () dr —2 S P, / Bi(@)p;(x) du

ivjzl Rd ﬁ Rd

+ Z pip; / o) da (4.15)

i,7=1

q
= ) _Dbibjp(M; — Mj;0, R; + R;j) — 2 A'pj @(M; — Mj;;0, R; + R;)

1,j=1

oL .
Il

“\
-Q‘m

q
+ > pipy (M = M;;0, R, + R))
ij=1
Jeigu metodas nevertina parametr@ yra randamas neparametrinis tankio jvertis, tai
iSraiSka (4.12) k&iama

(FOXO0) ~ fo(xO1)

L2 = — Z 7 (X (1) ; (4.16)

o iSraiSkoje (4.13) parametrinis tankio iverﬁé@ keiCiamas neparametriniﬁs).

Modeliavimo tyrimai parod, kad paklaidos, ir ¢, elgiasi panaSiai, t.y. metodai, tiks-
I'us vienos paklaidos prasme, bus tiksl us ir kitos paklaidos prasme. Daugelyje atvejuy pa-
nasiai elgiasi ik, beic o paklaidos. Past&sime, kad maksimalaus éinumo medodo
jvertis paprastai b udavo tiksliausiasir ¢, prasme, téiau kartais nusileisdavo kitiems
jverCiamse, (ir dar dazniaw,) prasme.

Tirti metodai. ApraSyti metodai gali b uti jvairiai kombinuojami siekiant pagerin-
ti jverCio kokybe. Pazymsime aukS&iau aprasSytus metodus, kad g@aime sutrumpintai
uzraSyti suétinio metodo schema. ApraSyti metodai remiasi viendagmduomeny klas-
terizavimo paketu, sukurtu Matematikos ir informatikos institute Taikomosios statistikos
skyriuje. Sis stegjimy klasterizavimo paketas remiasejdmis, aprasytomis [142]. Jeigu
tiriami metodai naudoja ne tikrus vienatiga duomeny projekcijy parametry jbéus, gau-
tus naudojant mieta paketa, o pseudo-j\@us, gautus EM algoritmu, paleistu i$ teoriniy
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wn

, Ly. pvz.,L/§15 reiks, kad nau-
dojamas maziausiy kvadraty metodo jvertis, naudojantis duomenuy viéngaprajekcijy
pseudo-jvetius. Pastebsime, kad miatieji pseudo-jveiiai yra maksimalaus tétinumo
metodo jve€iai. Naudosime Siuos pazygjimus:

parametro reikSmiu, vir$ proced ury 8smme zenkla

Zymuo Apibezimas

EM Rekurentinis EM algoritmas apigztas (1.10) ir (1.13)

I Tankio jvertinimas, pagrjstas apvertimo formule ir apitas
(3.37)

LSP Maziausiy kvadraty metodo jvertis, pagristas atstumuy tarp projek-
tuoty parametry minimizavimu, ap#ittas (3.38)

LSD  Maziausiy kvadraty metodo jvertis, pagrjstas atstumuy tarp projek-
tuoty tankiy minimizavimu, apileztas (3.41)

G Geometrinis klasterizavimo metodas, aprasytas skyriuje 3.3

Siulomuy statistiniy proced ury kombinacijas ggime atskiras proced uras skirdamf."
Pvz.,G — EM reikS metoda, kai stefimy klasifikavimas randamas geometrinio klasteri-
zavimo b udu, ir Sis rezultatas naudojamas kaip pradinis taSkas EM algoritmui.

Mineti duomeny analgs metodai buvo lyginami su maksimalaugtikumo jvertiniu.
Pastarasis buvo rastas naudojant EM algoritma i teoriniy parametro reikdmiy. Sj pseudo-
jvertinj zymesimeM LE.

I metodas. Apvertimo formule pagristas metodas turi glodinimo paramétravio-
deliavimo tyrimai parod, kad Sis metodas yra jautrus parametro parinkimui — parinkus
per mazah reikSme jvertis tampa labai neglodziu ir turi dideles paklaidas. Pernelyg su-
glodinus tankio jvertj, jo kokyb labai nenuketia. Atliekant tyrimus buvo pasteba, kad
jvertis tampa neglodziuel to, kad kai kuriose kryptyse, stejimy projekciju reikSras yra
panasios, ir klasterizavimo proced ura iSskiria mazo svorio klasterius su mazomis dispersi-
jomis. Tockl vienas i$ b udy padaryti tankj glodesniu yra nenaudotickgygu dispersija
ar svoriu, mazesniais uz pasirinkta minimalia reikSmeidataip iSmetant kryptis galime
iSmesti visa sritj, todl si ulome naudoti glodinimo parametraGlodinimo plotjh logiSka
parinkti proporcinga pradiniy duomenuy iSsibarstymui (mastelio parametrué), sodlome
naudotih = cv/Apaz, KUr \,q, yra duomeny kovariacés matricos didZiausia tikrénrei-
kSme. Metodo paklaidy priklausomgls grafikai keliems i tirty pateikti 4.2 paveikhlje.
Optimali ¢ reik8me daugelyije i8S tirty atvejy priklagsntervalui[0.002; 0.02], todel galima
naudoti pvz.c = 0.015. Pastebsime, kad netgi suglodinus tankio jvertj, vis tiek iSlieka
svyruojartios Sio jvetio “uodegos”, kurios kai kurioms argumento reik&ms jgyja nei-
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Paklaida

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
c

4.2 pav.: Paklaidg s ir £15 priklausomyl@ nuo glodinimo parametro Pateikiami grafi-
kai gauti esant kelioms skirtingomgeikSmems. IS grafiky matome, kad, - paklaida yra
maziausia, kaié ~ 0.1, 07, maziausia, kat =~ 0.5. Ordin&iuy asSies mastelis skirtingiems
grafikams yra skirtingas.

giamas reikSmes. & Sios prieZasties negalime tiksliau parinkti glodinimo parametro
naudodamiesi ti&tinumo funkcija. Be to, esant didwhs santykiams paklaidoms, jvéio
“uodegos” zymiai padidina paklaidi}, dydj, norses . paklaidy prasme Sis metodas gali
konkuruoti su kitais. Todl galime daryti iSvada, kad metodaginkamas tankiui vertinti
ten, kur tankio reikSm yra dideé.

Taip pat modeliavimo tyrimai par@d kad norint gauti pakankamai tikslidsmetodo
jvercius, reikia naudoti didelj projektavimo krgpy kiekj, pvz., 10000 krypiy.

Panaudoti apvertimo formule pagristo metodo duomenims klasterizuoti nepavyko. Bu-
vo testuotag metodas, kuris naudojo suderintus tarpusavyjee&git@ln projekciju pasi-
skirstymo parametry maksimalauséilkhumo pseudo-jvéius, t&€iau pakankamai tiksliai
jvertinti atskiry klasteriy tankio dedamyjy nepavyko — jy reil&nbuvo labai neglodzios
ir paklaidos b udavo kelis ar net keliolika karty didesnei kity tankio jvertinimo metody.

LSP metodas. Siekiant iSsiaiskinti metodo galimybes buvo tiriamas pseudo-jvertis
ZTS*TD, kuris buvo paremtas vienaiais maksimalaus té&tinumo metodo jvediais. Mo-
deliavimo tyrimas parog, kad Sis metodas visais atvejais nusiledd. £ jverCiui, ta€iau
patikslinus jj£ M algoritmu, buvo gaunamas maksimalaugtikumo metodo jvertis.

TaCiau vienas i$ Sio metodo tr ukumy yra tas, kad jam reikalingi suderinti kryptyse duo-
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menuy projekciju parametry jv&@ai, o tam reikia tueti pagalbinj pradinj duomenu suskal-
dyma. To@l Sis metodas gali b uti tik naudojamas derinant jj su kitais metodais, pvz.,
geometrinio klasterizavimo algoritmu.

Pakankamas pasirinkty krifu kiekis reikalingas Siam metodui yra mazesnis, négu
metodui. Kaidim X = 5, pakakdavo naudoti 1000 projektavimo kéyp.

LSD metodas. Sis metodas pranaesnis OF P metoda tuo, kad nereikalauja, kad
projektuoty stebjimy pasiskirstymo parametry j\@ai b uty suderinti, tau tai yra itera-
cinis parametro jvéio patikslinimo metodas, ir jam reikalinga pradiparametro reikSm
Savo tyrimuose pradine parametro reikSmedaile M/ LE jvertin] (kuris praktikoje gali
b uti randamas pvz., derinant geometrini klasterizavinig\if algoritma). Tyrimas paro-
de, kad kai kuriems miSiniams metodas duoda tikslesnius parametijuigz€m usuy tirty
keturiy paklaidy prasme), negu LE jvercio. TeCiau kitais atvejais metodas nebuvo toks
tikslus. Viena i$ galimy to priezés) gali b uti tai, kad..S D metodu minimizuojami nuo-
stoliai nera L2 nuostoliai tarp tankio ir jos jvé&io. Geresniy rezultaty b uty galimagtiis
minimizuojantL2 paklaida

[ (Fw) = rta))" e = ]o £(tr)) u du

R4 77|

Z/ )dldu

TeT

(4.17)

Galime sgti, kad svories funkcijos naudojimas po integralo Zzenklu gali pagerirftiD
metoda, téiau tai reikalauja papildomy tyrimy. Tiesiogiai panaudotas daugikli$ ne-
duos rezultato, neg(tr) # f.-(t).

Siam metodui, kaip ilLSP, kai dimX = 5 pakakdavo naudoti 1000 projektavimo
krypCiy.

G metodas. Geometrinis duomenuy klasterizavimas — vienas i§ metody, kuriam ne-
reikia suderinty duomenu projekciju pasiskirstymo parametrcCiyetocel jis gali b uti
naudojamas kaip pradinis jvertis daugiahnane duomeny suskaidymeeNau G metodu
gauti jvegiai gali b uti tikslinami kitais metodais.

Buvo pasi ulytos keliog, ir p pseudoatstumy funkcijy api#atimo alternatyvos. Atlie-
kant modeliavimo tyrima buvo stengiamasi iSsiaiskinti, kuria Siy funkciju naudoti norint
pasiekti tiksliausiy rezultaty. Buvo pastth, kad naudojant iSraiSkas (3.65) ir (3.66) gau-
nami panas us rezultatai.
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4.3 pav.: Logaritmuotos té&tinumo funk- 4.4 pav.: Logaritmuotos t&¢inumo funk-
cijos reikSnes priklausomybe nuo geo-cijos reikSnes priklausomybe nuo geo-
metrinio klasterizavimo algoritmo para-metrinio klasterizavimo algoritmo para-
metroa. metrop.

Pseudoatstuma tarp daugiathgastelejimy gakjome apibezti naudodami (3.68) arba
(3.69). Be to, abiem atvejais buvo sprendziamas metodo parametry parinkimo klausimas:
reikejo parinkti parametra arbap. Modeliavimo tyrimas parag kad optimalios Siy pa-
rametry reikSras dazniausiai priklauso intervalamse [0,0.25] ir p € [2,8]. Kadangi
vienas i$ pagrindiniy disertacinio darbo uzdaviniy yra pasi ulyti algoritma pradinei EM al-
goritmo parametro reikSmei parinkti taip, kad Sis algoritmas konverguoty | MTM jvertj, o
pasirinkimo kriterijumi galime naudoti té&tinumo funkcija, tai si ulome §j metoda derinti su
EM algoritmu, t.y. naudoti — £ M metoda, o nezinomus parametrus parinkti iS nurodyty
intervaly, remiantis tigtinumo funkcijos reikSme. Paveikdiuose 4.3 ir 4.4 vaizduojamos
G metodo logaritmuotos tétinumo funkcijos reikSms priklausomai nuo parametsur p
parinkimo.

Pastebsime, kad daugelyje tirty atvefyy — M metodas duodavo tokj pat rezulta-
ta kaip ir M LE jvertinys, toal siulome §j metoda naudoti konstruktyviam maksimalaus
tiketinumo metodo jveéiui skaciuoti.

Palyginimas su kitais algoritmais. Si ulomy metody tikslumas buvo lyginamas ne tik
su MTM jvertiniu, bet ir su atsitiktinio starto procedura. Sis procedura naudojama EM
algoritmui inicializuoti, ir ji yra yp& populiari statistine programéje jrangoje. Tam, kad
iSvengti centries ribires teoremos pasireiSkimo, kai atsitiktinai parinkus pradinjegieb
mu suskaldyma, miSinio kompon&g parametrai tampa panasiais, buvo naudojama tik
dalis imties tasky parametrui inicializuoti (angubsamplinyj taip kaip rekomenduojama
[111]. Daugelyje tirty atveju EM algoritmui startuotant i$ atsitiksnmiSinio parametro
reikSmes, MTM jvertinys buvo randamas per 20-200 atsitiktinio starto bandymtiada
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4.5 pav.: Atsitiktinio starto ir geometrinio klasterizavimo proced ury palyginimas. EM algo-
ritmas buvo pradedamas nuo pragrparametro reikSmes, kuri randama naudojanétas
proced uras. Grafike agiths klasifikavimo tiksluma atspindiios paklaidos ..

jei apriorines klasteriy tikimyks skirdavosi reikSmingai, atsitiktinio starto proced ura ne-
rasdavo klasterio, kurio tikimydmaza, net jei proced ura buvo kartojama labai daug karty
(buvo bandoma 4000 atsitiktinio starto tasky). Sio modeliavimo tyrimo rezultatai pateikti
4.5 paveikstlyjel. Taskai pazyrati 1, 2, ir 3 atitinka miSinius su reikSmingai skirtingomis
klasteriy tikimykemis. Esant tokioms parametry reik&ms, geometrinio klasterizavimo
proced ura inicializuota EM algoritmas yra tikslesnis nei inicializuotas atsitiktinio starto
proced ura. Kitais atvejais (taskai 4, 5 ir 6) abi proced uros uZztikrino miSinio parametry
konvergavima | MTM jvertinj, toél abiejy metodu paklaidos yra lygios ir tasSkai i&sitp

ant pusiaukampies.

Tirty miSiniy klasteriy tikimykes. MiSinys 1. = 2, p; = 0.92, p = 0.08. MiSinys 2:¢q = 3,p; = p3 =
0.05,p2 = 0.9. MiSinys 3:¢ = 2,p; = 0.9,p2 = 0.1. MiSinys4:q = 4,p1 = p3 = 0.2,p2 = ps = 0.3.
MiSinys 5:¢q = 3,p1 = p3 = 0.35, p2 = 0.3. MiSinys 6:¢ = 4,p1 = ps = p3 = ps = 0.25.
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Metodas | eop x 10° Lo Ex e, log-tiketinumas|
MiSinys 1

MLE 0.102915 0.0042922 0.02967 0.062  -5082.614
I 0.147062 0.0142949 - - -

G 0.094649 0.0040880 0.08669 0.084 -5112.037
G- EM 0.102915 0.0042922 0.02967 0.062  -5082.614
LSP 0.131447 0.0066076 0.08317 0.100 -6288.326
LSP — EM | 0.102915 0.0042922 0.02967 0.062 -5082.614
LSD 0.102894 0.0043588 0.02926 0.058 -5122.438
LSD — EM | 0.102915 0.0042922 0.02967 0.062  -5082.614
MiSinys 2

MLE 0.085176 0.0042035 0.10651 0.175 -5361.999
G 0.211098 0.0049300 0.28909 0.324  -5498.450
G- EM 0.129791 0.0050920 0.15941 0.211 -5367.400
LSP 0.164251 0.0047840 0.13045 0.209  -5382.040
LSP — EM | 0.085176 0.0042035 0.10651 0.175 -5361.999
LSD 0.106742 0.0049146 0.12983 0.204 -5380.154
LSD — EM | 0.085176 0.0042035 0.10651 0.175 -5361.999
MiSinys 3

MLE 0.095754 0.0037712 0.04477 0.140 -5790.793
I 0.124311 0.0299140 - - -

G 0.078399 0.0035799 0.07827 0.149  -5851.627
G- EM 0.095754 0.0037712 0.04477 0.140  -5790.793
LSP 0.106307 0.0042097 0.06947 0.148  -5815.609
LSP — EM | 0.095754 0.0037712 0.04477 0.140 -5790.793
LSD 0.087631 0.0034004 0.04084 0.142  -5797.196
LSD — EM | 0.095754 0.0037712 0.04477 0.140  -5790.793
MiSinys 4

MLE 0.074533 0.0027717 0.00046 0.000 -5303.893
G 0.074468 0.0028200 0.00047 0.000 -5311.921
G- EM 0.074533 0.0027717 0.00046 0.000 -5303.893
MiSinys 5,n = 150

MLE 0.017137 0.0021385 0.08650 0.113  -1773.985
I 0.024355 0.0120174 ; ; -

G 0.014452 0.0020510 0.12760 0.160 -1825.785
G- EM 0.016509 0.0021073 0.09295 0.141  -1781.972
LSD 0.024882 0.0025698 0.09529 0.113  -1805.978
LSD — EM | 0.017137 0.0021385 0.08650 0.113  -1773.985

4.8 lenteé: Paklaidy lent&
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Metodas [ eiop x 10° £Lo Ex e, log-tiketinumas|

MiSinys 5,7 = 500

MLE 0.011546 0.0014833 0.05609 0.110 -6197.635

I 0.020124 0.0042214 - - -

G 0.018089 0.0017667 0.12665 0.164 -6227.796

G- EM 0.011546 0.0014833 0.05609 0.110 -6197.635

LSD 0.010702 0.0012891 0.05049 0.111 -6210.184

LSD — EM | 0.011546 0.0014833 0.05609 0.110 -6197.635

MiSinys 6

MLE 0.174804 0.0075923 0.07652 0.130 -2084.791

G 0.162687 0.0065076 0.12903 0.185 -2120.357

G- EM 0.174877 0.0076015 0.07686 0.130  -2084.791

LSD 0.185266 0.0078729 0.08052 0.125  -2091.937

LSD — EM | 0.174804 0.0075923 0.07652 0.130 -2084.791

4.8 lentek: Paklaidy lente (tesinys)
Paklaida| Imtis MLE G G—-FEM G G—-EM
e n — 50 | 0.01987| 0.06111 0.07903 | 0.10053| 0.11879

n =100 | 0.01478| 0.02578| 0.01504 | 0.02773| 0.01504
n =200 | 0.01397| 0.01814| 0.01397 | 0.02315| 0.01397
n = 500 | 0.00959| 0.01748| 0.00959 | 0.01753| 0.00959

c12 x 102 | n =50 | 0.41735| 0.46795| 0.47304 | 0.46489| 0.48914
n =100 | 0.26139| 0.20742| 0.23366 | 0.21509| 0.23366
n =200 | 0.14650| 0.13488| 0.14650 | 0.13682| 0.14650
n = 500 | 0.07321] 0.08112| 0.07321 | 0.08265| 0.07321

4.9 lentek: Geometrinio klasifikavimo metodo paklaidy priklausomyluo imties dydzio.

Naudotas misinys nr. 7.
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ISvados

Remiantis tyrimy rezultatais, gynimui pateikiamos Sios iSvados:

1. Pasiulyta neparametinienamaio pasiskirstymo tankio statistinio jvertinimo pro-
ced ura tiksliau vertina Gauso skirstiniy misinio tankj nei Zinomuose statistiniuose
paketuose naudojamos neparamesivertinimo proced uros, jei tankio lokalaus glo-
dumo charakteristikos labai priklauso nuo argumento.

2. Siuloma duomenuy projektavimu paremta Gauso skirstiniy miSiniy identifikavimo
metodika yra konstruktyvi ir apsk&iuoja MTM jvertj tiksliau negu kiti konstruk-
tyv us algoritmai.

3. MaZy intiy atveju, naudojant duomenu projektavimu pagrista proced ura sudaryta
iS5 geometrinio klasterizavimo, EM algoritmo ir maziausiy kvadraty metodo, kai su-
muojamos projektuoty duomenuy pasiskirsymo tankiuGigpaklaidos., metrikoje,
galima gauti tikslesnius Gauso skirstiniy misinio parametruijusrnegu maksima-
laus tiketinumo metodo jveriai.

4. SprendZiant daugiari@n Gauso skirstiniy miSinio identifikavimo ir duomenu klas-
terizavimo uzdavinius tikslinga naudoti duomenuy projektavima.
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