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Įvadas

Tiriamoji problema ir darbo aktualumas. Nagriṅejama problema yra glaudžiai susi-

jusi su daugiamǎcių steḃejimų klasterizavimu — viena iš svarbių duomenų analizės šakų,

kuria remiasi daugelis vaizdų atpažinimo (angl.pattern recognition) uždavinių. Klasteri-

zavimo metodologija susilaukia vis didesnio dėmesio ḋel naujai atsiradusių taikymo sričių:

prekių-pirk̇ejų grupavimo didžiul̇ese prekybos duomenų bazėse, su internetu susijusių duo-

menų analiżes, genetiṅes informacijos apdorojimo ir t.t. Neži ūrint į daugybę egzistuojančių

duomenų klasterizavimo metodų, įvair ūs autoriai vis si ūlo naujas idėjas (pvz., [13], [37],

[52], [83], [112], [172]) ir algoritmus: MULTICLUS [46], CLARANS [57], MCLUST

[63], EMMIX [111], SMEM [171] ir kitus.

Praktikoje daugelis duomenų yra klasterizuojama naudojant euristines, bet intuityviais

argumentais pagrįstas proced ūras, ir daugelis statistinės programiṅes įrangos yra šio tipo.

Viena iš tokių klasifikavimo proced ūrų grupių yra hierarchinio klasifikavimo proced ūros,

aprašytos [175]. Kita metodų grupė iteratyviai perskirstyto stebėjimus tarp grupių taip, kad

minimizuotų kokią nors tikslo funkciją. Dažniausiai ši funkcija priklauso nuo atstumų tarp

steḃejimų, toḋel šie metodai paprastai vadinamigeometriniais klasterizavimo metodais.

Labiausiai žinomas ir paplitęs yrak-vidurkių metodas [73].

Tikimybiniai metodai yra kita populiari klasterizavimo metodų grupė, kuri atsirado nuo

pat klasteriṅes analiżes atsiradimo. Jie skiriasi nuo anksčiau miṅetų tuo, kad nusako duo-

menų tikimybinį modelį ir įgalina geriau panaudoti turimą apriorinę informaciją. Neretai

išaišk̇eja, kad žinomas euristinis metodas yra dalinis tikimybinio metodo atvejis. Pavyz-

džiui, Gauso skirstinių mišinius su komponentėmis, kurių kovariaciṅes matricos yra vieno-

dos ir proporcingos vienetinei matricai, optimaliai klasifikuojak-vidurkių metodas.

Tikimybiniai klasterizavimo metodai paprastai yra pagrįsti skirstinių mišinio statistine

analize. Tai lengva paaiškinti: jeigu stebimas atsitiktinis dydis priklauso vienai iš kelių

klasių, kurios pasirenkamos atsitiktinai, tai atsitiktinio dydžio skirstinys bus minėtas klases

atitinkaňcių skirstinių mišinys.

Gauso atsitiktiniai dydžiai ypǎc dažnai sutinkami praktikoje, nes jeigu atsitiktinis dy-

dis priklauso nuo daugelio besisumuojančių atsitiktinių faktorių, tai, pagal centrinę ribinę

teoremą (patenkinus tam tikras sąlygas), suma apytikriai tenkins Gauso skirstinio modelį.

Taigi, tais atvejais, kai stebimas Gauso atsitiktinis dydis priklauso vienai iš kelių klasių,
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steḃesime dydį, tenkinantį Gauso skirstinių mišinio modelį. Gauso skirstinių mišiniai ak-

tual ūs įvairiose srityse: biologijoje, medicinoje [5], astronomijoje [113], karyboje [176]

ar net tekstil̇eje [26]. Daug klasteriṅes analiżes uždavinių, tarp jų ir naudojančių šį miši-

nio modelį, galima rasti tam skirtoje monografijoje [7] ir knygoje [109]. Dėl dažno Gau-

so skirstinių mišinio modelio panaudojimo taikomuosiuose klasterizavimo tyrimuose, šio

modelio statistinio identifikavimo uždavinys yra ypač aktualus, tǎciau iki šiol ṅera iki galo

išspręstas.

Parametrų įveřciams rasti galima taikytimaksimalaus tikėtinumo metodą(angl. maxi-

mum likelihood method, toliauMTM), deja, tokių įveřcių apskaǐciavimas yra rimta praktiṅe

problema daugiamačiu atveju. Diḋejant duomenų matavimų skaičiui ir klasterių kiekiui,

parametrų dimensija greitai didėja, o tik̇etinumo funkcija turi daug lokalių ekstremumų.

Klasikinių optimizavimo metodų taikymas neduoda gerų rezultatų. Todėl dažniausiai miši-

nių analiżeje parametrų vertinimui ir imties klasterizavimui naudojamas rekurentinisti-

kėtinumo maksimizavimo(angl. expectation maximization, toliau EM), algoritmas. EM

algoritmo savyḃes yra gerai ištirtos ir aprašytos, pavyzdžiui, [22], [180]. EM algoritmas

maksimizuoja tik̇etinumo funkciją, toḋel gali b ūti naudojamas MTM įvertiniui apskaičiuo-

ti. Deja, tikėtinumo funkcija turi daug lokalių ekstremumų, o EM algoritmas konverguoja

lokaliai [136]. Taigi MTM įvertinį galima pasiekti tik parinkus pradinę vertinamo para-

metro reikšmę pakankamai arti tikrosios mišinio parametro reikšmės. B ūtent šios pradinės

reikšṁes parinkimas vis dar yra aktuali, galutinai neišspręsta problema, kuri ir bus nagri-

nėjama disertaciniame darbe.

MTM įvertinys Gauso skirstinių mišinio modelio atveju yra asimptotiškai efektyvus.

Taigi, tuṙedami pakankamai didelę imtį ir gerai parinkę pradinę parametro reikšmę, Gauso

skirstinių mišinio modelio parametrų įvertinimo ir imties klasifikavimo uždavinius galėtu-

me laikyti išspręstais. Tačiau diḋejant duomenų dimensijai ir augant mišinio parametrų

kiekiui asimptotiškai efektyvus įvertis gali b ūti pastebimai blogesnis (mažiau tikslus) už

kai kuriuos paslinktus įverčius.

Imties steḃejimų projekcijos į vienamatę erdvę bus pasiskirsčiusios pagal vienamatį

Gauso skirstinių mišinio modelį su daug mažesniu parametrų kiekiu, todėl MTM įvertinys

gerai vertins šio vienamačio mišinio parametrus. Be to, vienamačiu atveju yra išspręstos ir

kai kurios kitos mišinio analiżes problemos. Pavyzdžiui, [142] yra pasi ūlyta konstruktyvi

proced ūra pradinėms parametrų reikšṁems parinkti ir MTM įveřciams apskaičiuoti. Tiesa,

šios proced ūros tikslumas ir stabilumas didele dalimi priklauso nuo naudojamo neparamet-

rinio tankio įveřcių savybių. Toḋel disertaciniame darbe yra pasi ūlytas ir ištirtas nepara-
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metrinis įvertinys, pritaikytas daugiamodalinių tankių su skirtingu lokaliu glodumu (šiomis

savyḃemis pasižymi Gauso skirstinių mišinių tankiai) vertinimui. Tad galime manyti, kad

vienamǎciu atveju tikslus MTM įvertis yra konstruktyviai apskaičiuojamas. Disertacinia-

me darbe yra tiriama duomenų projektavimo panaudojimo galimybė daugiamǎcio mišinio

parametrams vertinti — pasi ūlytos ir ištirtos proced ūros, gerai vertinančios daugiamǎcio

mišinio parametrus pagal vienamačių projekcijų parametrų MTM įveřcius.

Projektavimo panaudojimo idėjomis disertacinis darbas išsiskiria iš kitų autorių darbų,

skirtų mišinių modelių analizei. Paprastai projektavimas naudojamas ieškant mažesnio ma-

tavimo poerdvių išlaikaňcių klasterinę strukt ūra nusakančią informacija, pavyzdžiui, [132],

[145]. Kitų autorių darbuose dažniausiai naudojamiprojekcijų paieškos(angl. projection

pursuit) algoritmai ieškantys tam tikras savybes turinčių kelių projektavimo kryp̌cių. Diser-

taciniame darbe nagrinėjami algoritmai pagrįsti projektavimu į didelį kiekį laisvai pasirink-

tų vienamǎcių krypčių. Ši metodologija reikalauja daug skaičiavimo kompiuteriu laiko ir

tapo populiaria tik labai išaugus kompiuterių greitaeigiškumui. Artimiausios disertacijos

idėjoms yra Friedman’o pasiskirstymo tankio vertinimo proced ūros, naudojančios tikslinį

projektavimą, aprašytos [68], [66], tačiau Friedman’o si ūlomų metodų negalime tiesiogiai

pritaikyti duomenims klasterizuoti, nes jo si ūloma rekurentinė proced ūra tankį vertina ne-

parametriškai.

Tikslas ir uždaviniai. Darbo tikslas— konstruktyvių algoritmų, skirtų daugiamačių

duomenų, tenkinaňcių Gauso skirstinių mišinio modelį, pasiskirstymo analizei ir klasifika-

vimui, suk ūrimas.

Darbo uždaviniai:ištirti vienamǎcių duomenų projekcijų panaudojimo galimybę dau-

giamǎcių Gauso skirstinių mišinio pasiskirstymo tankiui vertinti bei duomenims klaste-

rizuoti; sukurti proced ūrą, pakankamai tiksliai parenkančią pradinę parametro reikšmę ir

užtikrinaňcią rekurentinio EM algoritmo konvergavimą į MTM įvertį; ištirti, ar, naudo-

jant duomenų projektavimą, mažų imčių atveju galima gauti tikslesnius įvertinius Gauso

skirstinių mišinio parametrams vertinti, nei daugiamatis maksimalaus tikėtinumo metodo

įvertinys.

Naujumas. Disertaciniame darbe pasi ūlyti daugiamačio Gauso skirstinių mišinio para-

metrų identifikavimo ir duomenų klasterizavimo metodai, išsiskiria iš kitų autorių si ūlomų

metodų, naudojaňcių duomenų projektavimą.

1. Pasi ūlytas ir ištirtas naujas neparametrinio vienamačio pasiskirstymo tankio įvertini-

mo metodas pritaikytas daugiamodaliniams tankiams vertinti.

2. Pasi ūlyta ir ištirta nauja Gauso skirstinių mišinio pasiskirstymo tankio vertinimo pro-
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ced ūra, paremta duomenų projektavimu ir apvertimo formulės taikymu.

3. Pasi ūlytos ir ištirtos naujos Gauso skirstinių mišinio parametrų identifikavimo pro-

ced ūros, paremtos duomenų projektavimu ir mažiausių kvadratų metodu.

4. Pasi ūlyta nauja geometrinė duomenų klasterizavimo proced ūra paremta pseudoat-

stumais tarp imties taškų, kurie randami naudojantis projektuotų duomenų analize.

Šios proced ūros ir EM algoritmo derinys efektyviau identifikuoja Gauso skirstinių

mišinius nei žinomos konstruktyvios MTM proced ūros.

5. Pasi ūlyta ir ištirta nauja daugiamačių Gauso skirstinių mišinio identifikavimo meto-

dika, paremta duomenų projektavimo, pasi ūlyto geometrinio klasterizavimo bei EM

algoritmų ir mažiausių kvadratų metodo idėjų derinimu. Mažų im̌cių atveju kai ku-

rioms parametrų reikšṁems įveřciai, gauti taikant šią metodiką, yra tikslesni (tirtų

paklaidų prasme) už MTM įverčius.

Pagrindiniai rezultatai.

1. Pasi ūlyta ir išnagrinėta neparametriṅe vienamǎcio pasiskirstymo tankio statistinio

įvertinimo proced ūra, naudojanti branduolinį įvertį su adaptyviai parenkamu kinta-

mu branduolio plǒciu bei atliekanti įveřcio poslinkio multiplikatyvią korekciją, tiks-

liau vertina Gauso skirstinių mišinio tankį, nei žinomuose statistiniuose paketuose

naudojamos neparametrinės vertinimo proced ūros, jei tankio lokalaus glodumo cha-

rakteristikos labai priklauso nuo argumento.

2. Maksimalaus tik̇etinumo metodas daugelyje tirtų atvejų geriau nei kiti metodai tinka

vertinti klasifikavimo tikimyḃems, tǎciau tirtais atvejais geometrinė klasterizavimo

proced ūra (G) dažnai geriau vertino Gauso skirstinių mišinio pasiskirstymo tankį

esant pasirinktiems imties t ūriams, jei tikslumo matu laikėme klaidos normą erdvėje

L2.

3. Suḋetinė proced ūra (G−EM ), pirmame etape naudojanti stebėjimų vienamǎcių pro-

jekcijų skirstinio parametrų statistinį įvertinimą, antrame etape pagal šiuos įverčius

apibṙežianti pseudo-atstumą daugiamatėje erdv̇eje ir atliekanti geometrinį stebėjimų

klasterizavimą, o trěciame etape taikantiEM algoritmą, yra konstruktyvus ir patiki-

mas b ūdas maksimalaus tikėtinumo metodo įveřciams apskaičiuoti.

4. Mažų im̌cių atveju, 3-iame punkte aprašyta proced ūra, patikslinta mažiausių kvadra-

tų metodu projektuotiems tankiams (LSD), tam tikroms parametrų reikšṁems duo-

davo geresnius rezultatus (visų matuotų paklaidų atžvilgiu), nei maksimalaus tikėti-

numo metodas.
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Raktiniai žodžiai: Gauso skirstinių mišinys, klasterizavimas, projektavimas, EM al-

goritmas, branduolinis tankio įvertis.

Rezultatų aprobacija. Diseracinio darbo tematika yra skaityta 15 pranešimų Lietu-

vos ir tarptautiṅese moksliṅese konferencijose. Konferencijų pranešimų sąrašas pateiktas

disertacijos pabaigoje. Taip pat skaityti pranešimai Kauno technologijos universiteto Tai-

komosios matematikos katedros, bei Matematikos ir informatikos instituto Taikomosios

statistikos skyriaus seminaruose.

Disertacinio darbo tematika atspausdintas 1 straipsnis leidinyje, įtrauktame į Mokslinės

informacijos instituto duomenų bazę, 4 straipsniai leidiniuose įrašytuose į Lietuvos mokslo

ir studijų departamento patvirtintą sąrašą, 4 straipsniai kituose tarptautiniuose ir užsienio

recenzuojamuose leidiniuose ir 1 straipsnis kituose leidiniuose. Straipsnių sąrašas patei-

kiamas disertacinio darbo pabaigoje.

Disertacinio darbo strukt ūra. Disertacija susideda iš įvado, keturių skyrių, išvadų,

literat ūros sąrašo.

Pirmajame skyriuje detalizuojamas tiriamas duomenų modelis, apžvelgiami kitų au-

torių darbai. Antras skyrius skirtas vienamačio pasiskirstymo tankio adaptyviam nepara-

metriniam įvertinimui. Šiame skyriuje pasi ūlyti metodai toliau naudojami daugiamačių

duomenų analiżeje, paremtoje projektavimu į vienamatę erdvę. Trečiame skyriuje pateikti

si ūlomi daugiamǎcių Gauso skirstinių mišinio analizės metodai. Ketvirtas skyrius skirtas

eksperimentinių tyrimų metodikai bei tyrimų rezultatams apžvelgti. Darbo gale pateikiami

straipsnių ir konferencijų pranešimų disertacijos tematika sąrašai.
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1 Skyrius. Tyrimų apžvalga

1.1 Gauso skirstinių mišinio modelis ir jo identifikavimas

Sakysime, kad atsitiktinis vektoriusX ∈ Rd tenkina Gauso (normaliųjų) skirstinių

mišinio (toliau, trumpumo ḋeleiGauso mišinio) modelį, jeigu jo pasiskirstymo tankisf(x)

tenkina lygybę

f(x) =

q∑
j=1

pjϕj(x)
def
= f(x, θ). (1.1)

Parametrąq vadinsime mišinio klasterių (klasių, komponenčių) kiekiu, opj — aprioriṅemis

tikimybėmis. Jos tenkina sąlygas

pj > 0,

q∑
j=1

pj = 1. (1.2)

Formul̇eje (1.1) funkcijaϕj(x) yra Gausopasiskirstymo tankio funkcija(toliau, trumpumo

dėlei tankis) su parametrais vidurkiuMj ir kovariacijų matricaRj

ϕj(x) = ϕ(x; Mj, Rj) =
1

(
√

2π)d
√|Rj|

e−
(x−Mj)

′R−1
j (x−Mj)

2 , (1.3)

o θ = (pj,Mj, Rj, j = 1, . . . , q) — daugiamatis modelio parametras.

Tarkime, turime atsitiktinę nepriklausomų vienodai pasiskirsčiusių atsitiktinių vektorių

imtį

X = {X1, X2, . . . , Xn}. (1.4)

Sakysime, kad imtis tenkina Gauso mišinio modelį, jeiguXi tenkina Gauso mišinio modelį.

Dydį n vadinsime imties dydžiu (t ūriu).

Vienas iš statistinių uždavinių yra stebimo atsitiktinio dydžio tankio įvertinimas. Gauso

tankis gali b ūti įvairaus glodumo priklausomai nuo jo parametro - kovariacinės matricos.

Kadangi Gauso mišinio komponenčių kovariaciṅes matricos gali b ūti skirtingos, jo tan-
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kis gali tuṙeti labai skirtingas glodumo savybes skirtingose srityse. Todėl neparametriškai

vertinant tankį reikia naudoti adaptyvius įvertinius — sugebančius prisitaikyti prie tankio

lokalių glodumo savybių. Parametriškai vertinant tankį, reikia įvertinti skirstinio daugia-

mǎcio parametroθ reikšmę, o tai ṅera paprastas uždavinys, nes, didėjant dimensijaid,

parametrų kiekis greitai auga

dim θ = q
d(d + 1)

2
+ qd + d− 1, (1.5)

pavyzdžiui, net esant nedidelei dimensijaid = q = 5, modelį nusakysdim θ = 104 pa-

rametrai, ir, ieškant parametrų įverčių, gali tekti spręsti optimizavimo uždavinį 104-matėje

erdv̇eje. Praktikoje klasterių kiekisq taip pat gali b ūti nežinomas, tuomet jį taip pat reikės

įvertinti. Buvo ṁeginta mišinio parametrus vertinti momentų metodu [44], bet pasirodė,

kad toks parametrų įvertis nėra geras. Sprendžiant uždavinį momentų metodu dažniausiai

apsiribojama atveju, kai mišinį sudaro du klasteriai su vienodomis kovariacinėmis matri-

comis. V̇eliau mišinio parametrams vertinti pradėtas naudoti EM algoritmas.

Gauso mišinio modelis dažnai naudojamas klasterizavimo uždaviniuose. Praktikoje

klaṡes, kuriai priklauso objektas, nustatymas yra dažnesnis ir svarbesnis uždavinys, negu

tankio ar parametrų įvertinimas. Praplėsime Gauso mišinio modelio apibrėžimą ir parody-

sime glaudų parametrų identifikavimo ir klasterizavimo uždavinių ryšį.

TeguO(1), . . . , O(n) stebimi objektai. Juos atitinka atsitiktinės poros(X, ν), kurX —

stebimas atsitiktinis požymių vektorius, oν nestebimas klasės, kuriai priklauso objektas,

numeris. Tegu kiekvienos klasės viduje požymių vektoriusX tenkina Gauso skirstinio mo-

delį, tuomet sakysime, kadX tenkina Gauso mišinio modelį.ϕj(x) bus sąlyginisX tankis

prie sąlygosν = j, o f(x) apibṙežtas (1.1) bus nesąlyginisX tankis.Klasterizavimo(kla-

sifikavimo be apmokymo im̌cių) uždavinys siekia įvertinti stebėto objekto klaṡes numerį,

t.y. rasti įvertįν̂(x) = ν̂(x,X) ∈ {1, . . . , q}. Toks klasterizavimas, priskiriantis stebėjimą

vienai klasei, vadinamasgriežtu. Klasterizavimas vadinamasnegriežtu, jeigu jis parodo

steḃejimo priklausymo klasteriams tikimybes, t.y. turime rasti aposteriorinių tikimybių

π(j, x) = P{ν(x) = j|X = x}, j = 1, q (1.6)

įverčius. Gauso mišinio modelio atveju iš Bajeso formulės seka, kad

π(j, x) =
pjϕj(x)

f(x, θ)

def
= πθ(j, x). (1.7)
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Šio atveju klaṡes tikimyḃe

πj = P{ν(X) = j}. (1.8)

Formul̇e (1.7) sieja aposteriorines klasifikavimo tikimybes ir modelio parametrus, taigi kar-

tu parodo glaudų parametrų identifikavimo ir klasterizavimo uždavinių ryšį. Turėdami ne-

griežtą klasterizavimo taisyklę galime lengvai sukonstruoti griežto klasterizavimo taisyklę

ν̂(x) = arg max
j=1,q

π̂(j, x). (1.9)

Negriežto klasifikavimo tikimybių vertinimui galima taikytitiesioginio pakeitimo(angl.

plug-in) principą, formul̇eje (1.7) parametrąθ keičiant į jo įvertį θ̂

π̂(j, x) = πθ̂(j, x) =
p̂jϕ̂j(x)

f(x, θ̂)
. (1.10)

Nat ūralu b ūtų taikyti maksimalaus tikėtinumo metodą (juo gautas rezultatas yra asimpto-

tiškai efektyvus Gauso mišinio modelio atveju) šiam įverčiui gauti

θ̂MLE = arg max
θ

l(θ), (1.11)

kur

l(θ)
def
=

n∑

k=1

ln f(X(k), θ) (1.12)

yra logaritmuota tik̇etinumo reikšṁe.

Jei duomenų dimensijad yra didel̇e, praktinisθ̂MLE įverčio radimas yra suḋetingas.

EM algoritmas. Paprastai MTM įvertiniui rasti naudojamas EM algoritmas. Šis al-

goritmas Gauso mišinio analizei buvo nepriklausomai pasi ūlytas kelių autorių: Hasselbland

1966 [79], Behboodian 1970 [9]. V̇eliau jo savyḃes buvo gerai išnagrinėtos [180], [22] ir ki-

tuose darbuose. EM algoritmui skirta daug dėmesio įvairiuose apžvalginiuose straipsniuose

ir monografijose, pvz., [45], [136], [59], [168], [110], [181]. EM algoritmas rekurentiškai
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perskaǐciuojaπ̂ ir θ̂ įverčius, naudodamas formulę (1.10) ir

p̂j =
∑

x∈X

π̂(j, x)

n
,

M̂j =
∑

x∈X

π̂(j, x)

p̂jn
x, (1.13)

R̂j =
∑

x∈X

π̂(j, x)

p̂jn
xx′ − M̂jM̂

′
j.

Deja, EM algoritmas konverguoja lokaliai ir jis konverguoja į statistiką (1.11) tik jeigu pra-

dinė θ reikšṁe yra artiθ̂MLE. Taigi, pradiṅes reikšṁes pasirinkimo problema yra esminė.

Pradinių reikšmių parinkimas nėra galutinai išspręsta problema. Galimus sprendimo

b ūdus galime suskaidyti į tokias grupes:

• Atsitiktinis pradin ės reikšṁes parinkimas. Tai vienas iš pirmųjų pasi ūlytų b ūdų

EM algoritmui inicializuoti. Deja, toks parinkimas negarantuoja patenkinamų re-

zultatų, ir tikimyḃe parinkti tinkamą pradinį tašką greit mažėja augant dimensijaid

[44]. Naudojant šį b ūdą paprastai algoritmas paleidžiamas keletą kartų iš įvairių atsi-

tiktinių reikšmių, o geriausias rezultatas išsirenkamas naudojant tikėtinumo funkciją

(1.12).

• k-vidurkių metodas, kiti euristiniai klasterizavimo metodai. Tai vienas iš dažnai

naudojamų parinkimo b ūdų. Kadangi šie pradinio taško parinkimo metodai nėra

tiesiogiai skirti Gauso mišiniams jie gerai veikia tik Gauso mišiniui tenkinant pa-

pildomas sąlygas, pvz.,k-vidurkių metodas tinka EM algoritmui inicializuoti, kai

klasterių kovariaciṅes matricos skiriasi nereikšmingai.

• Nuoseklus klasterių išskyrimas.Ši metodika skiriasi tuo, kad ji ne vykdo EM al-

goritmą nuo tam tikro pradinio taško, bet palaipsniui išskiria klasterius iš mišinio,

ir, kiekvieną kartą, išskyrus naują klasterį, parametrai yra tikslinami EM algoritmu.

Prie tokių metodų galima priskirti [142] aprašytą proced ūrą, išskiriančią klasterius,

kaip sritis, turiňcias didesnę neparametrinio tankio įverčio reikšmę. Kitas nuoseklaus

klasterių išskyrimo metodas paskelbtas darbe [172].

• Hierarchinis Gauso mišinio klasifikavimas. Hierarchiniai klasifikavimo metodai

yra gerai žinomi, bet paprastai jie neb ūna pritaikyti Gauso mišinių modelį tenkinan-

tiems duomenimis. Pirmąkart toks klasifikavimo algoritmas, išlaikantis Gauso miši-

nio modelį, sudarant klasterių medį buvo aprašytas Fraley 1999 metais [61]. Taigi,
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tai naujas ir gerai veikiantis algoritmas. Bene vienintelis iki šiol pastebėtas svar-

bus jo tr ūkumas yra tas, kad jis reikalauja daug skaičiavimo laiko ir atminties, jeigu

duomenų kiekis yra didelis.

Klasterizavimo programinė įranga. Neži ūrint didelio publikuotų klasterizavimo pro-

ced ūrų ir algoritmų kiekio, didesnioji jų dalis - duomenų kapstymosi (angl.data mining)

tipo algoritmai, ir jie ṅera pritaikyti Gauso mišinio modeliui. Daugelyje žinomų paketų

realizuotask-vidurkių, hierarchinio klasifikavimo (artimiausio kaimyno, tolimiausio kai-

myno, vidutinio atstumo) ir kiti metodai, bet proced ūrų, skirtų Gauso mišinio modelį ten-

kinantiems duomenims, taip pat pasigesime. Yra vos keletas programinių paketų, skirtų

Gauso mišiniams klasterizuoti. Visi jie naudoja EM algoritmą mišinio parametrams rasti ir

skiriasi tik pradinių reikšmių parinkimo b ūdais, klasterių kiekio nustatymo algoritmu:

• NORMIX. Šis paketas sukurtas dar 1967 metais [178]. Pradines parametrų reikšmes

parenka atsitiktinai.

• EMMIX. 1999 m. sukurtas paketas, jis aprašytas [111]. Pradines parametrų rei-

kšmes parenka atsitiktinai arba naudojak-vidurkių metodą joms rasti.k-vidurkių

algoritmas taip pat inicializuojamas pradedant nuo atsitiktinių centrų.

• MCLUST. Tai papildoma biblioteka prie paketo R (arba komercinės jo versijos S-

Plus). Biblioteka naudoja hierarchinį Gauso mišinio klasifikavimą pradinėms EM al-

goritmo reikšṁems rasti. Papildomai galima apriboti klasterių kovariacinę strukt ūrą,

pasirenkant sferinį, diagonalų, elipsoidinį modelį; modelį su vienodom ar skirtingom

visų klasterių kovariaciṅem matricom [61]. Klasterių kiekis parenkamas naudojant

Bajeso informacinį kriterijų.

1.2 Pasiskirstymo analiżes metodai, naudojantys duomenų projekta-

vimą

Didėjant duomenų dimensijai, modelio parametrų kiekis sparčiai auga, mažiau pasi-

reiškia maksimalaus tik̇etinumo įvertinio asimptotiṅes savyḃes, sunkiau surasti pradines

parametrų reikšmes EM algoritmui inicializuoti. Praktikoje galimos ir tokios situacijos,

kai modelis tampa neidentifikuojamu, nes parametrų skaičius yra didesnis už imties dy-

dį. Tokiu atveju, norint taikyti Gauso mišinio modelį, b ūtina mažinti modelio dimensiją.

Vienas iš galimų dimensijos mažinimo b ūdų yradiskriminantinės erdvėspanaudojimas.
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Diskriminantin ės erdv̇e panaudojimas.Diskriminantiṅes erdv̇es panaudojimas Gau-

so mišinio modelį tenkinantiems duomenims klasterizuoti yra aprašytas straipsniuose [143],

[144], [145] bei disertacijoje [99]. Apibrėžkime diskriminantinę erdvę. Nemažindami

bendrumo laikysime, kadEX = 0 ir cov(X, X) = Id, jei taip ṅera, duomenis standar-

tizuosime. Vektoriausu ∈ Rd projekciją į tiesinį poerdvįH ⊂ Rd žymėsimeuH . Dis-

kriminantine erdveH vadinsime tiesinį poerdvįH ⊂ Rd, tenkinantį sąlygąP{ν = i|X =

x} = P{ν = i|XH = xH}, i = 1, . . . , q, x ∈ Rd ir turintį mažiausią dimensiją.

Teguk
def
= dim H, o vektoriaiu1, u2, . . . , uk sudaro ortonormuotą diskriminantinės erd-

vės bazę. PažyṁekimeU = (u1, . . . , uk), tadaπ(i, x) = P{ν = i|U ′X = U ′x}, ∀x ∈ Rd,

i = 1, . . . , q. Taigi (U ′X1, . . . , U
′Xn) yra pakankama statistikaπ(·, ·) įvertinimui, t.y. pro-

jektuodami duomenis į diskriminantinę erdvę neprarandame informacijos apie klasterinę

duomenų strukt ūrą. Tuomet atsitiktinio dydžioUX skirstinys bus Gauso mišinys su tankiu

fH(z) =

q∑
j=1

pjϕ
H
j (z) = fH(z, θH), z ∈ Rk, (1.14)

čiaϕH
j (z) = ϕ(z, MH

j , RH
j ) yrak-mǎcio Gauso skirstinio tankis su vidurkiuMH

j = U ′Mj

ir kovariacine matricaRH
j = U ′RjU , θH = (pj,M

H
j , RH

j ) — daugiamatis parametras.

TegulF žymi vienamǎcių standartizuotų Gauso mišinių pasiskirstymo funkcijų aibę, o

Φ — standartinę normalinę pasiskirstymo funkciją. Tegulρ žymi funkcionalą su apibrėži-

mo sritimiF × F ir ∀G, Ψ ∈ F , tenkinantį sąlygas:

ρ(G, Ψ) > 0, jei G 6= Ψ, (1.15)

ρ(G,G) = 0, (1.16)

ρ(G ∗ Φ, Ψ ∗ Φ) < ρ(G, Ψ), jei G 6= Ψ, (1.17)

ρ

(
G

( ·+ λ

c

)
, Ψ

( ·+ λ

c

))
= ρ(G, Ψ), ∀c > 0, λ ∈ R, (1.18)

čia ∗ žymi sąs ūką. Šias sąlygas tenkinančių funkcionalų pavyzdžiais yra Kolmogorovo ir

Helingerio atstumai.

Tegu Fu žymi atsitiktinio dydžiou′X pasiskirstymo funkciją. Tuomet teorema (žr.

[144]) teigia, kad jei funkcionalasρ tenkina savybes (1.15)-(1.18), tai vektoriaiu1, . . . , uk
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tenkinantys sąlygas

u1 = arg max
|τ |=1

Q1(τ), (1.19)

ui = arg max
τ⊥span(u1,...,ui−1)

|τ |=1

Qi(τ), i = 2, . . . , k, (1.20)

sudaro ortonormuotą erdvėsH bazę, kur

Qi(τ) = max
v∈{0,±u1,...,±ui−1}

ρ(Fτ+v, Φ ∗ Fv). (1.21)

Jei papildomai apribosime kovariacines matricasR1 = R2 = . . . = Rq, tuometu1, . . . , uk

sudarysH bazę prie sąlygos

ui = arg max
τ⊥span(u1,...,ui−1)

|τ |=1

Q(τ), i = 1, . . . , k, (1.22)

kur

Q(τ) = ρ(Fτ , Φ). (1.23)

Diskriminantiṅe erdv̇e paprastai randama naudojanttikslinį projektavimą(angl.projec-

tion pursuit). Tikslinio projektavimo metodai ieško “įdomių” krypčių daugiamaṫeje erd-

vėje. Kryp̌cių “įdomumą” apibṙežia tikslo funkcija, kuri vadinamaprojektavimo indeksu.

M ūsų nagriṅejamu atveju projektavimo indeksas yra atstumasρ(·, Φ), taigi ieškosime kry-

pčių į kurias suprojektuotų duomenų pasiskirstymo funkcija labiausiai skiriasi nuo standar-

tinės Gauso pasiskirstymo funkcijos. Taigi, diskriminantinės erdv̇es įvertį apibṙešime

Ĥ = span(û1, . . . , ûk), (1.24)

kur

ûi = arg max
τ⊥span(û1,...,ûi−1)

|τ |=1

Q̂(τ), i = 1, . . . , k, (1.25)

Q̂(τ) = ρ(F̂τ , Φ). (1.26)

Jeigu diskriminantiṅes erdv̇es dimensijak nežinoma, ji vertinama pavyzdžiui

k̂ = min{i : Q̂(ûi) < α}. (1.27)
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Tankio vertinimas naudojant tikslinį projektavimą. Tikslinio projektavimo meto-

diką pirmą kartą pasi ūlė J.B. Kruskal 1969 metais [100]. Vėliau šią metodiką išplėtojo

J.H. Friedman ir bendraautoriai darbuose [69], [68], [66], beje paskutiniai du darbai yra

skirti daugiamǎcio tankio vertinimui, panaudojant tikslinį projektavimą. Šių darbų temati-

ka yra artimiausia disertacinio darbo tematikai. Trumpai aprašysime J.H. Friedman si ūlomą

tankio įvertinimo metodą.

Šis metodas, kaip kitų autorių si ūlomi metodai, naudoja projektavimo indeksą, kuris

lygina projektuotų duomenų skirstinį su Gauso skirstiniu. Projekcijos, turinčios Gauso

skirstinį, laikomos mažiausiai “įdomiomis”. Tai yra grindžiama:

• Daugiamatis Gauso skirstinys yra pilnai apibrėžtas savo tiesiṅes strukt ūros (vidurkio

ir kovariacijų matricos), o mes norime apčiuopti duomenų strukt ūrą, kuri nepriklau-

sytų nuo koreliaciṅes duomenų strukt ūros ir tiesinių transformacijų, pvz., mastelio

parametro.

• Visos daugiamǎcio Gauso skirstinio projekcijos yra taip pat Gauso skirstiniai. Taigi

jeigu tikslinio projektavimo b ūdu rasta projekcija nereikšmingai skirsis nuo Gauso

Skirstinio, tai rodys, kad ir daugiamatis duomenų skirstinys yra artimas Gauso skirs-

tiniui.

• Daugiamǎcių duomenų, turiňcių strukt ūrą keliose projektavimo kryptyse, t.y. kur

projekcijos turi skirstinius labai besiskiriančius (kokio nors projektavimo indekso

prasme) nuo Gauso, daugelis projekcijų turės skirstinį artimą normaliajam. Šis teigi-

nys seka iš centriṅes ribiṅes teoremos.

• Esant fiksuotai dispersijai, Gauso skirstinys neša mažiausiai informacijos.

Autoriai si ūlo tokią projektavimo indekso konstrukciją. Tarkime, kad stebimo atsitiktinio

dydžioX projekcija kryptimiτ turi Gauso skirstinį. Tuomet atsitiktinis dydis

R = 2Φ(τ ′X)− 1 (1.28)

bus tolygiai pasiskirstęs intervale [-1;1], ir jo tankio reikšmė šiame intervale bus lygi1
2
. R

netolygumo matu laikykime integruotą kvadratinę paklaidą

∫ 1

−1

(
fR(r)− 1

2

)2

dr =

∫ 1

−1

f 2
R(r) dr − 1

2
, (1.29)

čiafR yraR tankio funkcija. Si ūlomas projektavimo indeksas yra išraiškos (1.29) aproksi-
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macija. IšskleiskimefR Ležandro polinomais

∫ 1

−1

f 2
R(r) dr − 1

2
=

∫ 1

−1

( ∞∑
j=0

ajLj(r)

)
fR(r) dr − 1

2
, (1.30)

kur Ležandro polinomai apibrėžiami

L0(r) = 1, L1(r) = r,

Lj(r) =
(2j − 1)rLj−1(r)− (j − 1)Lj−2(r)

j
, j ≥ 2,

(1.31)

o koeficientai

aj =
2j + 1

2

∫ 1

−1

Lj(r)fR(r) dr =
2j + 1

2
ELj(r). (1.32)

Taigi,

∫ 1

−1

f 2
R(r) dr − 1

2
=

∞∑
j=1

2j + 1

2
E2Lj(r). (1.33)

Projektavimo indeksas yra apibrėžiamas

I(τ) =
J∑

j=1

2j + 1

2
E2Lj(2Φ(τ ′X)− 1), (1.34)

o iš imties jis vertinamas

Î(τ) =
J∑

j=1

2j + 1

2

(
1

n

n∑
i=1

Lj(2Φ(τ ′X(i))− 1)

)2

. (1.35)

Pasteḃesime, kad begalinę suma pakeitėme baigtine. Toks pakeitimas turi privalumų: suma

tapo greǐciau skaǐciuojama, be to tai suteikia projektavimo indeksui robastiškumo, nes su-

muojant tik baigtinį skaǐcių narių, l̇etai gęstaňcios projekcijų skirstinių “uodegos” mažiau

įtakos projektavimo indekso reikšmę. Si ūloma naudoti4 ≤ J ≤ 8.

Naudodami projektavimo indeksą (1.35) ieškosime “įdomių” duomenų projekcijų. Ta-

čiau dažniausiai nepakanka rasti vienos projekcijos, kad pakankamai tiksliai įvertintume

daugiamatį tankį. Ieškodami diskriminantinės erdv̇es, kiekvienos sekančios krypties ieško-

jome ortogonalios ankščiau rastoms, tǎciau bendru atveju “įdomios” kryptys neb ūtinai turi
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b ūti ortogonalios ir gali tekti naudoti didesnį projektavimo krypčių kiekį, nei duomenų di-

mensija. Toḋel vertinant tankį tikslinio projektavimo b ūdu yra naudojamas taip vadinamas

duomenų strukt ūros panaikinimas. Jis atlieka netiesinę mastelio pakeitimo transformaciją

rasta projektavimo kryptimi taip, kad transformuotų duomenų skirstinys šia kryptimi tampa

normalusis, t.y. “neįdomus”. Tai užtikrina, kad ieškodami sekančios projektavimo krypties

nerasime ką tik rastos. Duomenų strukt ūros panaikinimas remiasi tuo, kad jeigu viena-

maṫe duomenų projekcijaτ ′X turi pasiskirstymo funkcijąFτ , tai tuomet atsitiktinis dydis

Φ−1(Fτ (τ
′X)) turės Gauso skirstinį.̌Cia Φ−1 žymi atvirkštinę Gauso pasiskirstymo funk-

ciją. Tiksliai nusakysime daugiamačių duomenų transformavimo proced ūrą. TeguU yra

ortonormuotad×d matrica su projektavimo krypties vektoriumiτ pirmoje eiluṫeje. Tuomet

UX bus pos ūkio transformacija, kurią atlikus pirmoji koordinatė busτ ′X. TegulT (V ) yra

vektoriṅe transformacija, kuri pirmąją koordinatę transformuoja taip, kad skirstinys tampų

normaliuoju, o kitų vektoriaus koordinačių nekeǐcia, t.y.

T (V ) =




Φ−1(Fτ (V1))

V2

...

Vd




. (1.36)

Tuomet transformacija

X ′ = U ′T (UX) (1.37)

transformuos daugiamačius duomenis taip, kad jų projekcija į kryptįτ turės Gauso skirstinį,

o skirstiniai ortogonaliomis kryptimis išliks nepakitę.

Pasteḃesime, kad jei steḃejimų tankis yraf , tai, radę pirmą kryptį su projekcijos skirs-

tiniu mažiausiai panašiu į Gauso skirstinį ir atlikę

aukš̌ciau aprašytą duomenų transformavimą, turėsime modifikuotus stebėjimus, kurių

tankio funkcija yra

f1(x
(1)) = f(x)ϕ(τ ′1)/fτ1(τ

′
1x), (1.38)

čiaϕ žymi standartinio Gauso skirstinio, ofτ1 — duomenų projekcijosτ ′1x tankius, viršu-

tiniai indeksai skliausteliuose vektoriams rodo, kiek kartų jie buvo transformuoti naudojant

transformaciją (1.37). Atlikę du žingsnius turėsime modifikuotus stebėjimus, kurių tankio
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funkcija yra

f2(x
(2)) = f1(x

(1))ϕ(τ ′2x
(1))/f (1)

τ2
(τ ′2x

(1)) = f(x)
ϕ(τ ′1x) ϕ(τ ′2x

(1))

fτ1(τ
′
1x) f

(1)
τ2 (τ ′2x(1))

, (1.39)

čia tankio funkcijų viršutiniai indeksai rodo kiek kartų transformuotų stebėjimų projek-

cijas jos atitinka, pvz.,f (2)
τ3 yra atsitiktinio dydžioτ ′3X

(2) tankis, kurX(3) rekurentiškai

apibṙežiamas naudojantis lygybe

X(k) = U ′
k−1Tk−1(Uk−1X

(k−1)). (1.40)

Atlikę k žingsnių tuṙesime duomenis su tankiu

fk(x
(k)) = f(x)

k∏
i=1

ϕ(τ ′ix
(i−1))

f
(i−1)
τi (τ ′ix(i−1))

, (1.41)

Jei, pok žingsnių, tikslinio projektavimo proced ūra neranda krypties, kurioje transformuo-

ta projekcija reikšmingai skiriasi nuo Gauso skirstinio, tai transformuotų stebėjimų skirsti-

nys artimas daugiamačiam Gauso skirstiniui. Tuometfk keisdami Gauso tankiu, išsireiškę

f ir nežinomus tankius keisdami jų įverčiais, gausime

f̂(x) = ϕ(x(k))
k∏

i=1

f̂
(i−1)
τi (τ ′ix

(i−1))

ϕ(τ ′ix(i−1))
. (1.42)
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2 Skyrius. Adaptyvus vienamǎcio tankio neparametri-

nis statistinis įvertinimas

2.1 Branduoliniai įvertiniai ir jų savyb ės

TeguX yra atsitiktinis dydis su nežinomu tankiuf(x), oX = (X1, . . . , Xn) žymi n dydžio

imtį, sudarytą iš nepriklausomųX kopijų. Branduolinis tankio įvertiŝfh(x) apibṙežiamas

f̂h(x) =
1

n

n∑
i=1

Kh(x−Xi), (2.1)

kur

Kh(x) =
1

h
K

(x

h

)
. (2.2)

ČiaK(h) yrabranduolio formos funkcija, tenkinanti sąlygą

∫
K(x) dx = 1, (2.3)

o h — branduolio plotis.

Pastaba:bendruoju atveju sąlyga (2.3) turi b ūti tenkinama integruojant visoje realiųjų

skaǐcių aiḃeje, tǎciau dažniausiai branduolysK(x) įgyja reikšmes nelygias nuliui tik baig-

tiniame intervale. Toḋel galime taip transformuoti branduolio funkciją, kad ji b ūtų nelygi

nuliui tik intervale(−1; 1). Tuomet (2.3) sąlygoje pakanka integruoti branduolį tik šiame

intervale. Toḋel, čia ir toliau, jei integravimo intervalas nenurodytas, tarsime, kad jis yra

(−1; 1).

Paprastai naudojami branduoliai tenkina ne tik (2.3) sąlygą, bet ir yra neneigiami, lygi-

niai. Jeigu norime, kad tankio įvertis b ūtų diferencijuojamas, turime parinkti diferencijuo-

jamą branduolio funkciją, nes, kaip matome iš (2.1), tankio įverčiui b ūdingos branduolio
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savyḃes. Kaip branduolio pavyzdį, galime pateikti Epaničnikovo branduolį:

K(x) =

{
3
4
(1− x2), kai |x| < 1

0, kai |x| ≥ 1
(2.4)

Parinkti branduolio funkciją ṅera suḋetinga. Yra keletas optimalių pagal įvairius krite-

rijus branduolio funkcijų. Toḋel tankio įveřcio kokyḃe labiausiai priklauso nuo branduolio

pločio h, kurio parinkimas yra suḋetingesnis uždavinys. Jeigu parinksime per mažą bran-

duolio plotį, tankio įvertis nebus glodus ir pasižymės santykinai didele dispersija. Jei pa-

rinksime per didelį branduolio plotį, tankio įvertis blogai atspindės tikrąją tankio formą, nes

ją pernelyg suglodins. Be to, toks įvertis pasižymės dideliu poslinkiu. Vertindami tankį,

galime naudoti tą patį branduolio plotįh visomsx reikšṁems arba parinkti branduolio plotį

priklausomą nuo argumentox. Pirmuoju atveju branduolio plotįh vadinsimebranduolio

pločio parametruarba tiesiogparametruh. Antruoju atveju, kaih = h(x), vartosime

terminąbranduolio pločio funkcijaarbafunkcijah. Parametrąh galime apskaǐciuoti nau-

dodami kryžminio patikrinimo metodą, tačiau jeigu tankio glodumas, esant įvairioms argu-

mento reikšṁems, yra labai skirtingas, reikia naudoti branduolio pločio funkciją, nes taip

gal̇esime prisitaikyti (adaptuotis) prie lokalių tankio funkcijos savybių. Dėl šios priežasties

tankio įveřciai, kuriuose naudojamos branduolio pločio funkcijos, vadinami adaptyviaisiais

arba įveřciais su lokaliai parenkamu glodinimo pločiu.

Asimptotin ės tankio įveřcių savyḃes. Išanalizuokime tankio įverčio, apibṙežto (2.1),

asimptotines savybes. Tegu tenkinamos sąlygos

n −→∞, h = h(x) −→ 0, nh −→∞. (2.5)

Sąlygos (2.5) yra pakankamos, kad įvertis b ūtų suderintas.

Imkime branduolio funkcijas, kurios yra lyginės ir tenkina šias sąlygas:

∫
xjK(x) dx = 0, kai j = 1, . . . , k − 1

∫
xkK(x) dx = c1 6= 0.

(2.6)

ir panagriṅekime tankio įveřcio poslinkio asimptotinį elgesį, kai tankisf turi tolydinę k
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eilės išvestinę.

bh(x) = Ef̂h(x)− f(x) = EKh(x−X)− f(x)

=
1

h

+∞∫

−∞

K

(
x− y

h

)
f(y) dy − f(x) =

∫
K(y)f(x + hy) dy − f(x).

(2.7)

Skleisdamif(x + hy) Teiloro eilute ir pasinaudodami (2.6), gauname

bh(x) =

∫
K(y)

(
f(x) +

f ′(x)h

1!
y + · · ·+ f (k)(x)hk

k!
yk + o(hk)

)
dy − f(x)

=
f (k)(x)hk

k!

∫
K(y)ykdy + o(hk) =

c1f
(k)(x)hk

k!
+ o(hk).

(2.8)

Taigi, įveřcio poslinkis priklauso nuo branduolio pločio h parinkimo. Tam, kad tankio

įvertis b ūtų suderintas, branduolio plotis, turi tenkinti sąlygąh = h(n)
n→∞−→ 0. Esant

šiai sąlygai tankio įveřcio poslinkis tampa netiesiogiai priklausomas nuo imties t ūrion.

Branduolio, apibṙežto (2.4),k = 2, o poslinkis yra lygus

bh(x) =
c1f

′′(x)h2

2
+ o(h2), c1 = 0.2. (2.9)

Galima parinkti suḋetingesnius branduolius, kuriems (2.6) galiotų kaik > 2, ir tokiu b ūdu

gauti poslinkius su aukštesnės eil̇es, neio(h2), nykstaňciais dydžiais, tǎciau to neįmanoma

padaryti su neneigiamomis branduolio funkcijomis. Naudojant branduolius, kurie įgyja

neigiamas reikšmes, gaunami tankio įverčiai, kurie taip pat įgyja neigiamas reikšmes ir

dėl šios priežasties nepriklauso pasiskirstymo tankio fukcijų klasei. Tokiu atveju reikia

naudoti papildomas tankio įverčio transformacijas, kad b ūtų išvengta neigiamumo. Be to,

tokių įveřcių dispersija didesṅe. Šiame darbe bus naudojamos tik neneigiamos branduolio

funkcijos, kurios paprastai taikomos praktiniuose tyrimuose.

Analogiškai galime nustatyti tankio įverčio dispersijos asimptotines savybes.

σ2
h(x) = n−1DKh(x−X) = n−1

(
EK2

h(x−X)− E2Kh(x−X)
)

= (nh)−1

∫
K2(y)f(x + hy)dy − n−1E2f̂h(x).

(2.10)
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Po integralo ženklu skleisdami tankį Teiloro eilute gauname

σ2
h(x) = (nh)−1

∫
K2(y) (f(x) + O(h)) dy − n−1

(
f(x) + O(h2)

)2

=
c2f(x) + O(h)

nh
− f 2(x) + O(h2)

n
=

c2f(x)

nh
+ O

(
1

n

)
,

(2.11)

kur

c2 =

∫
K2(x)dx. (2.12)

Turėdami asimptotines tankio įverčio poslinkio ir dispersijos formules, galime rasti asimp-

totiškai optimalų branduolio plotįh. Paprastai stengiamasi parinktih taip, kad vidutiṅe

kvadratiṅe paklaida b ūtų minimali. Todėl pažyṁekime

hopt(x) = arg min
h
E

(
f̂h(x)− f(x)

)2

. (2.13)

Pasinaudodami (2.9) ir (2.11), galime apskaičiuoti asimptotinę vidutinę kvadratinę paklaidą

E
(
f̂h(x)− f(x)

)2

= b2
h(x) + σ2

h(x) ≈ (c1f
′′(x))2h4

4
+

c2f(x)

nh
(2.14)

Prilyginę (2.14) nuliui ir diferencijuodami pagalh, galime apskaičiuoti asimptotiškai opti-

malią branduolio plǒcio funkciją

hAS(x) =

(
c2f(x)

(c1f ′′(x))2n

)1/5

. (2.15)

Norėdami rasti optimalų parametrąh, naudosime asimptotinės vidutiṅes kvadratiṅes

paklaidos išraišką

∫ +∞

−∞
E

(
f̂h(x)− f(x)

)2

=

∫ +∞

−∞

(
b2
h(x) + σ2

h(x)
)

dx

≈
c2
1h

4
+∞∫
−∞

(f ′′(x))2dx

4
+

c2

nh
.

(2.16)

24



Tuomet asimptotiškai optimalus branduolio pločio parametras bus lygus

hAS =

(
c2f(x)

c2
1‖f ′′‖2

2n

) 1
5

, (2.17)

čia ir toliau‖ · ‖p žymėsime normą funkcijų erdvėjeLp, 0 < p < ∞, t.y.

‖f‖p =




+∞∫

−∞

|f(x)|p dx




1/p

. (2.18)

2.2 Statistiniai metodai naudojami neparametriniame tankio įvertini-

me

Parametrų parinkimas kryžminio patikrinimo b ūdu. Kryžminio patikrinimo me-

todas(angl. cross-validation) pirmą kartą buvo paskelbtas Rudemo (1982) ir Bowmano

(1984). Jis pagrįstas idėja, kad statistika, apskaičiuota naudojantis vienais imties elemen-

tais,

yra tikrinama, naudojant kitus imties elementus. Vienas iš populiariausių kryžminio

patikrinimo metodų, vertinaňcių tankį, yra mažiausių kvadratų kryžminio patikrinimo me-

todas. Įveřcio parametras ieškomas toks, kad minimizuotų integruotą kvadratinę paklaidą:

α = arg min
α

∫ +∞

−∞

(
f̂α(x)− f(x)

)2

dx

= arg min
α

(
‖f̂α‖2

2 − 2

∫ +∞

−∞
f̂α(x)f(x) dx + ‖f‖2

2

)

= arg min
α

(
‖f̂α‖2

2 − 2

∫ +∞

−∞
f̂α(x) dF (x)

)
,

(2.19)

čia α vertinamas parametras, oF (x) stebimo atsitiktinio dydžio pasiskirstymo funkcija.

Keisdami nežinomą pasiskirstymo funkciją į empirinę pasiskirstymo funkciją gausime pa-

rametro įveřcio išraišką

α̂ = arg min
α

(
‖f̂α‖2

2 − 2

∫ +∞

−∞
f̂α(x) dF̂ (x)

)

= arg min
α

(
‖f̂α‖2

2 − 2n−1

n∑
i=1

f̂α(Xi)

)
.

(2.20)

25



Pasteḃesime, kad vietoje (2.20) geriau naudoti formulę

α̂ = arg min
α

(
‖f̂α‖2

2 − 2n−1

n∑
i=1

f̂α(Xi|i)
)

, (2.21)

čia f̂α(x|i) įverčio reikšmę taškex, kuri apskaǐciuojama pašalinus iš stebėjimų reikšmę

Xi. Be to, empiriniai tyrimai rodo, kad kryžminio patikrinimo metode geriau ieškoti ne

globalaus minimumo, o didžiausio lokalaus minimumo taško (žr. [95]).

Glodinimo plǒcio parametrąh galima apskaǐciuoti kryžminio patikrinimo metodu. Šiuo

atvejuα = h. Apskaǐciuokime minimizuojamos išraiškos (2.20) narius

‖f̂h‖2
2 =

∫ +∞

−∞

(
n−1

n∑
i=1

Kh(x−Xi)

)2

dx

= n−2h−2

∫ +∞

−∞

(
n∑

i,j=1

K

(
x−Xi

h

)
K

(
x−Xj

h

))
dx

= n−2h−1

n∑
i,j=1

∫ +∞

−∞
K

(
Xi −Xj

h
− x

)
K(x) dx

= n−2h−1

n∑
i,j=1

K∗
(

Xi −Xj

h
− x

)
,

(2.22)

kur K∗(x) yra branduolio sąs ūka su savimi

K∗(x) =

∫
K(x− s)K(s) ds. (2.23)

Apskaǐciuokime antrąjį (2.20) išraiškos narį:

∫ +∞

−∞
f̂α(x) dF̂ (x) = n−1

n∑
i=1

f̂α(Xi) = (n2h)−1

n∑
i,j=1

K

(
Xi −Xj

h

)
(2.24)
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Apskaǐciuokime šio dydžio vidurkį:

E
∫ +∞

−∞
f̂α(x) dF̂ (x) = E(n2h)−1

n∑
i,j=1

K

(
Xi −Xj

h

)

= (hn)−1(n− 1)

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

K

(
x− y

h

)
f(x)f(y) dx dy +

K(0)

nh

= n−1(n− 1)E
∫ +∞

−∞
f̂α(x)f(x) dx +

K(0)

nh
.

(2.25)

Matome, kad šis įvertis yra paslinktas dydžiuK(0)
nh

h→0−→ ∞, todėl, skaǐciuojant įvertį taške

Xi, reikia išmesti elementąXi iš imties. Jeigu to nepadarytume, tai mažėjanth reikšmei,

antrasis narys artėtų į begalybę, o visa minimizuojama išraiška artėtų į−∞. Taigi antrąjį

formulės (2.20) narį skaičiuosime

∫ +∞

−∞
f̂α(x) dF̂ (x) ≈ (n2h)−1

n∑
i,j=1
i6=j

K

(
Xi −Xj

h

)
. (2.26)

Kadangi branduolysK(h) — lyginis, galime sumažinti sumuojamų narių kiekį ir išraišką

(2.20) perrašome

ĥ = arg min
h


 2

n2h

n∑
i,j=1
i<j

(
K∗

(
Xi −Xj

h

)
− 2K

(
Xi −Xj

h

))
+

K∗(0)

nh


 . (2.27)

Ieškodamîh(x) skaitiniu b ūdu mes randame funkcijos reikšmes tik tam tikroms argumen-

to reikšmes, o norėdami rasti tarpinių taškų funkcijos reikšmes naudojame interpoliaciją.

Todėl tankio įvertį, kuriam rasti naudojama branduolio pločio funkcijaĥ(x), galima laikyti

tankio įveřciu su daugiamǎciu parametru, sudarytu iš branduolio pločio funkcijos reikšmių.

Tokiu atveju gal̇esime rasti adaptyvųjį tankio įvertį naudodamiesi kryžminio patikrinimo

metodu. Kaip tik toks įvertis si ūlomas [60]. Jis skaičiuojamas tokiu b ūdu:

1. fiksuojamos argumento reikšmėsx1, . . . , xp;

2. funkcijah(x) apibṙežiama kaip trěcios eil̇es splainas, einantis per taškus

(x1, h1), . . . , (xp, hp);

3. aprašytu kryžminio patikrinimo b ūdu randame vektoriaus(h1, . . . , hp) įvertį.
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Artimiausių kaimynų metodas. Artimiausių kaimynų metodas(angl. nearest neigh-

bour) yra vienas iš metodų, kuris prisitaiko prie lokalių tankio savybių. Apibrėžkimedi(x)

kaip atstumą nuo taškox iki artimiausioi-tojo imties taško. Tuomet artimiausių kaimynų

tankio įvertis apibṙežiamas

f̂(x) =
k

2ndk(x)
. (2.28)

Parametruk galime keisti artimiausių kaimynų tankio įverčio glodumą. k parenkamas

žymiai mažesnis už imties dydį, paprastai naudojamask ≈ n1/2. Norint tiksliau pa-

rinkti parametrą si ūloma naudoti kryžminio patikrinimo metodą. Nors artimiausių kai-

mynų metodas yra adaptyvus ir sparčiai skaǐciuojamas kompiuteriu, tačiau jis turi daug

tr ūkumų. Šiuo b ūdu gautas tankio įvertis nepriklauso pasiskirstymo tankio fukcijų klasei,

nes jo integralas ṅera lygus 1. Imdamix didesnį už didžiausią imties elementą, gausime

dk(x) = x − X(n−k+1). Čia X(k) žymimek-tąjį imties variaciṅes eiluṫes elementą. Todėl

tokiomsx reikšṁems

f̂(x) =
k

2n(x−X(n−k+1))
, (2.29)

o
∫ +∞
−∞ f̂(x) = ∞, nesf̂(x) “uodegos” gęstax−1 greǐciu. Artimiausių kaimynų metodą

galima apibendrinti

f̂(x) =
1

ndk(x)

n∑
i=1

K

(
x−Xi

dk(x)

)
. (2.30)

Taip apibṙežtas artimiausių kaimynų įvertis priklauso branduolinių įverčių klasei. Šiuo

atvejuf̂(x) “uodegų” gesimo greitis, o kartu ir tankio įverčio integralo reikšṁe, priklauso

nuo branduolio funkcijosK(x) parinkimo.

Multiplikatyvus poslinkio koregavimas. Branduoliniai tankio įveřciai, priklausomai

nuo branduolio plǒcio, yra daugiau ar mažiau paslinkti. Jų paklaidas galima sumažinti tai-

kant papildomus poslinkio sumažinimo metodus. Multiplikatyvus poslinkio koregavimas

yra vienas iš tokių metodų. Tegûfh(x) yra branduolinis tankio įvertis apibrėžtas (2.1), o

Kh(x) — branduolio funkcija apibṙežta (2.2). Tuomet multiplikatyviai sumažinto poslin-
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kio įvertis f̃(x) užrašomas formule

f̃(x) =
f̂h(x)

n

n∑
i=1

Kh(x−Xi)

f̂h(Xi)
. (2.31)

Trumpai paaiškinsime šią formulę. Tegu

α(x) =
f(x)

g(x)
. (2.32)

Imkime tokįα(x) įvertį

α̂(x) = n−1

n∑
i=1

Kh(x−Xi)

g(Xi)
. (2.33)

Kad α̂(x) yraα(x) įvertis, grindžiame taip:

Eα̂(x) =

+∞∫

−∞

n−1

n∑
i=1

Kh(x− y)

g(y)
dy =

+∞∫

−∞

Kh(x− y)
f(y)

g(y)
dy

=

∫
K(z)α(x + hz) dz ≈ α(x).

(2.34)

Koreguoto tankio įveřcio poslinkis, kaih
n→∞−→ 0, sumaž̇eja nuoO(h2) iki O(h4). Išsamią

šio metodo asimptotinių savybių analizę galima rasti [94].

2.3 Adaptyv ūs tankio įveřciai ir jų modifikacijos

Tankio įvertis, pagrįstas antrosios išvestiṅes vertinimu. Panagriṅekime įvertį, su-

darytą remiantis vidutiṅes kvadratiṅes paklaidos minimumo ieškojimu. Imkime nuostolių

funkciją

E
(
f̂h(x)− f(x)

)2

= b2
h(x) + σ2

h(x). (2.35)

Kadangi, dydžiaib2
h(x) ir σ2

h(x) yra nežinomi, tai juos keiskime įverčiais. Įveřcius api-

brėšime remdamiesi asimptotinėmis formul̇emis (2.9) ir (2.11), bei keisdami tankį ir jo
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išvestines įveřciais

b̂h(x) =
c1λ(x, h)h2

2
, λ(x, h) = f̂ ′′h (x) (2.36)

σ̂2
h(x) =

c2f̂h(x)

nh
. (2.37)

Branduolio plǒcio funkcijąh apibṙežkime

h(x) = arg min
h

(
b̂2
h(x) + σ̂2

h(x)
)

. (2.38)

Tankio funkcijos antrosios išvestinės įvertisλ(x, h) randamas tokiu b ūdu. Pažymėkime

Q(y) = F (x + y)− F (x− y)− y

h
(F (x + h)− F (x− h)). (2.39)

Skleisdami pasiskirstymo funkciją Teiloro eilute taškox aplinkoje, gauname, kad

Q(y) =

(
2f(x)y +

f ′′(x)y3

3
+ o(y4)

)
− y

h

(
2f(x)h +

f ′′(x)h3

3
+ o(h4)

)

=
f ′′(x)(y3 − yh2)

3
+ o(yh3),

(2.40)

todėl λ(x, h) apibṙežkime

λ(x, h) = arg min
λ

max
0≤y≤h

∣∣∣∣Q̂(y)− λ(y3 − yh2)

3

∣∣∣∣ , (2.41)

čia

Q̂(y) = F̂ (x + y)− F̂ (x− y)− y

h

(
F̂ (x + h)− F̂ (x− h)

)
. (2.42)

Pasteḃesime, kad taip apibrėžtąλ(x, h) galima tiksliai apskaǐciuoti per baigtinį operacijų

skaǐcių, nes ḋel funkcijosQ̂(y) pob ūdžio pakanka patikrinti tik baigtinį tr ūkio taškų kiekį.

Todėl (2.41) galime užrašyti

λ(x, h) = arg min
λ

max
i
|ai + λbi| , (2.43)
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kur

ai = Q̂(yi), (2.44)

bi = −y3
i − yih

2

3
, (2.45)

o yi yra empiriṅes pasiskirstymo funkcijoŝF (x) tr ūkio taškai intervale[x− h; x + h].

Tyrimai paroḋe, kad taip apibṙežtą tankio įvertį reikia pakoreguoti. Tankio funkcijos

antrajai išvestinei įvertinti reikia platesnės taškox aplinkos, negu vertinant pačią tankio

funkciją. Atsižvelgiant į tai, įvertis buvo koreguotas pavartojant papildomą koeficientą

c ≥ 1 ir (2.36) keǐciant į

b̂h(x) =
c1λ(x, ch)h2

2
. (2.46)

Neblogi rezultatai gaunami imantc = 2. Tiksliau šio parametro reikšmę galima parinkti

kryžminio patikrinimo b ūdu.

Tiesioginio pakeitimo metodas.Tiesioginio pakeitimo metodas(angl.plug-in) pagrįs-

tas tuo, kad nežinomi dydžiai išraiškose keičiami jų statistiniais įveřciais. Šis metodas

tapo populiarus praḋejus naudoti kompiuterinę techniką. Jis dažnai b ūna gana paprastas ir

nesiremia suḋetinga matematine analize. Aukščiau aprašytas metodas, paremtas antrosios

tankio funkcijos išvestiṅes vertinimu, taip pat remiasi ir asimptotinėmis tankio poslinkio,

ir dispersijos išraiškomis. Pažvelgę į (2.15) matome, kad asimptotinės formul̇es netinka

branduolio plǒcio funkcijai h vertinti, kaif ′′(0) ≈ 0, nes tokiu atvejuh → ∞. Toḋel mes

si ūlome vertinant tankio įverčio poslinkį remtis ne asimptotinėmis formul̇emis, o pasinau-

doti (2.7) formule

bh(x) =

∫
K(y)f(x + hy) dy − f(x) =

∫
(f(x + hy)− f(x))K(y) dy (2.47)

ir šioje formul̇eje tankį pakeisti jo įveřciu. Taigi gauname

b̂h,∆(x) =

∫
(f̂∆(x + hy)− f̂∆(x))K(y) dy. (2.48)

Pasteḃesime, kad šioje išraiškoje tankio įverčiui skaǐciuoti reikia naudoti branduolio plo-

tį ∆ ≥ h, nes esant didelėmsn reikšṁemsbh(x) vertinimas yra ekvivalentus antrosios

tankio funkcijos išvestiṅes vertinimui, o antrajai išvestinei vertinti si ūloma naudoti didesnį

glodinimo plotį (žr. [95]).
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Dydžiui ∆ parinkti pasinaudosime asimptotine analize. Imkime∆ = ∆(x). Tegu

tenkinamos sąlygos (2.5), tuometb̂h,∆(x) poslinkis ir dispersija bus lyg ūs

Eb̂h,∆(x) = bh(x) + o(h2), jei ∆ → 0 (2.49)

Db̂h,∆(x) =
f(x)c2

1c3

4

h4

n∆5
+ o

(
h4

n∆5

)
, c3 = ‖K ′′‖2

2. (2.50)

Šių lygybių išvedimas analogiškas kaip ir (2.9) ir (2.11).

Statistiškai vertinant poslinkį b ūtina siekti, kad

Db̂h,∆(x) < b2
h(x). (2.51)

Kai branduolio plotish artimas asimptotiškai optimaliam branduolio pločiui išreikštam

formule (2.15), iš (2.9), (2.50) ir (2.51) gauname sąlygą

∆(h) ≥ c4h, c4 =

(
c3c

2
1

c2

)1/5

. (2.52)

Todėl si ūlome naudoti

∆(h) = αc4h. (2.53)

Parametrąα galime parinkti kryžminio patikrinimo b ūdu arba paprastumo dėlei imtiα = 1.

Modeliavimo b ūdu tiriant tankio įvertį, gautą vartojant branduolio plotį

h(x) = arg min
h

(
b̂2
h,∆(x) + σ̂2

h(x)
)

, (2.54)

kur ∆ apibṙežtas (2.53),̂bh,∆(x) — (2.48), oσ̂h(x) — (2.37), buvo pasteḃeta, kad įvertis

yra nestabilus. Tankio funkcijos antrosios išvestinės vingio taškuose skaičiuojant Integralą,

gaunamos reikšṁes artimos nuliui, nes pointegralinė funkcija įgyja tiek teigiamų, tiek nei-

giamų reikšmių, kurios kompensuoja viena kitą. Šiuo atveju gaunamos pernelyg didelės

branduolio plǒcio h reikšṁes. Toḋel si ūlome skaičiuojant tankio įveřcio poslinkio įvertį

remtis ne (2.48) išraiška, o

∣∣∣̂bh,∆(x)
∣∣∣ =

∫ 1

0

∣∣∣f̂∆(x + hy)− f̂∆(x− hy) + 2f̂∆(x)
∣∣∣K(y) dy. (2.55)

Šios išraiškos yra asimptotiškai ekvivalenčios, bet pastaroji yra stabilesnė.

32



Įver čio modifikacijos. Tiriant aprašytą įvertį, buvo naudojamos įvairios modifikacijos,

kad įveřcio kokyḃe b ūtų geresnė. Buvo pasteḃeta, kad branduolio plotis, gautas remiantis

(2.54) išraiška, ṅera pakankamai glodus. Todėl jis buvo papildomai glodinamas

h̄(x) =

n∑
i=1

h(Xi)Kh(x−Xi)

n∑
i=1

Kh(x−Xi)
. (2.56)

Šioje išraiškoje vietoje branduolio pločio h galima vartoti pǎcią funkcijosh(Xi) reikšmę,

tačiau mes si ūlome vartoti funkcijosh(x) reikšmes taškuose, gretimuose taškuix, ir tie-

siškai interpoliuoti. Tokia modifikacija padaro statistikąh̄(x) stabilesne, nes jeiguh(Xi)

viename taške yra labai mažas dėl skaǐciavimo metodo nestabilumo, tai naudodami tą patį

pernelyg mažą glodinimo plotį taškex, glodinamos funkcijos nesuglodinsime.

Panaši glodinimo proced ūra buvo taikoma ne tik branduolio pločiui h(x), bet ir pǎciam

tankio įveřciui glodinti. Ją užrašykime

¯̂
fh(x) =

n∑
i=1

f̂h(Xi)Kh∗(x−Xi)

n∑
i=1

Kh∗(x−Xi)
, (2.57)

čia

h∗ = h∗(x) = βh(x). (2.58)

Tokia glodinimui naudojamo branduolio pločio išraiška buvo pasirinkta tam, kad galėtu-

me reguliuoti glodinimo operacijos “stiprumą”. Imdami mažesnes parametroβ reikšmes,

mažiau suglodinsime tankio įvertį. Konkrečiu atveju parametrą galima parinkti taikant

kryžminio patikrinimo metodą arba vartojantβ = 1.

Modifikuotas kryžminio patikrinimo metodas. Aukščiau aprašyto kryžminio patik-

rinimo metodo kokyḃes kriterijus yra minimali integruota kvadratinė paklaida. Ši paklaida

yra labai dažnai vartojama, vertinant įverčių kokybę. Tǎciau ji turi tr ūkumą, nes yra pri-

klausoma nuo mastelio parametro. Tarkime, kad tam tikro atsitiktinio dydžioX su tankiu

f(x), tankio įveřcio f̂(x) integruota vidutiṅe kvadratiṅe paklaida yra lygiδ. Pakeiskime

dydžioX mastelį, daugindami jį išk ≥ 1. TuometkX tankis bus1
k
f

(
x
k

)
. kX tankiui įver-

tinti vartokime tą patį tik pakeisto mastelio įvertį, t.y.1
k
f̂

(
x
k

)
. Apskaǐciuokime šio įveřcio
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integruotą vidutinę kvadratinę paklaidą

+∞∫

−∞

(
1

k
f̂

(x

k

)
− 1

k
f

(x

k

))2

dx = k−1

+∞∫

−∞

(
f̂(x)− f(x)

)2

dx = k−1δ. (2.59)

Matome, kad atsitiktinį dydį padauginus išk > 1, tankio įveřcio paklaida sumaž̇ejok kartų.

Tai rodo, kad vertinant tankį, sudarytą iš kelių skirtingo mastelio komponenčių, kryžminio

patikrinimo metodas “kreips didžiausią dėmesį” į komponentę, kurios tankis yra labiausiai

“suspaustas”. Toḋel integruota vidutiṅe kvadratiṅe paklaida ṅera geras optimalumo kri-

terijus, o (2.19) apibṙežtas kryžminio patikrinimo metodas nėra tinkamas, kai vertiname

mišinių tankius.

Šio tr ūkumo neturi kriterijus, pagrįstas vidutinių nuostolių erdvėje L1 dydžiuE‖f̂ −
f‖1, tačiau šiuos nuostolius sunku statistiškai įvertinti. Todėl si ūlome modifikuoti kryžmi-

nio patikrinimo metodą keičiant (2.19) į

α = arg min
α

+∞∫

−∞

(
f̂α(x)− f(x)√

f(x)

)2

dx. (2.60)

Taip gauto parametroα reikšṁe nepriklauso nuo mastelio parametro. Be to, jei tankis

užrašomas parametriškaif(x) ∈ {fα(x), α ∈ Θ}, tai parametroα pseudo-įvertis api-

brėžtas (2.60) asimptotiškai sutampa su maksimalaus tikėtinumo metodo įveřciu (žr. [133]).

Norėdami apskaičiuoti parametrus taikydami modifikuotą kryžminio patikrinimo metodą,

turime fiksuoti kokį nors tankio įvertį̂f0(x) ir vartoti jį (2.60) išraiškoje vietoje tikrojo

tankiof(x). Tam, kad išvengtume dalybos iš nulio ir modifikuotą kryžminio patikrinimo

metodą padarytume stabilesniu, imkime

g(x) = f̂0(x) +
ε√

n max
i,j=1,...,n

|Xi −Xj| , (2.61)

kur ε > 0 - pasirinktas parametras. Taigiα̂ skaǐciuokime tokiu b ūdu:

α̂ = arg min
α




+∞∫

−∞

f̂ 2
α(x)

g(x)
dx− 2

n

n∑
i=1

f̂α(Xi|i)√
g(Xi)


 dx. (2.62)

Šį parametrų įvertinimo metodą toliau vadinsimemodifikuotu kryžminio patikrinimo meto-

du.
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Modifikuotas artimiausių kaimynų metodas. Vienas iš artimiausių kaimynų meto-

do, apibṙežto (2.28), tr ūkumų yra tas, kad šio įverčio “uodegos” gęstax−1 greǐciu. To

galima išvengti naudojant branduolinį įvertį su branduolio pločiu apskaǐciuojamu pagalk-

kaimynų principą. Si ūlome naudoti ne atstumą iki artimiausiok-tojo kaimynodk(x), o

taškox k-kaimynų plotįρk(x), kurį apibṙežkime kaip minimalų intervalo ilgį, į kurį telpak

artimiausių taškuix imties taškų. Taip apibrėžtasρk(x) taškamsx, esantiems imties viduje,

apytiksliai lygusdk(x). Skaǐciuodamiρk(x), kai x didesnis už didžiausią imties elementą,

gausimeρk(x) = X(n) − X(n−k+1). Taigi, ρk(x) yra apṙežta funkcija, kaix → ∞, tankio

įvertis

f̂(x) =
1

nρk(x)

n∑
i=1

K

(
x−Xi

ρk(x)

)
(2.63)

netuṙes l̇etai gęstaňcių uodegų ir tankio įveřcio integralas bus baigtinis.

Tiriant artimiausių kaimynų tankio įvertį, buvo pastebėta, kad branduolio plotish(x) =

ρk(x) nėra glodus. Toḋel buvo taikyta papildomah(x) glodinimo proced ūra, apibrėžta

(2.56). Taip pat buvo bandoma taikyti multiplikatyvų poslinkio sumažinimo metodą ir

papildomą tankio glodinimo operaciją, apibrėžtą (2.57). Parametruik parinkti si ūlome

naudoti kryžminio patikrinimo ar modifikuotą kryžminio patikrinimo metodą.
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3 Skyrius. Daugiamǎcio Gauso mišinio statistinio iden-

tifikavimo metodai

Kaip jau miṅejome ankš̌ciau, diḋejant duomenų dimensijai, modelio parametrų kiekis

spařciai auga, sunkiau surasti tikslius parametrų įverčius. Daug lengviau yra įvertinti vie-

namǎcių duomenų projekcijų

Xτ = τ ′X (3.1)

tankį fτ , negu daugiamǎcių duomenų tankįf . Kadangi egzistuoja abipus vienareikšmė

atitinkamyḃe

f ↔ {fτ , τ ∈ Rd}, (3.2)

tai yra nat ūralu bandyti įvertinti daugiamatį tankįf naudojant vienamǎcių steḃejimų pro-

jekcijų tankių įveřcius f̂τ . B ūtent tokius metodus aptarsime šiame disertacijos skyriuje.

Pasteḃesime, kad m ūsų nagrinėjamu Gauso mišinio atveju (1.1) stebėjimų projekcijos

(3.1) taip pat pasiskiršciusio pagal (vienamatį) Gauso mišinio modelį

fτ (x) =

q∑
j=1

pj(τ)ϕj,τ (x)
def
= fτ (x, θ(τ)), (3.3)

čiaϕj,τ (x) = ϕ(x; mj(τ), σ2
j (τ)) vienamatis Gauso tankis. Daugiamačio mišinio paramet-

rą θ ir duomenų projekcijų pasiskirstymo parametrus

θ(τ) = (pj(τ),mj(τ), σ2
j (τ)), j = 1, . . . , q sieja lygyḃes

pj(τ) = pj,

mj(τ) = τ ′Mj, (3.4)

σ2
j (τ) = τ ′Rjτ.
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3.1 Apvertimo formul ės taikymas

Pasinaudokime apvertimo formule

f(x) =
1

(2π)d

∫

Rd

e−it
′
xψ(t) dt, (3.5)

čia

ψ(t) = Eeit
′
X (3.6)

žymi atsitiktinio dydžioX charakteristinę funkciją. Pažyṁejęu = |t|, τ = t/|t| ir pakeitę

kintamuosius į sferinę koordinačių sistemą gausime

f(x) =
1

(2π)d

∫

τ : |τ |=1

ds

∞∫

0

e−iuτ
′
xψ(uτ)ud−1 du. (3.7)

Čia pirmasis integralas suprantamas kaip paviršinis integralas ant vienetinės sferos pavi-

ršiaus.

Pažyṁekime stebimo atsitiktinio dydžio projekcijos charakteristinę funkciją

ψτ (u) = Eeiuτ ′X , (3.8)

tuomet

ψ(uτ) = ψτ (u). (3.9)

Pasirinkę projektavimo kryp̌cių, tolygiai išsiḋešciusių ant sferos, aibęT ir charakteristinę

funkciją keisdami jos įvertiniu, gauname įverčio skaǐciavimo formulę

f̂(x) =
c(d)

‖T‖
∑
τ∈T

∞∫

0

e−iuτ
′
xψ̂τ (u)ud−1e−hu2

du, (3.10)
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čia ir toliau‖ · ‖ žymi aiḃes elementų skaičių. Pasinaudojęd-mǎcio rutulio t ūrio formule

Vd(R) =
π

d
2 Rd

Γ(d
2

+ 1)
=





π
d
2 Rd

( d
2
)!

, kai d ≡ 0 (mod 2)

2
d+1
2 π

d−1
2 Rd

d!!
, kai d ≡ 1 (mod 2)

(3.11)

galime apskaǐciuoti konstantąc(d), priklausaňcią nuo duomenų dimensijos

c(d) =
(Vd(1))′R

(2π)d
=

d 2−d π−
d
2

Γ(d
2

+ 1)
. (3.12)

Jau pirmieji kompiuterinio modeliavimo tyrimai parodė, kad naudojant apvertimo for-

mulę gauti tankio įvertiniai yra neglod ūs. Todėl formul̇eje (3.10) po integralo ženklu įve-

dėme papildomą daugiklįe−hu2
. Šis daugiklis atlieka papildomą įverčio f̂(x) glodinimą su

Gauso branduolio funkcija. Kaip pamatysime vėliau, tokia daugiklio forma leidžia anali-

tiškai suskaǐciuoti integralo reikšmę, o Monte-Karlo tyrimai parodė, kad jį naudojant žy-

miai sumaž̇eja įveřcių paklaidos.

Formul̇e (3.10) gali b ūti naudojama esant įvairiems projektuotų duomenų charakteris-

tinės funkcijos įvertiniams. M ūsų nagrinėjamu Gauso mišinio atveju, patogu naudoti para-

metrinį šios funkcijos įvertinį

ψ̂τ (u) =

q̂τ∑
j=1

p̂j(τ) eium̂j(τ)−u2σ̂2
j (τ)/2. (3.13)

Įstatę (3.13) į (3.10) gauname

f̂(x) =
c(d)

‖T‖
∑
τ∈T

q̂τ∑
j=1

p̂j(τ)

∞∫

0

eiu(m̂j(τ)−τ
′
x)−u2(h+σ̂2

j (τ)/2)ud−1 du

=
c(d)

‖T‖
∑
τ∈T

q̂τ∑
j=1

p̂j(τ) Id−1


 m̂j(τ)− τ

′
x√

σ̂2
j (τ) + 2h




(√
σ̂2

j (τ) + 2h
)−d

,

(3.14)

kur

Ij(y) = Re




∞∫

0

eiyz−z2/2zj dz


 . (3.15)

Pasteḃesime, kaďcia galime nagriṅeti tik realią išraiškos dalį (menamųjų dalių suma turi

38



b ūti lygi nuliui), nes tankio įvertiŝf(x) gali įgyti tik realias reikšmes. Pasirinkta glodi-

nimo daugiklio formae−hu2
leidžia susieti glodinimo parametrąh su projekcijų klasterių

dispersijomis — tiesiog skaičiavimuose dispersijas padidinsime dydžiu2h.

Apskaǐciuokime išraišką (3.15). Pažymėkime

Kj(y) =

∞∫

0

cos yz · e−z2/2 · zj dz, (3.16)

Sj(y) =

∞∫

0

sin yz · e−z2/2 · zj dz, (3.17)

tuomet

∞∫

0

eiyz−z2/2zj dz = Kj(y) + iSj(y). (3.18)

Integruodami dalimis gausime

Kj(y) = −e−z2/2zj−1 cos yz
∣∣∣
∞

0

+

∞∫

0

e−z2/2
(
(j − 1)zj−2 cos yz − yzj−1 sin yz

)
dz =

=1{j=1} + (j − 1)Kj−2(y)− ySj−1(y), j ≥ 1.

(3.19)

Analogiškai išreiškęSj(y) bei atsižvelgę įj indekso apribojimus gausime rekurentines

lygtis

Kj(y) = (j − 1)Kj−2(y)− ySj−1(y), j ≥ 2, (3.20)

K1(y) = 1− yS0(y), (3.21)

Sj(y) = (j − 1)Sj−2(y) + yKj−1(y), j ≥ 2, (3.22)

S1(y) = yK0(y). (3.23)

FunkcijųK0(y) beiS0(y) apskaǐciavimui pasinaudosime tuo, kad

(S0(y))′y =

∞∫

0

z cos yz · e−z2/2 dz = K1(y). (3.24)
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Iš (3.21) ir (3.24) gauname, kadS0 tenkina diferencialinę lygtį

S ′0(y) = 1− yS0(y), S0(0) = 0. (3.25)

Išspręskime šią lygtį, skleisdamiS0 Teiloro eilute

S ′0(y) =
∞∑

k=0

ck+1(k + 1)yk+1 = 1−
∞∑

k=2

ck−1y
k. (3.26)

Sulyginę koeficientus prie panašių narių, rasime jų reikšmes

c0 = 0, c1 = 1,

ck = −ck−2/k, k ≥ 2.
(3.27)

Taigi

S0(y) =
∞∑

k=0

(−1)ky2k+1

(2k + 1)!!
= y − y3

3!!
+

y5

5!!
− y7

7!!
+ . . . . (3.28)

K0 rasime iš (3.16) išraiškos

K0(y) =

∞∫

0

cos yz · e−z2/2 dz =
1

2

∞∫

−∞

cos yz · e−z2/2 dz

=
1

2

∞∫

−∞

(cos yz − i sin yz) · e−z2/2 dz =

√
π

2
e−y2/2.

(3.29)

M ūsų ieškomo integralo (3.10) reikšmė

Ij(y) = Kj(y). (3.30)

Apvertimo formulę galima taikyti ne tik neparametriniams tankio įverčiams rasti, bet ir

steḃejimams klasterizuoti. Tam b ūtina turėti suderintus tarp kryp̌cių projektuotų duomenų

pasiskirstymo parametrų įverčius, t.y. klasterių kiekiŝqtau ir projektuotų duomenų klas-

terių numeracija turi b ūti vienoda visoms projektavimo kryptims. Tokiu atveju, stebėjimų
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priklausymo klaṡems tikimybes rasime pagal formulę

π̂(j, x) =
f̂j(x)∑q
j=1 f̂j(x)

, (3.31)

kur

f̂j(x) =
c(d)

‖T‖
∑
τ∈T

p̂j(τ) Id−1


 m̂j(τ)− τ

′
x√

σ̂2
j (τ) + 2h




(√
σ̂2

j (τ) + 2h
)−d

. (3.32)

Jeigu apsiribojame tankiof(x) įvertinimo uždaviniu, apvertimo formule pagrįstas metodas

gali naudotis projektuotų duomenų parametrų įveričiai, kurie turi skirtingą klasterių kiekį

įvairiose kryptyse.

Pastaba.Kadangi

∞∫

0

e−iuτ
′
xψ̂τ (u)ud−1e−hu2

du

∣∣∣∣∣∣
τ=−τ

=

∞∫

0

e−iu(−τ)
′
xψ̂−τ (u)ud−1e−hu2

du

=

−∞∫

0

e−i(−u)(−τ)
′
xψ̂−τ (−u)(−u)d−1e−h(−u)2 d(−u)

=

0∫

−∞

e−iuτ
′
xψ̂τ (u)(−u)d−1e−hu2

du,

(3.33)

tai prie sąlygosd ≡ 1 (mod 2)

∑

τ∈{τ,−τ}

∞∫

0

e−iuτ
′
xψ̂τ (u)ud−1e−hu2

du =

∞∫

−∞

e−iuτ
′
xψ̂τ (u)ud−1e−hu2

du. (3.34)

Tokiu atveju analitiškai suintegruoti (3.10) išraiškos integralą galime paprasčiau. Tegu

T ′ def
= {−τ, τ ∈ T}.

f̂(x) =
c(d)

‖T‖+ ‖T ′‖
∑

τ∈T∪T ′

∞∫

0

e−iuτ
′
xψ̂τ (u)ud−1e−hu2

du

=
c(d)

2 ‖T‖
∑
τ∈T

∞∫

−∞

e−iuτ
′
xψ̂τ (u)ud−1e−hu2

du

(3.35)
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Pasinaudoję lygybe

f (k)(x) =
1

2π

∞∫

−∞

e−iuψ(u)(iu)k du, (3.36)

randame įveřcio išraišką

f̂(x) =
π(−1)

d−1
2 c(d)

‖T‖
∑
τ∈T

q̂τ∑
j=1

p̂j(τ) ϕ(d−1)


 m̂j(τ)− τ

′
x√

σ̂2
j (τ) + 2h




(√
σ̂2

j (τ) + 2h
)−d

,

(3.37)

čiaϕ(d−1) žymi standartinio normaliojo tankiod− 1 eilės išvestinę.

3.2 Mažiausių kvadratų metodo taikymas

Mažiausių kvadratų metodas projektuotų duomenų parametrams.Turėdami dau-

giamǎcio Gauso mišinio vienamačių projekcijų parametrųθ(τ) įverčius ir panaudoję ma-

žiausių kvadratų metodą, galime apskaičiuoti daugiamǎcio mišinio parametrąθ. Kadangi

tarp mišinio parametrų ir mišinio projekcijų parametrų galioja lygybės (3.4), daugiamačio

parametro įvertį apibṙešime

p̂j :
∑

τ

(pj − p̂j(τ))2 −→ min,

M̂j :
∑

τ

(τ ′Mj − m̂j(τ))
2 −→ min, (3.38)

R̂j :
∑

τ

(
τ ′Rjτ − σ̂2

j (τ)
)2 −→ min.

Įverčius p̂j, M̂j ir R̂j rasime naudodami įprastas mažiausių kvadratų metodo formules,

tačiau taip rastas įvertiŝRj neb ūtinai yra teigiamai apibrėžta matrica. Dažniausiai ši sąlyga

nėra patenkinta esant santykinai mažai imčiai ir dideliems parametrų kiekiams. Kovariaci-

nės matricos įveřcio teigiamam apibṙežtumui užtikrinti si ūlome naudoti matricos išdėstymą

tikrinėmis reikšṁemis, ir neigiamas tikrines reikšmes keisti duomenų, projektuotų atitin-

kamo tikrinio vektoriaus kryptimi, dispersijų įverčiais. Pasteḃesime, kad analogiška kova-

riacinės matricos įvertinimo metodika si ūloma [6], [19], norint gauti robastiškus įverčius,

kai duomenų dimensija yra didelė.
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Mažiausių kvadratų metodas projektuotų duomenų tankiams. Bandydami taikyti

mažiausių kvadratų metodą projektuotų duomenų mišinio parametrams susid ūrėme su klas-

terių suderinamumo problema: klasterių kiekis turi sutapti, išskirti klasteriai turi atspindėti

artimas imties taškų aibes daugiamatėje erdv̇eje, klasteriai turi b ūti vienodai numeruoti vi-

sose kryptyse. Be to, panaš ūs tankiai gali turėti pakankamai skirtingas parametrų reikšmes.

Todėl bandymas minimizuoti ne kvadratinių atstumų sumą tarp parametrų, o tarp projek-

tuotų duomenų tankių, leistų išvengti šių tr ūkumų.

Taigi, apibṙežkime parametro įvertį, kuris minimizuoja atstumą tarp tankių

θ̂ :
∑

τ

∥∥∥fτ (·, θ)− f̂τ (·)
∥∥∥

2

2
−→ min, (3.39)

čiafτ (·, θ) parametriṅe tankio išraiška, apibrėžta (3.3), ôfτ (·) koks nors atsitiktinio vekto-

riaus projekcijos tankio įvertis.

Ši lygybė gali b ūti perrašyta

θ̂ :
∑

τ

∫

R

(
f 2

τ (x, θ)− 2fτ (x, θ)f̂τ (x)
)

dx −→ min, (3.40)

kur paskutinis skirtumo kvadrato naryŝf 2
τ (x) yra praleistas, nes jis nepriklauso nuo mini-

mizavimo argumentoθ.

M ūsų tiriamu atveju galime naudoti parametrinį projekcijų tankio įvertįf̂τ (·), nes kiek-

vienoje projekcijoje galime įvertinti vienamačio mišinio parametrus, arba galime antros

komponenṫes integralą pakeisti suma pagal stebėjimų projekcijas. Tyrimams pasirinko-

me pastarąjį atvejį, nes jis nenaudoja papildomos vienamačių mišinių parametrų vertinimo

proced ūros, taigi yra nepriklausomas nuo galimų jos tr ūkumų. Be to, tai nepadaro metodo

suḋetingesniu. Taigi, pasirinktu atveju (3.40) perrašysime detalizuodami minimizuojamos

funkcijos išraišką

θ̂ : Q(θ) =
∑

τ




∫

R

f 2
τ (x, θ) dx− 2

n

n∑
j=1

fτ (τ
′Xj, θ)


 −→ min. (3.41)
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Visų nežinomų modelio parametrų vektoriųθ galime padalinti į tris dalis

θ =




p

u

v


 , (3.42)

čiap yra klasterių tikimybių vektorius,u — visų klasterių vidurkio elementų vektorius, o

v — visų klasterių kovariacinių matricų elementų vektorius. Kadangi Gauso tankių san-

daugos integralas yra lygus

∫

R

ϕ(x; m1, σ
2
1) ϕ(x; m2, σ

2
2) dx = ϕ(m1 −m2; 0, σ

2
1 + σ2

2), (3.43)

nuostolių funkcija (3.41) turi formą

Q(θ) =
∑

i

wi(p)ϕi(u,v) −→ min, (3.44)

čia i yra vektorinis indeksas, sumuojantis pagal projekcijasτ , klasteriusi, j = 1, ..., q ir

imties taškusl = 1, . . . , n, t.y. i ∈ T ⊗{1, . . . , q}⊗{1, . . . , q}⊗{1, . . . , n}. Pasteḃesime,

kad

ϕi =
1√
βi

exp

(
− αi

2βi

)
, čiaαi =

(
(u− ai)

T ci
)2

, βi = bT
i v. (3.45)

Šioje formul̇ejeai, bi ir ci yra vektoriai, priklausantys tik nuo imties ir projektavimo kry-

pčių, t.y. tuṙedami fiksuotą imtį ir pasirinkę projektavimo kryptis galime šiuos vektorius

laikyti konstantomis.

Apskaǐciuokime nuostolių funkcijosQ(θ) išvestines.

dϕi

du
= −ϕi

βi

α′i = Ai(u− ai), (3.46)

čiaAi = −ϕi

βi

[
cic

T
i

]
,

dϕi

dv
= ϕi

(
αi

2β2
i

− 1

2βi

)
β′i = di −Biv, (3.47)

čia di =
ϕiαi

2β2
i

bi, Bi =
ϕi

2βi

[
bib

T
i

]
.
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Taigi,

dQ

du
=

∑

i

wi(p)Ai(u− ai) = Cu− e, (3.48)

čiaC =
∑

i

wi(p)Ai, e =
∑

i

wi(p)Aiai,

dQ

dv
=

∑

i

wi(p)(di −Biv) = g −Dv, (3.49)

čiaD =
∑

i

wi(p)Bi, g =
∑

i

wi(p)di.

Čiaai, bi, ci, di, e ir g yra vektoriai, oAi, Bi, C ir D — matricos. Kadangi

θ̂ : Q(θ) −→ min ⇒ dQ

dp
(θ̂) = 0,

dQ

du
(θ̂) = 0,

dQ

dv
(θ̂) = 0, (3.50)

galime pateikti rekurentinį algoritmą̂θ apskaǐciavimui

u(k+1) = C−1(θ(k)) e(θ(k)), v(k+1) = D−1(θ(k)) g(θ(k)). (3.51)

Klasterių tikimybių apskai čiavimas.Apskaǐciuokime klasterių tikimybių vektoriųp.

Detalizuokime (3.44) išraiką:

Q(θ) =

q∑
i,j=1

pipjS1(i, j)−
q∑

i=1

piS2(i), (3.52)

kur

S1(i, j) =
∑
τ∈T

exp
(
− (τ ′(Mi−Mj))

2

2τ ′(Ri+Rj)τ

)

√
2π

√
τ ′(Ri + Rj)τ

, S2(i) =
2

n

n∑
j=1

∑
τ∈T

exp
(
− (τ ′(Mi−Xj))

2

2τ ′Riτ

)
√

2π
√

τ ′Riτ
. (3.53)

Tuomet

dQ

dpi

= 2

q∑
j=1

pjS1(i, j)− S2(i) (3.54)

ir vektoriųp rasime iš lygties

p = A−1B, kur ai,j = 2S1(i, j), bi = S2(i). (3.55)
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Pasteḃesime, kad taip rastų klasterių tikimybių suma neb ūtinai lygi1, todėl pertvarkysime

lygtis, kad užtikrintume sąlygosp1 + ... + pq = 1 galiojimą (paprastumo ḋelei galima

normuoti klasterių tikimybių vektorių kiekvienos iteracijos metu). Išreikškime

pq = 1−
q−1∑
i=1

pi (3.56)

ir įstatykime šią išraišką į (3.52). Tuomet sugrupavę panašius narius ir pasinaudoję funkci-

josS1(i, j) simetriškumu argumentų atžvilgiu gausime

Q(θ) =S1(q, q) +

q−1∑
i=1

pi2[S1(i, q)− S1(q, q)]

+

q∑
i,j=1

pipj[S1(i, j)− S1(i, q)− S1(q, j) + S1(q, q)]

− S2(q)−
q−1∑
i=1

pi[S2(i)− S2(q)],

(3.57)

o

dQ

d pi

=

q−1∑
j=1

pj 2[S1(i, j)− S1(i, q)− S1(q, j) + S1(q, q)]

− [S2(i)− S2(q)− 2S1(i, q) + 2S1(q, q)].

(3.58)

Prilyginę dalines išvestines nuliui tikimybių vektorių randame iš lygties

(p1, ...pq−1)
T = A−1B, (3.59)

kur matricaAq−1×q−1 ir vektoriusBq−1×1 sudaryti atitinkamai iš

ai,j = 2[S1(i, j)− S1(i, q)− S1(q, j) + S1(q, q)] ir (3.60)

bi = S2(i)− S2(q)− 2S1(i, q) + 2S1(q, q), (3.61)

o pq randame iš (3.56).
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3.3 Geometrinis klasterizavimas

Taikant mažiausių kvadratų metodą projektuotiems parametrams, reikia pradinio su-

skaldymo tam, kad galėtume gauti suderintus klasterių įverčius projekcijose į įvairias kryp-

tis. Taikant mažiausių kvadratų metodą projektuotiems tankiams, pradinė parametro rei-

kšmė buvo reikalinga, kad galėtume, pradedant ja, minimizuoti norimą funkciją. Iteraci-

niam EM algoritmui taip pat reikalingas pradinis imties suskaldymas arba mišinio paramet-

ro reikšṁe. Taigi, pradinio imties suskaldymo problema išlieka ir yra kertinė sprendžiant

klasifikavimo ar parametrinio tankio įvertinimo uždavinius.

Aprašysime naują griežto klasterizavimo proced ūrą, kuri padės išspręsti pradinio imties

suskaldymo uždavinį. Sakykime, visiemsx, y ∈ Rd apibṙežta neneigiama funkcijaρ(x, y),

kurią vadinsime pseudoatstumu. Bendru atveju ji gali netenkinti trikampio taisyklės ir

netgi pseudoatstumas nuo taško iki jo pačio ρ(x, x) neb ūtinai bus lygus nuliui. Stebėjimų

numerių aibęN suskaldysime į nesusikertančius poaibiusK̂1, ..., K̂q taip, kad funkcionalas

Q(K1, ..., Kq) =

q∑
j=1

1

‖Kj‖
∑

s,r∈Kj

ρ(X(s), X(r)) (3.62)

įgytų mažiausią reikšmę. Formule (3.62) nusakius imties taškų suskaldymą belieka api-

brėžti pseudoatstumo funkcijąρ. Ši funkcija turi atspinḋeti taškų priklausomybę klaste-

riams, o ne geometrinį taškų išsidėstymą Euklido erdv̇eje, t.y. pseudoatstumas tarp taškų

priklausaňcių tam pǎciam klasteriui turi b ūti mažas, o skirtingiems — didelis. Funkcijąρ

apibṙešime naudodamiesi duomenų projektavimu. Pirmiausiai apibrėžkime pseudoatstumą

tarp imties taškų projekcijų, o tuomet, naudodamiesi juo, nusakykime pseudoatstumą tarp

imties taškų.

Pseudoatstumo tarp imties taškų projekcijų parinkimas. Kadangi pseudoatstumo

funkcija turi atspinḋeti taškų priklausomybę klasteriams, remsimės imties taškų projekcijų

klasifikavimo tikimybių

πτ (j, x) = P{ν = j|τ ′X = τ ′x} (3.63)

įverčiais. Juos iš projektuotų duomenų skirstinio parametrų įverčių rasime naudodami for-

mulę

π̂τ (j, x) =
p̂j(τ)ϕ̂j,τ (x)

fτ (x, θ̂(τ))
(3.64)
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Tyrimams pasirinkome dvi pseudoatstumo tarp imties taškų projekcijų funkcijas: funk-

ciją, pagrįstą skirtumu tarp klasifikavimo tikimybių

ρτ (x, y) =

q̂τ∑
j=1

|π̂τ (j, x)− π̂τ (j, y)|, (3.65)

ir funkciją, įvertinaňcią nepriklausymo tai pǎciai klasei tikimybę

ρτ (x, y) = 1−
q̂τ∑

j=1

π̂τ (j, x)π̂τ (j, y), (3.66)

nes

1−
q∑

j=1

πτ (j, x)πτ (j, y) = P{ν(X) 6= ν(Y )|X = x, Y = y}. (3.67)

Pseudoatstumo tarp imties taškų parinkimas.Pseudoatstumas tarp imties taškų bus

konstruojamas remiantis pseudoatstumais tarp imties taškų projekcijų įvairiose kryptyse.

Kadangi atskirose projekcijose duomenų klasės persidengs, tai faktas, kad taškų projek-

cijos priklauso vienai klasei (pseudoatstumas tarp taškų projekcijų yra mažas) kryptyje

nerodo, kad šie taškai yra iš vienos klasės. Bet jei yra kryp̌cių, kuriose taškų projekcijos

aiškiai priklauso skirtingoms klasėms, tai ir patys taškai priklausys skirtingoms klasėms.

Remiantis tokiais samprotavimais turėtume apibṙežti pseudoatstumą tarp taškų taip

ρ(x, y) = max
τ

ρτ (τ
′x, τ ′y). (3.68)

Tačiau toks apibṙežimas gali neduoti stabilaus įverčio, nes esant netgi vienai krypčiai, ku-

rioje buvo aiškiai blogai įvertinti imties projekcijos parametrai ir to pasekoje vieno klaste-

rio taškai buvo priskirti skirtingiems klasteriams, pseudoatstumas tarp taškųρ(·, ·) blogai

atspinḋes tikrą taškų priklausomybę tam pačiam klasteriui. Toḋel stabilesnius rezultatus tu-

rėtų duoti analogiškai apibrėžtas įvertinys, tik kai maksimumas randamas atmetus nedidelę

α dalį krypčių, kur pseudoatstumas tarp tų taškų projekcijų yra didžiausias.

Kitas b ūdas, padedantis sumažinti išskirčių įtaką, yra maksimumo keitimas p-laipsnio

vidurkiu. Šiuo atveju

ρp(x, y) = 1
‖T‖

∑
τ

ρp
τ (τ

′x, τ ′y). (3.69)
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Tokiu atveju reiktų parinktu dydįp, kuris b ūtų metodo parametru.

Funkcionalo minimizavimas. Geometriniai klasifikavimo metodai yra pakankamai

išvystyti, ir (3.62) tipo funkcionalų minimizavimą, kai pseudoatstumasρ yra Euklido atstu-

mas tarp taškų, atlieka daugelis statistinės analiżes paketų. Tǎciau ḋel netradiciṅes atstumo

funkcijos naudojimo teko naudoti specialią proced ūrą funkcionalui minimizuoti. Ji savo

esme analogiška k-centrų metodui, tačiau m ūsų si ūlomas algoritmas naudoja tik pseudoat-

stumus tarp imties taškų, bet nenaudoja pseudoatstumo tarp taško ir imties centro, kas yra

svarbu praktiškai realizuojant klasifikavimo algoritmą.

Turėdami pseudoatstumą tarp imties taškųρ(x, y) apibṙežkime pseudoatstumą nuo im-

ties taško iki klaṡes

ρ(x,K) = 1
‖K‖

∑
t∈K

ρ(x,X(t)). (3.70)

Iš imties išskirsimeq klasterių, o paskui, taikydami rekurentinį algoritmą, taškus per-

grupuosime taip, kad funkcionalas (3.62) b ūtų minimizuojamas.

Iš dar nesuklasifikuotų imties taškų išskirkime tokį, kurio pseudoatstumas iki likusių

yra didžiausias. Iš šio taško ir artimiausių jo kaimynų numerių sudarykime naują[n/q]

dydžio klasterį,̌cia [·] žymi sveikąją skaǐciaus dalį.Kartodami šią klasterių išskyrimo pro-

ced ūrą išskirkimeq − 1 pradinių klasterių. Paskutinį klasterį sudarysime iš likusių nesu-

klasifikuotų taškų.

Taip sudarysime pradinius klasterius, tenkinančius savybes:

1.
q⋃

i=1

Ki = N .

2. Ki = {si} ∪ {s : ρ(si, s) ≤ ρ(si, t),∀s ∈ K∗
i , t ∈ K∗

i \Ki}, i = 1, q − 1,

kur si = arg max
s∈K∗

i

ρ(x(s), K∗
i ), ‖Ki‖ = [n/q], o K∗

i = N\ ⋃
j<i

Kj.

3. Kq = N\
q−1⋃
j=1

Kj.

Išskirtus klasterius rekurentiškai tikslinsime stengdamiesi minimizuoti funkcionaląQ.

Iš kiekvienos klasterio išskirkime dalį taškų, labiausiai nutolusių nuo savo klasės, t.y. tokių,

kuriems reikšṁesρ(x(s), Ki), s ∈ Ki yra didžiausios. Iš šių taškų numerių sudarykime

naują klasęK∗. Dabar šiuos taškus perskirstykime priskirdami tai klasei, kuriai priskir-

dami gausime mažiausią funkcionaloQ reikšmę. Patikslintas imties suskaldymo klases
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K̃1, . . . , K̃q apibṙežkime

K̃i = Ki\K∗ ∪ {s : s ∈ K∗, η(s) = i}, (3.71)

čia

η(s) = arg min
i=1,...,q

Q(K1\K∗, ..., Ki−1\K∗, Ki\K∗∪{s}, Ki+1\K∗, ..., Kq\K∗). (3.72)

Prilyginę naujai gautas klases klasėmsK1, ..., Kq, gal̇esime atlikti sekaňcią klasių patiksli-

nimo iteraciją ir toliau minimizuoti funkcijąQ.

Pasteḃesime, kad jeigu kiekviename rekurentiniame klasių patikslinimo algoritmo žing-

snyje aibęK∗ sudarytume tik iš vieno taško, t.y. išskirtume vieną tolimiausią tašką iš ku-

rios nors klaṡes, tai gautume monotoniškai mažėjaňcią funkcijosQ seką, t.y. kiekviename

žingsnyje

Q(K̃1, ..., K̃q) ≤ Q(K1, ..., Kq), (3.73)

tačiau tokiu atveju rekurentinis algoritmas konverguotų į lokalų funkcijosQ minimumą.

Todėl si ūlome iš pradžių atlikti iteracijas, priskiriantK∗ klasei pusę kiekvienos iš klasių

K1, ...Kq taškų. Kai rekurentinis algoritmas nustoja konvergavęs, surasti klasių rinkinį, ku-

riam funkcijaQ turėjo mažiausią reikšmę (kai priskiriameK∗ daugiau nei vieną tašką,Q

reikšmes neb ūtinai monotoniškai mažėja) ir iš šio rinkinio atlikti iteracijas perklasifikuoja-

mų taškų kiekį sumažinus iki 1..5%. Kai rekurentinis algoritmas vėl nustoja konverguoti,

tuomet v̇el radus klasių rinkinį, minimizuojantįQ, atlikti iteracijas, priskiriantK∗ vieną

tašką. Šiame etapeQ seka bus monotoniškai mažėjanti.

Taigi, aprašytas geometrinio klasterizavimo algoritmas susideda iš tokių etapų:

1. pasirenkame, pavyzdžiui tolygiai pasiskirsčiusių ant sferos, projektavimo krypčių

aibęT = {τ} erdv̇ejeRd;

2. kiekvienoje kryptyje, naudodami idėjas, aprašytas [142], bei EM algoritmą, įvertina-

me projektuotos imties skirstinio parametrusθ̂τ ;

3. naudodamiesi projektuotos imties parametrų įverčiais apskaǐciuojame klasifikavimo

tikimybių įverčius π̂τ (j, x), o iš jų randame pseudoatstumų tarp projektuotų imties

taškų funkcijosρτ (x, y) reikšmes, o iš pastarųjų apskaičiuojame pseudoatstumų tarp

imties taškų matricą[ρ(x(i), x(j)]i,j=1,n.
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4. išskiriame pradinius klasterius ir, naudodami pseudoatstumų matricą, rekurentiškai

minimizuojame funkcionaląQ.

Taip gauname griežtą imties taškų klasifikavimą. Jis gali b ūti naudojamas, kaip pradinis

imties suskaldymas, kitiems duomenų klasterizavimo algoritmams, arba kaip atskiras duo-

menų klasterizavimo ar mišinio parametrų įvertinimo metodas. Pastaruoju atveju Gauso

mišinio klasterių svorius įvertintumêpi = ‖Ki‖
n

, o vidurkius ir kovariacines matricas - tie-

siog skaǐciuodami kiekvienos klaṡes imties taškų vidurkį ir empirinę kovariacinę matricą.

Negriežto klasifikavimo tikimybių įveřcius apskaǐciuotume naudodami formulę (1.10).
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4 Skyrius. Nagrinėtų statistinės analiżes metodų tikslu-

mo tyrimas

4.1 Adaptyvių vienamǎcių neparametrinio tankio įver čių tikslumo ty-

rimas

Įver čių tyrimo metodika. Tankio įveřcius tyṙeme Monte-Karlo metodu. Kadangi tik-

rasis imties tankis buvo žinomas, tai skaičiavome įveřcių paklaidas ir jas lygindami darėme

išvadas apie įverčių kokybę. Šiame skyriuje konkretizuosime tyrime vartotas atsitiktines

imtis, tirtus įveřcius ir jų paklaidas.

Atsitiktin ės imtys.Tyrimui naudojome generuotas imtis, pasiskirsčiusias pagal Gauso

mišinio modelį. Norint įvairiapusiškai ištirti si ūlomus metodus, buvo varijuojami: klas-

terių kiekis, jų tikimyḃes, vidurkiai ir dispersijos. Imties parametrams nurodyti vartosime

sutrumpintą pažyṁejimą, pvz.,n = 500, (m, σ, p) = (0, 1, 0.3), (20, 5, 0.7) reikš imtį suda-

ryta iš 500 steḃejimų, kurių tankis yra Gauso mišinio tankis su parametraisq = 2, m1 = 0,

σ1 = 0, p1 = 0.3, m2 = 20, σ2 = 5, p2 = 0.7.

Paklaidos.Tiriamų įveřcių tikslumą matavome naudodami kelias paklaidas, pasižymi-

nčias skirtingomis savyḃemis (žr. skyrių 2.3). Daugiausia dėmesio skyṙeme paklaidoms,

matuojamoms erdviųL1 ir L2 metrikose,

ε1(f̂) = ‖f̂ − f‖1, (4.1)

ε2(f̂) = ‖f̂ − f‖2, (4.2)

o taip pat paklaidai, nuo mastelio nepriklausančioje metrikoje,

εA(f̂) =

∥∥∥∥∥
f̂ − f√

f

∥∥∥∥∥
2

. (4.3)

Buvo skaǐciuojami šių paklaidų empiriniai analogaiε1, ε2 ir εA, kuriuos ir pateiksime len-

telėse.

Skaitinių metodų taikymo ypatybės. Skaǐciuojant įveřcius skaitiniais metodais atsi-

randa šiems metodams b ūdingų sunkumų. Pavyzdžiui, minimizuojant reiškinį reikia pa-
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rinkti argumento intervalą ir taškų kiekį, kuriuose bus ieškomas minimumas. Tokios pat

problemos atsiranda skaičiuojant integralą.

Branduolio plǒcio funkcijas skaǐciavome 25-iuose taškuose, išdėstytuosex ašyje taip,

kad tarp jų b ūtų vienodas imties elementų kiekis. Branduolio plotį kituose taškuose skaičia-

vome naudodami tiesinę interpoliaciją. Skaičiuodami branduolio plǒcio parametrą, mi-

nimumo ieškojome intervale
[

X(n)−X(1)

8
√

n
;

X(n)−X(1)

4

]
. Optimalių branduolio plǒcio funkci-

jų reikšmių ieškojome intervale
[

1
2
hNN(x); 2hNN(x)

]
, kur hNN(x) — branduolio plǒcio

funkcijos reikšṁe gauta naudojant artimiausių kaimynų metodą. Minimizuodami ir in-

tegruodami reiškinius, taškų kiekį, kuriuose skaičiavome reiškinių reikšmes, stengėmės

parinkti derindami skaičiavimo spartą ir tikslumą.

Tirti įver čiai. Skaǐciuojant tankio įveřcius vartojome Epaničnikovo branduolį, api-

brėžtą (2.4). Glodinimo proced ūrose, nusakytose (2.56) ir (2.57), vartojome Parzeno bran-

duolį

K(x) =





1− 6x2 + g|x|3, kai |x| ≤ 1/2,

2(1− x2), kai 1/2 ≤ |x| ≤ 1,

0, kai |x| ≥ 1.

(4.4)

Tyrėme šiuos tankio įverčius:

• pastovaus branduolio pločio kryžminio patikrinimo įvertį apibṙežtą (2.20);

• pastovaus branduolio pločio modifikuoto kryžminio patikrinimo įvertį, apibrėžtą

(2.62). Vietoje funkcijosf̂0(x) (žr. (2.61)) imdavome artimiausių kaimynų įvertį;

• artimiausių kaimynų įvertį, apibrėžtą (2.30), kaik = n0.7 (tokį parametro parinkimą

motyvavo atlikti modeliavimo tyrimai);

• artimiausių kaimynų įvertį, apibrėžtą (2.30), kai parametrask buvo parenkamas nau-

dojant kryžminio patikrinimo metodą;

• įvertį, pagrįstą antrosios išvestinės vertinimu, kai branduolio plotis apibrėžtas (2.38),

(2.46), (2.37), oc = 2;

• tiesioginio pakeitimo įvertį, kurio branduolio plotis apibrėžtas (2.54), (2.55), (2.37),

o ∆ apibṙežtas (2.53), kai parametrasα = 1 (tokį parametro parinkimą motyvavo

atlikti modeliavimo tyrimai);

• teorinis pseudo-įvertis.

53



Teorinis pseudo-įvertis apibrėžiamas analogiškai kaip ir tiesioginio pakeitimo įvertis,

tik išraiškose (2.54), (2.55), (2.37) tankio įverčiai keǐciami tikrosiomis tankio funkcijomis.

Teorinį pseudo-įvertį tyṙeme noṙedami palyginti įveřcių paklaidas su teoriškai minimalio-

mis paklaidomis. Šis įvertis ṅera tikrasis tankio įvertis, nes jis naudojasi informacija apie

imties skirstinį.

Tyrėme ne tik miṅetus tankio įveřcius, bet ir jų modifikacijas. Įverčius modifikavome

glodindami branduolio plǒcio funkciją, remdamiesi (2.56), taikydami multiplikatyvų pos-

linkio sumažinimą, apibṙežtą (2.31), bei tankio įverčio glodinimą, apibṙežtą (2.57). (2.58)

išraiškoje naudojome parametrąβ = 0.5, nes funkcijos b ūdavo pernelyg suglodinamos, kai

imdavome tokį patį glodinimo plotį, kaip ir branduolio plotis.

Aprašydami tyrimo rezultatus vartosime tokius trumpinius:
CV Kryžminio patikrinimo metodas,

MCV Modifikuotas kryžminio patikrinimo metodas.

Modifikacijas trumpumo ḋelei taip pat sunumeruokime:
1 branduolio plǒcio funkcijos glodinimas,

2 multiplikatyvus poslinkio koregavimas,

3 tankio įveřcio glodinimas.

Taigi, “artimiausių kaimynų MCV įvertis mod. 2, 3” reikš artimiausių kaimynų įvertį

po multiplikatyvaus poslinkio koregavimo ir tankio įverčio glodinimo, kai parametrask

parenkamas naudojant modifikuotą kryžminio patikrinimo metodą.

Pradiniai tyrimai. Pradinius metodų tyrimus atlikome naudodami dvi bandomąsias

imtis: n = 500 (m,σ, p) = (0, 1, 1) ir n = 500 (m,σ, p) = (0, 1, 0.5), (20, 5, 0.5).

Atlikdami šiuos tyrimus pastebėjome, kad įvertis, pagrįstas antrosios išvestinės vertini-

mu, yra nestabilus. Skaičiuodami branduolio plotį, kai kuriomsx reikšṁems gaudavome

apribojimų intervalo
[

1
2
hNN(x); 4hNN(x)

]
viršutinio galo reikšmę, nors optimalih rei-

kšmė b ūdavo mažesnė. Įveřcio paklaidas pavyko sumažinti ieškant minimumo intervale[
1
2
hNN(x); 3hNN(x)

]
, tačiau atliekant kitus tyrimus tekdavo vis siaurinti šį intervalą. Jei-

gu metodas ir duodavo stabilius rezultatus, tai jie b ūdavo nežymiai geresni už paprastesnio

artimiausių kaimynų metodo rezultatus. Dėl šių priežašcių toliau šiame skyriuje neaptari-

nėsime įveřcio, pagrįsto antrosios išvestinės vertinimu.

Tiesioginio pakeitimo metodo parametro parinkimas. Skaǐciuodami tankio įvertį

tiesioginio pakeitimo metodu turime pasirinkti parametroα, vartojamo išraiškoje (2.53),

reikšmę. Tirdami įvertį̇emėme įvairias parametro reikšmes. Kai imties parametrain =

500 (m,σ, p) = (0, 1, 0.5), (20, 5, 0.5), metodo paklaidos pateikiamos 4.1 lentelėje. Iš len-
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Metodas α ε1 ε2 α ε1 ε2

Nemodifikuotas 0.4 0.12339 0.028751.1 0.12472 0.02894
Mod. 1,2,3 0.08606 0.02760 0.08137 0.02017
Nemodifikuotas 0.5 0.13388 0.034361.2 0.13209 0.03018
Mod. 1,2,3 0.08387 0.02738 0.08308 0.01997
Nemodifikuotas 0.6 0.13762 0.035111.4 0.15062 0.03509
Mod. 1,2,3 0.08898 0.02796 0.08029 0.01821
Nemodifikuotas 0.7 0.13839 0.035791.6 0.15336 0.03633
Mod. 1,2,3 0.09104 0.02870 0.08199 0.01904
Nemodifikuotas 0.8 0.13261 0.032721.8 0.15910 0.03905
Mod. 1,2,3 0.09567 0.03045 0.08347 0.01978
Nemodifikuotas 0.9 0.12941 0.030782.0 0.17414 0.03968
Mod. 1,2,3 0.08857 0.02492 0.08548 0.02054
Nemodifikuotas 1.0 0.12628 0.029622.2 0.20621 0.04408
Mod. 1,2,3 0.08440 0.02214 0.09030 0.02100

4.1 lentel̇e: Tiesioginio pakeitimo metodo parametroα parinkimas.

telės duomenų matome, kad paklaidos kinta be aiškios priklausomybės nuoα. Panaš ūs

rezultatai buvo gauti naudojant imtis su kitokiais parametrais. Jei bandytume analizuoti

šiuo metodu apskaičiuotas branduolio plǒcio funkcijas, tai pasteḃetume, kad naudojant per

daug mažas parametro reikšmes gaunamos neglodžios funkcijos su daugybe lokalių ekst-

remumų, nors šie ekstremumai nedaug nutolę nuo vidutinės funkcijos reikšṁes. Per daug

padidinus parametrą, apskaičiuotas branduolio plotis b ūna didesnis už optimalų, ir meto-

do paklaidos pradeda didėti. Iš pradžių per didelį tankio funkcijos suglodinimą kompen-

suoja multiplikatyvus poslinkio sumažinimas, todėl modifikuoto įveřcio paklaidos diḋeja

lėčiau. Parametruiα parinkti buvo bandomas taikyti MCV metodas, tačiau ir jis pastebi-

mai nepagerino įverčio, o tik prailgino skaǐciavimo laiką ir padaṙe įvertį ne tokiu stabiliu.

Atsižvelgiant į tai, v̇elesniuose tyrimuose naudojomeα = 1.

Artimiausių kaimynų metodo parametro parinkimas. Artimiausių kaimynų meto-

das priklauso nuo parametrok. Parametrask dažnai išreiškiamas

k = nl, 0 < l < 1. (4.5)

Tuomet turime pasirinkti laipsnio rodiklįl. Tyrėme artimiausių kaimynų metodą, kuriame

branduolio plotį parinkome naudojant atstumą ikik-tojo kaimynodk(x), aprašytą 2.2 sky-

riuje, bei artimiausių kaimynų metodą, kuriame branduolio plotis buvo parenkamas naudo-

jantk kaimynų plotįρk(x), apibṙežtą 2.3 skyriuje.
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Metodas l Artimiausių kaimynų Artimiausių kaimynų
metodas naudojantisdk(x) metodas naudojantisρk(x)

ε1 ε2 εA ε1 ε2 εA

Nemodifikuotas 0.5 0.21211 0.09664 0.315260.22392 0.10132 0.30994
Mod. 1,2,3 0.23153 0.11253 0.327680.25323 0.11730 0.35052
Nemodifikuotas 0.55 0.19518 0.08275 0.303340.19313 0.08480 0.26381
Mod. 1,2,3 0.20652 0.09758 0.285000.21495 0.09938 0.29591
Nemodifikuotas 0.6 0.17662 0.06365 0.312370.16565 0.06505 0.21930
Mod. 1,2,3 0.18225 0.07683 0.238990.18868 0.07885 0.24166
Nemodifikuotas 0.65 0.16446 0.05137 0.370910.14068 0.05048 0.19520
Mod. 1,2,3 0.15454 0.06035 0.208820.15807 0.06210 0.20169
Nemodifikuotas 0.7 0.15211 0.04033 0.468780.11401 0.03497 0.18624
Mod. 1,2,3 0.11908 0.04052 0.172990.11934 0.04303 0.16914
Nemodifikuotas 0.75 0.18230 0.04437 0.763770.10691 0.02649 0.21268
Mod. 1,2,3 0.09307 0.02797 0.183710.08669 0.02941 0.13917
Nemodifikuotas 0.8 0.22730 0.05487 1.109460.16442 0.03974 0.60241
Mod. 1,2,3 0.09842 0.02827 0.215190.08980 0.02770 0.17507
Nemodifikuotas 0.85 0.35156 0.07893 2.100720.25180 0.05663 1.18909
Mod. 1,2,3 0.11028 0.02417 0.273190.08976 0.02073 0.17512
Nemodifikuotas 0.9 0.84890 0.23351 5.095820.80400 0.21112 6.83276
Mod. 1,2,3 0.87233 0.23554 5.473860.73636 0.20570 6.02714

4.2 lentel̇e: Artimiausių kaimynų metodo įverčių paklaidų priklausomybę parametrol.

Tyrimai paroḋe, kad šis metodas nėra jautrusk parametro parinkimui. Kai imties t ūris

n = 500, metodas duoda panašias paklaidas tiek suk = 22 (l = 0.5), tiek suk = 144

(l = 0.8), ir šios paklaidos skiriasi nuo optimalių 30%–50% (žr. 4.2 lentelę). Optimalios

nemodifikuotų paklaidų reikšṁes pasiekiamos kail = 0.7, o modifikuotų — kail = 0.75.

Parametrąk banḋeme parinkti kryžminio patikrinimo ir modifikuotu kryžminio patikrini-

mo metodu. Modifikuoto kryžminio patikrinimo metodo rezultatai nebuvo geri. Tai galėjo

nulemti kelios priežastys. Visų pirma, modifikuotam kryžminio patikrinimo metodui rei-

kalingas pagalbinis įvertiŝf0(x). Kadangi šiuo įveřciu laikėme patį artimiausių kaimynų

metodo įvertį, tai gaudavome blogus paklaidų įverčius. Be to, 4.2 lentelėje matome, kad

paklaidaεA mažiausia, kail = 0.55, tačiau kitos paklaidos minimizuolamosl reikšṁe

yra didesṅe. Grafiškai palyginus tankių įverčius buvo pasteḃeta, kad MCV b ūdu parinkus

glodinimo parametrąl buvo gaunami neglod ūs, daug lokalių ekstremumų turintys tankio

įverčiai. Taigi šis metodas nėra tinkamas šiam glodinimo parametrui parinkti.

Taikant kryžminio patikrinimo metodą bandėme rasti optimalią parametrol reikšmę in-

tervale[0.5; 0.8], tačiau taip parinkdami parametrą dažniausiai gaudavome didesnes paklai-
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Metodas Miši- Pastovaus plǒcio CV metodas Pastovaus plǒcio MCV metodas
nys h ε1 ε2 h ε1 ε2

Nemodifik. A1 0.87955 0.07646 0.038780.36236 0.08993 0.05255
Mod. 1,2,3 0.05210 0.03043 0.11241 0.06600
Nemodifik. A2 0.91632 0.12076 0.026761.10808 0.11448 0.02582
Mod. 1,2,3 0.13055 0.03287 0.11557 0.02673
Nemodifik. B5 0.34965 0.16660 0.038381.05659 0.11917 0.03008
Mod. 1,2,3 0.19241 0.04472 0.10573 0.02558
Nemodifik. D1 0.34013 0.21840 0.040131.10138 0.12035 0.02567
Mod. 1,2,3 0.25878 0.04820 0.12055 0.02297
Nemodifik. D2 0.72827 0.19290 0.037131.35658 0.16606 0.03772
Mod. 1,2,3 0.20899 0.03979 0.17042 0.03606

4.3 lentel̇e: Kryžminio patikrinimo metodo ir jo modifikacijos palyginimas.

das, negu naudodamil = 0.7. Toḋel artimiausių kaimynų metodo su parametru, parinktu

kryžminio patikrinimo b ūdu, detaliau neaptarinėsime.

Kryžminio patikrinimo ir modifikuoto kryžminio patikrinimo metodų palygini-

mas. Pastovaus branduolio pločio tankio įveřcius skaǐciavome dviem b ūdais: kryžminio

patikrinimo ir modifikuotu kryžminio patikrinimo. Naudodamiesi šių įverčių paklaidomis

gal̇esime palyginti šiuos parametrų parinkimo metodus, nes, kaip buvo minėta aukš̌ciau,

šie metodai nepagerino artimiausių kaimynų ir tiesioginio pakeitimo įverčių. Kai kurių

mišinių tyrimo rezultatai pateikti 4.3 lentelėje.

Pasteḃejome, kad taikydami tiek kryžminio patikrinimo metodą (žr. mišinius B5, D1),

tiek modifikuotą kryžminio patikrinimo metodą (žr. mišinį A1) kartais gauname per mažas

parametroh reikšmes ir tai rěciau atsitinka naudojant MCV metodą. Kaip ir tikėjomės,

nemodifikuotu kryžminio patikrinimo metodu rastas branduolio plotis yra šiek tiek mažes-

nis. Taip yra toḋel, kad kryžminio patikrinimo metodas labiau prisitaiko prie komponentės,

turinčios “siauresnę” tankio funkciją (atitinkančios klasterį su mažesne dispersija), o to-

kios komponenṫes tankiui įvertinti reikia naudoti siauresnį branduolį. Rezultatai yra truputį

netikėti tuo, kad modifikuoto metodo paklaidosε2 yra taip pat šiek tiek mažesnės, negu

nemodifikuoto, nors b ūtent nemodifikuotas metodas vertina ir minimizuojaε2 paklaidas, o

modifikuotas minimizuojaεA paklaidos įveřcius.

Įverčių tyrimas paroḋe, kad branduoliniams tankio įverčiams, kurių branduolio plotis

fiksuotas, neverta taikyti multiplikatyvaus poslinkio sumažinimo ir tankio įverčio glodi-

nimo proced ūrų, nes taip modifikuoto įverčio paklaidos padiḋeja. 4.3 lentel̇eje pamiṅetų

mišinių suḋetis:
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Metodas Pak- Imties t ūrisn
laida 50 100 200 500 1000 2000

Pastovaus ε1 0.41806 0.25784 0.19738 0.11448 0.11917 0.08528
pločio MCV ε2 0.09935 0.05948 0.04468 0.02582 0.03008 0.02106
Artim. kaim. ε1 0.30593 0.18272 0.14370 0.11908 0.10868 0.09009
mod. 1,2,3 ε2 0.09368 0.04790 0.03244 0.04052 0.02921 0.02492
Ties. pakeit. ε1 0.34128 0.22402 0.11071 0.08440 0.07260 0.05081
mod. 1,2,3 ε2 0.09687 0.07035 0.02794 0.02214 0.02090 0.01674

4.4 lentel̇e: Metodų tikslumo priklausomybė nuo imties t ūrio.

• A1: n = 500, (m,σ, p) = (0, 1, 1);

• A2: n = 500, (m,σ, p) = (0, 1, 0.5), (20, 5, 0.5);

• B5: n = 1000, (m,σ, p) = (0, 1, 0.5), (20, 5, 0.5);

• D1: n = 1000, (m,σ, p) = (0, 1, 0.3333), (−10, 3, 0.3333), (25, 7, 0.3333);

• D2: n = 1000, (m,σ, p) = (0, 1, 0.25), (−20, 4, 0.25), (15, 7, 0.25), (30, 2, 0.25).

Įvertinimo kokyb ės priklausomyḃes nuo imties t ūrio tyrimas.Šio tyrimo metu tik-

rinome, kaip imties t ūris įtakoja įverčių paklaidas. Tyrime vartojome mišinį, sudarytą iš

dviejų skirtingo glodumo komponenčių: (m,σ, p) = (0, 1, 0.5), (20, 5, 0.5). Tankio įverti-

nimo metodų paklaidos pateiktos 4.4 lentelėje. Tyrimai paroḋe, kad esant nedidelėms im-

tims geresni rezultatai gaunami naudojant modifikuotą artimiausių kaimynų metodą, o kai

imtys didel̇es, patartina naudoti modifikuotą tiesioginio pakeitimo metodą. Tirdami imtis,

sudarytas iš didesnio komponenčių kiekio, pasteḃejome, kad tiesioginio pakeitimo metodo

paklaidos mažesnės už kitų metodų paklaidas, kai komponentei tenka 150 ir daugiau imties

taškų.

Skirtingo glodumo tankių įvertinimo tyrimas. Yra žinoma, kad pastovaus branduo-

lio pločio tankio įveřciai neblogai vertina tankius, kurių glodumas įvairioms argumentox

reikšṁems nedaug skiriasi. Šio tyrimo tikslas — nustatyti kaip kinta įverčių tikslumas, kai

tankio glodumo savyḃes kinta. Atsitiktiṅes imtys buvo sudaromos, keičiant mišinio kom-

poneňcių dispersijų santykįσ1/σ2 ir didinant atstumą tarp komponenčių vidurkių. Metodų

paklaidos pateiktos 4.5 lentelėje. Mišinių parametrai yra tokie:

• A1: n = 500, (m,σ, p) = (0, 1, 1);

• C2: n = 500, (m,σ, p) = (0, 1, 0.5), (2, 3, 0.5);

• C3: n = 500, (m,σ, p) = (0, 1, 0.5), (5, 3, 0.5);
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Metodas Pastovaus plǒcio Artimiausių kaimynų Tiesioginio pakeitimo
MCV metodas metodas, mod. 1, 2, 3metodas, mod. 1, 2, 3
ε1 ε2 ε1 ε2 ε1 ε2

A1 0.08993 0.05255 0.13957 0.10025 0.04976 0.03014
C2 0.08411 0.02874 0.11552 0.05143 0.07199 0.02502
C3 0.08311 0.02467 0.13175 0.04798 0.07665 0.02535
C4 0.10056 0.02771 0.12138 0.04208 0.07480 0.02199
C5 0.11783 0.02884 0.12061 0.03843 0.07988 0.02169
A2 0.11448 0.02582 0.11908 0.04052 0.08440 0.02214
C7 0.13606 0.03096 0.11858 0.03698 0.07777 0.02049
C8 0.15521 0.03252 0.11915 0.03661 0.07861 0.01997

4.5 lentel̇e: Metodų tikslumo priklausomybė nuo tankio glodumo kitimo.

• C4: n = 500, (m,σ, p) = (0, 1, 0.5), (10, 3, 0.5);

• C5: n = 500, (m,σ, p) = (0, 1, 0.5), (16, 4, 0.5);

• A2: n = 500, (m,σ, p) = (0, 1, 0.5), (20, 5, 0.5);

• C7: n = 500, (m,σ, p) = (0, 1, 0.5), (30, 7, 0.5);

• C8: n = 500, (m,σ, p) = (0, 1, 0.5), (40, 10, 0.5).

Lentel̇eje pateikti duomenys rodo, kad pastovaus branduolio pločio įvertis tikslesnis už

adaptyvųjį artimiausių kaimynų įvertį paklaidosε1 prasme, kol tankio glodumo savybės

įvairiomsx nesiskiria daug (σ2

σ1
≤ 5). Didėjant skirtumui tarp glodumo savybių, pastovaus

pločio MCV metodo paklaidos diḋeja, o artimiausių kaimynų metodo mažėja. Toḋel, kai

glodumo savyḃes pakankamai skirtingos (mišiniai C7, C8), tikslesni rezultatai gaunami

naudojant artimiausių kaimynų tankio įvertinimo metodą.

Modifikuoto tiesioginio pakeitimo metodas yra tikslesnis už kitus metodus tiekε1, tiek

ε2 paklaidų prasme.

Modifikavimo proced ūrų efektyvumo analiże. Tankio įveřcių kokybę banḋeme pa-

gerinti taikant papildomas įverčių modifikavimo proced ūras: branduolio pločio glodinimą,

multiplikatyvų poslinkio koregavimą ir tankio įverčio glodinimą. Tam, kad įvertintume šių

proced ūrų efektyvumą, apskaičiuokime vidutiṅes paklaidos sumažėjimą po proced ūros pri-

taikymo. 4.6 lentel̇eje pateiktos nemodifikuoto tiesioginio pakeitimo metodo ir visų jo mo-

difikacijų paklaidų reikšṁes, bei paklaidų reikšmių vidurkiai. Remdamiesi šiais dydžiais

galime apskaǐciuoti modifikavimo proced ūrų efektyvumą. Pirma, antra ir trečia modifi-

kacijosε1 paklaidas sumažino atitinkamai1.058, 1.524 (!) ir 1.042 karto, oε2 paklaidas
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Miš- Be modifikacijų Mod. 1 Mod. 1, 2 Mod. 1, 2, 3
inys ε1 ε2 ε1 ε2 ε1 ε2 ε1 ε2

A1 0.06617 0.03337 0.07373 0.03433 0.05437 0.03188 0.04976 0.03014
C2 0.10742 0.03973 0.10569 0.03608 0.07470 0.02635 0.07199 0.02502
C3 0.12497 0.03775 0.10889 0.03117 0.07850 0.02761 0.07665 0.02535
C4 0.13065 0.03568 0.11952 0.03239 0.07808 0.02403 0.07480 0.02199
C5 0.14356 0.03652 0.13396 0.03292 0.08244 0.02391 0.07988 0.02169
A2 0.12628 0.02962 0.12151 0.02725 0.08689 0.02459 0.08440 0.02214
C7 0.14754 0.03551 0.14064 0.03208 0.08161 0.02308 0.07777 0.02049
C8 0.15104 0.03565 0.13913 0.03103 0.08203 0.02267 0.07861 0.01997
ε̄ 0.12470 0.03547 0.11788 0.03215 0.07732 0.02551 0.07423 0.02334

4.6 lentel̇e: Modifikacijų efektyvumo tyrimas.

atitinkamai1.103, 1.260 ir 1.093 karto. Atlikus visas modifikacijasε1 ir ε2 paklaidos su-

maž̇ejo1.680 (!)ir 1.519 (!) karto. Tai rodo, kad šios modifikacijos, o ypač multiplikatyvus

poslinkio sumažinimas, žymiai pagerina įverčių kokybę.

Taikydami šias proced ūras kitiems tankio įverčiams, detaliau ištyrėme jų savybes. Mul-

tiplikatyvaus poslinkio koregavimo proced ūra sumažina tik pakankamai glodžių įverčių

paklaidas. Ši proced ūra sumažina tankio įverčio glodumą, toḋel taikant ją neglodiems įve-

rčiams, pastarieji yra dar labiau iškraipomi ir paklaidos padidėja. Tai lengva pastebėti

tiriant artimiausių kaimynų įvertį, kurio glodumą keičiame keisdami parametrąl. Mul-

tiplikatyvaus poslinkio redukavimo proced ūra nėra tinkama pastovaus branduolio pločio

tankio įveřciams, nes kai kurioms argumento reikšmėms jų glodumas ṅera pakankamas.

Papildoma tankio glodinimo operacija reikalinga tam, kad atstatytume minėtą glodumo

sumaž̇ejimą.

Branduolio plǒcio glodinimas sumažina įverčių paklaidas beveik visais atvejais. Pa-

steḃeta, kad jis kartais nežymiai pablogina tik teorinio pseudo-įverčio savybes. Tai yra

nat ūralu, nes šio pseudo-įverčio branduolio plotis yra teoriškai optimalus ir jo koregavimas

turėtų padidinti įveřcio paklaidas.

Tiesioginio pakeitimo įverčio ir teorinio pseudo-įverčio palyginimas. Tirdami teo-

rinį pseudo-įvertį galime sužinoti kiek m ūsų sukurtas įvertis “atsilieka” nuo teoriškai pa-

siekiamos ribos. Kai kuriems mišiniams gautos įverčių paklaidos pateiktos 4.7 lentelėje.

Pastaba: mišinių sudėtį galite rasti prie 4.3 lentelės analiżes. Iš lentel̇eje pateiktų duomenų

galime apskaǐciuoti, kad nemodifikuoto įverčio kokyḃe blogesṅe už teoriškai pasiekiamą

1.288 karto pagalε1 ir 1.344 karto pagalε1 paklaidą. Palyginę modifikuotų metodų vidu-

tines paklaidas pastebėsime, kad įvertis blogesnis už pseudo-įvertį tik 1.017 karto pagalε1
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Metodas Mišinys Tiesioginio pakeitimo įvertis Teorinis pseudo-įvertis
ε1 ε2 ε1 ε2

Nemodifikuotas A1 0.06617 0.03337 0.05721 0.03032
Mod. 1, 2, 3 0.04976 0.03014 0.05472 0.03176
Nemodifikuotas A2 0.12628 0.02962 0.09519 0.02307
Mod. 1, 2, 3 0.08440 0.02214 0.07314 0.02360
Nemodifikuotas B5 0.14638 0.04135 0.07834 0.01960
Mod. 1, 2, 3 0.07260 0.02090 0.06700 0.01836
Nemodifikuotas D1 0.14724 0.03073 0.11080 0.02107
Mod. 1, 2, 3 0.08703 0.01963 0.08481 0.01917
Nemodifikuotas D2 0.17055 0.03377 0.16840 0.03161
Mod. 1, 2, 3 0.12200 0.02884 0.12897 0.02890

4.7 lentel̇e: Tiesioginio pakeitimo įveřcio ir teorinio pseudo-įverčio palyginimas.

paklaidą, bet geresnis už jį pagalε2 paklaidą.

Grafinis tankio įver čių palyginimas. Tankio įveřciai turi b ūti ne tik optimal ūs įvairių

paklaidų prasme, bet ir gerai atitikti tikrojo tankio formą. Todėl įveřciai buvo tikrinami

vizualiai. Tyrimai paroḋe, kad tiesioginio pakeitimo įverčiai gerai atitinka tikrąją tankio

konfig ūraciją, pastovaus pločio įveřciai blogai vizualiai atspindi mišinių komponentes su

didele dispersija, o artimiausių kaimynų metodas iškraipo tankio formą mišinio kompo-

neňcių tankio virš ūṅese. Pateiksime kai kurių tankio funkcijų įverčių grafikus. Imties

parametrai yra:n = 500, (m,σ, p) = (0, 1, 0.5), (20, 5, 0.5). Pasteḃesime, kad 4.1 pav.

parodytu atveju, tiesioginio pakeitimo metodo paklaidosε1 ir ε2 yra šiek tiek didesṅes, ne-

gu pastovaus plǒcio kryžminio patikrinimo metodo, tǎciau tiesioginio pakeitimo metodo

įvertis geriau atitinka tikrojo tankio formą.

4.2 Daugiamǎcio Gauso mišinio analiżes proced ūrų tikslumo tyrimas

Si ūlomi daugiamǎcio Gauso mišinio identifikavimo ir duomenų klasterizavimo me-

todai buvo tiriami Monte-Karlo metodu. Buvo generuojamos atsitiktinės imtys (1.4) su

nepriklausomais stebėjimas pasiskiršciusiais pagal Gauso mišinio skirstinį. Norint įvai-

riapusiškai ištirti si ūlomus metodus, buvo varijuojama imties dydžiu, klasterių kiekiu, jų

tikimybėmis, vidurkiais ir kovariaciṅemis matricomis, stengiantis aprėpti įvairias mišinio

konfig ūracijas: atsiskiriančius klasterius, persidengusius klasterius; panašius klasterių svo-

rius, reikšmingai skirtingus klasterių svorius; mažas, dideles imtis ir pan.
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4.1 pav.: Tankių įveřciai gauti tiesioginio pakeitimo metodu (taškinė linija) ir pastovaus
pločio kryžminio patikrinimo metodu (ištisiṅe linija).

Paklaidos.Kadangi tikrasis imties skirstinys buvo žinomas, galėjome suskaičiuoti įve-

rčių paklaidas ir jas lygindami darėme išvadas apie įverčių kokybę. Tiriamiems metodams

palyginti naudojome kelias paklaidas. Stebėjimų klasterizavimo kokybei įvertinti naudojo-

me vidutinę negriežto klasifikavimo paklaidą

επ = E
q∑

i=1

|π̂(j, X)− π(j, X)| (4.6)

ir griežto klasifikavimo paklaidą

εν = P{ν̂(X) 6= ν(X)}. (4.7)

Parinkus modelio parametrąθ ir imties t ūrįn, generuojamos nepriklausomos atsitiktinės

imtysX(s) = (X(s)(1), ..., X(s)(n)), s = 1, r ir randamos nagriṅejamų įveřcių realizacijos.
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Tuomet skaǐciuojami paklaidų (4.6) ir (4.7) empiriniai analogai

επ =
1

rn

∑
j=1,q
t=1,n

s=1,r

|π̂(s)(j, X(s)(t))− π(j, X(s)(t))|, (4.8)

εν =
1

rn

∑

s=1,r

‖{t : ν̂(s)(X(s)(t)) 6= ν(X(s)(t))}‖. (4.9)

Šiame darbe visuose eksperimentuoser = 10.

Praktikoje gali b ūti sutinkamas ne tik klasifikavimo uždavinys, bet ir Gauso mišinio

parametrų arba tankio įvertinimo uždavinys. Kadangi panašius tankius galima nusakyti

visai skirtingais parametrais, tai tikslumui įvertinti naudosimeL2 atstumą tarp tankio ir jo

įverčio

εL2 = E
∫

Rd

(
fθ̂(x)− fθ(x)

)2
dx. (4.10)

Siekdami palyginti įveřcių tikslumą srityse, kur tankio reikšṁe yra didel̇e (tokių įveřcių

aktualumas pagrįstas [142]), naudosime paklaidą

εL2F = E
∫

Rd

(
fθ̂(x)− fθ(x)

)2
f(x) dx. (4.11)

Šių paklaidų empiriniai analogai skaičiuojami naudojant formules

εL2 =
1

r

∑

s=1,r

∫

Rd

(f
(s)

θ̂
(x)− fθ(x))2 dx, (4.12)

εL2F =
1

rn

∑
t=1,n

s=1,r

(
f

(s)

θ̂
(X(s)(t))− fθ(X

(s)(t))
)2

. (4.13)

Pasteḃesime, kad pasinaudojus savybe

∫

Rd

ϕ(x; M1, R1) ϕ(x; M2, R2) dx = ϕ(M1 −M2; 0, R1 + R2), (4.14)
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išraiškoje (4.12) esantį integralą galime suskaičiuoti analitiškai

∫

Rd

(fθ̂(x)− fθ(x))2 dx =

∫

Rd

(
q̂∑

i=1

p̂iϕ̂i(x)−
q∑

i=1

piϕi(x)

)2

dx =

=

q̂∑
i,j=1

p̂ip̂j

∫

Rd

ϕ̂i(x)ϕ̂j(x) dx− 2
∑

i=1,q̂

j=1,q

p̂ipj

∫

Rd

ϕ̂i(x)ϕj(x) dx

+

q∑
i,j=1

pipj

∫

Rd

ϕi(x)ϕj(x) dx

=

q̂∑
i,j=1

p̂ip̂j ϕ(M̂i − M̂j; 0, R̂i + R̂j)− 2
∑

i=1,q̂

j=1,q

p̂ipj ϕ(M̂i −Mj; 0, R̂i + Rj)

+

q∑
i,j=1

pipj ϕ(Mi −Mj; 0, R̂i + Rj)

(4.15)

Jeigu metodas nevertina parametroθ, o yra randamas neparametrinis tankio įvertis, tai

išraiška (4.12) keičiama

εL2 =
1

rn

∑
t=1,n

s=1,r

(
f̂ (s)(X(s)(t))− fθ(X

(s)(t))
)2

fθ(X(s)(t))
, (4.16)

o išraiškoje (4.13) parametrinis tankio įvertisf
(s)

θ̂
keičiamas neparametriniûf (s).

Modeliavimo tyrimai paroḋe, kad paklaidosεπ ir εν elgiasi panašiai, t.y. metodai, tiks-

l ūs vienos paklaidos prasme, bus tiksl ūs ir kitos paklaidos prasme. Daugelyje atvejų pa-

našiai elgiasi irεL2 beiεL2F paklaidos. Pastebėsime, kad maksimalaus tikėtinumo medodo

įvertis paprastai b ūdavo tiksliausiasεπ ir εν prasme, tǎciau kartais nusileisdavo kitiems

įverčiamsεL2 (ir dar dažniauεL2F ) prasme.

Tirti metodai. Aprašyti metodai gali b ūti įvairiai kombinuojami siekiant pagerin-

ti įverčio kokybę. Pažyṁesime aukš̌ciau aprašytus metodus, kad galėtume sutrumpintai

užrašyti suḋetinio metodo schemą. Aprašyti metodai remiasi vienamačių duomenų klas-

terizavimo paketu, sukurtu Matematikos ir informatikos institute Taikomosios statistikos

skyriuje. šis steḃejimų klasterizavimo paketas remiasi idėjomis, aprašytomis [142]. Jeigu

tiriami metodai naudoja ne tikrus vienamačių duomenų projekcijų parametrų įverčius, gau-

tus naudojant miṅetą paketą, o pseudo-įverčius, gautus EM algoritmu, paleistu iš teorinių
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parametro reikšmių, virš proced ūrų žymėsime ženklą “̃ ”, t.y. pvz., L̃SP reikš, kad nau-

dojamas mažiausių kvadratų metodo įvertis, naudojantis duomenų vienamačių projekcijų

pseudo-įveřcius. Pasteḃesime, kad miṅetieji pseudo-įveřciai yra maksimalaus tik̇etinumo

metodo įveřciai. Naudosime šiuos pažymėjimus:

Žymuo Apibṙežimas

EM Rekurentinis EM algoritmas apibrėžtas (1.10) ir (1.13)

I Tankio įvertinimas, pagrįstas apvertimo formule ir apibrėžtas

(3.37)

LSP Mažiausių kvadratų metodo įvertis, pagrįstas atstumų tarp projek-

tuotų parametrų minimizavimu, apibrėžtas (3.38)

LSD Mažiausių kvadratų metodo įvertis, pagrįstas atstumų tarp projek-

tuotų tankių minimizavimu, apibrėžtas (3.41)

G Geometrinis klasterizavimo metodas, aprašytas skyriuje 3.3

Si ūlomų statistinių proced ūrų kombinacijas žymėsime atskiras proced ūras skirdami “−”.

Pvz.,G− EM reikš metodą, kai stebėjimų klasifikavimas randamas geometrinio klasteri-

zavimo b ūdu, ir šis rezultatas naudojamas kaip pradinis taškas EM algoritmui.

Minėti duomenų analiżes metodai buvo lyginami su maksimalaus tikėtinumo įvertiniu.

Pastarasis buvo rastas naudojant EM algoritmą iš teorinių parametro reikšmių. Šį pseudo-

įvertinį žymėsimeMLE.

I metodas. Apvertimo formule pagrįstas metodas turi glodinimo parametrąh. Mo-

deliavimo tyrimai paroḋe, kad šis metodas yra jautrus parametro parinkimui — parinkus

per mažąh reikšmę įvertis tampa labai neglodžiu ir turi dideles paklaidas. Pernelyg su-

glodinus tankio įvertį, jo kokyḃe labai nenukeňcia. Atliekant tyrimus buvo pastebėta, kad

įvertis tampa neglodžiu ḋel to, kad kai kuriose kryptyse, stebėjimų projekcijų reikšṁes yra

panašios, ir klasterizavimo proced ūra išskiria mažo svorio klasterius su mažomis dispersi-

jomis. Toḋel vienas iš b ūdų padaryti tankį glodesniu yra nenaudoti krypčių su dispersija

ar svoriu, mažesniais už pasirinktą minimalią reikšmę. Tačiau taip išmetant kryptis galime

išmesti visą sritį, toḋel si ūlome naudoti glodinimo parametrąh. Glodinimo plotįh logiška

parinkti proporcingą pradinių duomenų išsibarstymui (mastelio parametrui), todėl si ūlome

naudotih = c
√

λmax, kur λmax yra duomenų kovariaciṅes matricos didžiausia tikrinė rei-

kšmė. Metodo paklaidų priklausomybės grafikai keliems iš tirtų pateikti 4.2 paveikslėlyje.

Optimali c reikšṁe daugelyje iš tirtų atvejų priklausė intervalui[0.002; 0.02], toḋel galima

naudoti pvz.,c = 0.015. Pasteḃesime, kad netgi suglodinus tankio įvertį, vis tiek išlieka

svyruojaňcios šio įveřcio “uodegos”, kurios kai kurioms argumento reikšmėms įgyja nei-
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4.2 pav.: PaklaidųεL2F ir εL2 priklausomyḃe nuo glodinimo parametroc. Pateikiami grafi-
kai gauti esant kelioms skirtingomsθ reikšṁems. Iš grafikų matome, kadεL2F paklaida yra
mažiausia, kaic ≈ 0.1, o εL2 mažiausia, kaic ≈ 0.5. Ordinǎcių ašies mastelis skirtingiems
grafikams yra skirtingas.

giamas reikšmes. Ḋel šios priežasties negalime tiksliau parinkti glodinimo parametroc

naudodamiesi tik̇etinumo funkcija. Be to, esant didelėms santykiṅems paklaidoms, įverčio

“uodegos” žymiai padidina paklaidųεL2 dydį, norsεL2F paklaidų prasme šis metodas gali

konkuruoti su kitais. Toḋel galime daryti išvadą, kad metodasI tinkamas tankiui vertinti

ten, kur tankio reikšṁe yra didel̇e.

Taip pat modeliavimo tyrimai parodė, kad norint gauti pakankamai tiksliusI metodo

įverčius, reikia naudoti didelį projektavimo krypčių kiekį, pvz., 10000 kryp̌cių.

Panaudoti apvertimo formule pagrįsto metodo duomenims klasterizuoti nepavyko. Bu-

vo testuotas̃I metodas, kuris naudojo suderintus tarpusavyje stebėjimų projekcijų pasi-

skirstymo parametrų maksimalaus tikėtinumo pseudo-įverčius, tǎciau pakankamai tiksliai

įvertinti atskirų klasterių tankio dedamųjų nepavyko — jų reikšmės buvo labai neglodžios

ir paklaidos b ūdavo kelis ar net kelioliką kartų didesnės nei kitų tankio įvertinimo metodų.

LSP metodas. Siekiant išsiaiškinti metodo galimybes buvo tiriamas pseudo-įvertis

L̃SP , kuris buvo paremtas vienamačiais maksimalaus tik̇etinumo metodo įveřciais. Mo-

deliavimo tyrimas paroḋe, kad šis metodas visais atvejais nusileidoMLE įverčiui, tačiau

patikslinus jįEM algoritmu, buvo gaunamas maksimalaus tikėtinumo metodo įvertis.

Tačiau vienas iš šio metodo tr ūkumų yra tas, kad jam reikalingi suderinti kryptyse duo-
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menų projekcijų parametrų įverčiai, o tam reikia tuṙeti pagalbinį pradinį duomenų suskal-

dymą. Toḋel šis metodas gali b ūti tik naudojamas derinant jį su kitais metodais, pvz.,

geometrinio klasterizavimo algoritmu.

Pakankamas pasirinktų krypčių kiekis reikalingas šiam metodui yra mažesnis, neguI

metodui. KaidimX = 5, pakakdavo naudoti 1000 projektavimo krypčių.

LSD metodas. Šis metodas pranašesnis užLSP metodą tuo, kad nereikalauja, kad

projektuotų steḃejimų pasiskirstymo parametrų įverčiai b ūtų suderinti, tačiau tai yra itera-

cinis parametro įveřcio patikslinimo metodas, ir jam reikalinga pradinė parametro reikšṁe.

Savo tyrimuose pradine parametro reikšme laikėmeMLE įvertinį (kuris praktikoje gali

b ūti randamas pvz., derinant geometrini klasterizavimą irEM algoritmą). Tyrimas paro-

dė, kad kai kuriems mišiniams metodas duoda tikslesnius parametrų įverčius (m ūsų tirtų

keturių paklaidų prasme), neguMLE įverčio. Tǎciau kitais atvejais metodas nebuvo toks

tikslus. Viena iš galimų to priežasčių gali b ūti tai, kadLSD metodu minimizuojami nuo-

stoliai ṅeraL2 nuostoliai tarp tankio ir jos įverčio. Geresnių rezultatų b ūtų galima tikėtis

minimizuojantL2 paklaidą

∫

Rd

(
f̂(x)− f(x)

)2

dx =

∫

τ :|τ |=1

ds

∞∫

0

(
f̂(tτ)− f(tτ)

)2

ud−1 du

≈ c(d)
∑
τ∈T

∞∫

0

(
f̂(tτ)− f(tτ)

)2

ud−1 du

(4.17)

Galime sṗeti, kad svoriṅes funkcijos naudojimas po integralo ženklu gali pagerintiLSD

metodą, tǎciau tai reikalauja papildomų tyrimų. Tiesiogiai panaudotas daugiklisud−1 ne-

duos rezultato, nesf(tτ) 6= fτ (t).

Šiam metodui, kaip irLSP , kai dimX = 5 pakakdavo naudoti 1000 projektavimo

krypčių.

G metodas. Geometrinis duomenų klasterizavimas — vienas iš metodų, kuriam ne-

reikia suderintų duomenų projekcijų pasiskirstymo parametro įverčių, toḋel jis gali b ūti

naudojamas kaip pradinis įvertis daugiamačiame duomenų suskaidyme. VėliauG metodu

gauti įveřciai gali b ūti tikslinami kitais metodais.

Buvo pasi ūlytos keliosρτ ir ρ pseudoatstumų funkcijų apibrėžimo alternatyvos. Atlie-

kant modeliavimo tyrimą buvo stengiamasi išsiaiškinti, kurią šių funkcijų naudoti norint

pasiekti tiksliausių rezultatų. Buvo pastebėta, kad naudojant išraiškas (3.65) ir (3.66) gau-

nami panaš ūs rezultatai.

67



-6800

-6700

-6600

-6500

-6400

-6300

-6200

-6100

 0  5  10  15  20  25  30  35  40

4.3 pav.: Logaritmuotos tik̇etinumo funk-
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4.4 pav.: Logaritmuotos tik̇etinumo funk-
cijos reikšṁes priklausomybę nuo geo-
metrinio klasterizavimo algoritmo para-
metrop.

Pseudoatstumą tarp daugiamačių steḃejimų gal̇ejome apibṙežti naudodami (3.68) arba

(3.69). Be to, abiem atvejais buvo sprendžiamas metodo parametrų parinkimo klausimas:

reikėjo parinkti parametrąα arbap. Modeliavimo tyrimas paroḋe, kad optimalios šių pa-

rametrų reikšṁes dažniausiai priklauso intervalamsα ∈ [0, 0.25] ir p ∈ [2, 8]. Kadangi

vienas iš pagrindinių disertacinio darbo uždavinių yra pasi ūlyti algoritmą pradinei EM al-

goritmo parametro reikšmei parinkti taip, kad šis algoritmas konverguotų į MTM įvertį, o

pasirinkimo kriterijumi galime naudoti tik̇etinumo funkciją, tai si ūlome šį metodą derinti su

EM algoritmu, t.y. naudotiG−EM metodą, o nežinomus parametrus parinkti iš nurodytų

intervalų, remiantis tik̇etinumo funkcijos reikšme. Paveikslėliuose 4.3 ir 4.4 vaizduojamos

G metodo logaritmuotos tik̇etinumo funkcijos reikšṁes priklausomai nuo parametrųα ir p

parinkimo.

Pasteḃesime, kad daugelyje tirtų atvejųG − EM metodas duodavo tokį pat rezulta-

tą kaip ir MLE įvertinys, toḋel si ūlome šį metodą naudoti konstruktyviam maksimalaus

tikėtinumo metodo įveřciui skaǐciuoti.

Palyginimas su kitais algoritmais.Si ūlomų metodų tikslumas buvo lyginamas ne tik

su MTM įvertiniu, bet ir su atsitiktinio starto proced ūra. Šis proced ūra naudojama EM

algoritmui inicializuoti, ir ji yra ypǎc populiari statistine programinėje įrangoje. Tam, kad

išvengti centriṅes ribiṅes teoremos pasireiškimo, kai atsitiktinai parinkus pradinį stebėji-

mų suskaldymą, mišinio komponenčių parametrai tampa panašiais, buvo naudojama tik

dalis imties taškų parametrui inicializuoti (angl.subsampling), taip kaip rekomenduojama

[111]. Daugelyje tirtų atvejų EM algoritmui startuotant iš atsitiktinės mišinio parametro

reikšṁes, MTM įvertinys buvo randamas per 20–200 atsitiktinio starto bandymų. Tačiau,
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4.5 pav.: Atsitiktinio starto ir geometrinio klasterizavimo proced ūrų palyginimas. EM algo-
ritmas buvo pradedamas nuo pradinės parametro reikšmes, kuri randama naudojant minėtas
proced ūras. Grafike atidėtos klasifikavimo tikslumą atspindinčios paklaidosεπ.

jei aprioriṅes klasterių tikimyḃes skirdavosi reikšmingai, atsitiktinio starto proced ūra ne-

rasdavo klasterio, kurio tikimyḃe maža, net jei proced ūra buvo kartojama labai daug kartų

(buvo bandoma 4000 atsitiktinio starto taškų). Šio modeliavimo tyrimo rezultatai pateikti

4.5 paveiksl̇elyje1. Taškai pažyṁeti 1, 2, ir 3 atitinka mišinius su reikšmingai skirtingomis

klasterių tikimyḃemis. Esant tokioms parametrų reikšmėms, geometrinio klasterizavimo

proced ūra inicializuota EM algoritmas yra tikslesnis nei inicializuotas atsitiktinio starto

proced ūra. Kitais atvejais (taškai 4, 5 ir 6) abi proced ūros užtikrino mišinio parametrų

konvergavimą į MTM įvertinį, toḋel abiejų metodų paklaidos yra lygios ir taškai išsidėstę

ant pusiaukampiṅes.

1Tirtų mišinių klasterių tikimyḃes. Mišinys 1:q = 2, p1 = 0.92, p2 = 0.08. Mišinys 2:q = 3, p1 = p3 =
0.05, p2 = 0.9. Mišinys 3: q = 2, p1 = 0.9, p2 = 0.1. Mišinys 4: q = 4, p1 = p3 = 0.2, p2 = p4 = 0.3.
Mišinys 5: q = 3, p1 = p3 = 0.35, p2 = 0.3. Mišinys 6:q = 4, p1 = p2 = p3 = p4 = 0.25.
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Metodas εL2F × 103 εL2 επ εν log-tikėtinumas

Mišinys 1
MLE 0.102915 0.0042922 0.02967 0.062 -5082.6141
I 0.147062 0.0142949 - - -
G 0.094649 0.0040880 0.08669 0.084 -5112.0377
G− EM 0.102915 0.0042922 0.02967 0.062 -5082.6141

L̃SP 0.131447 0.0066076 0.08317 0.100 -6288.3265

L̃SP − EM 0.102915 0.0042922 0.02967 0.062 -5082.6141

L̃SD 0.102894 0.0043588 0.02926 0.058 -5122.4386

L̃SD − EM 0.102915 0.0042922 0.02967 0.062 -5082.6141
Mišinys 2
MLE 0.085176 0.0042035 0.10651 0.175 -5361.9998
G 0.211098 0.0049300 0.28909 0.324 -5498.4503
G− EM 0.129791 0.0050920 0.15941 0.211 -5367.4009

L̃SP 0.164251 0.0047840 0.13045 0.209 -5382.0408

L̃SP − EM 0.085176 0.0042035 0.10651 0.175 -5361.9998

L̃SD 0.106742 0.0049146 0.12983 0.204 -5380.1543

L̃SD − EM 0.085176 0.0042035 0.10651 0.175 -5361.9998
Mišinys 3
MLE 0.095754 0.0037712 0.04477 0.140 -5790.7939
I 0.124311 0.0299140 - - -
G 0.078399 0.0035799 0.07827 0.149 -5851.6277
G− EM 0.095754 0.0037712 0.04477 0.140 -5790.7939

L̃SP 0.106307 0.0042097 0.06947 0.148 -5815.6094

L̃SP − EM 0.095754 0.0037712 0.04477 0.140 -5790.7939

L̃SD 0.087631 0.0034004 0.04084 0.142 -5797.1964

L̃SD − EM 0.095754 0.0037712 0.04477 0.140 -5790.7939
Mišinys 4
MLE 0.074533 0.0027717 0.00046 0.000 -5303.8939
G 0.074468 0.0028200 0.00047 0.000 -5311.9212
G− EM 0.074533 0.0027717 0.00046 0.000 -5303.8939
Mišinys 5,n = 150
MLE 0.017137 0.0021385 0.08650 0.113 -1773.9857
I 0.024355 0.0120174 - - -
G 0.014452 0.0020510 0.12760 0.160 -1825.7856
G− EM 0.016509 0.0021073 0.09295 0.141 -1781.9726

L̃SD 0.024882 0.0025698 0.09529 0.113 -1805.9785

L̃SD − EM 0.017137 0.0021385 0.08650 0.113 -1773.9857

4.8 lentel̇e: Paklaidų lentelė

70



Metodas εL2F × 103 εL2 επ εν log-tikėtinumas

Mišinys 5,n = 500
MLE 0.011546 0.0014833 0.05609 0.110 -6197.6356
I 0.020124 0.0042214 - - -
G 0.018089 0.0017667 0.12665 0.164 -6227.7968
G− EM 0.011546 0.0014833 0.05609 0.110 -6197.6356

L̃SD 0.010702 0.0012891 0.05049 0.111 -6210.1840

L̃SD − EM 0.011546 0.0014833 0.05609 0.110 -6197.6356
Mišinys 6
MLE 0.174804 0.0075923 0.07652 0.130 -2084.7917
G 0.162687 0.0065076 0.12903 0.185 -2120.3574
G− EM 0.174877 0.0076015 0.07686 0.130 -2084.7918

L̃SD 0.185266 0.0078729 0.08052 0.125 -2091.9379

L̃SD − EM 0.174804 0.0075923 0.07652 0.130 -2084.7917

4.8 lentel̇e: Paklaidų lentelė (tęsinys)

Paklaida Imtis MLE G̃ G̃− EM G G− EM
επ n = 50 0.01987 0.06111 0.07903 0.10053 0.11879

n = 100 0.01478 0.02578 0.01504 0.02773 0.01504
n = 200 0.01397 0.01814 0.01397 0.02315 0.01397
n = 500 0.00959 0.01748 0.00959 0.01753 0.00959

εL2 × 102 n = 50 0.41735 0.46795 0.47304 0.46489 0.48914
n = 100 0.26139 0.20742 0.23366 0.21509 0.23366
n = 200 0.14650 0.13488 0.14650 0.13682 0.14650
n = 500 0.07321 0.08112 0.07321 0.08265 0.07321

4.9 lentel̇e: Geometrinio klasifikavimo metodo paklaidų priklausomybė nuo imties dydžio.
Naudotas mišinys nr. 7.
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Išvados

Remiantis tyrimų rezultatais, gynimui pateikiamos šios išvados:

1. Pasi ūlyta neparametrinė vienamǎcio pasiskirstymo tankio statistinio įvertinimo pro-

ced ūra tiksliau vertina Gauso skirstinių mišinio tankį nei žinomuose statistiniuose

paketuose naudojamos neparametrinės vertinimo proced ūros, jei tankio lokalaus glo-

dumo charakteristikos labai priklauso nuo argumento.

2. Si ūloma duomenų projektavimu paremta Gauso skirstinių mišinių identifikavimo

metodika yra konstruktyvi ir apskaičiuoja MTM įvertį tiksliau negu kiti konstruk-

tyv ūs algoritmai.

3. Mažų im̌cių atveju, naudojant duomenų projektavimu pagrįstą proced ūra sudarytą

iš geometrinio klasterizavimo, EM algoritmo ir mažiausių kvadratų metodo, kai su-

muojamos projektuotų duomenų pasiskirsymo tankių įverčių paklaidosL2 metrikoje,

galima gauti tikslesnius Gauso skirstinių mišinio parametrų įverčius negu maksima-

laus tik̇etinumo metodo įveřciai.

4. Sprendžiant daugiamačių Gauso skirstinių mišinio identifikavimo ir duomenų klas-

terizavimo uždavinius tikslinga naudoti duomenų projektavimą.
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rametrų įvertinimas taikant vienamates projekcijas,Lietuvos matematikų draugijos
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