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Ivadas ir pagrindiniai rezultatai

Klasikiné tikimybiy teorija remiasi nepriklausomybés savoka. Nepriklausomuy
atsitiktiniy dydziy désniai ir sumavimo teorija buvo isvystyti praéjusio Simtmecio
pradzioje A. Kolmogorovo, A. Chinc¢ino, S. Bernsteino, P. Lévy ir kt. darbuose.
Kita vertus, per pastaruosius 20 mety iSsivysteé nauja tikimybiy teorijos ir mate-
matinés statistikos sritis - tolima priklausomybé (angl. ,long-range dependence”).
Dazniausiai tolima priklausomybé (”tolima atmintis”) suprantama kaip létas laip-
sniskas stacionarios atsitiktinés sekos koreliacinés funkcijos gesimas, kur laipsnio
rodiklis (charakterizuojantis tolimos priklausomybés intensyvuma) gali buti bet koks
skaic¢ius i§ intervalo (0,1). Tolimos priklausomybeés reiskinys sutinkamas daugelyje
mokslo sriciy (hidrologijoje, statistinéje fizikoje, finansy teorijoje, telekomunikacijoje
ir t.t.). Stipriai priklausomy atsitiktiniy dydziy savybés (ribiniai désniai, statistinés
isvados) labai skiriasi nuo nepriklausomy arba silpnai priklausomy dydziy savybiy.

Tolimos priklausomybés procesai yra placiai iSdestyti mokslingje literaturoje. Is-
toriné tolimos priklausomybés apzvalga duota Berano [7] monografijoje. Sioje mono-
grafijoje taip pat aptariami realtis duomenys is ivairiu mokslo sri¢iy, tame tarpe Nilo
upés nuotékio metiniai minimumai (622 - 1281 m.), nagrinéti zymaus angly hidrologo
H. Hursto [28], atradusio taip vadinamaji Hursto efektq. Hursto darbas turejo didelés
itakos vélesniems B. Mandelbroto ir jo bendraautoriy darbams [39], [40], kuriuose
buvo i8vystyti matematiniai tolimos priklausomybeés procesy modeliai (trupmeninis
Brauno judesys, trupmeninis Gauso triuksmas ir kt.). Berano [7] monografijoje taip
pat daug démesio skiriama tolimos priklausomybés procesy statistikai. Svarbiausias
tokiy procesy statistikos uzdavinys yra Hursto parametro vertinimas ir kitos su Siuo
parametru susijusios statistinés isvados. Tai palyginti nauja (klasikinéje statistikoje
toks uzdavinys i§ vis neegzistuoja) ir pastaruoju metu ypac¢ sparciai besivystanti
matematines statistikos sritis. Naujausiy tolimos priklausomybeés tyrimy apzvalga
duota [15] monografijoje.

Tiesinis procesas. Vienas is svarbiausiu laiko eiluc¢iy modeliy yra slenkancio
vidurkio procesas (,,tiesinis filtras”)

Xt = Zbift_i, tG Z, (1)
i,

kur &, 1 € Z yra tarpusavyje nekoreliuoti stacionariis atsitiktiniai dydziai su nuliniu
vidurkiu ir baigtine dispersija (”silpnas baltas triuksmas”), dar vadinami inovaci-



jomis. Slenkancio vidurkio (1) koeficientai b;, i € Z yra realus skaic¢iai, tenkinantys

salyga
Z b7 < o0.
icl

Proceso (1) autokovariaciné funkcija lygi

Ty = o? Z bibt—i-ia (2)
icZ,

kur 02 = F{&}. Tiesinis filtras (1) vadinamas prieZastiniu, arba kauzaliu, jei b; = 0
visiems ¢ < 0; tokiu atveju, procesas uzrasomas vienpusiu slenkanc¢iu vidurkiu:

X = Zbi&—i- (3)
i=0

Tiesini procesa (1) galima apibrézti ir tuo atveju, kai ,triuksmas” &; turi begaling
dispersija (zr. zemiau). Sakysime, kad tiesinis filtras (1) turi tolimg atmintj, jei

Z b;| = 0. (4)

el

Priesingu atveju (t.y. kai >, 7 |bi| < oo), sakysime, kad $is filtras turi trumpg
atmintj. Gerai zinoma, kad vienas i$ svarbiausiy laiko eiluc¢iy modeliy — stacionarts
autoregresiniai slenkancio vidurkio procesai (ARMA) - priklauso trumpos atminties
procesy klasei, o ju filtro koeficientai gesta labai greitai (eksponentiskai) (zr. [11]).

Pagrindinis disertacijoje nagrinéjamas tolimos atminties proceso modelis yra
priezastinis tiesinis filtras (3) su hiperboliskai gestanciais koeficientais

b = A()i%, (5)
kur
0<d<1/2 (6)

yra ilgos atminties parametras (,,tolimos atminties intensyvumas”), o A(x), z > 1 -
létai kintanti begalybéje funkcija. Aisku, kad kuo d yra didesnis, tuo svoriai b; gesta
léciau, ir tuo paciu proceso X, ,atmintis ilgéja”. Is (3), (5) lengvai seka proceso
autokovariacijos israiska

Ty = O'2A1 (t)t2d71, (7)

kur A;(t) yra létai kintanti begalybéje funkcija, tenkinanti salyga

lim A (1) /A(1)? = /Ooo(u(1+u))d_1du = B(d,1- 2d),



kur B(,-) yra beta funkcija. Tuo paciu, kai d tenkina salyga (6), tai r; (7) gesta kaip
laipsniné funkcija su laipsnio rodikliu 0 < 1-2d < 1, t.y. eiluté ), _7 |r;| = oo diver-
guoja. Labai svarbus tolimos atminties procesy (3), (5) atvejis yra trupmeniniai in-
tegruoti autoregresiniai slenkancio vidurkio procesai - vadinamieji FARIMA (p, d, q)
- apibréziami kaip stacionartis skirtumines lygties

p(B)(1 - B)'X, = ¥(B)&

sprendiniai, kur BX; = X,_; yra postiimio operatorius, (1 — B)¢ yra trupmeninio
diferencijavimo operatorius, o ¢(B),¥(B) yra eilés p,q polinomai, zr. [11], [24].
Atskiru atveju FARIMA (0,d,0) koeficientus b; galima uzrasyti isreikstiniu pavidalu
per gama—funkcija:
'e+d 1
b = —itd i (= o0).

L(dTG+1)  T(d)

Daliniy sumy ribinés teoremos. Ribinés teoremos tolimos priklausomybés
procesams yra labai plati sritis. Tikimybiy teorijoje ribinés teoremos yra labai svar-
bios dél dviejy priezasciy:

(a) jos leidzia gauti statistines iSvadas (testy, parametry iverciy pasikliautinius
intervalus), kai imties turis yra pakankamai didelis;

(b) jos atskleidzia nagrinéjamo modelio priklausomybés ,,prigimti” (ribinj pri-
klausomybeés tipa).
Tolimos priklausomybés atveju ribiniai désniai gali biti labai sudétingi arba is viso
gali neegzistuoti. Lamperti [37] parodé, jei seka X;, t € Z yra stacionari ir jos

normuotos dalinés sumos
[Ni]

AV X, =W, (8)
s=1
konverguoja (baigtiniamaciy skirstiniy prasme) i tam tikra atsitiktini procesa
Wi, t > 0, tai Sis ribinis procesas (ribinis skirstinys) butinai yra automodelus su
parametru H > 0, o normuojancios konstantos Ay turi pavidala

Ay = NTA(N),

kur A(-) yra létai kintanti begalybéje funkcija.
Automodelumas (angl. ”self-similarity”) reiskia, kad kiekvienam a > 0, procesy
W it af? W, baigtiniamaciai skirstiniai sutampa:

W < o'W, (9)

Automodelumo savoka pirmasis ivedé A. Kolmogorovas [32]. Jis taip pat pirma-
sis aprasé visus automodelius Gauso procesus su stacionariais poky¢ciais (,,Vynerio
spirales”), t.y. parodé, kad kiekvieno tokio proceso Wy, E{W?2} = 1 kovariaciné
funkcija turi pavidala

E{W W} = (1/2) (" + 7 — |t — s|*™), t,s>0, (10)
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kur 0 < H < 1. Gauso procesas su kovariacine funkcija (3) vadinamas trupmeniniu
Brauno judesiu. Pats svarbiausias ir plac¢iausiai zinomas automodelus procesas yra
standartinis Brauno judesys, t.y. Gauso procesas W; su vidurkiu E{W,} = 0 ir
kovariacine funkcija

E{W;W,} = min(t, s).

Standartinis Brauno judesys turi nepriklausomus pokycius ir jo automodelumo
parametras H = 1/2.

Tiesiniy tolimos priklausomybes filtry (3), (5) daliniy sumy konvergavima pir-
masis nagrinejo Davydovas [13] tuo atveju, kai inovacijos & yra nepriklausomi ir
vienodai pasiskirste atsitiktiniai dydziai su baigtine dispersija. Jis parode, kad
tokiu atveju dalinés sumos ngl] X, normuotos kvadratine Saknimi iS dispersijos

2
A% = E<Zi\[:1 Xs> = O(N*24A,(N)), konverguoja Skorochodo erdvéje D([0, 1])
i trupmenini Brauno judesi su parametru H = d + (1/2) € (1/2,1). Analogiskas
rezultatas tiesiniams filtrams su priklausomomis inovacijomis (martingaliniais skir-

tumais) gautas darbe Wang, Lin ir Gullati [59] bei disertacijos 2 teoremoje, kaip
atskiras atvejis m = 1.

Gauso subordinuoty procesy sumy ribinés teoremos. Zymiai sudétingesnis
uzdavinys yra aprasyti netiesiniy funkcijy f(X;) (vadinamyjy subordinuoty procesy)
sumy ribinius désnius, kai procesas X, yra tiesinis filtras (3), (5) su tolima atmintimi.

Tegul
[N1]

Sns(t) == f(X,), te[0,1], (11)

— atitinkamas daliniy sumy procesas. Pradininku Sioje srityje laikomas Rosenblatas
[44], 1959 m. nagrinéjes atveji kvadratinés formos (f(z) = z?—E{X2}) nuo staciona-
raus Gauso proceso X; su vidurkiu 0 ir kovariacine funkcija (7), kur 0 < d < 1/2. Jis
irodeé, kad jei 2(1 — 2d) < 1, tai atitinkamai normuota kvadratiné forma nuo Gauso
proceso X; turi taip vadinamaji Rosenblato ribinj skirstini, kuris néra normalusis.
Vélesniuose darbuose Taqqu [53], [54], Dobrushin ir Major [14] pilnai aprasé sumy
Sn,f(t) (11) ribinius désnius, kai X; yra stacionarus Gauso procesas su koreliacine
funkcija (5).
Tegul H,,(z),m =0,1,... Zymi Hermito polinomus, t.y.

(_1) D (20(17)7 go(x) — 1 efgr:2/27 D= i

o() Vor dz
Gerai zinoma, kad Hermito polinomai sudaro ortogonalia baze Hilberto erdvéje su
standartiniu Gauso matu. Tuo paciu, kiekviena funkcija f € L*(R, o(x)dz) galima
isskleisti eilute

H,(z) =

flx) = Y eHy(w), (12)

p=0



konverguojancia erdvéje L?(R, ¢(z) dz), kur koeficientai

6= ZPUNI(X)} =~ [ FH o) dy. X~ NO.D.

plV
Maziausias p su ¢, # 0 skleidinyje (12) vadinamas funkcijos f Hermito rangu; kitaip
tariant, funkcijos f Hermito rangas my yra nattralusis skaic¢ius

my :=min{p > 0: ¢, # 0}.

Tuo paciu, jei E{f(X)} = 0, tai i§ E{H,(X)} =0 (p > 1) seka, kad ¢y = 0, arba
mys > 1. Aukséiau minétuose darbuose [53], [54], [14] buvo parodyta, kad jei X; yra
stacionarus Gauso procesas su vidurkiu 0 ir kovariacine funkcija (7) ir funkcijos f
Hermito rangas tenkina salyga

my(l—2d) < 1, (13)

tai dispersija A3 = ES} ; = O(N?~m/0=20 Ami/2(N)), 0 normuotos dalinés sumos
AN Sn () artéja pagal pasiskirstyma i taip vadinamaji Hermito procesa J,, ; (1),
apibréziama stochastiniu integralu

ity = on [ L] tﬂ@—y»i—lds}wmyn...W<dym>, (1)

1=

pagal standartini Gauso balta triuksma W (dy) su nuliniu vidurkiu ir dispersija dy
(7r. [54], [55]); s2! := s 1(s > 0). Integralas (14) konverguoja pagal tikimybe ir
turi baigtine dispersija, kai m(1 — 2d) < 1. Konstanta a,, yra randama issprendus
lygti £{J2(1)} = 1. Zinoma [54], kad procesas J,,(t) yra automodelus su automod-
elumo indeksu H = 1 — (1 — 2d). Procesas J;(t) yra trupmeninis Brauno judesys
su kovariacine funkcija (10), kur H = (1/2)+d, o J5(t) yra zinomas kaip Rosenblato
procesas. I8 kitos pusés, yra zinoma, kad jei ms(1 — 2d) > 1, tai galioja centriné
ribiné teorema ir dalinés sumos Ay Sy, 7(t) konverguoja i standartinj Brauno judesi
Wy zr. [9], [17], [41].

Apelio polinomai. Tegul X yra atsitiktinis dydis su F|X|™ < oo. Asocijuoti
su ats. dydzio X skirstiniu Apelio polinomai P;(x), ¢ = 0,1,...,m apibréziami
rekursiskai:

Po(z) =1, Pl(z) = iPi_1(x), E{P(X)} =0, 1<i<m. (15)

Jei dydis X turi visus momentus ir jo charakteristiné funkcija analiziné tam tikroje
nulio aplinkoje, Apelio polinomus galima apibrézti per generuojancia funkcija

>

m=0

m zZx

N

Pu(x) = ©

! Ee X’
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Tardami, kad E{X} = 0, uzrasysime keletg pirmyjy Apelio polinomy :

(z) = =,
o(1) = 2 — B{X?},

(z) = 2°-32E{X*} - B{X?},

() = 2*—62°F{X?} —4rB{X?} + 6F*{X?} — B{X"}.

Tuo atveju, kai X yra pasiskirstes pagal standartini normalyji désni N (0, 1), poli-
nomai P,,(z) sutampa su Hermito polinomais H,,(z). Zinoma, kad tarp visy Apelio
polinomy tik Hermito polinomai yra ortogonalus, todél funkcijy skleidiniai Apelio
polinomais néra placiai taikomi. Neziurint i tai, jei funkcija f(x) pati yra m-tos eilés
polinomas, tai ji yra vienareikSmiskai isreiskiama Apelio polinomy suma:

f(x) = axPu(z) (16)

(zr. [18]). Placiau apie Apelio polinomy savybes zr. [3], [18].

Tegul X, yra tolimos atminties tiesinis filtras (3), (5), kur inovacijos & yra neprik-
lausomi vienodai pasiskirste atsitiktiniai dydziai, turintys nenormalyji skirstini.
Tokiu atveju, X skirstinys taip pat néra normalusis, o procesas f(X;) néra Gauso
subordinuotas. Pasirodo, kad tokiu atveju Hermito polinomus dalinai pakeicia Ape-
lio polinomai, asocijuoti su marginaliniu skirstiniu Xy. Pazymékime

[Nt]
Snm(t) = Snp,(t) = Y Pul(X,).
s=1

Suformuluosime teorema, kuri buvo irodyta Surgailio [47] bei Avram ir Taqqu [3]
darbuose.

1 teorema. Tequl X, yra tiesinis procesas (3), (5), kurio inovacijos & yra neprik-
lausomy vienodai pasiskirsciusiy atsitiktiniy dydziy seka su vidurkiuv E{&} = 0 ir
E{&™} < co(Im = 1). Tegul P,,(x) yra m-tos eilés Apelio polinomas, asocijuotas
su atsitiktinio dydzio X skirstiniu, ir tequl

m(1—2d) < 1. (17)
Tada
Bl = ES} (1) ~ & A (N)N>-m(-2) (18)
w
Byt Snm(t) = Jin(2), (19)

kur ¢y g > 0 yra tam tikra konstanta, priklausanti tik nuo m ir d.



I$ 1 teoremos (18) teiginio seka, kad Apelio polinomy P,,(X;) tolimos priklau-
somybeés intensyvumas mazéja, didéjant m: didéjant m, mazéja dispersijos BJQV’m
augimo greitis, nors visais atvejais, kai galioja salyga (17), sumos dispersija B?Vm
auga zymiai greiciau, nei N (B%,, > N). Galima parodyti, kad ir siy polinomy
kovariaciné funkcija E{P,,(Xo)Pm(X;)} gesta kaip 71724 (su tikslumu iki létai
kintancios begalybéje funkcijos), panasiai kaip Gauso subordinuoty Hermito poli-
nomy atveju. Kitaip tariant, Apelio polinomai P,,(X:),1 < m < 1/(1 — 2d) tiesinio
filtro (3), (5) atveju sudaro netiesiniy tolimos priklausomybés procesy su panasiomis
savybémis ir ribiniais désniais, kaip ir Hermito polinomai nuo Gauso proceso, mod-
eling klase. Apelio polinomy ribinés teoremos buvo iSsamiai nagrinétos [16], [20],
[21], [22], [23] ir kt. darbuose.

Naturalus klausimas, ar Siy polinomy pagalba galima pilnai apraSyti visus gal-
imus tiesinio filtro (3), (5) subordinuoty procesy f(X;) sumy ribinius désnius. Be
to, statistinéms isvadoms svarbu istirti neglodziy funkcionaly f(X;) sumy elgesi,
tame tarpe empirinés skirstinio funkcijos Fy(z) = N SO0 (X, < ) asimp-
totika. Nors tokiems uzdaviniams spresti Apelio polinomai aplamai nepritaikomi,
Ho ir Hsing [25], [26] kitais metodais jrodé, kad prie tam tikry papildomy salygy
sumos Sy, f(t) ribinis désnis sutampa su Apelio polinomy sumy Sy, (t) ribiniu
désniu, kur 1 < my < 1/(1—2d) yra funkcijos f(x) Apelio rangas. Taip pat zr. [33],
[34], [35], [27], [48], [50] ir kt.

Pagrindiniai rezultatai. Disertacijos pagrindiniai uzdaviniai yra tokie:

1. Istirti tiesinio filtro (3), (5) su tolima priklausomybe ir priklausomomis martin-
galinémis inovacijomis Apelio polinomy sumy ribinius désnius (praplésti 1 teorema
tiesiniam filtrui su martingaliniy skirtumy inovacijomis);

2. Istirti tiesinio filtro (3), (5) su tolima priklausomybe Apelio polinomy su begaline
dispersija sumy ribinius désnius;

3. Istirti tiesinio filtro (3), (5) su tolima atmintimi ir begaline dispersija daliniy
sumy konvergavima i trupmenini stabily procesa.

Suformuluosime pagrindinius disertacijos rezultatus.

1. Atsitiktinio vektoriaus (Y3,...,Y,,) m-os eilés kumuliantu cum(Y;,...Y;,) yra
vadinama suma

cum(Yy,... V) = Y (—1)F(k — 1)!(E{ 11 YJ}) <E{ 1T Yj})
jeVa jEVi
kurioje sumuojama pagal visus aibés {1,...,m} suskaidymus (Vi,..., Vi), k =
1,...,m.
Sakysime, kad grieztai stacionari atsitiktiniy dydziy seka {Y;, ¢ € Z} tenkina
salyga (C)m (m = 2), jei E{|Yy|™} < oo ir kiekvienam 2 < n < m

Z lcum(Y;,,...,Y;, _,,Yo)| < . (20)

01yeenyin—1€EZ



Salyga (C),, yra sekos {Y;} silpnos priklausomybeés salyga, daznai sutinkama
laiko eiluciy analizéje (zr. [10]). Pastebésime, kad §i salyga stipréja didejant m, o
salyga (C), reiskia, kad sekos {Y;} kovariaciné funkcija yra absoliu¢iai sumuojama:

Z\COV(YO,E)\ < o0. (21)
iel.

2 teorema. Tegul X; yra tiesinis filtras (3), (5), kurio inovacijos &;, i € Z
yra grieztai stacionari ir ergodiska martingaliniy skirtumy seka, tenkinanti sqlygq
(C)am, kur m = 1,2, ... tenkina sglygg (17). Tegul Pp(x), Bnm, SNm(t), cma yra
tie patys, kaip ir 1 teoremoje. Tada teisingi 1 teoremos teiginiai (18) ir (19).

Nesunku isitikinti, kad prie 2 teoremoje suformuluoty salygu X; yra grieztai
stacionarus ilgos atminties procesas su nuliniu vidurkiu bei autokovariacine funkcija
(7). Aisku, kad nepriklausomy vienodai pasiskirsc¢iusiy atsitiktiniy dydziy seka {&;}
1 teoremoje tenkina salyga (C')a,. Tuo paciu, 2 teorema apibendrina 1 teorema.

Panasiai kaip ir 1 teorema, 2 teorema galima apibendrinti bet kokiems polino-
mams. Nesunku isitikinti, kad atitinkamai normuoti daliniy sumy procesai Sy, ¢(t)
ir Snp,, (t) turi tuos pacius ribinius désnius. Cia r; = min{k : az # 0} yra (16)
polinomo Apelio rangas.

2. Pazymeékime G(x) atsitiktinio dydzio &, pasiskirstymo funkcija. Tarkime, kad
egzistuoja konstantos c.,c_ >0, c;. +c- > 0ir 1 < a < 2 bei naturalusis skai¢ius
m > 2, kad

lim [z[*"G(x) = c, (22)
lim z"(1 — G(z)) = c4. (23)

Pazymeékime
B:= Z by (24)
i=1

Zemiau laikysime, kad 5 > 0.
Tegul Z,(t) yra a-stabilus procesas su homogeniniais ir nepriklausomais pokyciais
bei charakteristine funkcija

E@iuza(t) = eXp{ — t|u|a<1 —1D Sgn(u))}, (RS IR7 13 2 07 (25)

kur

D = (é_ — (})tg(om/2),

C++C_

o konstantos ¢_, ¢, apibréztos lygybémis

_ elyginis elyginis
5 {c , m nelyginis, g, = {c+, m nelyginis, (26)

0, m lyginis, cy +c_, m lyginis.



Tegul

ANm = vNY, By = Cfn,d/\m(N)NZ*m(l*Qd)a

C(N,m = maX(AN,maBN,m)7

kur ¢, 4, A(N) - tie patys, kaip ir 1 teoremoje, o

vi=03{1-a) 'T2-a)(@ +c) cos(wa/Q)}l/a.

3 teorema. Tegul X; yra tiesinis filtras (3), (5), kurio inovacijos &;, i € Z
yra nepriklausomi vienodai pasiskirste atsitiktiniai dydziai, tenkinantys sqlygas (22)-
(23), 0 Py, ir Snm(t) - tie patys, kaip ir 1 teoremoge. Tegul m(1 —2d) < 1,m > 2.

(i) Jei m(1 —2d) > 2(1— (1/«)), tai

A;V}mSN,m(t) = Z,(t).

(i) Jei m(1 —2d) <2(1—(1/«)), tai

B;V}mSN,m(t) = Jn(1).

(iii) Jei m(l —2d) =2(1 — (1/a)) ir lim, oo A(u) = co # 0, tai
CJT/,lmSN,ma) = )‘lmZoc(t) + )‘2me(75>7

kur

o0 procesai J,(t) ir Zy(t) yra tarpusavyje nepriklausomi.

Salygos (22)-(23) reiskia, kad atsitiktinio dydzio &* skirstinys priklauso a—sta-
bilaus désnio normaliajai traukos sriciai (zr. [29]). Galima parodyti (zr. 2.1 lema),
kad ir | Xo|™ skirstinys priklauso a—stabilaus désnio traukos sriciai, t.y.

Q}Lrgox_amP(|X0| > ) = (c- +cy) Z |0, (27)
i=1

is kur seka, kad E{|P,,(Xo)|"} = oo visiems 7 > « ir tuo paciu E{P?(X,)} = cc.

Kitaip tariant, prieSingai nuo daugelio auks¢iau paminéty darby, 3 teoremoje na-

grinéjama seka {P,,(X;),t € Z} turi begaling dispersija. Ribinio désnio dichotomija

3 teoremoje galima paaiskinti ta aplinkybe, kad siuo atveju Apelio polinomo multi-

nominiame isskaidyme (zr. 2.1 teorema Zemiau) pagrindinés istrizainés nariai gali
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turéti lemiamos jtakos, priesingai nei [3] ar [19] darbuose, kuriuose dominuoja
neistrizaininiai nariai.

3. Tegul 1 < a < 2. Tiesinis trupmeninis a—stabilus procesas Joq4(t), t = 0
apibréziamas stochastinio integralo pagalba

Joalt) = /R { /0 t(c+(s—u)i1+c_(u—s)11)ds}dza(u), (28)

kur Z,(t) yra a-stabilus procesas su nepriklausomais ir stacionariais pokyciais bei
charakteristine funkcija (25), ci,c_ - bet kokie skai¢iai, o parametras d tenkina

salyga

0<d<1—(1/a), (29)
zr. [56], [38]. Integralas (28) konverguoja pagal tikimybe, nes pointegraliné funkcija
f(]t(c+(s —uw)tTt + e (u— )T 1) ds,u € R priklauso erdvei L*(R). Procesas J, 4(t)
turi a—stabilius baigtiniamacius skirstinius, beveik visur tolydzias trajektorijas, ir
yra automodelus su parametru H = d + (1/a) ([38]). Kai a = 2, procesas J, 4(t)
sutampa su trupmeniniu Brauno judesiu (su tikslumu iki konstantos, priklausancios
nuo parametry cy, c_,d). Pasirodo, kad kai 1 < o < 2, tai proceso J, 4(t) skirstiniai
is esmés priklauso ir nuo parametry c,,c_: kitaip tariant, lygybé (28) apibrézia
3-parametrine klase a—stabiliy procesy su priklausomais pokyciais. ,,Kauzalus”
procesas J,4(t) atitinka atveji c;x = 1,c- = 0 ir dar yra vadinamas trupmeniniu
Lévy judesiu.

Suformuluosime prielaidas tiesinio proceso (1) inovacijoms.

(i) {&, @ € Z} yra grieztai stacionari martingaliniy skirtumy seka, t.y. E|&| < oo
ir E{&|Fi-1} = 0, kur F;, i@ € Z yra nemazéjanti o-algebry seka, tokia, kad
o{&, s<i} C Fi,i € Z;

(ii) Egzistuoja konstantos a € (1,2), # € [—1, 1] ir létai kintanti begalybéje funkcija
A(z), x € [1,00) tokios, kad

[N1)
D' &= Za(t),
s=1

kur Dy = A(N)NYe, Z,(t) — a-stabilus, homogeninis, su nepriklausomais
prieaugliais bei charakteristine funkcija (25) procesas.

(iii) Egzistuoja konstanta 0 < ('} < oo ir létai kintanti begalybéje funkcija A;(z),
tokios, kad Ay(z)/A%(x) — 1 (x — o0) ir

P(l&] > z) < Cihi(z)z™, Vo >0.
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4 teorema. Tegul X, yra tiesinis filtras (1), kurio inovacijos tenkina sglygas
(i)-(11i), o svoriai b; turi pavidalg

. {C+L(i)id1, kai i > 0, (30)

c_L(|i))]i[4,  kai i < 0,

kur cy,c_,|cy| + |c_| # 0 yra konstantos, L(x), x > 1 yra létai kintanti begalybéje
funkcija, o parametras d tenkina sglygg (29). Tada

[Nt]
1 D[0,1]
e Y X, = aalt), 31
L(N)NiDy < alt) (31)

kur D[é;] reiskia silpngjj konvergavimg Skorochodo erdvéje DI0, 1].

Kaip jau buvo auksciau minéta, analogiskas rezultatas baigtinés dispersijos
atveju (o = 2) gautas [59]. Atvejis, kai & yra nepriklausomi ir &, priklauso a-
stabilaus désnio traukos sriciai, nagrinétas [2], [38], [31], [4] darbuose. Paminésime,
kad tiesinio proceso X; daliniy sumu konvergavimas, kai martingalinés inovacijos
tenkina jvairias sumaisymo salygas, nagrinétas [42] darbe.

Toliau aptarkime, kaip pasikei¢ia 4 teorema pakeitus parametro d salyga (29)

salyga
d < 0. (32)

Naudodamiesi létai kintanc¢iy begalybéje funkcijy savybémis, gauname, kad
Dbl <Ol < oo,
i€z i€l
kur € > 0. Kitaip tariant, tiesinis procesas (1) su koeficientais (30), (32) turi trumpa

atminti. Sio proceso daliniy sumy elgsena nusako zemiau suformuluota teorema.

5 teorema. Tegul X, yra tiesinis filtras (1), kurio inovacijos tenkina tas pacias
sglygas (i)-(i11) kaip ir 4 teoremoje, o svoriai b; turi pavidalg (30), kur d < 0. Tegul
Aw=3 7b; #0. Tada

| [N1]
X Zo(t).

Pazymeésime, kad trumpos atminties tiesinio filtro X; daliniy sumy konvergavi-
mas buvo nagrinétas [2], [59] ir kt. darbuose.

tu metodas, charakteristiniy funkcijy metodas) tiesiogiai néra taikomi irodinéjant
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necentrines ribines teoremas. 2-5 teoremoms irodyti buvo naudojama diskreciy in-
tegraly schema. Sis metodas yra isdéstytas [47] darbe, véliau jis taikytas [1], [3]
darbuose, zr. taip pat [49] apzvalga.

Dékoju prof. D. Surgailiui uz nuosirdy bendravima bei pagalba. Taip pat dékoju
prof. B. Grigelioniui, prof. R. Leipui bei doc. M. Radavi¢iui, dr. A. Astrauskui
uz jy démesi bei rupestj. Ac¢iu mano Seimai (zmonai ir sunui) uz jy pakantumg ir
palaikyma ruosiant disertacija.
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I skyrius. Tolimos priklausomybeés
tiesiniy procesy su baigtines
dispersijos martingaliniais
triukSmais Apelio polinomy sumuy
silpnasis konvergavimas

1.1 Martingaliniy skirtumuy Apelio formos

Tegul atsitiktiniai dydziai Y7, ...,Y,, turi n—taji absoliutyji momenta: E{|Y;|"} <
00,1 <@ < n. Atsitiktiniy dydziuy Y7, ..., Y,, Apelio sandauga yra

Vb= 0 g (g e e O
Is ¢ia gauname
Y1 = Y- E{V1},
YiYe: = WYs— ViE{Y:} - ,E{Yi} + 2B{Vi}E{Y} — E{VY)}.
Is (1.1) isplaukia, kad Apelio sandaugos vdurkis yra lygus nuliui:
E{:Y1-- Y, :}=0. (1.2)

Yra zinoma, kad Apelio sandauga (1.1) yra simetriska atsitiktiniy dydziy Y7,...,Y,,
perstaty atzvilgiu. Jei atsitiktiniai dydziai Yi,...,Y,, yra atsitiktiniy dydziy
Z1, ..., 4 tiesines kombinacijos

Y, = ZaZ]Z 1=1,.
tai

k k
— Z Za17j1'..am7j'nl Z]lz]k (13)
Ji=1 Jm=1
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(zr. [3]). JeiYi=--- =Y, tai: Y ---Y:=:Y"™:= P, (Y), kur P,(x), z € R yra

asocijuotas su atsitiktinio dydzio Y skirstiniu m-tos eilés Apelio polinomas.

Tegul I yra baigtiné indeksy aibé. Atsitiktiniy dydziu Y;,7 € I Apelio san-
dauga toliau zymeésime : Y :, sandauga zymesime Y7 :=[],_, Y;, sandaugos vidurkj
zymésime E{Y'} := E{[],.,Y;}. Susitarkime, kad : Y"* := Y% = 1. Toliau bus
naudojama formulé, susiejanti atsitiktiniy dydziy sandauga bei ju Apelio sandauga:

Y= Z Y7 B{y!\V}, (1.4)

JCI

¢ia sumuojama pagal visus aibés I poaibius J, iskaitant J = () bei J = I. Fomulés
irodyma zr. [17], [48].

1.1 iSvada. Tarkime, kad atsitiktiniy dydziy seka &, 1 € 7Z yra martingalinis
skirtumas, be to, E{|&|™} < 00,0 € Z. Jeiiy <ig < -+ <y, tai

€z1£lm: éllflm (15)

Jrodymas. Kadangi E{¢;} =0, i € Z, tai E{Y”’} = 0, kai J yra bet kuris netuscias
aibés I = {iy,...,i,} poaibis. Lieka pasinaudoti (1.4). []

Pazymekime L*(Z™) erdve realiy seky g = gi,, i, (i1, -, i) € Z™, kurioms

1/2
lgllm = (Zgi ..... im> < 00,

Erdves L*(Z™) poerdvi, kuri sudaro sekos g = g;, ;.. € L*(Z™), kurios yra lygios
nuliui, isskyrus baigtini skaiciy tasky (i1, ...,4,) € Z™, pazymekime L(Z™).

Tegul g € LZ(Z™). Suma

vadinsime atsitiktiniy dydziy &;, ¢ € Z m-tosios eilés Apelio forma. Remdamiesi
Apelio sandaugos savybe (1.2), gauname

E{Pm(9)} =0.

1.1 lema. Tegul yra ispildyta (17) sqlyga ir E{&™} < oo. Tada egzistuoja kon-
stanta C' < oo, nepriklausanti nuo g ir tokia, kad kiekvienai sekai g € L3(Z™)

E{P.(9)} < Clgll7. (1.6)
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[rodymas. Nesunku patikrinti, kad

2 2 :
E{P } gu ----- lmglm+1 ~~~~~ 12mQ21 77777 Imlmalyeee 12m )

kur

Qitseimiim 15 si2m COV(:&& o 'gim Dy :gim+1 o '£2m )
Tegul V' yra bet kuris aibés {1,...,2m} poaibis. Pazymeékime c(; : | € V) =
cum(&;, : 1 € V). Tegul V. = V\{g}, kur § € V yra laisvai pasirinktas aibés
V' elementas. Naudodami ivestus pazyméjimus, salyga (C)y,, perrasome taip: bet
kokiai auksciau aprasytai aibei V' ir elementui ¢ € V,

Y leli:leV) <, (1.7)
QEZleV

kur konstanta C' < oo nepriklauso nuo ¢. Naudodamiesi Apelio sandaugy kovariaci-
jos formule (zr. [18], [48]), gauname

Oitysimiimstoizm = Y, Y Clit:LEVY) - e(i: 1 €V,). (1.8)
r=1 (V)T
Cia sumoje Z(V)T yra sumuojama pagal visus aibés {1,2,...,2m} suskaidymus

(V) = (V4,...,V,) i netuscius poaibius Vi, .. ., V;, tokius, kad V; N {1,...,m} #
0, V,n{m+1,...,2m} # (. Naudodami Kosi-Svarco nelygybe, gauname

E{Png ZZ(ZQH ..... imli[l ZGV)|>1/2
<Zglm+1 ,,,,, zzm H| leV;) >/2. (1.9)

Atsizvelge i (1.7), (1.9) ir sumos Z(V)T apibrézima, gauname

D3 H| e V)| <C, (1.10)

kur konstanta C' < oo nepriklauso nuo iy, . .., ;. Analogiskai
ZH\ eV <, (1.11)
..... im J=1

kur konstanta C' < oo nepriklauso nuo i,,41, - . ., iam. I8 (1.9)—(1.11) seka (1.6). [J
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1.2 Sy,u(1) dispersijos asimptotika
Tegul
SN,m:ZP ( Z {th zl“'bt,im}Ifil"'fimi. (112)
t=1 11 5eebm
Siame skyrelyje rasime dispersijos B?V’m = E{Sjgv’m}, asimptotinj iverti, kai N — ooc.
1.2 lema. Jei yra ispildytos 2 teoremos sqlygos, tai
By ~ o AP (N)NZm (1724, (1.13)

,m
[rodymas. Isskaidykime suma Sy, 1 ,,neistrizainini” ir ,,istrizainini” démenis:
SN,Pm SNm+SNm’

kur

N m
EURIED SRS 5| (ER RS

UyensimiipFiq(p#q)  t=1 p=

Cia, remiantis 1.1 igvada, atsitiktiniy dydziy &y - &, Apelio sandauga pakeista jy
iprasta sandauga. [rodzius

E{(Sy )} ~ cp AP (NN =24 (1.14)
ir
E{(5%,,)°} = O(N?>~™(172075) (3 > 0), (1.15)

sarysis (1.13) bus irodytas.
I$ pradziy jrodykime (1.14). Naudodamiesi 1.1 lemos irodyme ivestais zyméji-
mais atsitiktinio dydzio S, dispersija yra

n)?} = ZZZ {ZH@ }{Z Il o zp}HC LEV,),
t=1 p=1 s=1 p=m+1
(1.16)
kur sumoje > yra sumuojama pagal visus sveikuosius skai¢ius
Z.17 s aimaim—i-lv S ai2m7
tokius, kad 4, # 14, kai skaiciai p # ¢ tenkina vieng i§ nelygybiy

I1<p,g<m, m+1<p,q<2m.
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Dabar isskaidykime (1.16) desine puse i du démenis, kuriy pirmasis atitinka aibés
{1,2,...,2m} suskaidymus (V),, kuriems r = m,|Vi| = --- = |V,,| = 2, o kitas
démuo atitinka likusius suskaidymus, t.y.

E{(Sﬁvm)z} = My + Ry,

kur

My =mlo® 3 (i lm"[ btip)2 (1.17)

i1yeesimiipFig(p#£q) =1 p=1

ir 02 = E{&2}. Toliau tegul
My = Ml + MY,

kur

My = mlo? 3 (ZHbt ) —m!irﬁs, (1.18)

01yeyim  t=1 p=1 t,s=1

Tt—s = 02 Z bt—ibs—i = COV(Xt7Xs)

1=—00

yra tiesinio proceso X; kovariaciné funkcija. Yra gerai zinoma, kad
re~ A2 (- o). (1.19)
Is (1.18) ir (1.19) isplaukia gerai zinoma asimptotiné formulé
My, ~ 2 A*™(N)N?2-m(1=2d) (1.20)

[19] darbe yra jrodyta, kad
My = O(N). (1.21)

Taigi My turi ta pati asimptotinj jverti kaip ir M.
Dabar irodysime, kad

Ry = O(N?m1=2d==y (3¢ > (), (1.22)
I$ (1.16) ir Ry apibrézimo isplaukia, kad pakanka irodyti zemiau suformuluota lema.
1.3 lema. Tequl 0 < 1 —-2d < 1/m, m = 1,2.... Tegul (V), = (WV1,...,V})

yra aibés of {1,...,2m} suskaidymas, toks kad V, N {1,...,m} # 0,V, N {m +
S2my#Om=1,....rir|Vi| >3 kaZkuriam i =1,...,r. Tada

R R 031 1 (907 ol 1 )8 | (XCRIOIET S

i1,ee0yi2m =1 p=1 s=1 p=m-+1
(1.23)

kur konstantos C < oo ir e > 0 nepriklauso nuo N.
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[rodymas. Kiekvienam ¢ = 1,...,r, pazymekime
Vi =V,n{l,....m}, V/=V,n{m+1,...,2m}.
Tada Vo, = VUV, be to, kiekviena i§ aibiy V{,..., V,V{",... V" yra netuscia

ir bent viena i$ jy turi daugiau nei viena elementa. Fiksuokime laisvai pasirinkta
indeksa ¢ € V,,q¢ =1,...,r. Pazymékime

Vy = Vo\{@}, K= UV, V! o= V@), V)" = V'\{d},
iy —ig:1€V,) =c(iy: 1 €V,).

Tada v
hy =Y J[lew 1€Vl Y T]w? (1.24)
vl:lelé q=1 t,s=1q=1
kur
wt s Z|b |H|bu vl|H|bs t+u— ful|
lev; levy

Susitarkime zyméti |V| aibés V' elementy skai¢iy. Nagrinésime atvejus:
1) [V = 2,[V)| = 2 kazkuriam ¢ = 1,...,7;
(ii) likusieji atvejai.
Pradékime nuo (i). Vardan paprastumo, tarkime, kad ¢ = 1,V{ = {1,2},V/ =
{1}, V" ={m + 1, m + 2}. Tada

1
Wy g = E:|bubU—vlbS—t+U—vm+1bS—t+U—vm+2|
u

/
< (Z bibg t+u—v -&-1)1 2<Z bu v 8 tHu— vm+2)

Atsizvelgus i(5), taip pat i (1.26), nesunku isitikinti, kad

w;?,

1/2

< C|3—t—vm+1]1a/2|s—t+v1 —vm+2|;a/2, (1.25)

kur 1 < o < 2(1 — d) gali buti parinktas kaip norima arti 2(1 — d). Kadangi
w? < Cg=1,...,r, i (1.24)-(1.25) isplaukia

v<CY Llew 1€V \Z s — 1 — Vg1 |25 — t + V1 — Vg 2%

vg:léla q=1 t,s=1
Paskutinioji suma yra aprézta skaiciumi C'N tolygiai pagal vy, Vi1, Umao. Tai ne-
sunku patikrinti: jei o > 1, tai

N

Z\s—t—vﬂfﬂs—t—vﬂla < CNZlS—Ull_’__als—UQL'__a
S

t,s=1

< ON|?J1 — 'Ug|_T_a < CN (126)
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tolygiai pagal vy, vs.
Is salygos (C)a, i8plaukia nelygybé

ZH\ leVy)l < C. (1.27)
v:lek =1

Taigi atveju (i) lema irodéme, nes N = O(N?~m(1=2d)=¢) (3¢ > ().

Pereikime prie atvejo (ii). Neprarasdami bendrumo galime tarti, kad

Vil >2,...,

= V.| =2,

kur 1 < r* < r. Tada

SCOlt—s+v, 2", rm+1<q<r (1.28)

Kaip yra apibrézta, kiekvienam 1 < ¢ < 7%, [V/| = 1 arba |[V'| = 1. Kitaip tariant,
kiekviena i§ aibiy V,,1 < ¢ < r* turi tik viena elementa is {1,...,m}, arba is
{m+1,...,2m}. Tarkime, kad §is elementas sutampa auksc¢iau pasirinktu elementu
q. Be to, tarkime, kad G € V, kai \7q’ = (), f/q” =V, ir

0, < TT (X Ibllbecsncal™) ™

levy u

ur m, = —1=1V > 2. Analogiskai, jei ¢ € tai
kur my = V'] = |V;] = 1= V| > 2. Analogiskai, jei g € V]’

2 < H (Z |bu||bt—s+u—vl|mq>1/ '

eV wu

Q

kur m, = |V]| = |Vg| = 1= |V,| > 2. Abiem atvejais

w?, < C’H|t—s v|d1/m" 1
1€V,

N

B
N
-

g (1.29)

[rodinéjama lema atveju (ii) iSplaukia i§ (1.28)—(1.29) ir Zemiau jrodytos 1.4 lemos,
jei

(r—r")(1=2d)+ (1 —d)r* > m(1 — 2d). (1.30)
Pastebékime, kad r* > 2 iSplaukia i§ atvejo (ii) apibrézimo. Tada kairé (1.30)
nelygybés pusé yra ne mazesné kaip 2(1 — d) > 1, tuo tarpu desiné tos pacios
nelygybés pusé yra mazesné nei 1. Tuo baigiamas (1.30) nelygybés, o tuo paciu ir
1.3 lemos irodymas. []

1.2 lemos frodymo tesinys. 18 1.3 lemos bei (1.20)—(1.22) sarysiy isplaukia Sy,
dispersijos asimptotiné formulé (1.14).
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Dabar ieskosime ,,istrizaininés” dalies

SNm = Z {iﬁbt—ip} iy i

i1,eimiip=iq(Ip#q) =1 p=1

dispersijos. Analogiskai, kaip ir (1.16), turime

)2} = izzﬂ{ﬁ bt—ip}{ ﬁ bs—i,,} ﬁc eV, (1.31)
r=1 (V), p=1 p=m+1 q=1

. " . . . . e
kur sumoje > yra sumuojama pagal visus sveikuosius skaicius

U1y« 5 bms gl - - - 5 L2m,

tokius, kad i,y = iy,4, =i, kai kuriems p’ # ¢/, p” # ¢ atitinkamai tenkinantiems
nelygybes
1<p,d<m, m+1<p" ¢ <2m

Kad irodytume (1.15), naudosime analogiskus 1.3 lemos jrodymui argumentus.
Pakanka irodyti, kad kiekvienam suskaidymui (V') = (V4,...,V,) yra teisinga nely-
gybé

=Y ZH|bt . H bs @p\H\ 1€ V)| < ON?>m-20-= (] 39)

t,s=1p=1 p=m+1

Atvejis |V,| > 3(31 < ¢ < r) isplaukia i§ 1.3 lemos, todél pakanka irodyti (1.32)
nelygybe atveju |Vi| = --- = |V,| = 2(r = m). Vardan paprastumo tarkime, kad
i1 =103 =1, imi1 = bmio = z'”. Tada

N
m—1
L<OY S (Y bebe]) <ON.
t,s=1 4/ 4" i
Tuo baigiamas (1.32) ir (1.15) jrodymas. 1.2 lema jrodyta. []

1.4 lema. Tegul o; > 0,i=1,...,k, Zle a; < 1. Tada

sup ZH|t—s—vz|+°‘Z < ON* POl 1%

U1, ,vaZts 14=1

[rodymas. Lemos tvirtinimas iSplaukia is

N k&
sup Z H [t —v;| 1" < CN'-Zimie (1.33)

VLseoUh 4 =1
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Pazymeékime p; = p/a;,i = 1,...,k, kur p = Zle a; < 1, Zle 1/p; = 1. Tada
Ele 1/p; = 1 ir , remiantis Hiolderio nelygybe, gauname

N N 1/pi
3 \t—vi\;aigl_[(Z]t—vi];p) . (1.34)

=1 i=1 =1 t=1
Taigi (1.33), o tuo paciu ir lemos tvirtinimas isplaukia i§ (1.34) ir jvercio

N
supz it —v|P <CN'?,

VEZL —1

nes Zf:l(l -p)/pi=1-p=1-— Zle Q.
N

1.3 2 teoremos irodymas

Pakanka (19) irodyti vienmaciams pasiskirstymams kai ¢t = 1. Atsizvelgiant { (1.14)—
(1.15), teorema bus irodyta, jei irodysime, kad

By onShm = Jm; (1.35)

kur J,, = J,(1) ir
m N
S;V,m = Z {H thfip}gil T £im- (136)
p=1 t=1

Sumoje ' yra sumuojama pagal iy,...,i, € Z,i, # iJ(p # q). Apibrézkime

baigtiniy intervaly (z/, 2], ' < 2" stochastini mata Wy:

Wa((@,a") = 'N7/2 Y g (1.37)

' <j/N<Lz"

Kad jrodytume (1.35), uzrasysime (1.36) kaip diskrety stochastini integrala stochas-
tinio, su ortogonaliais prieaugliais mato Wy atzvilgiu:

B;,ylmngym = vy, xm) Wi (dey) ... Wi (day,), (1.38)
Rm
kur funkcija fy = fn(z1,. .., Tm), 1, ..., Ty € R™ yra
N m
(@, a) = oM AT (NN TN ST Ty, (1.39)
t=1 p=1
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kai
(1, m) € (2 /N, (i + 1)/N] X -+ X (im/ N, (i + 1)/N] (1.40)
kur i, # i,(p # q),01,- . im € Z, iv fy(x1,...,2,) = 0 tiems (1.40) rinkiniams
(x1,..., %), kurie priklauso ,,istrizainems” : i, = i,(3p # q).
Funkcijoms g(xy,...,2,), kurios igyja baigtini skaiciy skirtingy reiksmiy, yra
lygios g2tAm kai (11, ..., x,,) priklauso , kubui” A; x --- x A, C R™, kur

Ap: <ZNP’%:|’

ip € Z,p=1,...,m, ir yra lygios nuliui, kai (21, ..., z,,) priklauso ,istrizainéms” :

/mg(xl,...,xm)WN(dxl)...WN(dxk) E/ "Wy

m

yra apibréziamas kaip suma:

/ gdeN = Z gAl """ AmWN(Al) .. WN(Am)

Ag,e, A,

Kadangi kiekvienas toks integralas yra Apelio forma, tai, remiantis 1.1 lema, gau-
name

{([ ga™Wy)'} <Cllglam, (1.41)

kur konstanta C' < oo nepriklauso nuo g ir N. Normos || - |[z2@m) apibrézimas
pateiktas 2.3 skyrelyje.

Naudodamiesi klasikine martingaline teorema (zr. pvz. [8]), gauname, kad bet
kokiam k < oo ir bet kokiems nesikertantiems intervalams (z}, z/],i =1,... k,

(WN((x/D xlll])a R WN<<1];€, :L‘Z])) = (W((xll’ IH])7 R W((l’;g, ZL‘Z]), (1‘42)

kur W yra standartinis Gauso triuksmas. [47] darbe yra irodyta, kad

I fv = fllee@emy — 0 (N — 00), (1.43)

kur -
flz1, o xm) = am H(s —z,)t 1t ds (1.44)

0 3

yra m—Ilypio Ito-Vynerio stochastinio integralo .J,,, = J,,,(1),
I = flxy, ..., xp)W(dxy) ... W(dz,,),
R’ITL

pointegraliné funkcija. Kaip ir [47] darbe (zr. taip pat 2.3 lemos jrodyma), galima
isitikinti, kad i§ (1.41)—(1.43) sarysiy isplaukia (1.35). Teorema irodyta.
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II Skyrius. Tolimos
priklausomybeés tiesiniy procesy su
begalinés dispersijos
nepriklausomais, vienodai
pasiskirsciusiais triukSmais Apelio
polinomuy sumu silpnasis
konvergavimas

2.1 Pagalbiniai teiginiai

2.1 lema. Tegul q(x) yra m — 1 laipsnio polinomas. Jei tenkinamos sqlygos (22),
(23), tai

im [2|"P(E™ 4+ q(§) <x) = ¢, (2.1)
Jim 2P +q(§) > ) = &y, (2.2)

U
lim |X0| > .CE Z |b |am (23)

z—oo P( |50| > 1)

Konstantos ¢_, ¢y nusakytos (20).
[rodymas.  Pradékime nuo (2.2). I8 (22), (23) isplaukia sarysiai

P{" >z} ~ ¢ x>0, (2.4)
P{{m < —x} ~ é_|z|7Y, x <0, (2.5)

kai x — oco. Tegul U,V yra atsitiktiniai dydziai ir v > v. Tada

P{U>u+wv, |VI<v}<P{U+V >u, |V|<v}<P{U>u—uv}. (2.6)

24



Tegul ¢(z) = Zmol a;x’. Nesiaurindami bendrumo galime apsiriboti atveju a; # 0.
Naudojantis (2.4), (2.5) pakankamai dideliems z > 0 yra teisingos nelygybés

m—1
P{lg(§)] > 2} < ZP{Iazf | > 2} <O (la|fx)™ < Ca,
=1

kur o = am/(m — 1) > a. Taigi galima parinkti konstantas 0 < 3 < 1, v > «, kad
bty teisinga nelygybe
P{lg(§)] > 27} < Ca. (2.7)

Akivaizdu, kad

P{&™ +q(&) > «}
P{E™ +q(&) >z, q(€)| <z} + P{"+q(&) >z, |q(¢)] > 27},

Antroji tikimybé nevirsija P{|q(¢)| > 2°} = o(2~). Naudodamiesi (2.6) su U = £™,
V =R(§), u=x,v=21% gauname

P{E™ + (&) > x, |¢(©)] < 2"}y < P{E" >z —a’} ~Epame,
Is kitos puses

P{E™ +q(&) >z, [q(§)] < 2%} = P{E" >z + 27, |q(§)| < 2’} =
P{&™ >z + 2P} — P{¢m > 2+ 2P, |q(&)] > 27},

Nesunku isitikinti, kad P{¢™ > z + 2°} ~ ¢, 27*. Naudodamiesi (2.7), gauname
P{E" > o+, q(§)] > 2"} < P{la(§)] > 2"} = O(a™7) = o(a™).

Analogiskai galima irodyti (2.1).
Toliau jrodysime (2.3). Yra zinoma, kad

o0

|X0| > ZIZ'
hmmf— > b; ™
it pals o > 2 M

(zr. [12]). Taigi pakanka irodyti, kad

X [o.¢]
lim sup — 4 |0|>x Z|b|am. (2.8)

Parinkime ¢ > 0 toki, kad am — e > 2. Naudojantis (22), (23) nesunku ijrodyti, kad
(zr. [2], 1 lema)

Bl&I(&] > o)™ T < 0ot Blel(l&l <o) <0,z — o0 (29)
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Pasinaudoje Rosentalio nelygybe (zr. [36])

0o p 00 00 p/2
E Z bi&i| < C{ Z b |G| + (Z b?Efz'2> } (2.10)
=1 =1 =1

bet kuriam p > 2. Pazymeékime

o 0o (am—e)/2
S (Zb?) |
i=n i=n

Naudodamiesi (2.9) ir (2.10), gauname, kad su bet kuriais n,z > 1

P( ; :r;) L g omtep
o 00 (am—e)/2
< C’xo‘erE{ Z |b;| " + (Z bfoam> } <Cz™ "D, _.
=1 =1

Naudodamiesi nelygybémis

EEI(|&] < 0) < EE <O,

am—e

Z bi&I(|&] > )

i=n

I(|&| > )| >

gauname
00 00 am-—+e
P( Y obGl(l&l < w) <a™E| Y bi&I(&] < x)
0 00 (am+e)/2
< Cl‘amg{ Z |bi‘am+sxs + (Z@Q) }
i=1 i=1
<CromD, |,
kur
0 00 (am+-e)/2
D= 3O + (be) |
Atsizvelge i aukséiau irodytas nelygybes bei i (22), (23), gauname
= bi&| >
lim sup (‘ Lz 5‘ 7) < CD,, (2.11)
200 ﬂ§o|>-%)

kur Dy, := D,y + D, - — 0, n — o0.
Kai n < oo, tai

n—1 n—1
i DUZiE) 06 > 2) Z|b jom (2.12)

w0 P(|€] > )
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(zr. [12]). Tegul 0 < § < 1. Pazymékime

n—1 o'}
Upi= bl v V=) bi&.
i=1 i=n
Naudosimés nelygybe
P(|Xo| > z) < P(|Us| > (1 = 8)z) + P(|Va] > 0z).

Naudodamiesi (2.11) ir (2.12), gauname

n—1
<1 =87 |bi|*™ + Co"D,,.

=1

lim sup —P(|XO| > 1)
s—o0 P(|€] > 7)

Paskutinéje nelygybéje peréje prie ribos, kai n — oo, o po to, kai 6 — 0, gauname

(2.8). [
6 teorema ([3], [18]). Tegul E|X|™ < oo. Jei Pp(x), m = 0,1,... yra Apelio
polinomai, susije su atsitiktinio dydzio X skirstiniu, tai
Pm(ZE) = Z C;Tl‘m_n Z (—1)lli‘v1| R, (2.13)
n=0 Vi, V1)

kur sumoge Y-, v,y yra sumuojama pagal visus aibés {1,...,n} suskaidymus (V1,
LWV, L= 1,2,... § netu$éius poaibius Vi,..., V. Aibés V elementy skaiciy
pazyméjome|V|, atsitiktinio dydzio X p-tos eilés kumuliantq paZyméjome k.

Is paskutinés teoremos isplaukia, kad P, (x) yra m-tos eilés polinomas, ku-
rio vyriausiasis koeficientas lygus 1, o kiti koeficientai isreiskiami per momentus
EXF kE=1,2...,m.

Toliau Q,(z), p =0, ..., m zymésime p-tos eilés Apelio polinomus susijusius su
atsitiktinio dydzio &, skirstiniu.

I$ 2.1 lemos ir (2.13) isplaukia tokia isvada.
2.2 iSvada.
(i) E|Pn(Xo)|" <00, 0<r<a;
(i) E|Qp(&)|]" < o0, O<r<am/p, p=1,...,m;
(iii) B|9Q,(&)* < oo, p<am/2.

Zemiau pateikta multinominé formulé yra labai naudinga tyrinéjant tiesiniy pro-
cesu Apelio polinomy sumas.
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7 teorema (multinominé formulé). Tegul m > 2 yra naturalusis skaicius, {\;, 1
2...} yra realiyjy skaiciy seka, tokia kad

i A < oo
i=1
Tegul
X = Z )\Zé.l7
i=1

kur &,&, ... yra nepriklausomi, vienodai pasikirste atsitiktiniai dydziai, turintys

vidurkius E& = 0 ir mr-tos eilés momentus E|&|™" < oo kazkuriam skaiciui 1 <
r < 2. Tada
Z > ST (214)
(M)ma (B J=1
kur sumoje Z(W)ml yra sumuojama pagal visus aibés {1,... ,m} suskaidymus 7 |
nesikertancius poatbius, kuriy kardinaliniai skaiciai yra py, ..., pi,
!
sz =1m,
i=1
0 sumoje Z/(Z.)l yra sumuojama pagal sveikyjy skaiciy i1, ..., 1, tokiy kad i; # iy
kai j # k, rinkinius (iy,...,1). Desinéje (2.14) puséje uzrasyta eiluté konverguoja

beveik visur ir L (€2) prasme.

Formulé jvesta [3] darbe. Autoriai ja irodé atvejui, kai atsitiktinio dydzio P,,(X)
dispersija yra baigtiné, t.y. kai tenkinama salyga E|&[*™ < oo.

[rodymas. Yra zinoma, kad (2.14) formulé yra teisinga baigtinéms sumoms

N
Xy=> X& 1<N<oo

Pon(Xn) =) ) Z HA”JQPJ &), (2.15)
=1

(M)m,1 (D1, N j=1
kur P, y yra m-tos eilés Apelio polinomas, susijes su atsitiktinio dydzio Xy skirs-
tiniu, o sumoje Z/(Z.)hN yra sumuojama pagal visus rinkinius (i1, ...,14), ¢; # ix(j #
k),it,...,5 € {1,2,..., N}. Teorema bus irodyta parodzius, kad atitinkamos (2.15)
puses konverguoja i atitinkamas (2.14) puses.

Pirmiau jrodysime, kad P,, n(Xx) konverguoja su tikimybe 1 i atsitiktini dydj
Pn(X). Yra gerai zinoma, kad atsitiktiniy dydziy seka {Xy} konverguOJa su
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tikimybe 1 i atsitiktini dydi X. Taigi su kiekvienu k£ > 1 atsitiktiniy dydziy seka
{X%} konverguoja su tikimybe 1 i atsitiktinj dydj X*. v, Naudodamiesi Rozentalio
nelygybe, gauname, kad X% — X k L7(2) prasme ir kad su kiekvienu k =1,...,m
yra teisingos nelygybés E |X |’ < oo. Lieka pasinaudoti (2.13).

Pastebékime, kad desiné lygybés (2.15) pusé yra atsitiktiniy procesy

> H 79, (&), N=12,..., (2.16)

1< <<y <N j=1

baigtine suma pagal visus [ = 1,...,m ir pagal visus suskaidymus 7,,;. Kiekvienas
i (2.16) procesy yra martingalas pagal N (zr. [3]).

Naudodamiesi dekouplingo nelygybe martingaliniams skirtumams bei Bahro ir
Esyno nelygybe (zr. 2.2 lemos irodyma), galime irodyti, kad martingalai (2.16) yra
L7(§2) apreézti ir dél to konverguoja L"(£2) bei beveik visur prasmémis. []

2.2 Isskaidymas

Nagrinékime atsitiktinius procesus

Yt, = Z b i1 " by im 11 e '§z‘m =m! Z bt—i1 ce bt—im§i1 e 'fz‘m,

T <o <1<t

}/t// = Zb Qm éz

i<t

Ry = Zzszlzl 'b?iilQP1<£i1>"'Qm(&z)'

=2 Tm, 1 7:l
Remdamiesi multinomine formule (2.14),

Prn(Xe) =Y/ + Y + Ry

Pazymeékime
[N?] [N [N
Sl Z S Z Y/, Rym(t):=)_R,
j=1

S;V,m = S;V,m(l)7 S;(f,m = Sxf,m(l% RN,m = RN,m(l)
Tada
SNm(t) = Sym(t) + SXm(t) + Rym(t). (2.17)

2.2 lema. FEgzistuoja skaicius r > « toks, kad

E|Rym|” = o Ay.)- (2.18)
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[rodymas. Pastebékime, kad Ry = 0, todél lema pakanka irodyti kai m > 3.
[rodysime, kad (2.18) nelygybé yra teisinga su bet kokiu m > 4. Atveju m = 3
mineétoji nelygybeé irodoma atlikus neesminius pakeitimus.

Is R; apibrézimo isplaukia, kad (2.18) nelygybé yra teisinga su kiekvienu

N
T e T
Nm E Rt’
t=1

kur
RZST = Z b:fi“ U bfizl Q;Dl (521) e sz (gil)7 (2'19)
i< <i1<t
0T = Ty, yra aibés {1,...,m} suskaidymas i [ nesikertanc¢iy poaibiy, kur 2 <
[ < m — 1. Kitaip tariant, suskaidymo 7 poaibiy kardinaliniai skaiciai p, tenkina
nelygybes 1 < p, < m —1,u = 1,...,[, ir bent vienas i§ kardinaliniy skaic¢iy yra
didesnis uz vieneta. Pastebéekime, kad

N
N = D { bflil"'bflil}Qm(fil)"'sz(fil) (2.20)

i<—<i1 \ t=1v(i1+1)

yra martingaliniy skirtumuy

Qp1 (&1)7 SRR Qpl (511)

polinominé forma. Remiantis 2.2 isvada, atsitiktinio dydzio RY,, dispersija gali buti
baigtiné arba begaline, todél butina i tai atsizvelgti.
Pazymeje

*
‘= max
p 1<uglpu’

nagrinékime atveji p* < am/2. Naudodamiesi 2.2 isvados (iii) teiginiu, gauname
E{Q ()} <oo, i=1,...,1,

ir
2

N
BlRG,"<C Y | > ww,| <ON. (2.21)

i <-<i1 | t=1V(i141)

Paskutinés nelygybeés irodyma zr. [19].

Atvejis p* > am/2 yra sudétingesnis, nes suskaidymo m = m,,; tik vieno
poaibio kardinalinis skaic¢ius yra p*,o kity poaibiy kardinaliniai skai¢iai yra mazesni
nei am/2. Tuo nesunku isitikinti — jei p, > am/2 ir p, > am/2 kazkuriems
u#v,u,v=1,...,10, tai p, +p, = am > m, kas prieStarauja nelygybei p, +p, < m.
Taigi egzistuoja vienintelis skaicius 1 < u* < [, toks, kad

Pusx :p* 2 am/?, Py < am/Qa U%U*7 u = 17"'7l' (222)
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Toliau naudosimés Bahro-Esyno nelygybe (irodyma zr. [5]): jei atsitiktiniy dydziy
seka n; yra martingalinis skirtumas, r» — realus skaicius, 1 < r < 2, tai

<2 Elnl". (2.23)
=1

Tegul r = (am/p*) — 9§, kur 6 > 0. Tada a < r < 2, ¢ia pirmoji nelygybé seka i3
nelygybés p* < m pasirinkus § pakankamai maza. I$ (2.22) ir 2.2 isvados isplaukia

E{|Qp ('} <00,  E{Q) (&)} <oo, u#u', u=1,...,1 (2.24)

Jei u* =1 (t.y. p1 = p*), tal naudodamiesi (2.23) ir (2.24), gauname

E| R,
N T
=FE Z Qp* (511) ( Z { Z tiil U bfl—zl } Qpl (’512) e Qpl (£ZZ)>
i1 i <--<ig<i1 \ t=1V(i1+1)
N T

< QZE Qp*(éh)( Z { Z tiz‘l "'bfl—z‘l}Qm@b)”'sz(ﬁl‘z)) ‘

i1 i< <ig<ip \ t=1V(i1+1)
QCZE Z { Z bplzl' b? Zl}QP1(§i2)”.Qpl(§il))

i1 <-<ig<i® \ t=1V(i1+1)

Cia mes pasinaudojome tuo, kad atsitiktinis dydis &;, yra nepriklausomas nuo atsi-
tiktiniy dydziy &,,,...,&;,. Pasinaudoj¢ Hiolderio nelygybe bei (2.24) nelygybémis,
panasiai kaip (2.21) gauname

N 2
E‘R < CZET/Q Z { Z tlzl bplil}Qpl(fiQ)'”Qpl(gil))
1 <--<t2<iy \ t=1V(i1+1)
N 2\ r/2
o L)
i1 \i<—<ia<iy 1v(iy

Atliekame skai¢iavimus

N 2
z{ S - ble}
i2 \ t=1V(i1+1)

N

_ E ’ § : 2 pP2 § : . Pl
- —i1 t —i1 bp mb bf*plbt/*pl
1

t,t':lv(z‘1+1)

N
<C )

tt' =1V (i1+1)
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Kadangi r/2 < 1, tai, naudodamiesi nelygybe

)

ol
<Z|ai|77 O<’7<17
7

gauname

N r/2
E|RY " < CZ( > \btip*bt/ip*)

Lt =1V (i+1)

N
<O Dbl e

tt'=1 i

Kadangi rp* > am — dp*, tai skaicCius rp* kaip norima artimas skaic¢iui am, kuris
tenkina nelygybes am > m > 4. Taigi

Z ’bi‘rp*/2 < 00,
7

kai 0 > 0 yra pakankamai mazas. Irodéme, kad egzistuoja skaicius r > «, su kuriuo
yra teisinga nelygybeé
E|RY,.|" <CN, (2.25)

|’I"
,m

is kurios seka sarysiai

E|R |" = o(N"*) = 0(A},.).

ml
Deja, auksciau pateiktas irodymas néra pritaikomas atvejui u* # 1, todeél (2.25)
nelygybei irodyti naudosime polinominiy formy RY,, dekouplinga (zr. [36], [52]).
Tegul atsitiktiniy dydziy sekos {&1.},...,{&.} yra atsitiktiniy dydziy sekos {&;}
nepriklausomos kopijos {¢;}. Pazymékime

N
e Y { 5 bfz,--bful}gpl(gm)---Qm@,n). (2.26)

i<-<i1 \ t=1v(i1+1)

Nesunku pastebéti, kad (2.26) polinominei formai (kuriai pritaikytas dekauplingas)
nebéra butina reikalauti u* = 1, todél (2.25) nelygybé gali buti taikoma bet kuriam
w* = 1,...,l. Norédami irodyti, kad (2.25) nelygybé yra teisinga bet kokiam
suskaidymui @ = m,,;, pasinaudojame kita dekauplingo nelygybe: jei r — realus
skaicius 1 < r < 2, tai B

EIR(/)I" < CEIR()I" (2.27)

kur

R(f) = Z fi1,...,il Qpl (621) T Qpl (fil)>

1 <--<i1

R(f) = Z fil,...,il Qpl (51,1'1) T Qpl (él,il>

i< <11
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yra bet kokios baigtinés tetraedrinés Apelio polinomy formos, ir konstanta C' neprik-
lauso nuo f. Placiau ir apie bendresnes dekouplingo nelygybes zr. [43]. Taigi (2.25)
nelygybeé, o tuo paciu ir lema irodytos. []

2.3 3 teoremos irodymas

(i) Nagrinékime (2.17) isskaidyma . Remdamiesi 2.2 lema, turime Ry, (t) =
op(Anm). Be to,
Shm(t) = Op(N'?) = o(Anm)

(zr. [3], [18]). Taigi pakanka irodyti, kad
AN SN () = Za(1). (2.28)

Pastebékime, kad
Yt// = Z b2 Qm (52)

i<t
yra tiesinis procesas, kurio inovacijos Q,,(&;), ¢ € Z yra nepriklausomi, vienodai
pasiskirste atsitiktiniai dydziai, o svoriai yra sumuojami:

o
> bl < o0
=1

I3 2.1 lemos isplaukia, kad atsitiktinio dydzio Q,,(&p) skirstinys priklauso a-stabilaus
désnio traukos sriciai.
Vadinasi, (2.28) konvergavimas isplaukia i3 [2], [4] ar [31] darby.

(ii) Siuo atveju turime AN = o(Bym), todél teoremos tvirtinimas isplaukia i§ 2.2
lemos ir
B Sy (t) = (). (2.20)

Paskutinis sarysis yra irodytas [3], [19] darbuose.

(iii) Teoremos tvirtinimas seka i§
(BN S (8): A S (£) = (I (1), Za (1)) (2:30)

I$ paskutinio sarysio taip pat seka (2.28) ir (2.29).
[veskime keleta pazyméjimy. Tegul 1 < p < 2. Pazymékime LP(RF), k =
1,2, ..., erdve visy realiy simetriniy funkciju f: R* — R, kurioms

1/p
“fHLP(]Rk) = {/’f@?l,---,xkﬂpdﬂ?l T dil?k} < 00,
Rk
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kur dz;... dz, yra k-matis Lebego matas. Fiksuokime skaic¢iy 6 > 0, toki, kad
l<a—-6§<a+d <2 Pazymékime L*(R) Banacho erve visy iSmatuojamuy
funkcijy g: R — R, kuriu

HQHLaﬁcR)3=:TnaXF{HQHLa—%R)7HQHL0+MR)}'< 0.

Sakysime, kad funkcija f(z1,...,7;) on R* yra paprastoji, jei ji igyja pastovia
reikime f21-2% aibéje Ay x -+ x A, C R, kur

1y 1+ 1 . .
AJ_(NJ ]N ], ZjEZ,jzl,...,/{Z,

ir lygi nuliui istrizainése: fo0-2% = 0 if A; = Ay (35 # j'). Paprastyjy funkeijy,
apibrézty aibéje R* klase susitarkime zyméti Ly (RF). Tegul

LY (RY) == LP(R¥) N Ly (RF), LY’ (R) := L**(R) N Ly(R).

Naudosime stochastinius matus

Zy(B) = BNV N Q&) (2.31)
i/NeB
Wx(B) = o 'NV2N" ¢, o= Eg, (2.32)
i/NEB
apibréztus baigtiniuose intervaluose B = (x1,23], 1 < z3. Diskretus stochas-

tiniai integralai I1(g, Zy) ir Ix(f, Wy) yra apibréziami paprastosioms funkcijoms
g€ LY (R) ir f € L% (R*) lygybémis

I(g,Zn) : ZgAZN (2.33)
ir
L(f,Wn) = > fA W (Ay) - W (Ay). (2.34)
A, Ay

Eilutés konverguoja atitinkamai L?(€2) ir L2°(£)) prasmémis.
Naudodamiesi 2.1 lema, panasiai kaip [1] darbe, nesunkiai gautame nelygybes

E|L(g, Zn)I*~° < Cllgll§as g B|L(f, W) = KU FIIZ ey (2.35)

kur konstanta C' nepriklauso nuo N ir g. Stochastiniai integralai

(g, Z0) = / (2)Za( ), (2.36)
I(f, W) = /f Ty, .., xp)W(dzy) - - W(daxy), (2.37)

a-stabilaus atsitiktinio mato Z,(dz) = dZ,(z) ir Gauso atsitiktinio mato W (dz)
atzvilgiu yra apibrézti atitinkamal funkcijoms g € L*(R) ir f € L?(R¥). Yra teisingi,
panasus i (2.35) rezultatai

ElL(g, 2)1"7° < Cllgllasy:  Bl(f W) = R Fll 72 (2.38)
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2.3 lema. Tarkime, kad
I fx = flle@sy — 0, lgn — gllLes@ — 0, (2.39)
kur fx € L3(RF), gy € LS (R), N > 1, ir f € LA(R*), g € L*(R). Tada
(Ie(fn, W), Lilgn, Zn)) = (In(f, W), L(g, Za)), (2.40)
kur stochastiniai matai W ir Z, yra nepriklausoms.

Jrodymas. Nagrinékime atveji, kai N igyjamos reikimes yra N = 25, K =1,2, ...,
t.y. erdvés R* suskaidymai {A; x - x A} yra monotoniski. Tada L%,(R*) C
L3(R¥) ir LS (R) € LY°(R) (M < N). Nemonotoniniy suskaidymy atveju irodyma
reikia kiek modifikuoti.

Naudodamiesi 2.1 lema bei 2.35 teorema [30], galima ijrodyti, kad

{(VVN(A]‘),ZN(A]‘))7 j =1,... ,L} — {(W(Aj),Za(Aj)), j =1,... ,L},

kar A;,j = 1,...,L, yra nesikertantys baigtiniai intervalai. IS ¢ia, naudojantis
(2.33), (2.34), (2.36) ir (2.38) apibrézimais, gauname, kad visiems M > 1 ir papras-
tosioms, su kompaktiniu neséju funkcijoms fy; € Ly (R¥), gy € Ly(R) isplaukia
konvergavimas

(In(fors W), Ti(gar, Zn)) = (Le(far, W), Ti(gar, Za)), (2.41)

kai N — oo (zr. [1], [47], [49]). Kad irodytume (2.40), pakanka irodyti, kad bet
kokiems u,v € R,

Eexp {iulp(fn, Wn) + vl (gn, Zn) } — Eexp {iuly(f,W) +ivli(g, Z)}. (2.42)

Apsiribokime atveju u = v = 1. 1§ (2.39) isplaukia, kad kiekvienam & > 0 galima
rasti toki naturaluy skai¢iuy M ir paprastasias su kompaktiniu neséju funkcijas fy; €
Ly (R®), gv € Ly(R), kad

| fx = farllz@ey + [ far = fllz2@e
+lgn — gullpeswy + Il — gnll o) < € (2.43)

visiems N > M. Turime

}E eifk(fN,WN)-i-iIl (gn,ZN) _ E eifk(f,W)-l-ih (9,%) ‘
< |Eeilk(fN:WN)+i11(9N:ZN) _ Eeilk(fNI:WN)+i11(gM7ZN)|
+’E ok (v, W)+l (96, 2N) B oile(fa,W)+il1 (9, 2) ’
+’Eeifk(fM,W)+’”1(gl\/I:Z) _ Eeilk(f,w)‘HIl(g,Z)’

= Vi+Va+ Vi
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Naudodamiesi (2.35) ir (2.43) gauname

Vi |Eei1k(fN*f1M,WN) _ 1‘ + ‘Eeifl(nggA/I’ZN) _ 1‘

<
< EBY2\L(fx — far, Wa)|? + BV (gn — gar, Zn)|*7°
< C(lfn = fulle@sy + gy — gurllpesmy) < Ce

su kiekvienu N > M. Analogiska nelygybeé yra teisinga démeniui V3. Taigi dél laisvo
M ir e parinkimo suma V;j + V3 gali buti kaip norima maza, kai N > Ny(M,e) yra
pakankamai dideli. Tada (2.42) isplaukia i$ to, kad kiekvienam fiksuotam 1 < M <
oo riba limy_ V5 yra lygi nuliui, kas savo ruoztu isplaukia is (2.41). []

3 teoremos jrodymo tesinys. Apsiribosime jrodydami (2.30) vienmaciams pasiskirsty-
mams, kai ¢ = 1. Bendras atvejis yra irodomas analogiskai. Naudodami 1.3 skyrelyje
apibrézta paprastaja funkcija fy(zy, ..., o,) € L3 (R™) uzrasykime B;,}mevm kaip
m-lypi diskrety stochastini integrala:

Byt S = In(f5, W) (2.44)
Analogiskai

kur paprastoji funkcija gy € L?\;‘S(R) yra apibrézta lygybe
N
gN(ZL') = ﬁil Z b,
t=1v(i+1)
kai z € ((1 —1)/N,i/N], i < N, ir gn(z) = 0 kitur. Tegul g(z) := 1pj(x). Tada
Zo(1) = 11(9, Za)- (2.46)

Lieka irodyti, kad
lgn = gllLes@y — 0, N — oo. (2.47)

Norint tai padaryti, pakanka irodyti, kad kiekvienam 1 < p < 2,

1 0
/ lgn () — B dz — 0, / lgn (@) dz — 0.
0 —00

Pirmasis integralas konverguoja nulin, nes

> =g
i=1
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Norint irodyti, kad antrasis integralas taip pat konverguoja nulin, reikia pastebeti,
kad |b"| < Ci7", kur r > 1. Tada

0 0o [/ N+j P 00 Ity P
/]gN(x)\pdx < C’N_IZ(ZF’) <CN_1/dy</x_’”da:)
. j=1 \ i=j / .

0o I+y p
< C’N(Tl)p/ dy(/xrdw>
0 y

= CON~=Drp 0,

nes I < oo, kai r > 1 yra parinktas toks, kad tenkinty nelygybe (r — 1)p < 1. Tuo
nesunku isitikinti pasinaudojus nelygybe

1 1 D o0
I < / dy(/:c’“dx) —|—/y”’dy,
0 Y 1

kurios desinéje puséje esantis integralas konverguoja kai (r — 1)p < 1, tuo tarpu
antrasis konverguoja kai rp > 1. Taigi (2.47) sarysis jrodytas.
Sarysis (2.30) isplaukia i$ 2.3 lemos bei (1.43)—(1.44), (2.44)—(2.47) sarysiy.
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III Skyrius. Tiesiniy procesuy su
begalines dispersijos
martingaliniais triuksSmais sumuy
silpnasis konvergavimas

3.1 Diskreciy integraly schema

Fiksuokime realy skaic¢iy 6 > 0 toki, kad 1 < o —d < a + 4 < 2. Pazymékime
&v o= &Gl(l&] < D), &y = &l(l6| = Dy). (3.1)
Nelygybes
Bl& v* < OM(Dy)DYy, Bl < CM(Dy) DY (3.2)

nesunkiai yra irodomos naudojantis (iii) salyga bei létai kintanciy begalybéje
funkcijy savybémis. Analogiskos nelygybés yra teisingos centruotiems atsitiktiniams
dydziams n;y = &y — B[y Fial:

Eln;x|** < CA(DN)DY,  Elnfy|*™ < CA(Dy) DR, (3:3)

Pastebékime, kad atsitiktiniy dydziu sekos (771+ noFi)s (M, Fi) yra martingaliniai
skirtumai, todél galime taikyti Bahro-Esyno nelygybe: bet kuriam 1 < r < 2

> gmin > gy
=1 =1

kur g;,7 € Z yra realts skaiciai.
Toliau naudosime 2.3 skyrelyje ivestus pazymejimus. Baigtinio intervalo B =
(x1,235], x1 < 3 stochastini mata Zy(B) apibrézkime lygybe

Zy(B) = Dy Y &,

i/NeB

E

<2) gl Elnfyl", E <2 g"Elnyl,  (34)
=1 =1

kur atsitiktiniai dydziai &;,7 € Z tenkina (i) — (iii) salygas. Suma
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I(g,Zy) =Dy > g(i/N)&, (3.5)
e,
vadinsime funkcijos g € L%é(R) diskreciu stochastiniu integralu stochastinio mato
Z N atzvilgiu.
Naudodamiesi (3.3) ir (3.4) nelygybémis, gauname

o a=8
E|I(g, Zy)*"° < E(Zg(i/N)D]—Vlnng + (E‘Zgi/N Dz‘vlm‘N’ +5> o
MWD S g/ M) + (M) D3 3 lg(a/ M)+
oN-! Z /W + (VY lgta/ )

= (HQHLM +H9HLQ5 R))-

‘oz—(?

N

/N

Lieka pasinaudoti normos || - ||, 4.5 R) apibrézimu norint gauti nelygybe

E|I(g, Zn)|*"° < C|g||* (3.6)

La5 )

kur konstanta C' nepriklauso nuo N ir funkeijos g € LY’ (R).

Zemiau uzrasytos lemos irodymas yra gautas pritaikius 7 lemos [47] irodyma
miisy tikslams. Deél to, kad s§i lema yra labai svarbi diskreciy integraly schemoje,
pateiksime jos irodyma.

3.1 lema. Jei funkcijy seka gy € L]O‘\;(S konverguoja § funkcijg g € L*°(R) normos
|| - [|pesm) prasme, tai atsitiktinio dydzio I(gn, Zn) pasiskirstymo funkcija konver-
guoja § atsitiktinio dydzio 1(g, Z,) (ér. (2.33)) pasiskirstymo funkcijg, kai N — oo.

[rodymas. IS lemos salygos isplaukia, kad kiekvienam laisvai parinktam ¢ > 0 egzis-
tuoja naturalus skaicius M > 1 ir paprastoji funkcija gy € L%‘S(R), kad buty
teisingos nelygybes

gy — gullas <& llgn — gllas <e, (3.7)
kai N > M. Akivaizdu, kad

Bexplitl(gy, 2x)} - Bexp{itl (s, N} <
Eexp{itl(gn, Zn)} — Eexp{itI(gu, ZN)}‘ +

Eexp{itl(gy, Zn)} — E exp{itl (g, Za)}' +

Eexp{itl(gu, Za)} — Eexp{iti(g, Za)}‘ = Vi+Va+ Vs teR
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Lieka isitikinti, kad, kaip ir 2.3 lemoje, V;, ¢ = 1,2,3 yra kaip norima mazi, kai
N > M yra pakankamai dideli. Pradékime nuo V. Pastebékime, kad

1/(a—9d)
W1 < ]t\{EU(QN — 9um, ZN)|a6} :

Pasinaudoje (3.6) ir pirmaja (3.7) nelygybémis gauname, kad
Vi < Cltle,

kai N > M. Nesunku patikrinti, kad analogiska nelygybé yra teisinga démeniui V;.
Apsiribokime atveju N = 2% k € N. Tada erdvés L})‘V’(s(R) monotoniskai didéja,
kai N — oo.
Naudodamiesi (g, N) ir (g, Z,) apibrézimais gauname

Ign, Zn) = Zg(i/M)ZN[i/M,(z‘Jrl)/M),

I(gMaza) = Zg(i/M)Za[i/M7 (l + 1>/M)7

t.y. I(gnm, Zn) yra baigtinio skaic¢iaus kintamuyjy Zy[i/M, (i + 1)/M), i € Z pirmos

eiles polinomas, o I(gu, Zo) — tas pats, Za[i/M, (i + 1)/M), i € Z kintamyjuy,

polinomas. IS 4 teoremos (ii) salygos isplaukia, kad I(ga, Zn) = (g, Za), 0 18

¢ia seka, kad kiekvienam fiksuotam M < oo riba limy_ o, V5 yra lygi nuliui.
Bendru atveju lema irodoma su neesminias pakeitimais. []

3.2 4 teoremos irodymas
Pazymeékime
) [N
In(t) = sz
Iy = JIn(), Jaa = Jaa(l).
3.2 lema. Jy(t) = Jaa(t).

[rodymas. Pakanka irodyti, kad atsitiktinio dydzio Jy pasiskirstymo funkcija kon-
verguoja i J, ¢ pasiskirstymo funkcija, nes bendras atvejis yra jrodomas analogiskai.
Uzrasykime Jy = I(gn, Zn), kur
1 N
gn(i/N) = TNV S (erL(s —i)(s =) e Lii—s)(i—s)TY), i€Z

s=1
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yra erdves LYy ’(R) paprastoji funkcija. Analogiskai, Joa=1(9,Z,), kur

1
g(u) = / (cr(s—uw) ' + e (u—s)TNds, ueR.
0
Tada I(gn, Zy) = 1(g, Z,) isplaukia i3 3.1 lemos, isitikinus, kad
llgn = gllpes@ — 0, N — oo. (3.8)
Kadangi labai panasiy i (3.8) sarysiy irodymus galima rasti [1], [4] darbuose, tai

pastarojo irodymo nepateiksime. []

Teoremos irodymas bus baigtas, jei irodysime sekos Jy(t), N € N kom-
paktiskuma Skorochodo erdvéje D[0, 1]. Tai padarysime naudodamiesi gerai zinomu
kompaktiskumo kriterijumi (zr. 15.6 teorema [8]) ir 3.3 lema.

3.3 lema. Egzistuoja konstantos C' > 0, € > 0 tokios, kad
ElIn(t2) — In(t1)]*7° < Clty — | (3.9)
su visats 0 <t < tg < 1.

[rodymas.  Pakanka isitikinti, kad (3.9) nelygybé yra teisinga taskuose t;, =
Jk/N, e = 1,2,..., N, k = 1,2. Dar daugiau, i§ proceso X;, t € Z stacionarumo
iSplaukia, kad galima apsiriboti atveju j; = 0,72 = j > 1. Taigi turime jrodyti
nelygybe

ElJn(j/N)[*° < C(j/N)e. (3.10)

Panasiai kaip 3.2 lemos irodyme Jy(j/N) = In(gn,;, ZN), kur
gn;(i/N) == Ay st & Ay = L(N)N%

Kadangi i§ nelygybés ||gN]||La5(R < C(j/N)'*e isplaukia (3.10) nelygybe, tai

irodysime, kad
j a—§8
D bei| < CAYO(/N)TE (3.11)

s=1

Ny

1EZ

Paskutine nelygybe pakanka irodyti svoriy formuléje (30) paémus konstantas ¢, =
1,c_ = 0. Atsizvelge i tai, turime irodyti, kad

N D L(s—i)(s — i)

i€Z | s=1

a—90
< CL(N)Q 5Na d)d (/N>1+e
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kur konstanta C' nepriklauso nuo N, j. Paskutinioji nelygybé nesunkiai irodoma
naudojantis létai kintanciy begalybéje funkcijy savybémis bei nelygybémis

J a—0
N d(a—3) Z Z(S _ Z)dfl < C«ja767
<0 ' os=1
Jj—1 J a—§
Nfd(afé) Z (S _ Z)d 1 < Cjai(s,
=0 ! s=i+1

kuriose konstanta C' nepriklauso nuo N ir j. []

Pazymékime k = (a — §)/2. Naudodamiesi Hiolderio nelygybe, gauname
E{|JIn(t2) = In ()] (ts) — In(t2)]"} <

{Blavie - JN<t1>|2ﬂ}1/2{EuN<t3> - JN(t2>I2“}1/2

bet kokiems 0 < t; <t <t3 < 1.
Pasinaudoje (3.9) nelygybe gauname

E{|Tx(t2) = In(t0)["|In (ts) = In(t2)["} < Clts — 0],

kur konstantos C' > 0, € > 0, tuo uzbaigdami teoremos irodyma.

3.3 5 teoremos irodymas

Tegul
N
gy(i/N) = Z ciL(s—i)(s— )T + e Lii —s)(i—s)"), i€Z
s=1
g(u) = (cy+c_)Alpq(u), ueR.
Sarysio

llgn — QHLWS(R) —0, N — o

irodymas yra analogiskas (2.47). Tolesni samprotavimai sutampa su 3.2 lemos
irodymu.
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Isvados

Disertacijoje nagrinétas tolimos priklausomybés tiesiniy procesu Apelio polinomy
daliniy sumuy silpnasis konvergavimas. Pagrindiniai disertacijoje gauti rezultatai
yra tokie.

1. Istirti tiesinio filtro su tolima priklausomybe ir martingalinémis inovacijomis Ape-
lio polinomuy su baigtine dispersija sumy ribiniai desniai. Gauti rezultatai praplecia
ankstesnius Surgailio [47] bei Avram ir Taqqu [3] rezultatus tiesiniams filtrams su
priklausomomis inovacijomis.

2. Istirti tiesinio filtro su tolima priklausomybe Apelio polinomuy su begaline dis-
persija sumuy ribiniai désniai. [rodytas ribinio désnio dichotomijos egzistavimas:
priklausomai nuo parametry «, d, m reikSmiy, ribinis procesas yra a—stabilus arba
kartotinis stochastinis integralas. Sis rezultatas yra naujas ta prasme, kad tokiems
dydziams stabilus ribinis désnis gautas pirma karta. Pazymeétinas darbe gautas Ape-
lio polinomy multinominés formulés apibendrinimas begalinés dispersijos atveju.

3. Irodytas tiesinio filtro su martingalinémis inovacijomis ir begaline dispersija
daliniy sumy konvergavimas i trupmenini stabily procesa (tolimos atminties filtro
atveju) ir nepriklausomy pokyciy stabily procesa (trumpos atminties filtro atveju).
Gauti rezultatai praplecia ankstesnius Astrausko [2], Maejima [38], Kasahara ir Mae-
jima [31], Avram ir Taqqu [4] rezultatus, lie¢iancius nepriklausomy inovacijy atveji.
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Zymeéjimai

R — realiy skaiciy aibé

N — nattiraliy skaiciy aibe

) — sveiku skaiciy aibeé

DI0, 1] — funkeijy, apibrézty aibéje [0, 1] Skorochodo erdve

(Q,F,P) - tikimybiné erdve

E{¢} — atsitiktinio dydzio & vidurkis

L*(Q) — aibé realiy atsitiktiniy dydziy, apibrézty aibéje 2 ir turin¢iy antra momenta

¢,n, & — realus atsitiktiniai dydziai, apibrézti aibéje (2, F, P)

Jo.a(t) — tiesinis trupmeninis stabilus judesys

Ji(t) — k-os eiles Hermito procesas

Zo(t) — a-stabilus Lévy judesys

Ai(g) — k-tos eilés Apelio forma

Pr(z) — k-os eilés Apelio polinomas, susijes su atsitiktinio dydzio
Xy skirstiniu

Qp(x) — k-os eilés Apelio polinomas, susijes su atsitiktinio dydzio

&o skirstiniu
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B(z,y) — beta funkcija,
B(z,y) = [} "7 (1 = t)*"'dt,z > 0,y > 0

cum(§y, ... &) — atsitiktiniy dydziy &, ...,& kumuliantas
I4(2) — aibés A indikatorius
A7) — létai kintanti begalybéje funkcija,

ty. lim;_ o %(Z;“;) = 1 su kiekvienu u > 0
sgn(z) =1ljeix>0,0jeiz=0,-1,jeix <0
an ~ by(n — 00) ~ reiskia, kad  lim, o §* =1

a, = O(b,)(n — oo0) — reiskia, kad egzistuoja konstantos C' > 0ir N € N

tokios, kad |a,| < C|b,| for all n > N
an = o(by)(n — o0o0)  — reiskia, kad lim, o §* =

&= Op(ay) — reiskia, kad atsitiktiniy dydziy {&;}

seka yra aprézta pagal tikimybe,
t.y. limy_ o limsup,,_, P{|&]| > N/a,} =0
C — jvairios teigiamos konstantos

[] — skaiciaus sveikoji dalis

||+ =zjeix>0, 0jeiz <0

— — konvergavimas pagal pasiskirstyma

— — silpnasis baigtiniamaciy pasiskirstymy konvergavimas
D[0,1 . C . .

[:] — silpnasis tikimybiniy maty konvergavimas

Skorochodo erdvéje DI0, 1]
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